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Wst|p

Nieustanny rozwoj techniki obliczeniowej pozwala obecniga tworzenie coraz
wijkszych i bardziej dok®adnych modeli nieliniowych zjawsk zycznych. Po-
wszechnij praktykj staje si} np. komputerowa analiza zderzex pojazdéw, zob.
rysunki 1.1 1 1.2. Modele sko«czenie elementowe mogj zawiera¢ setki tysijcy
a nawet miliony elementow sko«czonych, a do symulacji u»ywai, maszyn
wieloprocesorowych o olbrzymiej mocy. Symulacje numeryoe umosliwiajj

Rys. 1.1. Chrysler Neon, model MES (oko?o 300 000 elementéw sko«czonych). Rysunek po-
chodzi z raportu projektu APROSYS, zob. [198].
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Rys. 1.2. Poréwnania deformacji samochodu Chrysler Neon w tetcie zderzenia czo?owego z

przesunijciem, uzyskanych doxwiadczalnie i przy pomocy symulacji MES. Rysunek pochodzi
z raportu projektu APROSYS, zob. [46].

dok®adne zbadanie wszelkich charakterystyk danego probimi in»ynierskiego,
zanim jeszcze ostateczny produkt lub nawet jego prototyp ztanj wykonane.
Znaczenie tego procesu, zwanegairtualnym prototypowaniem, cijgle wzrasta.
Zwijzane jest to z potrzeb] skracania czasu trwania cykli pojektowych, ktéra
podyktowana jest przede wszystkim presjj rynku i wymogami lonkurencyjnozci.
Wirtualne symulacje pozwalajj na szybkj analiz; wielu alte rnatywnych rozwij-

za«, przyczyniajjc sij do podniesienia efektywnozci procgu projektowego oraz
redukujjc koszty poprzez zmniejszenie liczby niezb}dnychtestéw zycznych.

Ponadto, modelowanie komputerowe u2atwia zastosowanie eizgu metod opty-
malizacyjnych.
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Wynikiem przeprowadzonej optymalizaciji, jest konstrukcja/produkt/proces
technologiczny, ktére charakteryzujj sii optymalnymi cechami ze wzglldu na
kryteria przyjite jako miara ich jakozci. O przydatnozci tak otrzymanego roz-
wijzania w sposob oczywisty decydujj dwa czynniki. Jednym znich jest ade-
kwatno+¢ samego modelu numerycznego, ktéry musi dobrze ederciedla¢ rze-
czywiste zjawisko zyczne. Niespe®nienie tego warunku preadzi do powa»nych
ba3ldéw, a w konsekwencji z8ych decyzji. Drugi czynnik to w2aciwe sformu-
dowania zadania optymalizacji. Nietrafny dobér funkcji cdu oraz ogranicze«
projektowych mo»e 2atwo sprawi¢, »e rozwijzanie optymalnd|dzie zupe®nie
nieprzydatne.

Z drugiej strony, co wydaje si} by¢ ju» powszechnie podziefg opinij, nie-
odzownym sk®adnikiem wirtualnego prototypowania powinnasta¢ si} analiza
wpywu, jaki na modelowane zjawisko ma losowy charakter opujjcych je pa-
rametréw. Nie rozpatrujjc tego zagadnienia, projektant traci niezwykle istotnj
informacj; dotyczjcj jakoxci, a co sij z tym wij»e, niezawodnozci tworzonego
produktu. Rozwijzania, ktére spe?niajj swojj funkcj; dla n ominalnych warto-
+ci parametrow mogj okaza¢ si} nie do zaakceptowania jexliedmie si} pod
uwag, imperfekcje parametrow modelu oraz oddzia®ywa« zewtrznych. Nie-
unikniony losowy rozrzut wielkoxci parametréw materia®owch, wymiaréw czy
te» dzia®ajjcych obcij»e« mo»e mie¢ znaczjcy wp?yw na zachanie sij kon-
strukcji czy poprawne dzia?anie procesu technologicznegdest to wyjjtkowo
istotne w przypadku uk®addéw wysoce nieliniowych oraz projetéw bldjcych wy-
nikiem optymalizacji deterministycznej. To w®azxnie tzw. lonstrukcje optymalne
sj zazwyczaj szczegOlnie wra»liwe na imperfekcje paramétw. Umiejscowione
na granicy obszaru dopuszczalnego rozwijzania optymalne ogj stosunkowo 2a-
two okaza¢ si} ca®kowicie nieprzydatnymi jexli wartoxci pa@ametréw bidj ré»ni¢
sij od zao»onych wartotci nominalnych. Naturalnym wydajesi; zatem roz-
szerzenie sformu2owania optymalizacji deterministyczrjew ktérym uwzglidnia
sil niepewnox¢ wartotci parametréw. Sformu2owania takieferuje optymalizacja
niezawodnozciowa oraz optymalizacja odpornoxciowa [25R]iarj wp2ywu loso-
wozci parametrow mo»e by¢ natomiast prawdopodobie«stwo awi. Do szaco-
wania wielkozci tego prawdopodobie«stwa s?u»j metody konuyperowej analizy
niezawodnozxci [143,173].

Pomimo dox¢ powszechnego rozumienia znaczenia analizy chtastycznej
oraz potrzeby racjonalnego uwzglidniania losowego chara&ru parametréw kon-
strukcji, analiza ta jednak nie jest ogélnie przyjitj prakt ykj projektow;j. Nieste-
ty, do+¢ cz|sto dla prostoty lub w celu zredukowania kosztu blicze«, rezygnuje
si} z dok®adnego badania efektéw rozrzutu wartoxci paramedw. Do oblicze«
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przyjmuje si; zazwyczaj takie miary statystyczne jak warto+¢ +rednia czy kwan-
tyle rozk®adow prawdopodobie«stwa pomno»one przez odpavdnie wspoiczyn-
niki bezpiecze«stwa. Wymieni¢ mo»na szereg przyczyn tegtasu rzeczy. Naj-
istotniejszymi wydajj si; by¢:

trudnozci w zebraniu odpowiednich danych do przygotowanigrobabili-
stycznego opisu zagadnienia,

cijgle niski poziom wiedzy na temat analizy niedeterminisycznej w+réd
projektantéw i in»ynieréw,

wysoki koszt takiej analizy w poréwnaniu do tradycyjnej andizy deter-
ministycznej,

ograniczony dostjp do wyspecjalizowanych, przyjaznych uytkownikowi
programoéw, ktére umonliwiajj np. analiz} niezawodnozci, ptymalizac;j
niezawodnozciow;j lub optymalizacj;, odpornozciow;.

Z punktu widzenia projektanta wa»ne jest te» aby oprogramoanie do analizy
stochastycznej mo»na by?o @atwo integrowa¢ z programami danalizy struktu-
ralnej, w szczegolnoxci z komercyjnymi programami metodylementéw sko«-
czonych.

Efektywne uwzglidnienie losowej natury parametréw modelavanych uk®a-
déw w procesie projektowania wymaga zatem cijg®ego udoskalania metod
analizy stochastycznej, jak réwnie» prac nad oprogramowa@m umox»liwiaji-
cym takj analiz|. Problemy z brakiem dostatecznych danych satystycznych
do stworzenia 2jcznych rozk®dow prawdopodobie«stwa zmimych narzucaji
koniecznoz¢ u»ycia dostosowanych sformu®owa« zadaniayopalizacji, np. sfor-
mu2owania optymalizacji odpornozciowe;.

Udoskonalanie algorytméw i sformu2owa« jest niewjtpliwiekoniecznym ele-
mentem poprawy efektywnozci analizy stochastycznej. Raahcja tego celu staje
sij jednak du»o 2atwiejsza dzijki postjpowi, a nawet skokow jakoxciowemu, jaki
dokonuje si; w rozwoju techniki obliczeniowej. Od momentu wstania pierw-
szych elektronicznych komputeréw opartych na uk®adach séanych a» do chwili
obecnej, obserwuje si} wyk®adniczy wzrost ich mocy obliczeowej. W zwijzku ze
zbli»aniem si; do granicy moxliwoxci miniaturyzacji, miezonej umieszczeniem
jak najwilkszej liczby tranzystorow w uk®adzie scalonym, ob. rys. 1.3, trend
ca®ego przemys@u komputerowego skierowany jest teraz nadvzenie uk2adow
wieloprocesorowych (lub wielordzeniowych) i na przetwaranie réwnoleg®e, kto-
re stosowano do tej pory w wydajnych serwerach i superkompetach. Maszy-
ny wieloprocesorowe stajj si; du»o bardziej dostjpne. Nikgo obecnie nie dziwi
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czterordzeniowy komputer osobisty czy te» 64-ro procesoMy serwer na wyposa-
»eniu rmy czy niewielkiej grupy badawczej. Coraz powszedhiejsze rozwijzania

gridowe dajj dostjp do setek, a nawet tysiicy wjz2w obliczeniowych. Niespo-

dziewany prze®om w popularyzacji przetwarzania réwnoleg@yo wij»e si} réwnie»
z rozwojem kart gra cznych. Wykonywanie oblicze« ogélneggrzeznaczenia za
pomocj procesora karty gra cznej (tzw. GPU), to nowy kierunek bada« w in»y-

nierii komputerowej. Wsp62czesne GPU posiadajj architektir; masowo réwno-

leg?j z setkami rdzeni obliczeniowych, a ich teoretyczna mmobliczeniowa sijga
1 TFLOPS (bilion operacji zmiennoprzecinkowych na sekund).
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Rys. 1.3. Prawo Moore'e na przyk®adzie wzrostu liczby tranz ystoréw w procesorach rmy Intel
w latach 1971-2008 (r6d?0 Wikimedia Commons).

Opisana tendencja rozwoju sprzjtu komputerowego bardzo spyja szersze-
mu upowszechnianiu si} analizy stochastycznej w in»ynietgej praktyce projek-
towej. Renesans prze»ywajj obecnie metody symulacji losgweh, w szczegdlno-
+ci efektywne metody symulacji pseudolosowych, np. wykoyztujjce koncep-
cj| 2aci«skiej hiperkostki. Analiza stochastyczna wkraca do zupe?nie nowych
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dziedzin, gdzie jeszcze niedawno, ze wzglidu na olbrzymi Eat pojedynczej sy-
mulacji, nie do pomyzlenia by2a jakakolwiek analiza niederministyczna. Kom-

puterowa analiza niezawodnozci jak réwnie» optymalizacjadpornozciowa za-
czynajj by¢ stosowane nawet w zagadnieniach dotyczjcych piektowania kon-

strukcji samochodowych pod kjtem ich wytrzyma2o+ci zderzgiowej, czy te»
w procesach g?bokiego t2oczenia blach. Metodom komputewej realizacji w2a-

*nie takich zagadnie« poxwijcona jest niniejsza praca.

1.1. Optymalizacja odpornozciowa jako nowoczesna Kancepc
projektowania

Poniewa» rozwijzania optymalne klasycznej-deterministgznej optymaliza-
cji mogj by¢ bardzo wra»liwe na niewielkie zmiany parametrd& opisujjcych
je modeli, dlatego bardziej racjonalnym celem, do ktérego @winno si! dj»y¢
w procesie projektowania, jest zapewnienie wystarczajjcavysokiego poziomu
odpornozci konstrukcji/procesu na te zmiany, zob. [13]. A atem, dj»jc do mi-
nimalizacji lub maksymalizacji wybranych charakterystyk konstrukcji, powin-
no dij»y¢ sil jednoczexnie do znalezienia rozwijzania, ktérjest niewra»liwe na
trudne do kontrolowania imperfekcje parametrow modelu ora zewnjtrznych od-
dzia®ywa«. Najwikszj zaletj optymalizacji odpornozciowej jest w2aznie to, »e
prowadzi ona do rozwijza«, ktére zachowujj swojj jakox¢ i z&o»onj funkcjo-
nalnot¢ w szerokim zakresie warunkéw pracy.

Dj»enie do rozwoju technik optymalizacji odpornozciowej ie jest jednak po-
dyktowane jedynie potrzebj zmniejszenia wra»liwoxci fungji celu oraz funkcji
ogranicze« na losowe zmiany parametréw. Jexli zmienne paitowe opisujj je-
dynie cz}£¢ wijkszej ca®ozci - systemu, niezb}dne jest pogzienie za?o»e« doty-
czijcych zachowania wszystkich jego elementéw dla danych aézacji zmiennych.
Wymaga to bjd! przeprowadzania symulacji odpowiedzi ca?eg zintegrowanego
systemu, bjd! za®o»enia pewnych zakresOw wielkoxci odd#javania pozosta®ych
czltci na czjx¢ optymalizowanj, co w sposob naturalny prowdezi do sformu@o-
wania optymalizacji odpornozciowej. Z podobnj sytuacjj many do czynienia,
gdy kilka zespo26w projektantdw tworzy z2o»ony system opiyalizujjc niezalex»-
nie jego poszczegoblne elementy. Ze wzglidu na stopie« skolilpwania systemu
oraz ograniczenia czasowe wynikajjce z narzuconych termimw, zespo?y cz|sto
musz;j optymalizowa¢ swoje elementy bez pe?nej informacjiantemat pozosta-
aych elementéw, ktérych odpowiedzi stanowij dane wejtciosvoptymalizowanego
podsystemu.
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Ciekawj, lozo cznj argumentacj; wyjatniajjcj zalety sfo rmu2owania opty-
malizacji odpornozxciowej w stosunku do optymalizacji niemwodnozciowe]j przed-
stawi® Hurtado w pracy [102]. Ze wzglidu na mo»liwo+¢ u»yciaproszczonego
modelu niepewnoz+ci parametréw, optymalizacja ta w du»o wiiszym stopniu od-
powiada oczekiwaniom (i mo»liwoxciom) rodowiska in»ymi@v projektantéw.
Niektérzy z nich cenij bowiem du»o wy»ej koncepcj, odpornodi, rozumianej
jako bezpiecze«stwo w przypadku nieprzewidzianych odstigtw parametrow od
za?o»onych wartoxci nominalnych, ni» znajomox¢ prawdopalzie«stwa awarii,
ktérego ma®e wartoxci nie majj, ich zdaniem, istotnego pratlgcznego znaczenia.
Nie podzielajjc do ko«ca tej opinii, jako nieuwzglidniajjc ej wszystkich wyzwa«
stawianych przy projektowaniu nowoczesnych konstrukcjiw pracy przedstawio-
ne zostanj réwnie» nowe metody umoxliwiajjce ocen| niezawdnoxci w z20»0-
nych zagadnieniach mechaniki, modelowanych przy pomocy rtedy elementow
sko«czonych.

1.2. Cel i zakres pracy

Za g26wny cel pracy nale»y uzna¢ opracowanie sformu2owa«otetycznych
oraz algorytméw numerycznych, ktére umoxliwiajj analiz, sochastycznj z%o-
»onych konstrukcji i proceséw technologicznych. Przez atia} stochastyczni
rozumie¢ bjdziemy tu szereg zagadnie«, a w szczegoélnozci:

analiz} losowego charakteru odpowiedzi uk®adow konstrukgnych, wy-
znaczenie parametréw rozk®adu prawdopodobie«stwa odpoadzi,

analiz] niezawodnozci, tj. oszacowanie prawdopodobie«séa awarii kon-
strukcji, bjd! procesu technologicznego,

optymalizacj} odpornozciowj, gdzie oprocz wartoxci tredoch wybranych
kryteriow minimalizuje si} wariancje tych kryteriow.

Podkrezxlenie, i» opisana analiza stochastyczna dotyczytam®o»onych konstruk-
Cji i procesOw s2u»y w istocie zaakcentowaniu koniecznodiagracowania wyspe-
cjalizowanych, nieklasycznych metod rozwijzania. Jako pryk®ady zaawansowa-
nych zagadnie« mechaniki, ktére uzna¢ mo»na za reprezenyaine dla z2o»ono-
*ci obliczeniowej wspé@czexnie przeprowadzanych analimmerycznych, wybrano
zagadnienia wytrzyma?®ozci zderzeniowej elementéw konsicji pojazdéw oraz
proces g@/bokiego t®oczenia blachy. Jakoxciowy charaktedpowiedzi tego typu
konstrukcji modelowany rownie» bjdzie za pomocj szeregu szjalnie dobranych
przyk®adow analitycznych, jak réwnie» mniejszych, testowch zada« mechaniki
konstrukcji.
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Pomimo nieustannego post;pu techniki komputerowej, sam wmst mocy ob-
liczeniowej nie jest wystarczajjcym xrodkiem do zapewniea ekspansji analizy
stochastycznej na nowe, niedostjpne dotychczas obszary gtmsowa«. W dalszym
cijgu, szczegdlnie gdy problemy mechaniki reprezentowars przy pomocy z2o-
»onych modeli MES, u»ycie klasycznych metod symulacji Momt Carlo wij»e
si} z ogromnym nak®adem obliczeniowym. W wilkszozci przypdkéw dodatko-
wy koszt generowany przez analiz] stochastycznj jest niewsd®miernie wysoki,
co podwa»a zasadnox¢ przeprowadzania tego typu pog?bigraalizy. Z dru-
giej strony, np. w analizie niezawodnoz=ci z2o»onych konstkcji i proceséw tech-
nologicznych, najczjtciej nie jest mo»liwe bezpozredni@stosowanie bardziej
efektywnych metod oszacowania wartotci prawdopodobie«ga awarii, takich
ktore wykorzystujj koncepcj; punktu projektowego. U»ycie gradientowych al-
gorytméw lokalizacji punktu projektowego w analizie niezavodnozxci elementéw
absorbujjcych energi} zderze«, skazane jest z gory na niepmdzenie. Funkcje
graniczne, z ktérymi ma si} tam do czynienia, zazwyczaj nie sro»niczkowal-
ne, a obserwowany numeryczny szum skutecznie utrudnia zasowanie jakich-
kolwiek metod niesymulacyjnych. Nierd»niczkowalne, a jetbczeznie kosztowne
obliczeniowo, sj tak»e funkcje celu i funkcje ogranicze« ziania optymaliza-
cji odpornozciowej. Wszystko to sprawia, »e niezbjdnym skfinikiem efektyw-
nej analizy stochastycznej z2o»onych konstrukcji sj wyspgalizowane algoryt-
my, ktére nie sj wra»liwe na silnie nieliniowy charakter odmwiedzi konstrukgcji,
a jednoczeznie sj w stanie wykorzysta¢ moxliwoxci przetwzania rownolegego
oferowane przez wspo62czesne komputery.

W niniejszej pracy szczegoblny nacisk po2o»ony zostanie nastipujjce ele-
menty budowanych algorytmow:

Efektywne symulacyjne metody analizy losowego rozrzutu qguowiedzi
konstrukcji. Zastosowane bjdj metody typu descriptive sampling, wy-
korzystujjce koncepcj; 2aci«skiej hiperkostki oraz optymalnej 2aci«skiej
hiperkostki. Metody te 2jczj dobrj efektywno+¢ estymacji momentéw sta-
tystycznych funkcji losowych z ma?d; wraxliwozcij na charaker zmienno-
tci tych funkcji oraz na typy rozk®adoéw prawdopodobie«stwazmiennych
losowych. U»yte zostanj efektywne algorytmy tworzenia opgmalnych hi-
perkostek (ang.optimal Latin hypercube - OLH).

Nowoczesne techniki aproksymaciji nieliniowych funkcji welu zmiennych
(metody powierzchni odpowiedzi). Wykorzystywane bjd; przede wszyst-
kim: metoda wa»onej liniowej regresji oraz metoda kriginguTo w2atnie
metoda krigingu, obok efektywnych technik symulacji losowch, stanowi¢
bidzie kluczowy element algorytmu rozwijzania zadania opymalizacji
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odpornozciowej. Jako dominujjcy plan eksperymentéw u»ywsy bjdzie
plan punktéw generowanych przez optymalne 2aci«skie hip&ostki.

Wykorzystanie rozwijza« niewra»liwych na szum numerycznycharakte-
rystyczny dla jawnego schematu ca®kowania réwna« ruchu omalgoryt-
mow kontaktu stosowanych w modelach MES. Jest to niezb}dny w&runek
zapewnienia zbie»noxci zarbwno algorytmOw analizy niezadnozxci jak
te» optymalizacji odpornozciowe;j.

Ponadto, dodatkowym celem autora by2o bli»sze przedstawmge koncepcji
optymalizacji odpornoxciowej. Ten typ optymalizacji jestjeszcze cijgle ma®o
znany, szczegOlnie w polskiej literaturze, i czasami mylgnz optymalizacjj nie-
zawodnozxciowj. Nawet zaproponowana przez autora nazwa tymalizacja od-
pornoxciowa nie jest jeszcze powszechnie przyjitym t2untazeniem angielskiego
terminu robust optimization. Majjc to na uwadze, w niniejszej pracy podjjto
préb} usystematyzowania wiedzy na temat alternatywnych sbrmu2owa« zada-
nia niedeterministycznej optymalizacji konstrukcji. Przedstawione b}dj sformu-
dpowania oraz zaproponowane zostan; strategie rozwijzaniaadania optymaliza-
cji odpornozciowej.

Wszystkie rozwijane w pracy metody zaimplementowano w oblg¢owo zorien-
towanym programie STAND, ktory wspédtworzony jest przez adora w ramach
bada« prowadzonych w Pracowni Niezawodnozci i OptymalizgiclPPT PAN.
Efektywne tworzenie du»ego programu do analizy stochastyoej konstrukcji,
przeznaczonego zaréwno do analizy niezawodnozci jak i optglizacji odporno-
tciowej, a tak»e zadanie jego integracji z zewnitrznymi paktami obliczeniowy-
mi MES, stanowij ciekawe i nietrywialne problemy informatyczne. Zagadnienia
te, o niebagatelnym znaczeniu w praktyce, zostanj w pracy szegé*owo omowio-
ne. Zaproponowanych bidzie szereg rozwijza« programistymych dotyczjcych
architektury kodu programu STAND.

Praca sk®ada si} z o£miu rozdzia®éw i trzech dodatkow.

Rozdzia?1 zawiera mijdzy innymi uzasadnienie decyzji podj,cia rozwaanej
tematyki badawczej, jej cel i zakres, a tak»e przeglid liteatury. Podkrexlono
korzy+ci p2ynjce ze stosowania ro»nych form analizy stockcznej w procesie
projektowania konstrukcji, a jednoczexnie ukazano trudngci zwijzane z szer-
szym upowszechnieniem takiego podejtcia. Zwrécono szazeg uwag, na re-
nesans metod symulacyjnych wynikajicy z gwatownego rozwa i dostjpnozci
rozwijza« wieloprocesorowych oraz z u»ycia zaawansowariytechnik symulacji
pseudolosowych. Przeglid literatury dotyczy w szczegdlneci prac zwijzanych
z analizj niezawodnozci z2o»onych konstrukcji, ktérych zzhowanie modelowa-
ne jest przy pomocy metody elementdw sko«czonych, jak rowep zagadnie«



18 1. Wstip

optymalizacji odpornozciowej oraz technik aproksymacji dpowiedzi uk®adéw
konstrukcyjnych. Wspomniano najwa»niejsze publikacje, tore charakteryzuiji
rozwoj oraz obecny stan wiedzy w wymienionych dziedzinachLiteratura do-
tyczjca bardziej szczeg6®owych zagadnie« jest przedstawia w poszczegolnych
rozdzia®ach pracy.

Rozdzia®2 pozwijcony jest sformu2owaniu zadania optymalizacji konsukcji
0 parametrach losowych. Przedstawiono dwa najbardziej zme sformu2owania:
optymalizacj} niezawodnozciowj i optymalizacj; odpornoiciowj. W przypad-
ku optymalizacji niezawodnozciowej, obszernie oméwioncajwa»niejsze strate-
gie rozwijzania, przede wszystkim pod kijtem ich efektywnoti obliczeniowe;.
Omaowiono réwnie» problemy zwijzane z szerszym zastosowanm optymalizacji
niezawodnozciowej w praktyce. Problemy te spowodowane sfdvnie koniecz-
nozcij precyzyjnej znajomozci rozk?adéw prawdopodobietwga zmiennych loso-
wych. Jako bardziej realistyczne podejtcie do zagadnienraedeterministycznej
optymalizacji konstrukcji uznano sformu2owanie optymalizacji odpornozciowej.
Przedstawiono trzy strategie aproksymaciji funkcji wchodzcych w sk®ad tego
sformu®owania. Po analizie wad i zalet ka»dej z nich zapropowano u»ycie tzw.
strategii aproksymacji funkcji celu i ogranicze« odpornogiowych.

Tematem rozdzia®u 3 jest zastosowanie metod powierzchni odpowiedzi w
aproksymacji zachowania uk?adoéw konstrukcyjnych, ktére mdelowane sj kom-
puterowo. Oméwiono specy k| eksperymentéw komputerowychoraz problemy
ze spednieniem za?o»e« klasycznej metody regresji linigw@okazano, »e me-
todj, ktdra jest najlepiej dostosowana do analizy nielinowch odpowiedzi kon-
strukcji jest metoda krigingu. Planujjc wykorzystanie tej metody do aproksyma-
cji funkcji zawierajjcych sk®adnik szumowy (jak ma to miejsce w optymalizacji
odpornozciowej) zaprezentowano jak zmody kowa¢ réwnani&rigingu interpo-
lujjcego w celu otrzymania techniki aproksymacyjnej. Zbadno wp2yw réwno-
miernozxci roz2o»enia punktéw eksperymentalnych na b2jd ¢gmsowania. Przed-
stawiono réwnie» metod| aproksymacji lokalnej wykorzystyicj koncepcj} tzw.
wa»onej regresji liniowej. Zaréwno kriging, jak te» metodaproksymaciji lokalnej
stanowij podstaw} proponowanych w pracy algorytméw analizy niezawodnozci
oraz optymalizacji odpornozciowej. Pokazano, »e w przyp&d krigingu, wy-
korzystanie oméwionych w dodatkuB planéw eksperymentéw OLH poprawia
dopasowanie funkcji aproksymujjcej.

Rozdzia®4 potwijcono analizie metod estymacji momentéw statystyczych
odpowiedzi konstrukcji. Obok metod aproksymacji, jest to kuczowe zagadnie-
nie, ktére decyduje o efektywnozci rozwijzania zadania ogmalizacji odpor-
noxciowej. W rozdziale skupiono si; na bardzo dok®dnym omdeniu metod
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symulacyjnych, uznajjc je za najbardziej uniwersalne i wiaygodne. Przedsta-
wiono ide] symulacyjnych metod descriptive samplingi poréwnano je z kla-
sycznymi metodami Monte Carlo. Przeanalizowano w2axciwoit estymatoréw
wartoxci tredniej i wariancji w przypadku prébek czysto loewych oraz gene-
rowanych przez 2aci«skie hiperkostki. Porownano efektywmt¢ ré»nych metod
symulacyjnych dla szeregu analitycznych losowych funkcjtestowych, a tak»e
dwoéch probleméw mechaniki. Wyniki testow pozwalajj zapropnowa¢ regu?|
doboru wielkozci prébki na potrzeby zadania optymalizacjodpornozciowej. Dla
kompletnozci prezentacji omoéwiono wady i zalety alternatywnych metod szaco-
wania momentow statystycznych funkcji losowych.

W rozdziale 5 przedstawiono propozycj! dwdch algorytméw wykorzystujj-
cych metody symulacji losowych w zadaniach analizy niezavamozci z zaszumio-
nj funkcjj granicznj. Probki losowe tworzone sj najczj+cigj przy pomocy 2aci«-
skich hiperkostek. Pierwszy, dwuetapowy algorytm Z3M staowi uniwersalne
narzidzie do szacowania prawdopodobie«stwa awarii konstikcji reprezentowa-
nych przy pomocy z2o»onych modeli sko«czenie elementowycBardzo czjsto
w takich przypadkach mamy do czynienia z nierd»niczkowalnifunkcjj awarii,
co wynika z natury samego problemu lub z szumu numerycznegegerowanego
przez metod; rozwijzania zadania MES. Przeznaczeniem driggo algorytmu
jest szybka poprawa niezawodnozci konstrukcji, jedynie zaomocj symulacji
OLH, bez u»ycia metod powierzchni odpowiedzi.

Przykdady zastosowania algorytméw omowionych w rozdzial® zaprezento-
wano w rozdziale6. Dotyczy on analizy niezawodnozci i optymalizacji odpor-
nozciowej w zagadnieniach zwijzanych z wytrzyma2oz+cij zdeeniowj. Zaréwno
funkcje awarii jak te» funkcje tworzjce sformu®owanie zadaia optymalizacji za-
wierajj wp2yw szumu. W rozdziale przedstawiono: przyk®ad aalizy niezawod-
noxci dynamicznie zgniatanej belki cienkoxciennej, gdzievzglidnia si} losowe
awarie po?jcze« zgrzewanych, zadanie optymalizacji odpapzciowej tej belki,
jak réwnie» przykdad zastosowania symulacyjnego algorytmpoprawy jej nie-
zawodnozci. Ponadto, pokazano przykdad jakoxciowej armlizachowania zgnia-
tanego elementu tylnej ramy pojazdu. Metoda ta wykorzystug prosty algorytm
klasy kacji wynikéw eksperymentéw numerycznych. Zaprezetowano réwnie»
zastosowanie sformu®owania optymalizacji odpornozcioyv& zadaniu kalibra-
cji parametréw modelu numerycznego, u»ywanego w komputenej symulacji
standardowych testoéw zderzeniowych.

Rozdzia® 7 poxwilcony jest w ca®oxci analizie niezawodnozci procesie-
czenia blach. Po krotkim wst|pie dotyczijcym komputerowegomodelowania tych
proceséw, zaprezentowano de nicj; funkcji granicznej. Funkcja ta, bazujjca na
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analizie wykresu odkszta?ce« granicznych, jest nieré»rakowalna. Do oszacowa-
nia wartoxci prawdopodobie«stwa awarii zaproponowano wykzystanie adapta-
cyjnej metody Monte Carlo. W zwijzku z niemo»nozcij precyzynego wyznacze-
nia krzywej odkszta®ce« granicznych, czjsto nie jest mo»ie jednoznaczne okre-
+lenie stanu awarii procesu t2oczenia. Trudnozci te by?y p@dem wprowadzenia
koncepcji rozmytego prawdopodobie«stwa awarii. Proces atizy niezawodnozci
zilustrowano na testowym przyk®adzie symulacji t*oczenia konferencji NUMI-
SHEET'93.

W rozdziale 8 rozwa»ane sj problemy dotyczjce efektywnej komputerowej
implementacji algorytméw analizy niezawodnozci oraz optyalizacji konstruk-
cji. Poszczegoblne rozwijzania omawiane sj na przyk®adzierpgramu STAND.
Obok obiektowo zorientowanej architektury kodu, szczegdlie szeroko przedsta-
wione zosta®y metody 2jczenia programu z zewn,trznymi modéami oblicze-
niowymi. Oméwiono przyk2ady wykorzystania w analizie nieawodnozci komer-
cyjnych pakietow metody elementéw sko«czonych ABAQUS i RADDSS. Du-
»0 uwagi poxwijcono réwnie» rozwijzaniom majjcym na celu storzenie funk-
cjonalnego interfejsu u»ytkownika. Program STAND u»ywanyby?2 do realizacji
wilkszoz+ci zaprezentowanych w pracy przyk®dow obliczemivych.

Dodatek A stanowi wybér zagadnie« dotyczjcych komputerowej analizynie-
zawodnozci konstrukcji. Znajomoz=¢ tej tematyki jest nieziina do dobrego rozu-
mienia metod oraz przyk®addw numerycznych przedstawionycw g2éwnej cz}£ci
niniejszego opracowania. Obok ogélnego sformu®owania zada analizy nieza-
wodnozci, znalel¢ tam mo»na omoéwienie metod transformagimiennych loso-
wych, prezentacj} klasycznych metod poszukiwania punktu pojektowego oraz
przeglid popularnych metod symulacji losowych.

Kluczowym elementem wielu omawianych w pracy algorytmow jst plan eks-
perymentdw generowany przez optymalnj hiperkostk] 2aci«&; - OLH. W do-
datku B obszernie zaprezentowano koncepcj, OLH oraz metody znalienia
optymalnego rozk®adu punktow 2aci«skiej hiperkostki. Predstawiono metod;
systematycznego przeglidu mo»liwych po2o»e« punktéw oranetod! wykorzy-
stujici specjalnie zaprojektowany algorytm genetyczny. Ckrexlono z2o»onoz¢
obliczeniow;j tych metod. Przeprowadzono szereg testéw w ke odpowiedniego
doboru metody oraz jej parametrow w zale»nozci od wielko+prébki i liczby
zmiennych losowych. Zaprezentowano réwnie» sposéb uwzdlienia korelacji
mijdzy zmiennymi.

Dodatek C pozxwijcono wybranym metodom dyskretyzacji p6l losowych.
Chocia», za wyjjtkiem jednego przyk®adu w rozdziale4, modele stochastycz-
ne rozpatrywanych probleméw sk®ada?y si} jedynie ze zmieryth losowych, to
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znajomox¢ podstaw teoretycznych teorii dyskretyzacji polosowych jest bar-
dzo pomocna w zrozumieniu wyprowadzenia rowna« metody kriggu. To w2a-
+nie zaprezentowana dyskretyzacja metodj optymalnej apksymaciji liniowej
jest podstawi tej techniki aproksymaciji.

Dobre zrozumienie tretci rozdzia?éw wymaga znajomozci zapie« doty-
czijcych metod komputerowej analizy niezawodnozci oraz kaepcji 2aci«skiej
hiperkostki. Jezxli czytelnikowi tematyka ta nie jest dostdecznie znana, sugeruje
si} rozpoczcie lektury od dodatkéw A i B.

1.3. Przeglid literatury

1.3.1. Analiza niezawodnozci w zagadnieniach z niejawkgjfugranicznj

Za pierwszy wa»ny krok w kierunku wspé@czesnych metod komperowej
analizy niezawodnozci konstrukcji nale»y uzna¢ prac, Hasera i Linda [86]
z 1974 roku. Zawarto w niej koncepcj; lokalizacji tzw. punktu projektowego,
to jest takiej realizacji zmiennych losowych z obszaru awair ktérej odpowiada
najwijksza wartox¢ funkcji gjsto+ci prawdopodobie«stwa Linearyzacja funkcji
granicznej w punkcie projektowym pozwala®a otrzyma¢ miar;niezawodnozci,
ktora jest niezmiennicza ze wzglidu na réwnowa»ne sformuf@nia warunku
granicznego. Jest to tzw. wskanik niezawodnozci Hasofetanda. Ide; wska!-
nika Hasofera-Linda wykorzystali w 1978 roku Rackwitz i Fiessler w pracy [200].
Zastosowali oni ponadto transformacj; niezale»nych zmiemych losowych o do-
wolnych rozk®adach prawdopodobie«stwa do standardowychmziennych normal-
nych oraz przedstawili iteracyjny algorytm poszukiwania punktu projektowego.
W pracy [93] Hohenbichler i Rackwitz zaproponowali wykorzgtanie w analizie
niezawodnozci transformacji Rosenblatta [209] w celu trasformacji zale»nych
zmiennych losowych do przestrzeni standardowej. Transfonacja Rosenblatta
oraz, wykorzystana po raz pierwszy przez Der Kiureghiana iiu w pracy [45],
transformacja Natafa nale»j obecnie do najcz|tciej stosamych metod trans-
formacji. Aproksymacja funkcji granicznej w punkcie projektowym wielomia-
nem pierwszego lub drugiego stopnia prowadzi odpowiednioodmetod anali-
zy niezawodnozci pierwszego rzjdu (FORM) lub drugiego rzid (SORM), zob.
np. [48,143,173]. Chocia» w poréwnaniu z SORM, czas obliczaumerycznych
zwijzany z metodj FORM jest du»o krotszy, to w wielu przypadkach jest on
nadal zbyt d2ugi z punktu widzenia praktyki projektowej. Jest tak zazwyczaj,
jetli obliczenie wartoxci funkcji granicznej wij»e sij z casoch@onnj, nielinio-
wj analizj za pomocj programu elementéw sko«czonych lub jeigradienty tej
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funkcji obliczane sj ro»nicowo. Niestety, w wielu przypadlach komputerowej
analizy niezawodnozci z%o»onych konstrukcji i proceséw dienologicznych, cha-
rakter funkcji granicznej uniemo»liwia lokalizacj, punktu projektowego za po-
mocj efektywnych metod gradientowych.

Odribnj grup; metod analizy niezawodnozci stanowij metody symulacyj-
ne. Do ich zalet nale»j niewjtpliwie: 2atwo+¢ implementadj mo»liwox¢ uzy-
skania wynikdw z dowolnj dok®adnozcij oraz niewra»liwox¢ an nieré»niczko-
walnox¢ funkcji granicznej czy te» na istnienie wielu punkiw projektowych.
Najlepiej znana, klasyczna metoda Monte Carlo jest jednak &rdzo rzadko sto-
sowana w obliczeniach niezawodnozciowych. Przy bardzo nyah wartoxciach
prawdopodobie«stwa awarii rzeczywistych konstrukcji, Iczba koniecznych sy-
mulacji dyskwali kuje przydatno+¢ tej metody w praktyczny ch zastosowaniach.
Lata osiemdziesijte ubieg®ego wieku przynios?y jednak rewj metod redukcji
wariancji, ang. importance sampling Poprzez odpowiedni dobér funkcji gjstoxci
prawdopodobie«stwa, wed2ug ktdrej generuje si; zmienne smwe, mo»na znacz-
nie zmniejszy¢ obszar probkowania oraz liczb} symulacji. Mtoda ta ma wiele
odmian. Stosowana jest te» cz|sto w po?jczeniu z FORM lub SONI. Spo+rod
prekursorskich prac jej poxwijconych, warto wymieni¢ artku?y Schuéllera i Sti-
xa [217], Hohenbichlera i Rackwitza [94] oraz Doli«skiegdbll]. Przeglid oraz
omowienie ré»nych metod symulacyjnych stosowanych w analie niezawodnozci
znale'¢ mo»na w pracach Melchersa [172,173].

We wczesnych zastosowaniach metod FORM i SORM przyjmowanoajcz;-
*ciej, »e funkcja graniczna jest jawnj funkcjj zmiennych lsowych. Niestety, za
wyjitkiem akademickich przyk®adéw, takiej zale»nozci fukcyjnej nie mo»na po-
da¢, a w wilkszozxci przypadkéw dana jest ona za pozrednictwmeokrezxlonej pro-
cedury numerycznej, np. metody elementéw sko«czonych. Pagnajjc jednak od
pierwszych prac Der Kiureghiana oraz wspé2pracownikow [423], w poowie lat
osiemdziesijtych problematyka wykorzystania metody elerentéw sko«czonych
w ramach metod analizy niezawodnozci zacz|?a by¢ bardzo emsywnie rozwi-
jana. Jej rozwoj wij»e sil m.in. z rozwojem metod analizy wraliwozci. Mo»na
wymieni¢ wiele prac z ostatniego dziesijciolecia ubieg®egwieku, gdzie bardzo
silnie podkrezlano koniecznox¢ implementacji efektywnyanalitycznych metod
analizy wraxliwozci w zadaniu szacowania prawdopodobiew& awarii konstruk-
cji modelowanych z u»yciem metody elementéw sko«czonychj & m.in. prace
ameryka«skich grup badawczych z uniwersytetébw w San Antowi [205], Berke-
ley [154, 245, 276], Boulder [49], a tak»e uniwersytetu w De&liv Holandii [83]
czy Clermont-Ferrand we Francji [144,145].
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Przy du»ej liczbie zmiennych losowych, zagadnienie efekijnego i dok2ad-
nego obliczania gradientéw funkcji granicznej ma kluczowenaczenie z punktu
widzenia numerycznej efektywnozxci analizy niezawodnozxdiiestety, podejtcie
bazujjce na dostjpnoxci pochodnych funkcji granicznej po wzystkich zmien-
nych losowych, w spos6b zasadniczy ogranicza zakres mosleh zastosowac.
Przy tworzeniu programu umoxliwiajjcego analiz} niezawocdhoxci z wykorzysta-
niem metody elementow sko«czonych, najkorzystniejszj sylacji jest posiadanie
dostjpu zaréwno do kodu réd2owego MES, jak i programu niezaodnozciowe-
go. Oczywitcie, szczegoblnie w przypadku du»ych komercyfply pakietow ana-
lizy sko«czenie elementowej, jest to warunek nie do spe®mia. Jexli przyji¢
jednak, »e taki dostjp jest mo»liwy, to implementacja analtycznych procedur
analizy wra»liwo+ci odpowiedzi konstrukcji wzglidem wsz&ich interesujjcych
projektanta parametréw modelu jest zadaniem niezmiernie zasoch®onnym i wy-
magajjcym bardzo wysokich kompetencji. Szczegolnie du»ymyzwaniem jest
implementacja metod analizy wraxliwoxci dla zada« mechakii nieliniowej oraz
gdy rozpatrywane parametry dotyczj kszta?tu konstrukciji.

Sposobem na przezwycij»enie tych trudnozci jest zastjpiéa rzeczywistej
funkcji granicznej analitycznym metamodelem (modelem modlu) zwanym te»
powierzchnij odpowiedzi. W oparciu o odpowiednio dobrany hiér eksperymen-
tow numerycznych, funkcja graniczna przybli»ana jest za pmocj funkcji wielo-
mianowej lub sieci neuronowej. Skonstruowana w ten sposélale»no+¢ stanowi
jawnj, a przez to tanij w obliczeniach, funkcj; zmiennych losowych, co znako-
micie u?atwia zastosowanie metod pierwszego lub drugiega;du czy te» metod
symulacyjnych (najczjtciej sj to metody typu ‘importance ampling’). Jednak,
aby niezawodnoz¢ konstrukcji obliczona dla danej powierlani odpowiedzi nie
by?a obarczona zbyt du»ym b&dem, powierzchnia ta musi dotme aproksymo-
wat rzeczywistj funkcj; granicznj w okolicy punktu projekt owego. Po%o»enie
tego punktu niestety nie jest zazwyczaj znane.

W=réd pierwszych prac dotyczjcych metod tworzenia powierzhni odpowie-
dzi oraz jej zastosowa« w analizie niezawodnozxci nale»y wigni¢ prace Faravel-
li [68], Buchera i Bourgunda [20], Rajashekhara i Ellingwoodd202], El-Tawila
i in. [62] czy Gopalakrishny i Donaldsona [80]. W wijkszo+ciych prac propono-
wano aproksymacj; z u»yciem wielomianéw drugiego stopnia@pasowywanych
do punktéw eksperymentalnych za pomoc;i liniowej regresjiW ostatnim dziesi}-
cioleciu obserwowa¢ mo»na rozwdj metod, ktére wykorzystumetod] wa»onej
liniowej regresji [117,128] oraz sztuczne sieci neuronoy&9,103] do aproksyma-
cji funkcji granicznej.
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Pomimo tak wielu opracowa« nie zosta®a zaproponowana uniw&alna meto-
da, a wijc i oprogramowanie, ktére 2jczy?oby szybko+¢ oblie« z dok®adnozcij
uzyskanych wynikéw. Cz|sto sformu2owanie rozwa»anego zagdnienia determi-
nuje przyjite w analizie niezawodnozci rozwijzania. W prag Stockiego, Tau-
zowskiego i Knabla [238], na przyk®adzie zadania analizy ezawodnozci zgnia-
tanej dynamicznie belki cienkotciennej, przedstawiono kaepcj; dwuetapowej
metody analizy niezawodnozxci wykorzystujjcej algorytm Z81 z pracy [278].
Oryginalny algorytm zmody kowano u»ywajic w etapie poszukiwania punk-
tu projektowego adaptacyjnej metody powierzchni odpowiedi. Powierzchnia
ta budowana by?a na bazie eksperymentéw OLH, przy zastosowa techniki
aproksymacji lokalnej (ang. moving least squares Zalety przedstawionego po-
dejtcia oméwione zostanj szeroko w niniejszej pracy.

Na koniec nale»y wspomnie¢, »e w Polsce problemami analizierawodnozci
konstrukcji zajmowali si} m.in. Murzewski [176,177], ‘niady [223, 224], Jendo
i Putresza [107,199] i Biegus [14].

1.3.2. Optymalizacja odpornozciowa

Koncepcja projektowania konstrukcji i proceséw technologznych, ktére s;j
odporne na losowe imperfekcje parametrow, przypisywana $e czisto Genichi
Taguchi'emu - japo«skiemu in»ynierowi i badaczowi zagadek poprawy jako-
+ci. Chocia» stworzona przez niego w latach pij¢dziesijtyg a szeroko rozpro-
pagowana w latach osiemdziesijtych ubieg®ego stulecia, rmologia in»ynierii
jakozci (ang.robust design nie jest bezpozrednio stosowana w niniejszej pracy,
to ze wzglidu na jej historyczne znaczenie warto tu przytocg¢ podstawowe in-
formacje na temat metody Taguchi'‘ego. W ostatnich dekadachmetodologia ta
znalaz®a zastosowanie w wielu dziedzinach projektowaniankynierskiego, pro-
wadzjc do redukcji liczby wykonywanych eksperymentéw zyanych, zob. [247].

Metoda Taguchi'‘ego

Przewodnij idej klasycznej metody Taguchi'ego jest doprovadzenie do po-
prawy jakozci produktéw lub ca®ych proceséw przemys2owychie tylko poprzez
zapewnienie osijgnijcia wymaganych wartoxci nominalnyctprzez opisujjce je
charakterystyki, ale tak»e poprzez minimalizacj; wariangi tych wartoxci. Mini-
malizacja wariancji realizowana jest bez eliminowania prgczyn obserwowanych
rozrzutéw.
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Taguchi wyodribni? trzy grupy parametrow. Sj to: parametry sterowalne
(ang. control parameters), ktérych wartotci mogj by¢ zmieniane w czasie pro-
jektowania lub w procesie optymalizacji, parametry zak?®6cajjce  (ang. noise
parameters) - niemoxliwe do kontroli i bidjce r6d®em wariancji odpowiednich
charakterystyk oraz parametry niesterowalne - odpowiadajjce ustalonym
parametrom deterministycznym.

Celem zaproponowanej metody jest takie dobranie wartoxcigrzametréw ste-
rowalnych, aby uczyni¢ charakterystyki produktu/procesujak najmniej czuymi
na wariancje parametrow zak2écajjcych. Metoda ta bazuje naustaleniu - za-
réwno dla parametréw sterowalnych, jak i zak®bcajjcych - panej liczby pozio-
moéw ich wartozci, zawartych w dopuszczalnych (w przypadku grametréw stero-
walnych) i obserwowanych (w przypadku parametréw zak2dcagych) zakresach
zmiennozxci. Kombinacje poziomoéw parametréw sterowalnychworzj tzw. we-
wnitrznj tablic} ortogonalni (ang. inner array ), natomiast kombinacje po-
zioméw parametrow zak®dcajjcych tworzj zewnitrznj tablic} ortogonalni
(ang. outer array). De niuje sij rownie» funkcj; strat jakotci , ktéra okretla
straty ponoszone przez producenta lub przez spo?ecze«stweywo®ane odmien-
nymi od za2o»onych cechami szeroko rozumianego produktu.

Innj wprowadzonj przez Taguchi'ego miarj jakoxci projektu jest stosunek
sygna?u do zak®cenia S=N (ang. signal to noise ratio). Wyra»a on przyjiti
zasad, mierzenia jakozci, jakj jest minimalizacja zmienneci dzia?ania produktu
w odpowiedzi na czynniki zak®écajjce, przy jednoczesnej nkaymalizacji zmien-
nozxci w odpowiedzi na czynniki sterowalne. Stosunek=N zde niowany jest jako
pewna statystyka wartoxci wybranej charakterystyki, oblczona dla ka»dej kom-
binacji parametréw sterowalnych z wewnitrznej tablicy ortogonalnej przy préb-
kach generowanych przez kombinacje poziomoOw parametrow &bcajjcych da-
ne w tablicy zewnitrznej. Rozré»nia si} trzy g2éwne typy wspddczynnikow S=N:
dla charakterystyk o po»jdanej najmniejszej wartotci, popdanej najwijkszej
wartoxci i po»jdanej nominalnej wartozxci. Maksymalizujjcwsp62czynnik S=N
minimalizuje si; jednoczezxnie funkcj} strat. Im wilksza jest warto£¢ S=N tym
wilksza jest te» odpornot¢ na zak2dcenia.

Podsumowujjc, procedura in»ynierii jakoxci Taguchi'ego ls*ada si} z nast|-
pujicych etapow:
1. Sformu2owanie problemu i okrexlenie funkcji kryteriuméharakterystyki.

2. Ustalenie parametréw sterowalnych i zak®6cajjcych orazvybor liczby
i wartoxci ich poziomow.

3. Budowa tablic ortogonalnych: wewnitrznej i zewnitrznej.



26 1. Wstip

4. Przeprowadzanie zaplanowanych eksperymentow, wybor gpnalnych war-
toxci pozioméw parametrow sterowalnych.

5. Wery kacja otrzymanych wynikow.

6. Jezli projekt optymalny nie spe®nia za®o»e« nastjpuje parot do etapu 2.
Jetli za®o»enia sj spe@nione, to projekt zostaje przyjty.

Pomimo, i» metoda Taguchi'ego zyska®a du»j popularnot¢ wétd projektan-
tow, to jest te» do+¢ cz|sto przedmiotem krytyki, zob. [18Q]W+réd jej g&@éwnych
niedoskona®ozci, wymieni¢ nale»y:

Ograniczenie mo»liwych rozwijza« do arbitralnie wybranyt pozioméw
parametréw sterowalnych, gdy tymczasem zmienne projektogv zadania
optymalizacji mogj przyjmowa¢ wartoxci z cijg®ego zakresu

Metoda dostosowana jest do eksperymentdéw zycznych, ktorgh ze wzgl;-
du na koszt nie mo»na przeprowadzi¢ zbyt wiele. Poniewa» dima pracy
projektowanej konstrukcji wykonywana jest zazwyczaj metalj elemen-
téw sko«czonych, dlatego korzystniejsze jest u»ycie metgubzwalajjcych
na dok2adniejsze zbadanie przestrzeni mo»liwych rozwijza

Ze wzglidu na to, i» odpowiedzi analizowanych uk®adow konstikcyjnych
i proceséw technologicznych sj najczj*ciej nieliniowymidnkcjami ich pa-
rametréw, zaproponowane przez Taguchi'ego tablice ortogmlne mogi
okaza¢ si} niewystarczajjcym narzjdziem do zbadania tych ale»nozci.

Informacja probabilistyczna dotyczjca parametrow zak®é@jjcych jest cz}-
sto niewykorzystywana. U»ywa si; jej jedynie do ustalenia pzedzia®ow
zmiennozci tych parametréw. Nie jest mo»liwe uwzglidnierd wiedzy na
temat wzajemnej korelacji parametréw zak®dcajjcych.

Brak mo»liwoxci uwzglidnienia funkcji ogranicze« projektaovych.

Strategia Taguchi'ego nie jest w istocie strategij optymaizacyjnj, mimo
to jej elementy wykorzystywane sj w wielu pracach dotyczjcyh optymalizacji
odpornozciowej konstrukcji, zob. [29, 104, 149].

Poni»ej przedstawiony zostanie wybér tych prac, w ktdrych jpprawa jako-
+ci/odpornozxci konstrukcji uzyskana zostaje przy u»yciu etod optymalizaciji.
Doskona®y przeglid obecnego stanu wiedzy w tej dziedzinieawarto w pracy
Beyera i Sendho a [13]. Warto wspomnie¢ réwnie» przeglidowijprac} Zanga
iin. [272].
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Podejtcie optymalizacyjne

W odré»nieniu od dobrze zde niowanego sformu2owania zad#&n optymali-
zacji niezawodnozciowej (zob. podrozdzig?.3), gdzie centralne miejsce zajmuje
prawdopodobie«stwo niespe@nienia ogranicze«, spotykarsformu2owania opty-
malizacji odpornozciowej czlsto ré»nij sil stosowanj miag odpornozci konstruk-
cji na imperfekcje. Obok wprowadzonego przez Taguchi'egaasunku sygnadu
do zak®dceniaS=N, jako miary odpornozci przyjmuje si} wariancje charaktery
stycznych odpowiedzi konstrukcji bjd? ro»nice wybranych percentyli tych odpo-
wiedzi. Prezentowane w literaturze zadania optymalizacjodpornozciowe]j ro»nij
si; tak»e sposobem sformu@owania ogranicze«, metodami af#ania warianciji,
typem stosowanej aproksymaciji i wreszcie samj metod; optyralizaciji.

Jezli chodzi o metody szacowania momentow statystycznyctdpowiedzi kon-
strukcji, wystlpujjcych zaréwno w funkcji celu, jak i ogran iczeniach zadania
optymalizacji odpornozciowej, to w dost}pnych autorowi piblikacjach dominuje
tzw. podejtcie perturbacyjne. Bazuje ono na rozwiniiciu fukcji woké® warto-
+ci £rednich zmiennych losowych w szereg Taylora. Mo»nha wigni¢ wiele prac,
gdzie zastosowano metod, perturbacyjnij, zob. np. [28,54,8,129,138,139,203].
Dok?adnoz¢ takiego szacowania wartoxci oczekiwanych oraariancji funkcji
celu i ogranicze« zale»y zarbwno od wsp62czynnikdw zmientrw zmiennych lo-
sowych, stopnia nieliniowoxci badanej funkgcji, jak i od do¥adnozci obliczenia
jej gradientow. Mo»liwox¢ wykorzystania dok®adnych, anéycznych metod ro»-
niczkowania odpowiedzi konstrukcji pozwala na bardzo znam;j popraw; efek-
tywnozci procesu optymalizacji odpornozciowej. Doltsiisii Kang w serii publika-
cji [54 56,115] zaprezentowali korzyxci pdynjce ze stos@mia metody bezpozred-
niego réo»niczkowania w zadaniach optymalizacji odpornoimvej dotyczjcych
liniowych, jak réwnie» zycznie nieliniowych konstrukcji i proceséw technolo-
gicznych. Przedstawione przez nich przyk®ady dotyczy2y kustrukcji pritowych,
ramowych oraz proceséw obrébki plastycznej - wyciskania idcia metali. Wady
i zalety metod szacowania momentéw statystycznych bazujjgch na rozwini}-
ciu funkcji w szereg Taylora oméwiono w podrozdzia®?acH.2 i 4.3 Wyjatniono
tam réwnie» dlaczego postanowiono nie wykorzystywa¢ tych etod w niniejszej
pracy.

Alternatywni metodj obliczenia momentéw jest metoda symulacji losowych.
Chocia» nieumiejjtnie stosowane techniki symulacyjne mogprowadzi¢ do znacz-
nego wzrostu zaréwno czasu jak i kosztu rozwijzania, to zatg tych metod
sprawiajj, i» sj one rownie» chijtnie u»ywane w ramach optymézacji odporno-
+ciowej, zob. np. [114,118,191,212].
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W wilkszozxci prac dotyczjcych odpornociowej optymalizaic konstrukcji,
w celu redukcji z2o»onozci numerycznej stosuje sij aproksyacje tych funkcji
wchodzjcych w sk®ad sformu2owania zadania, ktére wymagajgzasoch®onnych
oblicze«, np. wymagajj u»ycia metody elementéw sko«czonjic Wykorzystuje
si} zarébwno wielomianowe powierzchnie odpowiedzi [28,2933], technik] krigin-
gu [26,139], jak te» sztuczne sieci neuronowe [108,118,JlToskona®e ombwienie
ré»nych technik powierzchni odpowiedzi (ré»nych metamod®, szczegdlnie pod
kitem ich przydatno+ci w optymalizacji odpornozciowej, zale'¢ mo»nha w pra-
cy doktorskiej Floriana Jurecki z 2007 roku [113]. Jednozrenie preferuje on
metod; krigingu w stosunku do sieci neuronowych, ktore bardo cz|sto okazuj;
si} by¢ rozwijzaniem nieefektywnym. To w2azxnie, bazujjca @ teorii procesow
losowych, metoda krigingu w wersji aproksymacyjnej u»yta asta®a przez autora
niniejszej pracy jako metamodel dla wartoxci trednich i odhyle« standardowych
funkcji celu i ogranicze«, zob. rownie» [236].

Prace dotyczijce optymalizacji odpornozciowej konstrukgjpodzieli¢ mo»na
réwnie» w zale»nozci od sposobu wyra»enia tzw. ograniczegpornozciowych.
Ograniczenia te formu?owane sj zgodnie z podejtciem pertwgicyjnym

Rx Py
Elg(d; X; P)] 7@(}1@x,p) Xi
i=1 X d; x; p (1 1)
@ x;p) o O
i=1 @p di x: p | ’

lub w ramach lozoi DFSS ( design for six sigma jako
Elg(d; X;P)] = [o(d; X;P)] O 1.2)

gdzieE() i () sj odpowiednio operatorami wartotci oczekiwanej i odchyle
nia standardowego, a wszystkie pozosta®e symbole oméwiomorozdziale 2. To

pierwsze sformu?owanie, ktore spotka¢ mo»na w wielu prada¢29, 30,108, 138],
wymaga znajomozci gradientéw funkcji ogranicze«, natomst wielkoxci pertur-

bacji xji p; ustalane sj jako wielokrotno+ci odchyle« standardowych oglo-

wiednich zmiennych losowych. Sformu2owaniel(2), ktére stosowane jest tak»e
W niniejszej pracy, wydaje si; by¢ naturalnym odpowiednikem ogranicze« pro-
babilistycznych w niezawodnozciowej optymalizacji konstkcji, zob. [129, 133,
212,218].

Zadanie optymalizacji odpornozxciowej jest zadaniem optyalizacji wielokry-
terialnej. O ile zazwyczaj autorzy prac nie pozwijcajj temu problemowi zbyt
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wiele uwagi, koncentrujjc sij na innych aspektach zagadnieia i u»ywajjc naj-
prostszej techniki skalaryzacji przy pomocy metody wspé%ynnikow wagowych,
o tyle w niektérych pracach temat poprawnego i efektywnego ywznaczenia zbio-
ru rozwijza« kompromisowych analizowany jest du»o dok®adiej. Warto tu wy-
mieni¢ prace grupy badawczej kierowanej przez prof. Wei Chmez University
of Illinois w Chicago [30, 273] dotyczjce mijdzy innymi tzw. programowania -
zycznego, jak rownie» prace [118,218], gdzie zastosowarnielakryterialnj wersj!
algorytmu genetycznego (MOGA).

Na koniec, nale»y wspomnie¢ o ciekawym artykule Kocha i in1B2], w kto-
rym dok®adnie omoéwiono znaczenie, jakie dla efektywnoxcigorytméw opty-
malizacji niezawodnozxciowej oraz odpornozciowe] ma rezdcja zadania na ma-
szynach o architekturze réwnoleg?e;.

1.3.3. Metody powierzchni odpowiedzi

Termin powierzchnia odpowiedzi wykorzystywany jest w niniejszej pracy
w szerokim sensie do okrezlenia przybli»onej analityczneple»noci pomijdzy
parametrami (zmiennymi) wejtciowymi, a wielkoxciami wyjgiowymi (wynika-
mi). Jako powierzchni} odpowiedzi rozumie¢ bjdziemy zalenox¢ aproksymujj-
Cj otrzymanj zarébwno przez dopasowywanie metodj najmniejgych kwadratéw
wspo6aczynnikdéw rowna« wielomianowych, jak réwnie» techi| krigingu, sztucz-
nj sie¢ neuronowj, metod; aproksymacji lokalnej czy aprokymacj; z wykorzy-
staniem radialnych funkcji bazowych. Przyjita konwencja jest bardziej ogélna
w stosunku do angielskiej terminologii, gdzie przezesponse surfacerozumie
si; przede wszystkim wielomianowe funkcje odpowiedzi stwaone za pomoc;j
metod regresji w oparciu o odpowiednio zaprojektowany plareksperymentéw,
zob. [58] i [179] - klasyczne ju» monogra e. Okrexlenigowierzchnia odpowiedzi
u»ywat bjdziemy zastjpczo z okretleniermetamodel

Obszerne oméwienie stosowanych w niniejszej pracy metod wirzchni od-
powiedzi wraz z odnotnymi pozycjami literatury zamieszcazm w rozdziale 3,
natomiast publikacje dotyczjce zastosowa« w analizie nieamvodnozxci wymienio-
no wczezxniej, w podrozdziald.3.1 Poni»ej, w krétkim przeglijdzie, wspomniane
zostanj jedynie prace, ktore wydajj si} by¢ istotne z punktu widzenia rozwoju
tej dziedziny oraz jej zastosowa« w optymalizacji odpornogiowe;.

W pracy Barthelemy'ego i Haftki [8] rozro»niono trzy typy aproksymaciji.
W zale»nozci od obszaru jej wa»no+ci wymienia sij tam aprok®acj, punk-
towj, aproksymacj; w ograniczonym obszarze i aproksymacj,globalnj. O ile
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aproksymacja punktowa poprawnie przybli»a oryginalnj furkcj; tylko w bezpo-
+rednim sjsiedztwie badanego punktu, o tyle drugi typ aprokymaciji jest dobrze
zde niowany ju» w pewnym podobszarze przestrzeni zmiennycprojektowych.
Aproksymacja globalna ma za zadanie przybli»a¢ badan; furdf; w ca®ej dzie-
dzinie okrexlonozci zmiennych. Metody aproksymacji punkivej wykorzystuji
informacje na temat wartoxci i pochodnych funkcji w jednym punkcie, metody
aproksymacji w ograniczonym obszarze bazujj zat na inforngf 0 wartozciach
funkcji w wielu punktach. Obydwie te metody wykorzystywane sj w iteracyj-
nych algorytmach optymalizacji, gdzie obszar wa»nozci dago modelu (obszar
zaufania) przesuwa sij w obribie granic wyznaczonych przeograniczenia pro-
ste zmiennych projektowych. W przypadku gdy koszt obliczera pojedynczej
wartozci funkcji celu jest zbyt wysoki i nie mo»na pozwoli¢ gbie na rozwijzanie
wykorzystujjce adaptacyjnj powierzchni; odpowiedzi, wtedy stosuje si; metody
aproksymacji globalnej.

W dalszym cijgu dux»j popularnozxcij cieszj si; wielomianowe powierzchnie
odpowiedzi, ktérych wspo62czynniki ustalane sj na podstava zbioru ekspery-
mentéw, za pomoc;i liniowej regresji. Aby zminimalizowa¢ Iczb} wspéaczynni-
kow, ktorych wartotci trzeba wyznaczy¢, przyjmuje sij zazwczaj wielomiany
pierwszego lub drugiego stopnia. W celu poprawy jakoxci apksymacji, stosu-
je sij rownie» transformacj, zmiennych, np. transformacj! logarytmicznj lub
transformacj, typu 1=x. Do wspomnianych w poprzednim podrozdziale prac
Z zakresu optymalizacji odpornozxciowej, wykorzystujjcyl wielomianowe funk-
cje aproksymujjce, doda¢ nale»y réwnie» cady szereg artyddw, gdzie u»ywana
jest tzw. strategia aproksymacji statystyk (ang. dual response surface DRS),
zob. [149, 248, 265].

W przeciwie«stwie do eksperymentow zycznych, eksperymen kompute-
rowe (wyniki komputerowych symulacji) nie sj obcij»one ani b3dem pomia-
rowym, ani te» losowym rozrzutem, charakterystycznym dla mieniajjcych si,
warunkéw doxwiadczenia. Za?o»enie na temat obecnozci ego b3jdu wyni-
kéw doxwiadczenia jest podstaw; liniowej regresji, ktéra wkorzystuje meto-
d; najmniejszych kwadratow. Dlatego te», metamodel zastjpjjcy determini-
stycznj analiz; komputerowj powinien w istocie interpolowa¢ wyniki otrzymane
w punktach eksperymentalnych. Waaznie takie podej+cie zegponowali w 1989
roku Sacks i in. w pracy [210]. Przedstawiona przez nich metta nazywana jest
DACE (ang. design and analysis of computer experimentdub te» kriging od
Daniela Krige'a, ktéry podobnj metod} stworzy® na potrzeby analizy geostaty-
stycznej [36].
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W analizie poréwnawczej przeprowadzonej w [110] testowanprzydatno+¢
poszczegllnych rodzajéw aproksymaciji w optymalizacji odprnozciowej. Poréw-
nywano klasycznj aproksymacj; wielomianowj, metod,; radialnych funkcji ba-
zowych i kriging. Testowano dok?adnox¢ tak zbudowanych maiodeli oraz ich
zdolnox¢ do odwzorowywania wariancji oryginalnych funkgj Technika krigingu
dawa?a najlepsze rezultaty zaréwno w przypadku s?abo, jakisilnie nieliniowych
funkcji. Zauwa»ono jednak tak»e, »e jest ona wraxliwa na say ktérym obar-
czone mogj by¢ dane eksperymentalne. Majjc to na uwadze oraze wzglidu
na stosowane sformu2owanie optymalizacji odpornoxciowel niniejszej pracy
zastosowano wyg?adzonj wersj; krigingu, nie jako funkcj interpolujicej lecz
aproksymujjcej.

Warto réwnie» jeszcze raz wymieni¢ prac} Jurecki [113], gdz oprécz analizy
ré»nych typéw metamodeli, znale'¢ mo»na ciekawy przegljdastosowa« opty-
malizacji konstrukcji, w ktérych wykorzystywana by2a koncepcja powierzchni
odpowiedzi. W+réd innych interesujjcych prac przeglidowgh dotyczjcych me-
tamodeli na uwag, zas?ugujj artyku? Jin i in. [109] oraz sera prac Simpsona
i wsp62pracownikéw [220 222].
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Optymalizacja konstrukcji
0 parametrach losowych

W rozdziale oméwione zostanj trzy ré»ne sformu?owania orawybrane metody
rozwijzania zadania optymalizacji konstrukcji. Pierwsze sformu2owanie doty-
czy klasycznego zadania optymalizacji skalarnej (jednokterialnej), w ktérym
zak®ada si}, »e wszystkie zmienne i parametry opisujjce maa analizowanego
uk®adu konstrukcyjnego majj charakter deterministyczny. Dwa pozostae, po-
zwalajjce na uwzglidnienie niedeterministycznej natury parametréw konstruk-
cji, opisujj zadania tzw. optymalizacji niezawodnozciowg oraz optymalizacji
odpornozciowej. Ze wzglidu na zwijzek ze sformu2owaniem pblemu optyma-
lizacji odpornozciowej, krétki fragment tekstu poxwijcoly zostanie réwnie» de-
terministycznej optymalizacji wielokryterialnej (wekto rowej).

Pomimo i» opis niektérych z wymienionych zada« optymalizaic wymaga
wprowadzenia specjalnej terminologii, to wiele poji¢ jestwspdlnych dla wszyst-
kich sformu@owa. | tak, przezzmienne projektowe/decyzyjngozumie¢ b}dziemy
te parametry konstrukcji, ktérych wartoxci ustala sij w procesie optymalizacji
w celu osijgnijcia oczekiwanej charakterystyki jej pracy. Funkcja, ktéra s2u»y
do oceny danego rozwijzania nazywana jest najcztcidunkcjj celu lub funk-
cji kryterium . Optymalizowana konstrukcja spe®nia¢ musi liczneograniczenia
projektowe ktére de niujj obszar rozwijza« dopuszczalnycld. W przypad-
ku wilkszo+ci nieakademickich zada« optymalizacji zaréwa funkcje celu, jak
i funkcje ogranicze« dane sj w sposéb niejawny, a obliczenieh wartotci wyma-
ga przeprowadzenia oddzielnej analizy MES. Ograniczeniairktore de niowane
Sj W sposo6b jawny sj tzw. ograniczenia proste/brzegoweOkrezxlajj one zakres
zmiennozxci poszczegoélnych zmiennych projektowych.

Istnieje obecnie kilka dominujjcych metod opisu niepewnodi parametrow
uk®adow konstrukcyjnych. Wymieni¢ tu nale»y przede wszysim podejtcie pro-
babilistyczne, gdzie niepewnozxci te modeluje si; na gruneiteorii prawdopo-
dobie«stwa przy pomocy zmiennych losowych oraz proceséwslowych. Jako
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alternatywne podejtcia, stosowane czisto do modelowaniaigpewno+ci w za-
gadnieniach sztucznej inteligencji, wspomnie¢ trzeba kaepcj; zbioru rozmyte-
go [271] oraz przedzia®u [27,85]. W niniejszej pracy przy klasyczne, a zarazem
najbardziej popularne w analizie konstrukcji in»ynierskch, podejtcie probabili-
styczne.

2.1. Optymalizacja deterministyczna

Typowe sformu®owanie zadania skalarnej optymalizacji detrministycznej
wyrazi¢ mo»na nast;pujjco:

znajd® wartoxci zmiennych: d; (2.1
minimalizujjce: f(d); (2.2)

przy ograniczeniach: g(d) O; I =1;::0,Kg; (2.3)

c(d)=0; =100 K (2.4)

4 o ‘i j=1;n (2.5)

gdzied 2 R" jest wektorem zmiennych projektowych,f jest funkcjj celu, g;,
i = 1;:::;Kg, Si ograniczeniami nierownoxciowymigc, i = 1;:::;kc, Sj ogra-
niczeniami typu réwnozciowego, aldj i Ui, j =1;:::;n, stanowij odpowied-

nio dolne i gérne ograniczenia proste. Wh-wymiarowej przestrzeni zmiennych
projektowych ograniczenia przedstawiajj hiperpowierzchie zawierajjce punkty
spe?niajjce te ograniczenia w postaci réwnozci. W powy»say sformu2owaniu
zarObwno zmienne projektowe, jak rownie» wszystkie paramet de niujjce mo-

del konstrukcji oraz funkcje celu i ogranicze«, majij charaker deterministyczny,
tzn. reprezentowane sj przez jednj, nominalnj wartox¢.

Istnieje bardzo bogata literatura dotyczjca teorii optymalizaciji, jak te» me-
tod rozwijzywania ré»norodnych zagadnie« optymalizacji.W+réd znanych mo-
nograi poxwiiconych tej tematyce wspomnie¢ mo»na prace Aary [6], Haftki
i Gurdala [84], Gilla i in. [75] czy Parka [192].

Dominujjcymi metodami rozwijzania zadania (2.1) ( 2.5) sj metody progra-
mowania matematycznego, liniowego lub nieliniowego w za»nozci od postaci
funkcji celu i ogranicze«. Rozwijzanie optymalne poszukiane jest najcz|tciej
w sposoéb iteracyjny, a spoxréd najpopularniejszych algotmow wymieni¢ na-
le»y algorytmy gradientowe, takie jak metoda gradientu spzj»onego, metoda
sekwencyjnego programowania kwadratowego czy metoda sekmcyjnego pro-
gramowania liniowego. PorOdwnania ro»nych metod programaania matematycz-
nego dokonano m.in. w pracy [216].
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Ponadto, ze wzglidu na szybko rosnjci moc obliczeniowj wsp&czesnych
komputeréw oraz dostjpno+¢ rozwijza« bazujjcych na obliceniach réwnole-
g2ych, coraz wilkszj popularnot¢ zyskujj bezgradientowe mtody optymaliza-
cji, ktére inspirowane sj zjawiskami z dziedziny zyki lub biologii. Przyk®adowo,
spos6b dzia?ania algorytmu symulowanego wy»arzania [12dzypomina proces
wy»arzania w metalurgii, metoda roju czjstek [69] natlad@ zachowania spo-
deczne osobnikoéw tworzijcych zorganizowane populacje, nkolonii owadéw lub
aawicy ryb, a dzia?anie algorytmu genetycznego [78] wzor@me jest na zjawisku
ewolucji biologicznej. Niewijtpliwj zaletj tych metod jest mo»liwot¢ okrezlenia
optimum globalnego.

Wspomniane algorytmy bezgradientowe wymagaji z regu@y olitzenia warto-
*ci funkcji celu oraz ogranicze« dla bardzo duxej liczby réaacji zmiennych pro-
jektowych. Niestety, w przypadku gdy funkcje wchodzjce w skad sformu2owania
optymalizacji sj zde niowane w sposoéb niejawny (np. dane sijprzez rozwijzanie
Zz20»0onego zadania MES), stanowi¢ to mox»e istotnj przeszkpa bezpozxrednim
stosowaniu tych metod do optymalizacji konstrukciji.

W celu przezwycij»enia trudnoz+ci zwijzanych z wysokim kosem numerycz-
nej realizacji optymalizacji rzeczywistych konstrukcji in»ynierskich, oryginalne
funkcje celu i ograniczenia projektowe zastpowane sj zazyczaj przez pewne
przybli»one modele - powierzchnie odpowiedzi (zob. np. [9F oraz rozdzia?3).
Dzilki jawnemu sformu2owaniu problemu, rozwijzanie tak uproszczonego za-
dania optymalizacji jest mo»liwe do przeprowadzenia w krdim czasie nawet
przy u»yciu metod bezgradientowych. Stosujjc powierzchr odpowiedzi, niesdy-
chanie istotna jest jednak wery kacja wiarygodnozci otrzymywanych optimow,
co prowadzi najcz|tciej do iteracyjnej procedury, ktérj badzo ogblnie opisa¢
mo»na jako:1) budowa aproksymaciji funkcji celu i funkcji ogranicze« na pd-
stawie ograniczonej liczby eksperymentéw numerycznych?) rozwijzanie tak
uproszczonego zadania optymalizacji3) wery kacja otrzymanego rozwijzania,
4) sprawdzenie warunku zbie»nozci.

2.2. Optymalizacja wielokryterialna - rozwijzanie Pareto

Zasadniczj cechj odré»niajjcj optymalizacj; wielokryter ialnj, zwanj tak»e
optymalizacjj wektorowj lub polioptymalizacjj, od optyma lizacji z jednj funk-
cji celu (skalarnej) jest koniecznox¢ uwzglidnienia wielkryteriow optymalno=ci.
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Problem optymalizacji wektorowej sformu2owa¢ mox»na jako

znajd® wartoxci zmiennych: d; (2.6)
minimalizujjce: f(d) = ff1(d);:::;fn(d)g; (2.7)

przy ograniczeniach: gi(d) O; i=1;:00kg; (2.8)
G(d)=0; i=1;::0ke; (2.9)

d o Ui j=1:::::n: (2.10)

Mamy zatem do czynienia z wektorem funkcji celuf (d), ktérego realizacje two-
rzi m-wymiarowj przestrze« celéw F. Rozwijzujjc tak postawiony problem
optymalizacji dj»y si} wiic do zminimalizowania najlepie j jak to mo»liwe war-
toxci ro»nych funkcji kryteribw. Zazwyczaj kryteria te sj wzajemnie kon ik-
towe, tzn. zmniejszenie wartotci jednego z nich prowadzi dezrostu warto+ci
drugiego. Z tej te» przyczyny rozwijzanie problemu optymaizacji wielokryterial-
nej prawie nigdy nie jest jednoznaczne. Niemox»liwym jest alezienie unikalnej
kombinacji wartoxci zmiennych projektowych minimalizujjcej wszystkie funk-
cje celu. Otrzymuje si} przewaxnie zbiér rozwijza«, ktére ninimalizujjc pewne
kryteria, prowadzj do zwijkszenia warto+ci innych. Rozwijzania takie okretla-
ne sj mianem rozwijza« Pareto, zwanych te» rozwijzaniami nezdominowanymi
(zob. [35,166,187]). Na rys2.1 w spos6b schematyczny, dla dwdch zmiennych
projektowych i dwdch funkcji celu, zademonstrowano wszygie podstawowe po-
jicia optymalizacji wielokryterialnej. Jako Fp oznaczono obszar celéw, bidjcy
ti czjtcij przestrzeni celéw, ktéra stanowi odwzorowanie tszaru rozwijza«
dopuszczalnychD z przestrzeni zmiennych projektowych w przestrze« celéw.
Na zbiorze dopuszczalnymD przez D o0znaczono rozwijzania niezdominowa-
ne. Wektor zmiennych projektowych d° jest rozwijzaniem niezdominowanym,
jexli nie mo»na znale'¢ »adnego wektord 2 D i d 6 d® ktdry nie prowadzi
do zwikszenia wartotci chocia» jednego kryterium w stosiku do rozwijzania
odpowiadajjcego d°. W przestrzeni celéw zaznaczono réwnie» tzw. rozwijza-
nie idealne. Odpowiada ono minimalnym wartoxciom wszystkh funkcji celu,
ale zazwyczaj ze wzglidu na kon iktowy charakter kryteriow jest rozwijzaniem
czysto hipotetycznym, niemoxliwym do otrzymania. W niektGych metodach
rozwijzanie idealne s2u»y do wyboru rozwijzania preferowaego z tzw. zbioru
kompromiséw. Rozwijzania kompromisowe (oznaczone przeézp na rys. 2.1) sj
zbiorem ocen rozwijza« niezdominowanych. Spozréd nich, naodstawie dodat-
kowego kryterium wybiera si} rozwijzanie preferowane.

Istnieje wiele metod wyznaczania zbioru rozwijza« niezdomowanych i od-
powiadajjcych im kompromiséw. Pomimo swoich niedoskona2exi, cijgle du»j
popularnozcij (przede wszystkim ze wzglidu na 2atwo+¢ impmentacji) cieszj
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f=f(d)

» >

dl fl

Rys. 2.1. Przekszta®cenie obszaru rozwijza« dopuszczalngh D z przestrzeni zmiennych pro-
jektowych w obszar celéw Fp .

si} tzw. metody skalaryzacji. Polegajj one na zamianie zadaia optymalizaciji
wektorowej na szereg zada« optymalizacji z jednj funkcjj ctu, ktore rozwijzy-
wane by¢ mogj przez standardowe algorytmy optymalizacji sklarnej. Wymie-
ni¢ tu mo»na metod} wspbdaczynnikow wagowych (zwanij te» metd; wa»onych
kryteriow), metod] mini-max, metod] programowania celéw czy te» metod|
"-ogranicze«, zob. [35,167]. | tak, idea metody wspd2czyridiw wagowych pole-
ga na utworzeniu zastjpczej funkcji celu w postaci sumy ilozynu poszczegdlnych
kryteriow i wsp62czynnikdw wagowych

xn
fd)= wfi(d); (2.11)
i=1

gdzie

wi=1; w O (2.12)
i=1
Rozwijzujjc zadanie optymalizacji skalarnej z funkcjj celu danj réwnaniem
(2.11) przy ograniczeniach @.8) ( 2.10 dla ré6»nych warto+ci wagw;, otrzymu-
je si} kolejne punkty zbioru kompromiséw. W praktyce stosuje si} najczjtciej
znormalizowanj wersjl metody wax»onych kryteriéw przyjmujic

N
(d) = wif'f@; (2.13)

i=1
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czalnymi wartoxciami funkcji celu. Innj mo»liwozxcij jest normalizacja uwzgl;d-
niajjca zakresy zmian wartoxci poszczegolnych kryteribwzpb. [191])

X fi(d)  minfi(d)

)= Wi i@ minfi(@)

(2.14)
i=1

Wartozci ilorazéw wystlpujicych w réwnaniu (2.14) zmieniajj si} w przedzia-
le [0;1]. Wadj metody wspG2czynnikéw wagowych jest niemo»nox¢ uzyenia
pe®nego zbioru rozwijza« kompromisowych w przypadku niewguk®ych obsza-
row Fp.

Bardzo szerokj i dynamicznie rozwijajj si; klas; metod rozwijzywania zada
optymalizacji wielokryterialnej stanowij algorytmy ewol ucyjne i heurystyczne,
takie jak algorytm genetyczny czy algorytm symulowanego wyarzania [35,188].

2.3. Optymalizacja niezawodnozxciowa

W tradycyjnym ujiciu, losowy charakter zmiennych projektowych oraz in-
nych parametréw wchodzjcych w sk®ad sformu2owaniad.1) ( 2.5) uwzgljdniany
by2 w optymalizacji deterministycznej za pomoc;j tzw. cz}+éowych wspdczynni-
kéw bezpiecze«stwa. Wspé2czynniki te, specy kowane przexpowiednie normy
projektowe, kalibruje si} zazwyczaj tak, aby mo»na by2o je ®sowa¢ w jak naj-
szerszym zakresie zada« projektowych zwijzanych z danym pem konstrukcji.
Niestety, takie podejtcie prowadzi czisto do zbyt konseratywnych i zacho-
wawczych rozwijzak, poniewa» czltciowe wspddczynniki bpecze«stwa nie sj
w sposOb bezpozredni zwijzane z losowym rozrzutem wartotziiennych pro-
jektowych, a co za tym idzie, konstrukcje optymalne nie zapeniajj w sposob
automatyczny za?o»onego poziomu niezawodnozci, zob. [230

W przypadku gdy zagwarantowanie odpowiednio wysokiego po@mu bez-
piecze«stwa jest jednym z najwa»niejszych wymaga« stawigioh projektowanej
konstrukcji, problem optymalizacji formu2owany jest jako zadanie optymalizacji
niezawodnozciowe] (angreliability-based design optimization- RBDO). W ra-
mach RBDO, ograniczenia projektowe formu2owane sj przy pommy prawdo-
podobie«stw wystjpienia awarii lub innych, réwnowa»nych mar niezawodno-
*ci. Pod pojjciem prawdopodobie«stwa awarii rozumie si; pawdopodobie«stwo
przekroczenia pewnych dopuszczalnych stanéw dotyczjcychwytrzyma2ozci lub
u»ytkowania konstrukcji, ktére de niowane sj przez odpowidnie funkcje gra-
niczne (zob. dodatekA).
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Majjc swoje poczjtki w latach osiemdziesijtych ubieg®ego vieku, niezawod-
nozxciowa optymalizacja konstrukcji jest obecnie dobrze ugntowanj dziedzini
nauki z literaturj obejmujjcij setki publikacji w czasopism ach naukowych oraz
materia®ach konferencyjnych. Szczegélnie istotny wp2ywanrozwoj zaréwno sfor-
mu2owax, jak i metod rozwijzania probleméw RBDO wywardy prae badaczy
z du«skich uniwersytetow w Aalborgu i Lyngby [64 67,159, 28], z politechniki
w Monachium [134, 135, 239, 240], a ostatnio z uniwersytetu \wowa [267 270]
i Uniwersytetu lllinois w Chicago [59, 60, 266]. Pewne podsunowanie obecnego
stanu wiedzy na temat optymalizacji niezawodnozxciowej steowi wydana w 2007
roku monogra a [252].

Ogdlne sformu®owanie zadania optymalizacji niezawodnoibevej wyrazi¢ mo»-
na nast|pujjco:

znajd* wartoxci zmiennych: d; ; (2.15)
minimalizujjce: f(d; x; p); (2.16)
przy ograniczeniach: P[gi(d; X;P) 0] ( Hoo i=1;:; Kg; (2.17)
o, o i j=1:::0:ng; (2.18)

e o Y ox r=1;::::nx; (2.19)

gdzieX =fXyq;:::; X, gorazP =fPq;:::;Pp, g sj wektorami zmiennych loso-

wych o wartoxciach oczekiwanych odpowiednioy i p, Pfi = Plgi(d;X;P) Q]
jest prawdopodobie«stwem awarii odpowiadajjcymi-tej funkcji granicznej gi( ),

sj minimalnymi, ustalonymi przez projektanta wskatnikami niezawodnozci, zob.
(A.5). Wyra»enia ( 1) si zatem dopuszczalnymi maksymalnymi warto+ciami
prawdopodobie«stwa awarii. Rozré»nienie oznacze« weki@w losowych wyni-
ka z ich odmiennego charakteru. ZmienneX okrezli¢ mo»na jako projektowe
zmienne losowe, poniewa» ich wartoxci oczekiwang, zmieniajj Si; w proce-
sie optymalizacji, prowadzjc (w przypadku sta®ych wartoxc innych parame-
tréw opisujjcych rozk?ad) do przesunijcia funkcji gjstotd prawdopodobie«stwa
fx (X). Inaczej ni» w przypadku zmiennychX, rozk®ad prawdopodobie«stwa
wektora P nie zmienia si} podczas optymalizaciji i dlatego, w kontektie zadania
optymalizacji niezawodnozciowej, zmienne te nazywane sijiekiedy parametra-
mi losowymi. W przeciwie«stwie do wartoxci oczekiwanych y , bardzo rzadko
w pracach dotyczjcych RBDO uwzglidnia si} jako zmienne projektowe inne
parametry rozk®adéw prawdopodobie«stwa zmiennych losoveh. Rozszerzenie
zbioru zmiennych projektowych o odchylenia standardowe ziennych losowych
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(por. [52]) wymaga odpowiedniego sformu2owania funkcji ¢e, ktére uwzglid-

nia®oby wzrost kosztu projektu zwijzany z u»yciem np. mateia®6w o lepszej
jakozci, bjd! zastosowania bardziej precyzyjnych technalgii wytworzenia lub
monta»u elementdw optymalizowanej konstrukciji.

minimum
deterministyczne

kleruneszrostu
"~~fynkcjj\ cel‘u\

epszar
" dopuszczalhy,

Rys. 2.2. Poréwnanie rozwijzania optymalnego z optymaliza cji deterministycznej - punkt A
oraz optymalizacji niezawodnozciowej - punkt B.

Idea optymalizacji niezawodnozxciowej przedstawiona zasta schematycznie
na rys. 2.2 W przypadku hipotetycznego problemu optymalizacji z dwiena
zmiennymi projektowymi oraz trzema ograniczeniami, rozwjizaniem tego zada-
nia w wersji deterministycznej jest punkt A. Piszijc o optymalizacji determi-
nistycznej mamy na my=li takie sformu2owanie, w ktérym w »adn sposoéb nie
uwzglidnia si} losowozci zmiennych projektowych. Tak jak o przedstawiono na
rysunku, w znajdujjcym sil na granicy obszaru dopuszczalngo punkcie opty-
malnym aktywne sj dwa ograniczenia. Za26»my nastpnie, »emaienne projekto-
we nie sj wielkoxciami deterministycznymi, lecz cechujj $ipewnym rozrzutem,
a wspo?rzidne punktu A tworzj wektor wartoxci oczekiwanych odpowiednich
zmiennych losowych. W takim przypadku, wijkszo£¢ mox»liwyie realizacji tych
zmiennych znajdzie si} w pewnym ograniczonym obszarze wok@ptimum deter-
ministycznego. Dla prostoty prezentacji oznaczmy ten obsazr jako ko2o o xrod-
ku w punkcie A. Jak mo»na zobaczy¢ na rys2.2, bardzo du»a cz|+¢ realizacji
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zmiennych projektowych znajduje si} poza obszarem dopuszalnym, tak wijc
rozwijzanie A trudno jest uzna¢ za bezpieczne. W celu zapewsnia wyma-
ganego poziomu niezawodnozci, koo otaczajjce punkt A nalg przesunij¢ do
wnjtrza obszaru dopuszczalnego tak, aby jego nowy trodek Byanaczy? roz-
wijzanie gwarantujjce wy»szj niezawodnox¢. Operacja ta mwadzi oczywitcie
do zwijkszenia warto+ci funkcji celu, a o tym jak daleko od ganicy obszaru
dopuszczalnego musi znajdowa¢ sij rozwijzanie B decydujea2o»ony margi-
nes bezpiecze«stwa. Jetli przyji¢, »e masa prawdopodolsésa odpowiadajjca
oczekiwanej niezawodnozci rozwijzania w sposob symboligz ograniczona jest
przez ko%o na rys.2.2, to w punkcie optymalnym ko2o to b|dzie styczne do
wybranych powierzchni (krzywych) ogranicze«. Takie ograiczenia nazywa si,
wtedy probabilistycznie aktywnymi. Proces poszukiwania bzwijzania B o opi-
sanych waazxciwozciach nosi hazw, optymalizacji niezawodticiowe] i sprowadza
si} do rozwijzania problemu (2.15 ( 2.19.

Obliczenie wartozci prawdopodobie«st\/\Pfi, ktére wystjpujj w ogranicze-
niach (2.17), wymaga przeprowadzenia analizy niezawodnozci przy porap od-
powiedniej procedury numerycznej. Wybor metody zale»y od iglkotcinyk + np
oraz z®o»onozci obliczeniowej rozpatrywanego zadania. d&€ki opis kilku naj-
bardziej popularnych metod komputerowej analizy niezawodozxci przedstawio-
no w dodatku A. Poniewa» szacowanie prawdopodobie«stwa przy pomocy me-
tod symulacyjnych jest zazwyczaj bardzo czasoch?®onne, d&go najczjtciej, ze
wzglidu na swojj prostot; i efektywnox¢, w algorytmach optymalizacji nieza-
wodnozciowej stosuje sij metody analizy niezawodnozci pieszego rz|du (FORM
- ang. rst order reliability method ).

Wysoki koszt oblicze« sprawia, »e rozpatrujjc metody rozwizywania zada-
nia RBDO pordéwnuje si} je przede wszystkim ze wzglidu na ich efktywnoz¢,
dok®adnoz¢ i stabilnox¢. Za doskona?; pracj Aouesa i Chateaeufa [4] metody
optymalizacji niezawodnozxciowej podzieli¢ mo»na na trzyategorie: metody za-
gnie»d»one lub dwupoziomowe (angested/two-leve)), metody jednopoziomowe
(ang. mono-level/single loop i metody rozprzj»one (ang.decoupled. Metody te
scharakteryzowa¢ mox»na nastjpujjco:

Zagnie»d»ony charaktermetody dwupoziomowejwynika z tego, i» obli-
czenie wartoxci ogranicze« niezawodnozxciowycB.17) wij»e sij w isto-
cie z rozwijzaniem zadania optymalizacji z ograniczeniamijakim jest
poszukiwanie punktu projektowego (zob. dodatekA, a w szczegdlnozci
podrozdzia? A.3). Na ka»dym kroku iteracyjnego procesu wyznaczania
optymalnych wartoxci zmiennychd i  (zewnitrznej pjtli optymaliza-
cyjnej) realizowanych jestky zada« analizy niezawodnozxci (wewnjtrznych
pitli optymalizacyjnych).
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Celem metod jednopoziomowychiest wyeliminowanie wewnitrznej pitli
zwijzanej z analizji niezawodnozci poprzez rozszerzenie igbu zmien-
nych decyzyjnych oraz zastjpienie ogranicze« niezawodnoibwych po-
przez kryteria optymalnozci zada« poszukiwania punktow pojektowych.
Wyznaczajjc optymalny wektor zmiennych decyzyjnych, wyzracza si|
jednoczetnie wspo6?rzidne punktow projektowych dla ogranze« nieza-
wodnozciowych odpowiadajjcych projektowi optymalnemu.

Podejtcie stosowane ymetodach rozprzj»onychsprowadza si; do transfor-
macji zadania optymalizacji niezawodnozxciowej do szeregada« optyma-
lizacji deterministycznej z ograniczeniami, ktére majj zgpewni¢ réwno-
wa»noz¢ rozwijzania tak sformu®owanego zadania i zadaniayginalnego.

Literatura dotyczjca metod analizy niezawodnozci z ka»deg wymienionych
powy»ej grup jest bardzo bogata i dlatego warto w ramach teg@pracowania
omowi¢ dok2adniej przyk®ady metod reprezentujjcych poszegdlne podejtcia.
Przed dokonaniem takiego przedstawienia nale»y jednak paki¢ si} o bardziej
0golInj re eksjj dotyczjcj samej natury optymalizacji ni ezawodnozxciowej. Nie-
stety, czasem zapomina si}, »e wiarygodnox¢ wynikbw RBDO uwankowana jest
precyzyjnj znajomozcij rozk®adoéw prawdopodobie«stwa znginnych losowych,
a taki dok®adny model stochastyczny obcij»e« czy te» parant@w materia®o-
wych dostlpny jest w praktyce nies®ychanie rzadko. Jak to zeta?o pokazane
w ksij»ce Ben-Haima i Elishako a [12], nieprawid®we za?o>vea dotyczjce typu
i parametrow funkcji gjstoxci prawdopodobie«stwa prowad#& mogj do znaczj-
cych b3ldow w analizie niezawodnozci. Z uwagi na to, przydato+¢ optymalizaciji
niezawodnozciowej, jako bazujjcej na informacji zgromadmej w ogonach roz-
k*adow prawdopodobie«stwa, jest znacznie ograniczona.

2.3.1. Metody rozwijzania
2.3.1.1. Metoda dwupoziomowa

Metoda dwupoziomowa jest algorytmem bezpozredniego rozwania zada-
nia (2.15 ( 2.19, gdzie w obribie pierwszego poziomu (zewnitrznej p;tli) po-
szukiwane sj optymalne wartoxci zmiennych decyzyjnycd i y, a drugi poziom
(pitla wewnitrzna), realizowany w przestrzeni zmiennych losowych, dotyczy
obliczania wartoxci ogranicze« niezawodnozxciowycl2.07). W ramach metody
dwupoziomowej wyré»ni¢ mo»na dwa dominujjce podej*cia:
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Metoda wskatnika niezawodnoxci . Znana w literaturze naukowej pod
nazwij reliability index approach (RIA) metoda ta sprowadza si; najcz|xciej do
szacowania prawdopodobie«stw awarii wystjpujjcego we wzae (2.17) za po-
mocj przybli»enia pierwszego rzjdu FORM, zob. (A.4). Ograniczenia nieza-
wodnozciowe wyrazi¢ wtedy mo»na w alternatywnej formie paopez wskatniki
niezawodno=ci

FORM (4. x:p) 1 i=1;::0 kg (2.20)

T (X;P) oznaczono transformacj, do gaussowskiej przestrzeni stdardowej U,
zob. podrozdziadA.2.

Zadanie lokalizacji punktu projektowego, ktéry w przestrzni U oznaczany
jest najczitciej jakou , powtarzanekq razy na ka»dym kroku zewnjtrznej p;tli
optymalizacyjnej, stanowi 0 z0»ono=ci obliczeniowej RIAZaproponowane przez
Nikolaidisa i Burdisso w 1988 roku [185], podej+cie to podlado szeregowi mody-
kacji majjcych na celu podniesienie efektywnozci jego nurarycznej realizacji.
Mody kacje dotyczy?y przede wszystkim u»ycia lepiej dostsowanych algoryt-
moéw optymalizacji [131, 233], zastosowania aproksymacji eiodj powierzchni
odpowiedzi (w analizie niezawodnozci stosowano tak»e metadMonte Carlo za-
miast FORM) [71,72] czy budowy rozwijza« interaktywnych pozwalajjcych na
aproksymacj| lub rezygnacj} z obliczania wybranych wskatrikbw niezawodnozci
w trakcie trwania procesu optymalizacji [126, 225, 230,235

Niewijtpliwj zaletj podejtcia RIA jest wzglidna 2atwo+¢ imp lementacji dzijki
moxliwoxci bezpozredniego po?jczenia modudu analizy re@modnozci z dowol-
nym programem optymalizacyjnym ogélnego przeznaczenia.

Metoda minimum funkcji granicznej . Opracowana przez Tu i Choi'a
[253] jako performance measure approachlPMA) metoda ta bazuje na spo-
strze»eniu, »e minimalizacja z2o»onej funkcji przy prosgh ograniczeniach jest
bardziej efektywna numerycznie ni» minimalizacja prostejfunkcji na obszarze
0 z%o»onym kszta?cie. Ograniczenia niezawodnoxciow’.1(7) zastjpuje si; tu
przez

Gi=F,'((C ) o i=1;:Kgs (2.21)

gdzie Fg jest dystrybuantj funkcji granicznej g, a G; jest wartoxcij funkgcji

granicznej odpowiadajjcj dopuszczalnej niezawodnozci wg»onej wskatnikiem
. W ramach PMA, G; wyznacza si} jako rozwijzanie odwrotnego zadania ana-

lizy niezawodnozci (por. A.6)) poszukujjc w przestrzeni standardowej punktu
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polo»onego na hipersferzeuk = !, dla ktérego funkcja graniczna przyjmuje
wartox¢ minimalnj

Gi = h(u _ 1);
_ i _ . (2.22)
h(u _ {)=min h(u) pod warunkiem: kuk=:
Tak wijc, algorytm lokalizacji punktu u _ ,i =1;:::;Kg sprowadza si} do prze-

szukiwania hipersfery o promieniu }, w (l)dr()»nieniu od podejtcia RIA, gdzie
punkt u poszukiwany jest na granicy obszaru awarii. W celu rozwijzaia zada-
nia minimalizacji (2.22) zaproponowano szereg wyspecjalizowanych algorytmaéw,
z ktérych najpopularniejszym wydaje si} by¢ algorytm HMV (ang. hybrid mean
value) [33]. W przeciwie«stwie do metod iHLRF lub ARF (zob. podrozdzia?
A.3), HMV nie wymaga procedury minimalizacji kierunkowej (w cdu znale-
Zienia wielkoxci przyrostu). W szeregu prac poréwnawczyclvykazano lepszi
efektywnoz¢ i stabilnox¢ metody PMA w stosunku do RIA, zob.m [4,263].

Rozwijzanie zadania .15 ( 2.19 przy u»yciu efektywnych algorytmoéw gra-
dientowych wymaga obliczenia wra»liwozci funkcji celu, aak»e wra»liwozci
ogranicze« niezawodnozxciowych wzglidem zmiennych decymych oraz zmien-
nych losowych. Ze wzglldu na zagnie»d»ony charakter sforrfowania, sposéb
wyznaczania gradientdbw stanowi o z2o»onozci obliczenigwerzyjjtej metody
rozwijzania. Niestety, w przypadku modelowania z2o»onyclkonstrukcji i proce-
séw technologicznych, gdzie mamy do czynienia z du»ym zrésowaniem typow
zmiennych decyzyjnych i zmiennych losowych, efektywne, alityczne metody
obliczenia gradientéw nie zawsze sj dostjpne. W takiej sytacji odpowied! ba-
danego uk®adu mechanicznego modelowana jest cz|sto za pocpa@dpowiednio
dobranej funkcji aproksymacyjne;j.

2.3.1.2. Metoda jednopoziomowa

Jednj z niedoskona?oxci metod dwupoziomowych jest brak mamatycznego
dowodu ich zbie»nozci. Dowdd ten jest nies?uchanie trudnyodprzeprowadze-
nia poniewa» obszary awarii okrezlajjce ograniczenia niggodnozciowe 2.17),
a w konsekwencji obszar dopuszczalny zadania optymalizaciale»j od zmien-
nych decyzyjnych.

Chi¢ przezwyci»enia probleméw ze zbie»nozcij by?a motyvedj do poszu-
kiwania alternatywnych sformu®owa« zadania optymalizadj niezawodnozciowej,
w ktorych unika si} zagnie»d»enia pijtli optymalizacyjnych. Podejtcie takie,
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w odrO»nieniu od przestawionego wczezxniej, okretla sij miam jednopoziomo-
wego. Tworcy tej metody, Madsen i Friis Hansen [159], a nasfinie Kuschel
i Rackwitz [134,135], zaproponowali zastjpienie ogrania niezawodnozxciowych
warunkami Kuhna-Tuckera odpowiednich zada« poszukiwanigounktu projek-
towego (A.33) ( A.35). W ramach podejtcia jednopoziomowego rozpatruje si|
rozszerzony zbiér zmiennych decyzyjnych, gdzie oprécz watci zmiennychd
i x w tej samej pjtli optymalizacyjnej poszukuje sij wspé@rzidnych punk-

transformacji U = T (X;P) oryginalnych zmiennych losowychX i P. Zmiany
te prowadzj do nastjpujjcego przeformu®owania zadania 2.15 ( 2.19:

znajd* wartoxci zmiennych: d; x;U1;::1;Uk,; (2.23)

minimalizujjce: f(d; x; p); (2.24)

przy ograniczeniach:

(ui)Tr yhi(d;u;) + kujkkr 4 hi(d;uj)k =0; i=1;::kg; (2.25)
hi(d;ui) = g(d; T *(ui))=0; i=1;::1;Kg; (2.26)
sgnhi(d; 0)] kuik ~ ; i=1;::0 kg (2.27)
4 d j=1;::1;ng; (2.28)
e o Y oxe r=1;:::;nx; (2.29)
lue  u Yu i=1;::0Kg; k=10 nx + np; (2.30)
gdzie hj, i = 1;:::;Kg, Si funkcjami granicznymi w przestrzeni standardowej,

a r yh; sj ich gradientami wzglidem zmiennych u. Warunki Kuhna-Tuckera
(2.25 i (2.26) majj jasnj interpretacj, geometrycznj. Wynika z nich, »e nx+np
elementowy wektor u; jest prostopad?y w punkcie projektowym do powierzch-

wprost z ogranicze« R.20) i de nicji wskatnika niezawodnozci pierwszego rz;-
du (A.6).

Niewijtpliwj zaletj sformu®owania jednopoziomowego jest no»liwot¢ zasto-
sowania standardowych algorytméw optymalizacyjnych, dlaktorych istniejj do-
wody zbie»nozxci. Jednak z drugiej strony, sformu2owanie223) ( 2.30 pocijga
za sobj szereg niedogodnozci praktycznych, ktére w znaczjsposob ograni-
czy¢ mogj jego szersze zastosowanie. Przyjita koncepcjajwe si} z konieczno-
*cij rozpatrywania zadania optymalizacji zng + nx + kg(nx + np) zmiennymi.
Satwo sprawdzi¢, »e nawet przy umiarkowanej liczbie zmierygh decyzyjnych,
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zmiennych losowych i ogranicze« niezawodnozciowych, ca#kty wymiar zada-
nia okaza¢ sil mo»e bardzo du»y. Ponadto, w przypadku stos@mia algorytmow
gradientowych, posta¢ ogranicze«4.25 narzuca koniecznox¢ obliczania macie-
rzy drugich pochodnych, co najczjtciej mo»liwe jest jedyei za pomocj sche-
matéw ré»nicowych, prowadzic do znacznego wzrostu z®o»aha numerycznej
algorytmu i utrudniajjc jego zbie»noz¢. Dla przezwycij»era tych trudnozci sto-
Suj; sij czasami iteracyjny schemat aproksymacji hesjanu BIGS, zob. [6]. Wiele
szczeg620w dotyczjcych implementacji metody jednopozioawej przedstawiono
w pracach Straichera i Rackwitza [239, 240].

Znane sj tak»e inne sformu2owania, ktére uzna¢ mo»na jakodeopozio-
mowe. Dok®adna ich analiza wykracza jednak znacznie pozalkras niniejszego
opracowania. Takie omoéwienie oraz poréwnanie efektywnoitalgorytméw zna-
lel¢ mo»na np. w pracach [2,4,262].

2.3.1.3. Metoda rozprz}»ona

Idea rozprzj»onego podejtcia w optymalizacji niezawodnoibwe] polega na
sformu®owaniu problemu RBDO jako sekwencji niezale»nych da« optymaliza-
cji deterministycznej oraz zada« analizy niezawodnozci. &ldanym kroku algo-
rytmu, na postawie analizy niezawodnozci przeprowadzaneja kroku poprzed-
nim, mody kuje si; funkcje ogranicze« zadania optymalizagi deterministycznej.
Mody kacje te majj prowadzi¢ do spe?nienia ogranicze« nieawodnozciowych
przez rozwijzanie deterministyczne i do otrzymania zbie»oxci do rozwijzania
optymalnego zadania RBDO po niewielkiej liczbie iteraciji.

Wydaje sij, i» obecnie najbardziej efektywnj metodj z grupy metod roz-
prz;»onych jest metoda SORA (ang. Sequential Optimization and Reliability
Assessmeny zaproponowana przez Du i Chen [59] w 2002 roku. Podejtcie to
zyska?o ju» dox¢ du»j popularno+¢, a przeprowadzone por@mia przemawiajj
czjsto na korzy+¢ tej metody, zob. [261, 262,266, 275].

Przyjmujic, »e mamy do czynienia zkg ograniczeniami niezawodnozciowy-
mi, iteracje (cykle) metody SORA sk®adajj sij z zadania optymalizacji deter-
ministycznej oraz z kg odwrotnych zada« analizy niezawodno+ci122) gdzie

poszukuje sij punktow projektowychu _ ,i=1;:::; ., Kg. Obrazami tych punk-
téw w przestrzeni oryginalnej sjfx _ t,pl lg T Yu _ l) Wektory x _ ¥
P - iu _ t zawierajj odeW|edn|onx Npi nx +np elementéw. Na podstaW|e
znajomo+C| wspoarz'dnych wektorax _ , otrzymanego w poprzednim kroku ite-

1 . - - - -
racyjnym, ograniczenia zadania optymalizacji determinigycznej przesuwane s;j
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w g2jb obszaru dopuszczalnego. Na pierwszym kroku, jako pybli»enie punktow
projektowych x _  przyjmuje si; wektor wartotci oczekiwanych , natomiast

zadanie optymalizécji deterministycznej dane na krokuk + 1 ma posta¢:

znajd* wartoxci zmiennych: d; ; (2.31)
minimalizujjce: f(d; x; p); (2.32)

; e A (k+1) . o (k) . .. :
przy ograniczeniach: g d; x s i (0 i=1;:00kg; (2.33)
o, o i j=1:::0:ng; (2.34)
', .Y oxs r=1;::::nx; (2.35)
gdzie si(k+1) = &k) X ik)_t, &k) jest wektorem optymalnych wartotci zmien-

nych y nak-tym kroku iteracyjnym, a x ik)t wektorem wsp6?rzidnych punk-
tu projektowego odpowiadajjcych zmiennym'X w przestrzeni oryginalnej dla
i-tego ograniczenia niezawodnozxciowego.

U»ycie w metodzie SORA zadania odwrotnego analizy niezawad=ci prowa-
dzi do poprawy efektywnozci rozwijzania, szczegolnie wtgdgdy wiele spozréd
ogranicze« niezawodnozciowych nie jest aktywnych. Podeje to jest réwnie»
stosunkowo 2atwe w implementacji.

2.4. Optymalizacja odpornozciowa

Charakterystyki pracy uk2®adoéw konstrukcyjnych podlegajj czjsto istot-
nym losowym rozrzutom na ré»nych etapach zaplanowanego asu eksploatacji.
W szczegolno+ci odpowiedzi uk®adow nieliniowych cechowait mogj znaczni
wariancjj. Losowa zmiennox¢ odpowiedzi konstrukcji nie ko obni»a jakox¢ sa-
mej konstrukcji, powodujjc odchy@ki od za®o»onej funkcjomlnozxci, lecz prowa-
dzi tak»e do zwijkszenia kosztéw eksploatacji inspekcjinapraw i utrzymania.
Dobrze zaprojektowana konstrukcja powinna zatem minimazowa¢ wymienione
koszty poprzez zapewnienie poprawnego funkcjonowania, pomo losowej na-
tury parametrow determinujjcych jej prac). Dla przyk®adu, w przypadku roz-
wijza« konstrukcyjnych majjcych zapewni¢ bezpiecze«stwgasa»erow w czasie
zderzenia, du»e rozrzuty rejestrowanych kryteribw obrasxe spowodowane nie-
wielkimi zmianami warunkéw poczjtkowych oznacza¢ mogj, »enominalnie
bezpieczny samochdd nie gwarantuje dostatecznej ochronyaga»erom podczas
rzeczywistego wypadku. Tak wilc, nadmierna wariancja okre:lonych odpowiedzi
uk®adu konstrukcyjnego jest zazwyczaj oznakj jego niskiejakozxci.
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Potrzeba zapewnienia wymaganego poziomu jakozci konstrejk by?a moto-
rem rozwoju odpowiednich metod i procedur projektowania, kbre powszechnie
okrezla sij jakorobust design Angielski termin robust design odnosi sie do sze-
roko rozumianej metodologii projektowania konstrukcji, uzjdze« lub proceséw
produkcyjnych, w ktérej, zachowujjc funkcjonalnot¢ proj&towanego systemu,
dj»y si} do znalezienia rozwijzania jak najmniej wra»liweg (jak najbardziej
odpornego) na zmiany wartoxci jego parametrow.

Jednym ze sposobo6w na redukcj} wariancji wielkoxci charaktryzujjcych pra-
c| konstrukcji jest ograniczenie lub wricz eliminacja rozrzutu wartoxci parame-
trow wejtciowych. Niestety, postjpowanie to jest w praktye najczjtciej nie-
moxliwe do przeprowadzenia lub te» generowane dodatkowedaty przekretla-
ji zasadnox¢ podejmowanych dzia?a«. Innj metod; jest takiemody kowanie
wybranych zmiennych projektowych, by nie zmieniajjc wariancji losowych pa-
rametrow konstrukcji otrzyma¢ projekt odporny na te wariancje. Czjtcij tak
okrexlonej metodologii jest w2aznie optymalizacja odpoaxciowa.

Jetli przeanalizowa¢ jeszcze raz rysuneéX?2 ilustrujjcy ide] optymalizaciji
niezawodnozxciowej, a w szczeg6lnoxci uk®ad warstwic fujikcelu, mo»na za-
uwa»y¢, »e wartox¢ tej funkcji w punkcie B (optymalnym rozwizaniu RBDO)
zmienia sij dox¢ gwadtownie przy przejtciu do punktéow po2omych w bliskim
sjsiedztwie. Punkt B nie jest zatem dobrym rozwijzaniem biajc pod uwag;
odpornox¢ na losowe imperfekcje zmiennych. W optymalizaagpdpornozciowej,
jexli nie wij»e si; to ze zbyt znacznym zwijkszeniem wartotidunkcji celu, dj»y
sij do umiejscowienia rozwijzania w obszarze sp2aszczenijej wykresu, tak aby
losowe realizacje parametréw konstrukcji woké? tego rozwzania prowadzi®y do
podobnych wartoxci funkcji celu. W przypadku zadania optynalizacji z jedn;
zmiennj projektow;j x idej t; przedstawiono na rys. 2.3. Zak®adajjc sta?o+¢
wariancji zmiennej losowejX , mo»na zauwa»y¢, »e zaletj rozwijzania w punk-
cie §<2) jest du»o mniejsza wariancja funkcji celu w poréwnaniu z §<1), gdzie
redukcji wartoxci redniej funkcji celu towarzyszy znacanwzrost warianciji.

Koncepcja projektowania odpornego na imperfekcje jest bazo dobrze znana
i stanowi wa»ny element procesu tworzenia wyrobdéw, np. w pemy+le elektro-
nicznym czy przemyzle maszynowym, zob. [247]. Ugruntowana tych ga&ziach
przemys2u strategia projektowania, majjcego przy mo»line najmniejszych kosz-
tach zapewni¢ akceptowalnj przez klientdw jako+¢ produktd, nazywana jestin-
»ynierij jakozci. Niestety, standardowe procedury in»ynierii jakoxci nie djj si}
zawsze w bezpozredni sposob przeniex¢ do zagadnie« optyraalji konstrukcji.
Dlatego, w przeciwie«stwie do precyzyjnie zde niowanego adania optymaliza-
cji niezawodnozciowej, istnieje wiele sformuowa« odpooeciowej optymalizacji
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A

funkcja celu

,792(1) /7}((2) zmienna projektowa'ny(

Rys. 2.3. Idea optymalizacji odpornozciowej: rozwijzanie §<2) pomimo i» odpowiada mu wilk-
sza wartox¢ trednia funkcji celu jest preferowane ze wzglidi na redukcj} warianciji.

konstrukcji, w ktorych stosuje si} ro»norodne postacie fukcji celu, a tak»e ro»ne
miary odpornozci konstrukcji na imperfekcje.

W klasycznym podejtciu Taguchi'ego rozré»nia sij trzy etap projektowania
in»ynierskiego, por. [120]. Sj to: projektowanie systemuprojektowanie parame-
trow i projektowanie tolerancji. Optymalizacja odpornotgowa stosowana mo»e
by¢ zaréwno przy projektowaniu parametréw jak i projektowaniu tolerancji.
W bie»jcym opracowaniu etapy te nie bldj jednak rozré»niane gdy» z punktu
widzenia realizacji numerycznej ro»nica pomijdzy nimi doyczy jedynie dopusz-
czalnych zakres6w zmiennych decyzyjnych.

Zarbwno niezawodnozciowa optymalizacja konstrukcji jak iodporno+ciowa
optymalizacja konstrukcji sj przyk®adami niedeterministycznych sformu2owa«
optymalizacji. Poniewa» w ramach obydwu tych podejt¢ uwzfgnia sij wp2yw
losowego charakteru parametréw konstrukcji na rozrzut jejodpowiedzi, dlate-
go sj one niekiedy mylone. Jednak sformu2owania te ro»nij sidot¢ istotnie,
pomimo, i» zazwyczaj rozwijzanie optymalizacji odpornotiowej prowadzi do
zwilkszenia niezawodnozci.

Odpornox¢ konstrukcji na losowj zmienno+¢ jej parametrowzacowana jest
przy pomocy wybranej miary rozrzutu odpowiedzi woké? warta-ci tredniej, na-
tomiast niezawodnox¢ konstrukcji okrexlana jest na podsiae prawdopodobie«-
stwa awarii (0 wartoxciach rzidu 10 7 10 3). Ga8wnym celem RBDO jest
spe@nienie ogranicze« niezawodnozciowych, nie zat ogcaenie wariancji funk-
cji celu, a podstawowym zadaniem optymalizacji odpornozoivej jest minimali-
zacja tej wariancji. Funkcja celu zadania optymalizacji nezawodnozxciowej, ktéra
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wyra»ona jest najczjtciej przez wartoxci rednie odpowigdkonstrukcji, mini-

malizowana jest pod warunkiem spe2nienia ogranicze« na%wych na dopusz-
czalne wartozci prawdopodobie«stwa awarii. Z drugiej stnay, typowa funkcja ce-
lu w optymalizacji odpornozciowej zawiera zazwyczaj cz3grdotyczjce wariancji

funkcji odpowiedzi konstrukcji, a ograniczenia mogj mie¢ barakter determini-

styczny lub wyra»one by¢ mogj przez pierwsze dwa momenty digstyczne od-
powiedzi. Tak wiic, o ile w optymalizacji niezawodnozciowg nacisk k®%adziony
jest na zapewnienie bezpiecze«stwa konstrukcji w sytuaaga krytycznych, o tyle
w optymalizacji odpornozxciowej wikszj uwag; zwraca si; naodpowiednij prac,

konstrukcji poddanych mniejszym uktuacjom wartotci parametrow.

Ponadto, to co stanowi zasadniczj, koncepcyjni, ro»nic} ponijdzy omawia-
nymi sformu2owaniami optymalizacji, to za®o»enia dotyczge modelu stocha-
stycznego. Jak ju» wspomniano w poprzednim podrozdziale ¢b. strona 42),
rozwijzanie RBDO silnie zale»y od dok®adnej znajomozci furdii 2jcznej gjsto-
*ci rozk®adu prawdopodobie«stwa zmiennych losowych, pawa» to w2atnie in-
formacja zawarta w ogonach tych rozk®adoéw determinuje wigb+¢ prawdopodo-
bie«stwa awarii. W przypadku optymalizacji odpornozciowg problem nieprecy-
zyjnego okrezlenia typow rozk®adow prawdopodobie«stwa aijest jednak bardzo
istotny. Jako »e wartoxci pierwszych momentow statystyczrch odpowiedzi kon-
strukcji zale»j przede wszystkim od pierwszych momentéw ziennych losowych,
dlatego cz|sto przy braku odpowiednich danych zak®ada si} 0zk®ad jednostajny
lub normalny zmiennych. Mo»na zatem zaryzykowa¢ twierdzdam, »e koncepcja
optymalizacji odpornozciowej jest spdjna z zazwyczaj bamb uproszczonym mo-
delem stochastycznym rozpatrywanego zagadnienia, natorwst w sformu@owaniu
optymalizacji niezawodnozciowej model ten w sposob sztuwy si} rozbudowuje.

Poniewa» omowieniu aktualnego stanu prac w dziedzinie opiyalizacji od-
pornozciowej poxwijcono podrozdzia.3.2 we wstjpie, poni»ej przedstawione
zostanie jedynie to sformu®owanie i algorytmy rozwijzania ktére wybrano oraz
rozwijano w niniejszym opracowaniu. Zaproponowane metodyealizacji zada«
optymalizacji odpornoxciowej u»yte zosta®y w rozdzial® w przyk®adach opty-
malizacji dotyczjcych wytrzyma?ozci zderzeniowej elemeaaw konstrukcji pojaz-
dow, a tak»e w pracy autora na temat optymalizacji wa®0w urzgze« wirniko-
wych, zob. [236].

2.4.1. Sformu2owanie problemu

Zgodnie z lozo j in»ynierii jakoxci, konstrukcja lub proc es technologiczny
oceniane sj nie tylko na podstawie +rednich wartotci opisigych je charakte-
rystyk, lecz tak»e na podstawie ich rozrzutéw. Tak wilc, ceém optymalizaciji
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odpornozciowej powinna by¢ jednoczesna minimalizacja Zavno warto+ci +red-
niej jak i losowej zmiennozxci funkcji kryterium. Pewnj zgrubnj, lecz mimo to
czjsto stosowani, miarj rozrzutu jest odchylenie standarcbwe.

Zadanie optymalizacji odpornozciowej sformu®owa¢ mo»natem jako na-
stipujjce zadanie optymalizacji wielokryterialnej:

znajd* wartoxci zmiennych: d; ; (2.36)

minimalizujjce: fE[f (d;X;P)]; [f(d;X;P)]g; (2.37)

przy ograniczeniach:

Elg(d; X;P)] 7 [g(d; X;P)] O i=1;:ke (2.38)
[o(d; X5 P Y k=1;::1:ke; (2.39)
o o 'd; j=1;:::ng; (2.40)
e e Y X r=1;::::nx; (2.41)

gdzie, tak jak w zadaniu optymalizacji deterministycznej .1) ( 2.5, f i g;
i =1;:::;kg, si odpowiednio funkcjj celu oraz funkcjami ogranicze«,c, k =

dopuszczalnych wartotct , a wspé2czynniki 7 > 0 odpowiadajjce ogranicze-
niomg  Oreprezentujj margines bezpiecze«stwa, z jakim spe2niong/h musz;
te ograniczenia. W powy»szym sformu2owaniu mamy do czyni@nz dwuelemen-
towym wektorem kryteriéw optymalizacji: V\ﬁlrtOicii +rednij E[f (d;X;P)] i od-
chyleniem standardowym [f (d;X;P)] = = Var[f (d; X;P)], co czyni (2.36
(2.41) sformu®owaniem zadania optymalizacji wielokryterialng.

Koncepcja ogranicze« 2.38 pokazana zosta®a na rys2.4. Rozwijzujjc pro-
blem optymalizacji odpornoxciowej dj»y si} do tego, aby w pakcie optymalnym

najmniej 7 odchyle« standardowych. OgraniczeniaZ.38 zapisa¢ mo»na w row-
nowax»nej postaci
i T =150 K, (2.42)

gdzie | = E(g)= (g). Nierébwnoz¢ 2.42 mox»nha potraktowa¢ jako odpowiednik
ogranicze« niezawodnozciowych2(20), jednak jedynie w przypadku nieskorelo-
wanych zmiennych losowych o rozk®adzie normalnym oraz linivej funkcji gra-
nicznej wartox¢ ; bjdzie rowna wskanikowi niezawodnoz*ci pierwszego rzdu
FORM " z0b. [230]. Chocia» zadanie optymalizacji odpornozciojuweie obejmuje



52 2. Optymalizacja konstrukcji o parametrach losowych
bs[g (A X(R),P)]
g . ;

bs[g|d® X mR),P)]
>

0 [g@OX)P) [0 @@ X (7)) P) g

Rys. 2.4. Ograniczenia zadania optymalizacji odporno+ciovej. Punkt fd® ; (xl) g nie spe?nia
ogranicze«, poniewa» margines bezpiecze«stwa jest mniegy od ~ odchyle« standardowych. W
przypadku punktu fd@; §<2) g ograniczenie nie jest aktywne. Zastosowana notacja X ( ;k))
s2u»y podkrezleniu zale»nozxci rozk?adéw prawdopodobie4sa zmiennych X od zmiennych
projektowych.

szacowania prawdopodobie«stwa awarii, to naturalnj konslewencjj zwilkszania
wartoxci 7 jest wzrost niezawodnozci rozwijzania.

Dwa kryteria minimalizowane w sformu2owaniu @.36) ( 2.41) sj na og62 kon-
iktowe, dlatego mamy wtedy do czynienia nie z jednym rozwijzaniem, a ze
zbiorem rozwijza« niezdominowanych (Pareto). Poniewa» zgdnie z de nicjj,
przy przejtciu z jednego punktu zbioru Pareto do drugiego elga pogorszeniu
wartox¢ co najmniej jednej funkcji celu (w naszym przypadkwok2adnie jednej),
dlatego o ostatecznym wyborze rozwijzania decydujj dodatkwe kryteria.

Jak to zosta®o ju» oméwione w podrozdzial@.2, pomimo swoich niedoskona-
dozci, bardzo popularnj metodj wyznaczenia punktéw zbioruPareto jest metoda
skalaryzacji zadania optymalizacji wielokryterialnej, w ktorej jako funkcj} celu
stosuje si} liniowj kombinacj; kryteribw. Zmieniajjc wsp6 aczynniki (wagi) przy
poszczegllnych sk®adowych wektora2(37) otrzymuje si! punkty zbioru Pareto.
Rozpatrywane wartotci wag zmienia¢ sii mogj w sposOb systeatyczny, aby
dok®adnie wyznaczy¢ zbiér rozwijza« niezdominowanych. Wyika¢ te» mogi
Z za®o»onych a priori preferencji projektanta co do znaczém jakie przyk®a-
dane jest do minimalizacji wartoxci +redniej i wariancji. Adanie (2.36) ( 2.41)
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transformuje si} wijc do nastjpujjcego zadania optymalizacji skalarnej:
znajd* wartoxci zmiennych: d; ; (2.43)
minimalizujjce: = 1—E[f (d; X;P)+ — [f(d; X;P)]; (2.44)

przy ograniczeniach:

Elgi(d;X;P)] 7 [g(d;X;P)] 0 i =1;::0kg; (2.45)
[o(d; X5P) Y s k=1;:::;ke; (2.46)
4 d j =1;::55ng; (2.47)
e oxe Y oxe r=1;:::;nx: (2.48)

Wystipujjcy we wzorze ( 2.44) wspbdczynnik wagowy 2 [0; 1] okretla znaczenie
ka»dego z kryteribw, a and  sj sta®ymi normalizujjcymi, por. ( 2.13. Jak
ju» wspomniano na stronie38, czasami lepsze wyniki daje metoda normalizaciji
(2.14), gdzie uwzglidnia si} zakres zmienno+ci wartoxci krytetim. Przyjmujjc

= 0 problem optymalizacji (2.43 ( 2.48 przekszta®ca sij w zwyk® zadanie
minimalizacji wartoxci £redniej natomiast = 1 prowadzi do zadania minimali-
zacji wariancji funkcji celu.

Dox¢ czjsto problem optymalizacji odpornoxciowej formudeany jest jako:
minimalizuj wariancj; przy wartoxci zredniej jak najbli»g nominalnej. Wtedy
zlinearyzowana funkcja celu przybiera posta¢ (zob. [133])

=1 fEf(dX;P)] M@+ — [f(d:X;P)l; (2.49)

gdzie M jest wartoxcij nominalnj. Obydwa typy funkcji celu, (2.44) i (2.49,
zosta®y zaimplementowane przez autora w omawianym w rozcdae 8 progra-
mie STAND, ktéry pos@u»y? do realizacji wszystkich zamieszonych w pracy
przyk®adow optymalizacji odpornozciowej.

W sformu2owaniach odpornozxciowej optymalizacji konstrugji, spotka¢ mo»-
na réwnie» inne miary rozrzutu odpowiedzi analizowanego @adu konstrukcyj-
nego. W pracy [175] do opisu zmiennozci u»yto ré»nicy wartc+wybranych
percentyli funkcji celu, ktére obliczane sj przy pomocy mebdy AMV (ang.
advanced mean value) zaproponowanej w [257]. RoO»nic| t| deniuje si} jako

R = fR2 fR1 gdzief Rt i fR2 sj odpowiednio dolnym i gérnym percen-
tylem funkcji celu f. Zazwyczaj przyjmuje si} percentyle rzjdu 5 i 95. Zwo-
lennicy takiego modelowania rozrzutu w zadaniu optymalizaji odpornozxciowej
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podkrezlajj szereg zalet miary Ry w stosunku do odchylenia standardowego.
Stosowane wartoxci percentyli pozwalajj lepiej pozna¢ ré2ad prawdopodo-
bie«stwa funkcji celu, uwzglidni¢ skotnox¢ funkcji gstaet prawdopodobie«stwa
oraz prawdopodobie«stwo zawarte w jej ogonach. Jest to oceytcie du»o wij-
cej ni» wielkox¢ rozrzutu woké? wartoxci +redniej oferowarprzez odchylenie
standardowe. Nale»y jednak zwréci¢ uwag;, »e takie postjpmanie stoi nieco
W sprzecznozci z lozo j optymalizacji odpornoxciowej, gdie zak®ada si; ogra-
niczonj wiedz} na temat modelu stochastycznego konstrukgj i mo»e sprawia¢
wra»enie sztucznego generowania bogatego opisu probadijicznego odpowiedzi
konstrukcji na podstawie ubogich danych wejxciowych.

Analizujjc sformu2owanie (2.43 ( 2.48 nietrudno zauwa»y¢, »e kluczowym
elementem algorytmu realizacji zadania optymalizacji odprnozciowej jest efek-
tywna metoda szacowania wartoxci rednich i odchyle« staaddowych funkcji
celu oraz ogranicze«. Przeglijd takich metod przedstawionyosta® w rozdziale
4 ze szczegolnym uwzglldnieniem metod symulacyjnych wykogstujjcych kon-
cepcjl 2aci«skiej hiperkostki. W opinii autora, w2atnie ten typ technik symu-
lacyjnych stanowi dobry kompromis pomildzy z®o»onozcij obiczeniowj, a do-
k3adnozcij oszacowania oraz jest praktycznie niewra»liwpa charakter rozpa-
trywanych funkcji losowych. Uniwersalnox¢ metod symulagpych w po?jcze-
niu z nieustannym wzrostem mocy obliczeniowej komputeréw @z dost}pnozcij
rozwijza« wieloprocesorowych, a ponadto specy ka analiasanych w niniejszej
pracy przyk®adow optymalizacji odpornozciowej, sk®oni®autora do wyboru tej
metody obliczania momentéw statystycznych odpowiedzi kostrukcji.

2.4.2. Metody rozwijzania

W teorii, do rozwijzania zadania optymalizacji odporno+cowej zastosowa¢
mox»ha wiele standardowych algorytméw optymalizacji. Jedak przyjicie symu-
lacyjnych metod analizy rozrzutu wartoxci funkcji celu i oganicze« oraz gene-
rowany przez te metody szum numeryczny zwijzany z b?dem egmacji, wy-
magajj u»ycia wyspecjalizowanych algorytméw obliczenioywch. Bezpozrednie
zastosowanie metod Monte Carlo w ramach algorytmu optymatiacji, np. al-
gorytmu genetycznego [218], jest mo»liwe jedynie w przyp&d gdy wszystkie
funkcje losowe wchodzjce w sk®ad sformu2owania dane sj w sp@b jawny.

Poniewa» efektywno+¢ estymacji momentéw decyduje o powadsu optyma-
lizacji odpornozciowej, dlatego wijkszo+¢ znanych metocalizacji tego zadania
wykorzystuje techniki aproksymaciji niejawnych funkcji zmiennych projektowych
i zmiennych losowych - powierzchnie odpowiedzi. Wyr6»ni¢ a»na nastjpujjce
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strategie zastosowania powierzchni odpowiedzi w zadaniuptymalizacji odpor-
noxciowej:

2.4.2.1. Podstawowa strategia aproksymacji

Naturalnym rozwijzaniem jest stworzenie powierzchni odpwiedzi bezpo-

strzeni zmiennychd, X i P. Konieczne jest zatem zaplanowanie eksperymentu
W przestrzeni ngxp = nNg + Ny + np wymiarowej. W zale»nozci od wielko-
*Cingxp oraz specy ki optymalizowanego zagadnienia istnieje wiel mo»liwozxci
wyboru funkcji aproksymujjcej. Omowieniu ré»nych technik powierzchni odpo-
wiedzi pod kijtem ich przydatnoxci do analizy eksperymentéwkomputerowych
poxwilcono rozdzia?3. Spoxrdd przedstawionych tam rozwijza« najwierniej-
sze odwzorowanie wydaje sij zapewnia¢ metoda krigingu (zolpodrozdzia?3.2,

a tak»e [110]).

Utworzone powierzchnie odpowiedzi u»ywa sij nastipnie w pgjczeniu z wy-
branj metodj szacowania momentéw funkcji losowych do oblizania wartozci
momentow funkcji celu i ogranicze« w R.44) ( 2.46). G&wne kroki algorytmu
opartego na podstawowej strategii aproksymacji dane sij z&m nast;pujjco:

1. Zde niowanie obszaru dopuszczalnego zgodri2.47) i (2.48. Wybor wsp62-
czynnika wagowego.

2. Wybor planu eksperymentéw numerycznychyxp wymiarowej przestrzeni
zmiennychd, X i P.
W wilkszozci przypadkéw dobrym rozwijzaniem jest u»ycie phnu gene-
rowanego przez optymalnj hiperkostk] 2aci«skj (zob. dodaek B). Ob-
szar pokrywany przez plan eksperymentéw odpowiada zakresoaktual-
nego obszaru dopuszczalnego w przypadku zmiennyeh oraz zakresom
['x 3 x;Yx+3 x]lilp 3 p; p+3 p]lwprzypadkow zmien-
nych X i P o obustronnie nieograniczonych funkcjach gjstotci prawdm-
dobie«stwa, gdzie x i p sj wektorami odchyle« standardowych. Jezli
zakresy okrexlonoxci zmiennych losowych sj ograniczone granice te
muszj by¢ réwnie» uwzglidnione w de nicji obszaru, w ktérym genero-
wane sj eksperymenty.

3. Budowa powierzchni odpowiedé\l dla funkcji celuf oraz powierzchni,

Na podstawie testow przeprowadzonych w rozdzial® sugeruje si; wybor
aproksymacji metod; krigingu. Jednak w przypadku wielu zmiennych,
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wielu punktow eksperymentalnych oraz wielu funkcji ograncze« proces
wyznaczenia optymalnych wspé2czynnikdéw réwnania kriging mo»e by¢
czasoch@onny i wtedy uzasadnione jest przyjicie innej meidy, np. aprok-
symacji lokalnej (zob. podrozdzia?3.3).

4. Przy pomocy wybranego algorytmu optymalizacji deterntyciznej rozwiij-
zanie zadanig2.43 (2.48, gdzie niejawne funkcjé, g i ¢ zastlpuje si|
odpowiednimi powierzchniami odpowiedzig; i 6.

Za ka»dym razem gdy algorytm wymaga obliczenia wartotci wagve]
funkciji celu (2.44) lub wartoxci ogranicze« odpornoxciowych(45 i (2.46)
momenty statystyczne szacowane sj przy pomocy metod symutgjnych.
Ze wzglidu na analitycznj posta¢ funkcji aproksymujjcych, w oszaco-
waniu skorzysta¢ mo»na z prébek o duxej liczebnozci, reduja dzilki
temu b?jd estymaciji. Poniewa» ze wzglidu na niewielki szum amerycz-
ny, zwijzany ze stosowaniem metod symulacyjnych, mogj wygpowa¢
problemy ze zbie»nozcij algorytméw gradientowych, dlategy du»o lepigj
zdajj egzamin bezgradientowe algorytmy optymalizacji gldalnej, takie
jak algorytm genetyczny czy metoda symulowanego wy»arzaai

5. Sprawdzenie warunku zbie»nozci. Jezxli jest on spe®nmmgkb«czenie dzia-
dania algorytmu
Oprécz typowych kryteriéw zbie»nozci, takich jak wielkox&miany po?o»e-
nia punktu optymalnego na dwdch ostatnich iteracjach, ze wglidu na sto-
sowanie aproksymaciji funkcji celu i ogranicze« powinno sitlokona¢ wery-
kaciji ich wartoxci w punkcie optymalnym, np. za pomocj symulacji loso-
wych. W przypadku znaczjcej rozbie»nozxci wynikéw w stosunkdo war-
toxci aproksymowanych proces iteracyjny powinien by¢ koghuowany.

6. Przesunijcie obszaru dopuszczalnego nad wyznaczony ta Krpunkt opty-
malny. Redukcja obszaru dopuszczalnego. Powré2do

Pomimo prostej koncepcji, realizacja numeryczna powy»sgatrategii roz-
wijzania zadania optymalizacji odpornozciowej wij»e Si; zszeregiem trudnozci.
Wymiar ngxp W wielu przypadkach mox»e by¢ bardzo du»y, co pocijga koniecz
no+¢ generowania wilkszej liczby punktéw eksperymentalmmh w celu odpowied-
niego dopasowania powierzchni odpowiedzi. W konsekwengcjiieuniknione b?}-
dy aproksymaciji prowadzi¢ mogj do znacznych niedok®adnotprzy obliczaniu
momentéw statystycznych utrudniajjc zbie»noz¢ algorytmu Co za tym idzie,
redukcja czasu oblicze« wynikajjca z szacowania momentoéw wparciu o ana-
lityczne powierzchnie odpowiedzi mo»e by¢ zniwelowana pmez koniecznoz¢
stosowania bardziej licznych planéw eksperymentow oraz yiiszej liczby iteracji.
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2.4.2.2. Strategia aproksymacji statystyk

Znana w literaturze angielskojjzycznej jakodual response surface approach
(DRS) [149,248,256,265], strategia ta polega na tworzenpowierzchni odpowie-
dzi nie dla funkcji f , gi 1 ¢ (jak w przypadku podstawowej strategii aproksyma-
cji), lecz dla ich momentéw statystycznych. Przyjmujjc sformu2owanie (2.43
(2.48), bidj to zatem powierzchnie aproksymujjce wartoxci zredie i odchylenia
standardowe odpowiednich funkcji. Ze znanych autorowi pre, powierzchnie te
przyjmowane by2y zawsze w nastjpujjcej postaci wielomianarej:

Mx Max Bax  Bex

Y (D=hph+ bz+ b+ by z7; (2.50)
i=1 i=1 i=1 j=2;j>i
x Meix Bex  Kax

g @)=+ hz+ b+ bjziz;  (251)
i=1 i=1 i=1 j=2;j>i

gdziey aproksymuje wartoxci trednie, & odchylenia standardowe funkcjiy

(di ), angx = ng+ ny jest liczbj tych zmiennych.

W zaimplementowanej przez autora wersji procedury DRS, zarast typowej
powierzchni wielomianowej drugiego stopnia u»ywa sij aprksymacji metodi
krigingu lub lokalnej aproksymacji metodj wa»onej regresj (zob. podrozdzia®y
3.2i 3.3). Najwa»niejsze etapy algorytmu wyrazi¢ mo»na nast|pujjo:

1. Zde niowanie obszaru dopuszczalnego zgodri2.47) i (2.48. Wybor wsp62-
czynnika wagowego.

2. Wygenerowanié\ realizacji wektora zmiennych projektowych, réwnomiernie
w aktualnym obszarze dopuszczalnym, zgodnie z planem OLH.
Liczba N punktéw planu OLH (zob. dodatek B) powinna by¢ wijksza od
wielokrotnozci liczby zmiennychngy . W przypadku umiarkowanej liczby
zmiennych (ngx < 10), N = 4ngx wydaje si} by¢ minimaln;j wielkozcij
tego planu eksperymentow.

3. Wyznaczenie momentow statystycznych funkcji deloraz funkcji ogranicze«

fd; xo.

Obliczanie wartoxci zrednich i odchyle« standardowych fudji losowych
przeprowadzi¢ mo»na na wiele sposobdw, zob. rozdza®ednak ze wzgl}-
du na specy k} rozpatrywanych w tej pracy zagadnie« optymalizacji
odpornozciowej, szacowanie momentoéw statystycznych wykgwane jest
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przy pomocy metod symulacyjnych dla prébek generowanych gez hi-
perkostki 2aci«skie. Wielkox¢ prébek powinna by¢ wieloktnozcij liczby
zmiennych losowychnyp = nyx + np. Obszerne studia nad doborem wiel-
koxci hiperkostek przeprowadzono w podrozdzialé.l.

. Budowa powierzchni odpowiedzi (technikj krigingu lub waejoregresji) mo-

delujjcych nieznanj zale»no+¢ momentow statystycznychthwijjcych we
wzorach(2.44) (2.46) od zmiennych projektowyct i .

Budowanych jest w sumie2(kg + 1) + k¢ powierzchni odpowiedzi dla
funkcji  ¢(d; x), f(d; x), g(di x), g(d; x), 0 = 1;:iiKg i

. Rozwijzanie nastjpujicego zadania optymalizacji detenistycznej:

znajd* wartoxci zmiennych: d; ; (2.52)

minimalizujjce: fPRS = 1—"f (d; x)+ —(d; x); (2.53)

przy ograniczeniach:

“g(dy x) T %g(d o x) O =151 kg; (2.54)
L (CHYD k=1;::10ke;  (2.55)
G o ‘o j=1;::1:nq; (2.56)
' % Y r=1;:::;nx; (2.57)
gdzie 'd;, Y&, j = 1;:::;nq, oraz '~x,, Y~x,, r = 1;:::;nx, sj aktu-

alnymi granicami obszaru dopuszczalnego. Wspé2czynnikianmujjce

i wyznaczane sj ha podstawie ekstremalnych warto+ci odpovdeich
momentow otrzymanych w punkcie3.

Tak jak w przypadku podstawowej strategii aproksymacji, zewzglidu
na jawnj posta¢ funkcji wystjpujjcych w sformu@owaniu (2.52 ( 2.57),
w rozwijzaniu wskazane jest zastosowanie bezgradientowlyanetod opty-
malizacji globalne;j.

. Sprawdzenie warunku zbie»noz+ci. Jezli jest on spe?nmmgkb«czenie dzia-

dania algorytmu

. Przesunijcie obszaru dopuszczalnego nad wyznaczony tka krpunkt opty-

malny. Redukcja obszaru dopuszczalnego. Powré2do
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Niewjtpliwj przewagj metody DRS w stosunku do poprzedniej grategii jest bu-

dowanie powierzchni odpowiedzi bezpozrednio dla poszcabg/ch momentéw
statystycznych. Pominijcie etapu uprzedniego tworzenia @roksymacji funkciji

f, g i c wij»e sij z poprawj dok®adnozci oszacowania. Poza tym, metaodele
oy My Mg Mg 1 e Si funkcjami woprzestrzeni ngx Ngxp Wymiarowej, co
rownie» sprzyja zapewnieniu jakoxci aproksymacji. Trzebgednak zdawa¢ so-
bie spraw!, »e nieunikniony b&d estymacji momentdw, char&terystyczny dla

metod symulacyjnych, wymusza stosowanie nieinterpolujjgch technik aprok-

symacji. Majjc to na uwadze, w podrozdziale3.2 zaprezentowano mody kacj;

standardowej metody krigingu, ktGra umox»liwia otrzymanie jej wersji aproksy-
mujjcej, zob. (3.39.

Za wad;] strategii aproksymacji statystyk uzna¢ nale»y stoankowo du»j licz-
b} powierzchni odpowiedzi (kg + 1) + K¢), ktore nale»y utworzy¢. Szczegolnie
dla wielowymiarowych wektoréw zmiennych projektowych, mee wijza¢ si; to
ze znacznym wyd2u»eniem tego etapu dzia®ania algorytmu.

2.4.2.3. Strategia aproksymaciji funkcji celu i ograniczatpornoxciowych

Sposobem na popraw; efektywnozci strategii opisanej w popednim punkcie
jest ograniczenie liczby zada« aproksymacji, poprzez zbwwanie powierzchni
odpowiedzi jedynie dla wagowej funkcji celu 2.44) oraz funkcji ogranicze« .45
i (2.46). Zadanie doboru parametréw funkcji aproksymujjcej rozwiizywane jest
wtedy kq+ Kc+1 razy, czylityle, ile w przypadku strategii podstawowej. Paui»ej
przedstawiono poszczegoélne etapy algorytmu:

1. Zde niowanie obszaru dopuszczalnego zgodr(i2.47) i (2.48. Wybor wsp62-
czynnika wagowego.

2. Wygenerowanid\ realizacji wektora zmiennych projektowych.

Tak jak w przypadku strategii aproksymacji momentéw, ekspeymenty
generowane sj zgodnie z planem OLH, réwnomiernie w aktualmg ob-
szarze dopuszczalnym. Liczb& powinna gwarantowa¢ odpowiednie wy-
pednienie badanego obszaru.

3. Wyznaczenie momentow statystycznych funkcji deloraz funkcji ogranicze«

Poza tym, na podstawie oszacowanych wartoxci momentéw, dleax»de-
go z punktow eksperymentalnych obliczane sj réwnie» wart@t wa»onej
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funkciji celu f7, danej wzorem @.44), oraz funkcji
g(d; x)= Elg(d;X;P)] 7 [ai(d;X;P);  i=1;:1117kg; (2.58)
&(d; x)="«x  [a(d;X;P)]; k=1;::1;ke: (2.59)

Uwagi dotyczjce metod szacowania momentéw zamieszczone 2v4.2.2
w punkcie 3 dotyczj tak»e bie»jcej strategii.

. Budowa powierzchni odpowiedzi (technikj krigingu lub waejoregresiji) dla

Budowanych jest 1 + kq + ke powierzchni odpowiedzi, oznaczanych od-

powiednio fﬁ, w przypadku funkeji celu, oraz & (d; x), I = 1;::0Kg,
i §(d; x), kK=1;::1; ke, w przypadku funkcji ogranicze.

. Rozwijzanie nastjpujicego zadania optymalizacji detenistycznej:

znajd! wartoxci zmiennych: d; (2.60)
minimalizujjce: fl‘\(d; %) (2.61)
przy ograniczeniach:
G(d; «) O i=1;::1kg (2.62)
§(d; y) O k=1;:::ke (2.63)
6 o ‘o j=1;::1:ng; (2.64)

., x, Y~x,; r=1;::1;nx: (2.65)

Podobnie jak w strategii aproksymacji momentow, wspo62czyniki normu-
jice i, ktére wystipujj w de nicji wa»onej funkcji celu wyznacza
sil na podstawie ekstremalnych wartotci odpowiednich monméw obli-
czonych w punkcie3.

W przyk&adach numerycznych optymalizacji odpornozcioweprezentowa-
nych w rozdziale 6 oraz innych publikacjach autora [38,236] do rozwijza-
nia zadania (2.60 ( 2.65 u»ywano dwustopniowego algorytmu optyma-
lizacyjnego. Na pierwszym etapie stosowany by? algorytm dpmalizaciji
globalnej. W zale»nozci od wielkoxci zadania by? to algonyt symulowa-
nego wy»arzania, algorytm genetyczny bjd* algorytm losowgo przeszu-
kiwania. Nastlpnie, po%o»enie otrzymanego w ten sposéb piitu opty-
malnego, korygowane by2o przy pomocy lokalnej metody optywatizaciji,
zazwyczaj by? to simpleksowy algorytm Nedlera Meada [184].



2.4. Optymalizacja odpornozciowa 61

6. Sprawdzenie warunku zbie»nozci. Jezli jest on spe?nmmagkb«czenie dzia-
dania algorytmu

7. Przesunijcie obszaru dopuszczalnego nad wyznaczony ta krpunkt opty-
malny. Redukcja obszaru dopuszczalnego. Powré2do

Chocia» wprowadzone mody kacje poprawiajj efektywnox¢ glorytmu w sto-
sunku do DRS, to jednak kluczowymi elementami efektywnej m@dy rozwijza-
nia zadania sj: odpowiednio dobrana metoda aproksymaciji fiokcji zmiennych
projektowych i efektywna metoda szacowania momentéw stastycznych. Za-
gadnieniom tym pozwijcono obszernj cz|x¢ niniejszej pracy

PODSUMOWANIE

W niniejszym rozdziale podjjto prob] usystematyzowania wiedzy na temat
alternatywnych sformu2owa« zadania niedeterministyczngoptymalizacji kon-
strukcji. Rozpatrywano jedynie takie przypadki, gdzie zaowno parametry kon-
strukciji, jak i dzia®ajjce na nij obcij»enia, modelowane sjw ramach teorii praw-
dopodobie«stwa za pomocj zmiennych losowych. Po krotkim odwieniu typo-
wego sformudowania zadania optymalizacji deterministyazej, zaréwno w wer-
sji jedno jak i wielokryterialnej, oraz najbardziej znanych metod rozwijzania,
przedstawiono dwa najistotniejsze sformu®owania stochégznej optymalizacji
konstrukcji - optymalizacj; niezawodnozciow; i optymalizacj; odpornoxciow;.

Optymalizacja niezawodnozciowa, w sformu®owaniu ktoérejgraniczenia pro-
jektowe wyra»a si; najczjtciej jako funkcje prawdopodobiestwa awarii kon-
strukciji, jest przedmiotem bada« ju» od ponad trzech dzietioleci. Jest to ju»
zatem niemPoda dziedzina o bardzo bogatej literaturze, tora jednak cijgle
sij rozwija przycijgajjc zainteresowanie wielu badaczy. zaczna cz|+¢ dorobku
naukowego autora by®a rownie» pozwilcona tej problematycezob. [52,125,126,
207,230,232,233,235]. W rozdziale oméwiono trzy g2éwnedziny metod kom-
puterowej realizacji zadania optymalizacji niezawodnotowe]. Sj to: metody
dwupoziomowe, metody jednopoziomowe i metody rozprzj»ond?o przeanali-
zowaniu wad i zalet poszczegélnych metod, na podstawie pavda« przepro-
wadzonych w licznych pracach, za najbardziej efektywnj nurarycznie nale»y
uzna¢ sekwencyjnj metod;, SORA, z grupy metod rozprz}»onych

Mox»liwox¢ zastosowania optymalizacji niezawodnoxciowej praktyce pro-
jektowej jest bardzo silnie uwarunkowana dostipnozcij furkcji @jcznej gjsto-
*ci rozk®adu prawdopodobie«stwa parametrow konstrukcji bbcij»e«. Od pre-
cyzyjnego modelu stochastycznego zale»y wiarygodnoz¢ aasanych wartoxci
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prawdopodobie«stwa awarii. Niestety bardzo cz|sto, ze wz{du na brak odpo-
wiednich danych statystycznych, model ten sprowadza si;j jdynie do pierwszych
dwéch momentéw zmiennych losowych. U»ywanie w takim przypdku aparatu
optymalizacji niezawodnozciowej wydaje si} by¢ nieuprawione.

Sformu2owaniem optymalizacji niedeterministycznej, ktde lepiej dopasowa-
ne jest do realiéw projektowych, jest optymalizacja odporo+ciowa. W odr6»-
nieniu od optymalizacji niezawodnozxciowej, sformu®owaaito nie wymaga sza-
cowania prawdopodobie«stwa awarii. Losowy charakter odpmiedzi konstrukcji
uwzglidniany jest poprzez de nicje funkcji celu oraz ograncze«, ktore zawie-
rajj wartotci trednie oraz wariancje tych odpowiedzi. Zadaie optymalizacji
odpornozciowej jest zazwyczaj zadaniem optymalizacji wiekryterialnej ponie-
wa» oprécz nominalnej (xredniej) warto+ci funkcji celu, miimalizacji podlega
réwnie» jej rozrzut.

Z20»0onozx¢ obliczeniowa zadania optymalizacji odpornogwiej wij»e si; z ko-
niecznozxcij zastosowania odpowiednich aproksymacji nieanych odpowiedzi
konstrukcji, a tak»e z u»yciem efektywnych metod szacowamimomentéw sta-
tystycznych. Zagadnienia te omoéwione zostanj w rozdzia®dc 3 i 4. W niniej-
szym rozdziale zaprezentowano trzy mox»liwe strategie apkeymaciji: podstawo-
wij strategi; aproksymaciji, strategi; aproksymaciji statys tyk i strategi; aproksy-
macji funkcji celu i ogranicze« odpornozciowych. Wszystki trzy zosta?y zaim-
plementowane w tworzonej przez autora bibliotece optymaliacyjnej programu
STAND, zob. rozdzia? 8. Na podstawie licznych testéw stwierdzi¢ mo»na, »e
ostatnia strategia (oméwiona w punkcie2.4.2.3, wydaje si| by¢ rozwijzaniem
najbardziej efektywnym.



Metody powierzchni odpowiedzi
w analizie eksperymentow
komputerowych

W przypadku wielu in»ynierskich problemoéw optymalizacji, jak réwnie» analizy
niezawodnozci, liczba mox»liwych do przeprowadzenia ol#tie« wartoxci funkcji
(celu, ogranicze« projektowych, awarii) jest w znaczny sp&db limitowana bjd!

to przez koszt analizy, bjd! te» przez czas jej trwania. Przk®adowo, czas po-
trzebny do przeprowadzenia pojedynczej symulacji MES zdeenia pojazdéw
albo g?bokiego t?oczenia blachy mo»e niejednokrotnie wyosi¢ od kilku do kil-

kudziesilciu godzin. Jednym ze sposobOw na przezwyci»emitych trudnozci

jest zastjpienie rzeczywistych, trudnych obliczeniowo ngéjawnych funkcji wcho-

dzijcych w sk®ad analizowanego problemu przez analityczne etamodele - po-
wierzchnie odpowiedzi (angresponse surfacg Powierzchnie te tworzone sj po-
przez odpowiednie dopasowanie funkcji aproksymujjcych dabioru punktow

eksperymentalnych.

Problematyka tworzenia dok2adnych, a jednoczeznie efekignych obliczenio-
wo metamodeli jest wspé@czetnie przedmiotem zainteresavia bardzo szerokie-
go grona badaczy, reprezentujjcych ré»norodne ga?|zie n&uoraz przemysdu.
Obecny stan wiedzy oraz g2éwne trendy w tych badaniach opise zosta?y w cie-
kawych pracach przeglidowych [220,222]. W niniejszym rozzale zaprezentowa-
ne zostanj wybrane techniki powierzchni odpowiedzi, ktéremog; by¢ przydatne
w aproksymacji szerokiej klasy funkcji nieliniowych. Szcegdélnie du»o miejsca
poxwijcone zostanie metodzie krigingu. Podstawow; ide; tg metody, majjcej
SWOjj genez} w geostatystyce, zob. [36,168], okrexli¢ mcefako modelowanie
nieznanej funkcji za pomocj realizacji procesu losowego.dicepcja ta, z pozoru
dox¢ zawi®a i nienaturalna, okazuje si} by¢ w istocie bardzoiekawym rozwij-
zaniem. Dopasowujjc realizacj; procesu do danych dotzwiadalnych ustala si|
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typowe zachowanie funkgcji, takie jak oczekiwany przyrost @j wartoxci przy ro»-
nych przyrostach poszczegoélnych zmiennych. Inaczej méwvgj warto+¢ funkcji
w nowym punkcie wyznaczana jest tak, aby jak najlepiej pasoa¢ do typowej
realizacji procesu.

O ile w swych pierwotnych, geologicznych zastosowaniach d¢knika krigin-
gu dostosowana by?a do zagadnie« dwu lub tréjwymiarowych @z do danych
obarczonych pewnym szumem (co jest zrozumia®e, jexli modg@ si} zawarto+¢
z%ta w skale jako funkcj! jej po®o»enia w analizowanym z2a#, o tyle w przy-
padku symulacji komputerowych mamy zazwyczaj do czynienia wilkszj liczbj
wymiaréw, a rozpatrywane funkcje majj charakter deterministyczny.

Jak dotjd, podstawowym narzjdziem do tworzenia powierzchi odpowiedzi
jest analiza regres;ji liniowej, zob. [179]. Prezentujjc dh kompletnoxci wywodu
w podrozdziale 3.1 podstawowe réwnania tej metody, podkrexlono jedno z za-
sadniczych za?o»e« analizy regresji, ktére nie jest prawilee w przypadku eks-
perymentéw numerycznych. Utworzona w celu analizy wynikéwrzeczywistych
(nie wirtualnych) doxwiadcze« metoda regresji zak®ada, »#|dy poszczegdblnych
eksperymentow sj niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozk#zie normalnym.
W przypadku danych pochodzjcych z analizy komputerowej, twerdzenie, i» b?}-
dy aproksymacji nie sj skorelowane jest zazwyczaj nieuprawone. Problemy te
zostanj szczeg6*owo omoéwione w dalszej czjtci tekstu.

W podrozdziale 3.2 potwijconym krigingowi poka»emy, »e jest to w isto-
cie metoda interpolacji przeprowadzajjca tworzonj powierzchni; odpowiedzi
przez wszystkie punkty eksperymentalne. W przypadku optyralizacji odpor-
nozxciowej, ze wzglidu na pewien rozrzut wartoxci funkcji zijzany ze stosowa-
nj technikj symulacji losowych, zasadne jest jednak modelwanie funkcji celu
i ogranicze« za pomocj aproksymujjcych/wyg2adzonych powerzchni odpowie-
dzi. Za pracj [213] zaprezentowana zostanie mody kacja postawowych rowna«
metody krigingu majjca na celu otrzymanie wersji aproksymyjcej. Zachowuje
si} w ten sposéb doskona?e odwzorowanie w2atciwego ksztaftinkcji, od Itro-
wujijc jednoczezxnie niepo»jdany szum.

Na koniec przedstawiona zostanie metoda aproksymaciji lokaej wykorzy-
stujjca koncepcj} tzw. wa»onej regresji liniowej. Podejtie to znane jest pod
angielskj nazwj moving least squares MLS, co przettumaczy¢ mox»na jako lo-
kalna metoda najmniejszych kwadratéw. Ze wzglidu na 2atwoé& implementacji
oraz stosunkowo du»j szybko+¢ dzia?ania, MLS zastosowan@eproponowanym
adaptacyjnym algorytmie poszukiwania punktu projektoweg (podrozdzia?5.1).
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3.1. Liniowa analiza regres;ji

Za26»my, »e dysponujemy wynikamiN eksperymentéw przeprowadzonych
w celu zbadania nieznanej zale»nozgi= f (x), gdziex sj wspérzidnymi punk-
tow w przestrzeni n wymiarowej. Nasze dane tworzy zatemN par fX;;Vyig,
i=1;::: ;N, gdziey; = f (xj). Jednym z podstawowych zada« liniowej ana-
lizy regreSJl, zob. [58, 178], jest znalezienie funkcji apksymujjcej ¢ = f’\(x)
(powierzchni regresji) przyjmujic, »e dane te wygenerowam przy pomocy na-
stjpujjcego modelu:
X 1
f(x)= Big(x)+ " (3.1)
i=0
gdzie Bj, i = 0;1;:::;p 1, sj nieznanymi parametrami (wspé2czynnikami)
réwnania, g (x) sj funkcjami bazowymi, przy czym qp(x) =1, a" jest b3jdem
uwzglidniajjcym rozrzut wartotci y; poza powierzchnij regresji. Mo»na wobec
tego zapisa¢'

2 32 3 2,3
1 qu(x1) G 1(x1) Bo 1
§1 W) G alx2) zg z § 2 z; 52
YN 1 Q1(XN) (o) 1(XN) Bp "N
lub w postaci macierzowej
y=QB +"; (3.3)
gdzieB, i jest wektorem wspo2czynnikowyy 1 jest wektorem wartoxci funk-
CJI f(xi),i =1;:::;N, odpowiadajjcych N przeprowadzonym eksperymentom,
a"n 1 jest Iosowym wektorem ba'dow MacierzQy p zawiera wartoxci funkcji
bazowychq(x;),i=0;:::;p 1, =1;:::; ;N . Pierwsza kolumnaQ odpowiada

staej rébwnania regresjiBg. W zale»no+C| od przyjitego typu aproksymacji oraz
stosowanego planu eksperymentéw, jako funkcje bazowe wyra sij najcz|tciej
wielomiany pierwszego lub drugiego stopnia. Nazwa regr@llmowa twiadczy
zatem o zale»nozci funkcyjnej wzglidem wspéiczynnikd, a nie o rodzaju
funkcji bazowych, ktére mogi by¢ nieliniowe. Oczywitcie,itzba funkcji bazo-
wych (parametrow modelu) p mo»e by¢ nieograniczona, nale»y jednak pamijta¢,
»e powinna by¢ znacznie mniejsza od liczby punktéw ekspergntalnych.

Zak®ada si;, »e" N (0; 2I), a wilc, »e b2ldy losowe majj rozk®ad nor-
malny o zerowych wartoxciach oczekiwanych i sta®ej wariajioraz »e sj niesko-
relowane. Jak to zostanie dok®adniej oméwione poni»ej, Z&%enia te potrzebne
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sj aby zagwarantowa¢ odpowiednie w2asnozci estymatoroty parametréw B,
wyznaczanych poprzez minimalizacj; reszt z modelu, zde rowanych jako

r=y Qb: (3.4)
Minimalizowana jest funkcja celu S(b) réwna sumie kwadratéw reszt
S(b)y=rTr=(y Qb)'(y Qb)=y'y 2b'QTy+b'Q'Qb: (35)

Z warunku pierwszego rzjdu dla min S(b), zerowania sij pochodnych S(b)

wzglidem by, i =0;:::;p 1, otrzymuje si} tzw. uk®ad réwna« normalnych,
(QTQ)b=QTy: (3.6)
ktérego rozwijzaniem sj estymatory b, 1 = flp;by;:::5by 10,
b=(Q"Q) 'QTy: (3.7)

Warunki drugiego rz;du istnienia minimum dotyczj dodatnie j okrexlonoxci ma-
cierzy hesjanu funkcji S(b)
@s(b) _ 7.
@ 2Q'Q: (3.8)
Ze wzglidu na liniowj niezale»nox¢ réwna« normalnych, wamek ten jest spe?-
niony dzilki dodatniej okrexlonozci macierzy(QTQ)p p- W przypadku gdy réw-
nania normalne sj zale»ne, macier ' Q staje si! osobliwa. Macierz ta mo»e
by¢ réwnie» e uwarunkowana. W tej sytuacji cz|sto rozwijzaniem jest u»ycie
metody dekompozycji na wartotci singularne (angsingular value decomposi-
tion - SVD), zob. [197], i redukcja wyjtciowego modelu poprzeziglinacj} tych
wierszy i kolumn macierzy, ktére powodujj jej osobliwo+¢.
Ostatecznie, powierzchnia regresji dopasowana do danych pomocj metody
najmniejszych kwadratéw przybiera posta¢

$=1()=[1 a(x) % 1()Ib = g' (x)b: (3.9)

W praktyce, ka»da powierzchnia odpowiedzi stanowi jedyni@proksymacj; rze-
czywistej funkcyjnej zale»noxci pomijdzy zmiennymi wejtta i wyjtcia (cz|sto
spotyka si} okretlenia zmienna wyjatniajjca i wyjatniana)Poniewa» zawsze
mamy do czynienia z pewnym niedopasowaniem funkcji3(9) do danych ekspe-
rymentalnych, konieczna jest wery kacja poprawnozxci tegaozwijzania. Wpro-
wadzajjc nastjpujjce de nicje:

ca®kowita suma kwadratow (Total Sum of Squares)

TSS=(y V' (y ) (3.10)
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wyjatniona suma kwadratéw (Explained Sum of Squares)

ESS=(3 "' (¢ V) (3.11)
suma kwadratéw reszt (Residual Sum of Squares)

RSS=r"r; (3.12)

pokaza¢ [58], »e
TSS= ESS+ RSS: (3.13)

Sumy kwadratéw (3.10 ( 3.12 wykorzystuje si} w de nicji tzw. wspdaczynnika
determinacji R?
ESS RSS
2 _ — .
R"= 7551 Ts3% (3-14)
przy czym
0 R?2 1 (3.15)

Po dokonaniu pewnych podstawowych przekszta®ce« wsp62eryk ten przed-
stawi¢ mo»na w alternatywnej postaci jako

R2= bTQTy Nyz
yTy Ny? °

ktéra wyja+niona jest przez model. Wspd2czynnikR? jest réwny jeden jexli
r=0) y = Qb. Wartoxci R? bliskie jedno+ci sj zazwyczaj oznakj dobrego
dopasowania modelu do obserwacji, a wartoxci ma%e (znacpjenniejsze odl)
twiadczj o z2%ym doborze modelu.

Statystyka R? ma jednak istotnj wad!. Dodanie kolejnych zmiennych do
modelu daje w rezultacie model o wy»szynR?, nawet jexli zmienne te sj nie-
istotne, a ich do?jczenie prowadzi do zwijkszenia wariangjestymatora b. Z tego
powodu R? mo»na stosowa¢ jedynie jako statystyk! opisowj. Nie mo»e ans?u-
»y¢ do ustalenia, ktére zmienne w modelu sj istotne statystyznie. Lepszj miarj
dopasowania jest skorygowandR?, zob. [82,178],

—2 N 1

— 2y.
R°=1 N—p(l R2):; (3.17)

ktére zaprojektowano w ten sposoéb, »e warto+R’ spada, gdy wartox¢ bez-
wzglidna statystyki t dla usunijtej zmiennej jest wilksza od 1.
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Na koniec, warto przypomnie¢ za?o»enia klasycznego modetgresji liniowej
oraz to, co te za?o»enia implikujj w przypadku estymatoréw wzyskanych przy
pomocy metody najmniejszych kwadratow. Przyjmujjc, »e wato+¢ oczekiwana

ne E(";"i) = 0 oraz, »e wariancja b2ldu pozostaje sta®a/ar(";) = 2 twierdze-
nie Gaussa-Markowa, zob. [81, 178], mowi, »e wektdr dany wzorem @.7) jest
najlepszym (o najmniejszej wariancji) liniowym i nieobcij»onym estymatorem
parametréw B w klasycznym modelu regres;ji liniowej. Pod pojiciem estyméora
liniowego rozumie si! taki estymator, ktéry mo»na przedstavi¢ w postaci Ay ,
gdzie A jest dowolnj p N elementowj macierzj nielosowych wspé2czynnikéw.
Zak?adajjc ponadto, »e" N (0; ?I) zak?adamy rozk?ad prawdopodobie«stwa
obserwowanych wartotcy jakoy N(QB:; 2I).

W przypadkach kiedy istniejj przes@anki ku temu, aby prefeowa¢ wyniki
wybranych eksperymentéw lub gdy nie ma si} zaufania do pewrngh wynikéw,
mody kuje si} za?o»enie dotyczijce postaci macierzy kowaancji b3jdéw. Przyj-
mujjc nadal, »e jest to macierz diagonalna, nie zak®ada siju» sta?o+ci warian-
cji. Do rozwijzania tak postawionego zadania liniowej regesji stosuje si; wte-
dy wa»onj metod; najmniejszych kwadratéw. Wyprowadzenie k2adu réwna«
normalnych tej metody mo»na znale'¢ w [58]. Bazuje ono na trasformacji wy-
nikbw eksperymentéw na takie zmienne, ktére spe?niajj podawowe za2o»enia
metody najmniejszych kwadratow, aby méc nastjpnie zastosea¢ standardowe
procedury rozwijzania. Poszukiwany wektor estymatoréwb mo»na wtedy po-
nownie wyrazi¢ za pomocj pierwotnych danych. Rozwijzanie kPadu réwna«
normalnych (3.7) przyjmuje nastjpujjcj posta¢

b=(Q"WQ) 'Q"wy ; (3.18)

gdzieW jest kwadratowj macierzj wagowi

2 3
Wi
W2
W = § _ z X (3.19)
WN
awi, i =1;:::;N sj wagami odpowiadajjcymi poszczegllnym eksperymen-

tom. Przyjmujjc wszystkie wagi réwne 1 otrzymujemy oczywizcie standardowe
rozwijzanie metody najmniejszych kwadratéw.
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3.2. Kriging

Przed zaprezentowaniem formalnego wyprowadzenia réwna«igingu jako
metody aproksymacji funkcji przy pomocy realizacji proceéw losowych, warto
jest dok?adniej wyjatni¢ dlaczego metoda ta w przeciwied¢wie do przedsta-
wionej w poprzednim podrozdziale liniowej regresji tak ddrze nadaje sij do
budowania modeli opartych na deterministycznych eksperyrmantach numerycz-
nych. Bardzo interesujjce i przystijpne omowienie tego temati znale'¢ mo»na
w pracy [112]. Poni»ej przytoczmy jedynie najwax»niejsze zrpedstawionych tam
zagadniex.

Podstawowa trudnoz¢, jakj napotykamy stosujjc liniowj analiz} regres;ji do-

Zwilkszanie ich liczby w celu lepszego dopasowywania ksZta funkcji do punk-
tow eksperymentalnych pocijga za sobj nieunikniony wzrostliczby parame-
trow, do wyznaczenia ktorych potrzeba z kolei coraz wilkszeliczby ekspery-
mentow. Ponadto, w przypadku powtarzalnych eksperymentéwnumerycznych
mocno dyskusyjne wydaje si} by¢ za®o»enie dotyczjce nieznozci bdéw"
wystipujicych w réwnaniu ( 3.3). B2dy, z ktorymi mamy tu do czynienia wyni-
kajj ca®kowicie z nieodpowiedniego doboru bazowych funkcpproksymujjcych,
a nie z b?du pomiarowego lub szumu (przyk®ady symulacji korputerowych,
gdzie z pewnych wzglidéw korzystne jest uwzglidnienie sztoznego sk®adni-
ka szumowego oraz zastosowa« specy cznych dla optymalizi odpornozcio-
wej omoéwione zostanj oddzielnie w dalszej cz|tci rozdziafuTak wijc mo»na
stwierdzi¢, »e b2d niedopasowania powierzchni odpowiedgest funkcjj po?o»e-
nia punktu, " = "(x;). Jezli funkcjaf (x) jest cijg?a, wtedy "(x) jest réwnie»
funkcjj cijg?j. Wynika z tego, »e je»eli dwa punkty x; i X; po2o»one sj blisko
siebie, wtedy tak»e b2dy"(x;) i "(x;) powinny mie¢ zbli»one wartoxci. Zamiast
zatem zak®ada¢ ich statystycznj niezale»nox¢, bardziej analne jest przyj;-
cie, »e wielkoxci b?/dow sj skorelowane, a korelacja ta jestysoka gdy Xx; i X;
znajdujj si} w bliskim sjsiedztwie, zat niska gdy sj od siebée oddalone.

Spostrze»enie to jest fundamentem technik aproksymacji viprzystujjcych
teori}] procesow losowych. W podejtciu tym wprowadza si} fuicj; korelacji b3}-
déw zale»nj od odleg®oxci pomijdzy dwoma punktami eksperyentalnymi. Za-
zwyczaj nie u»ywa si} jednak zwykaej euklidesowej miary odig2o+ci, przyjmujjc
nastipujicj odleg®ox¢ wa»oni:

xXn
d(xi;xj) = kiXik  Xjki% (3.20)
k=1
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gdzie =f q1;:::; nhgjest wektorem nieujemnych parametréw wagowych, &k
jest k-tj wspdé®rzidnj punktu Xx;. Przy pomocy powy»szej de nicji korelacj|
pomijdzy b2 dami aproksymacji w punktach x; i X; wyrazi¢ mo»na jako

xXn
R["(xi);"(x;)] =exp[ d(xi;xj)] =exp KiXik  Xjki® (3.21)
k=1

Zgodnie z za%o»eniami, wartox¢ funkciR["(x;);"(x;)] di»y do jednozci gdyx;
di»y do x; oraz maleje do zera gdy odleg?o+¢ mijdzy tymi punktami roxai
Oczywixcie mo»na zaproponowa¢ wiele innych funkcji korelg spe®niajjcych
powy»sze wymagania, jednak funkcja3.2]) jest najcz|tciej spotykanj w litera-

miara aktywnozci danej zmiennejxy. Du»a warto+¢ odpowiedniego parametru
oznacza, »e nawet ma2a ro»nicxix  Xjkj prowadzi¢ mo»e do istotnych zmian
wartoxci aproksymowanej funkcji z uwagi na wymuszenie szkiego spadku ko-
relacji w tym kierunku.

Powy»szy sposob opisu korelacji pozwala postulowa¢, i» wineksperymen-

yi = f(X;)=B+"(x;); i=1;::7;N; (3.22)

gdzie B jest sta?j, bdy "(x;) sj zmiennymi losowymi o rozk®adzie normalnym
N (0; ?), a korelacja mildzy nimi nie jest zerowa, lecz dana za pomocwzo-
ru (3.21). Zapisujic inaczej, poszukujemy parametréw funkcji aprksymujicej
postaci

y=f(x)= B+ H(X); (3.23)

gdzie H (x) jest realizacjj gaussowskiego procesu losowego 0 zerowegrt@=ci
+redniej i nieznanej wariancji 2 oraz funkcji kowariancji. Parametry, ktére na-
le»y wyznaczy¢ na podstawie przeprowadzonych eksperymémt to B, 2 oraz

B mox»na traktowa¢ jako pewien najprostszy model globalnej apksymacji n
wymiarowej funkcji, o tyle H(x) zapewnia docijgniicie funkcji do punktow
eksperymentalnych.

W metodzie krigingu proces losowyH (x) dyskretyzowany jest przy pomocy

technikj optymalnej aproksymaciji liniowej. Wprowadzajjc nastjpujjce de nicje
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macierzy korelacji i macierzy kowariancji:

2 R(x1;x1) R(x1;x2) R(x2;Xn) i
_ E R(le;xl) R(le;Xz) R(Xl.;x'\') ; (3.24)
R(X[\;;Xl) R(X[\;;XZ) R(XN';XN)
c- %R (3.25)

gdzie u»yto skroconego zapis(xi;X;) = R(H (xi);H(x;)) = R("(xi);"(xj)),
oraz de niujjc wektor korelacji pomijdzy realizacjj pola w punkcie x a realiza-
cjami w punktach eksperymentalnych jako

rT(x)=[R(x;x1);:::;R(x;xN)]; (3.26)

wykorzystujjc wzory (C.34), (3.23 i (3.25 oraz pamijtajic, »e H(x) jest jed-
norodnym procesem losowym o zerowej wartoxci oczekiwanejrzymuje si} wy-
ra»enie na dyskretyzacj, tego procesu w postaci

H(x) PoHeY29 A = i TR Yy eB): (3.27)

jest wektorem jedynek, aB jest estymatorem parametru B. Ostatecznie wzor
(3.23 przybiera postac

¢(x)= B+ rT(x)R Yy eB): (3.28)

Metod; estymacji nieznanych parametréow , B i 72 jest opisana mi'dzy
innymi w pracach [70, 76] metoda najwijkszej wiarygodnozc{ang. maximum
likelihood estimation - MLE). W podej+ciu tym zak3ada si!, »e wektor(y eB)
jest realizacjj gaussowskiego wektora losowego i dlategq»y sij do znalezienia
takich wartoxci parametréw, ktdre maksymalizujj nastjpujijci funkcj} wiary-
godnozci:

" #
1 (y eB)'TR *()(y eB)

LCiy)=# Wexp 2 . (3.29)

Dla wygody, w wyprowadzeniach korzysta si} z logarytmu powyszej funkciji
otrzymujic

(v eB)’R *()(y eB) NIn@ *?)+In(jR()j).

o 5 (3.30)

ICy) =
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Z warunku pierwszego rzjdu, przyrownujjc pochodne funkcji(3.30 wzglidem
B oraz 2 do zera otrzymuje si! wyra»enia na trendB i wariancj! ~2 w funkcji
parametréw
B()= e'R I()e 'R X )y; (3.31)
h [
()= T (v )R )y ed) : (332)

Ostatecznie, parametry funkcji korelacji znajdowane sj jako rozwijzanie na-
stipujjcego problemu maksymalizacji logarytmicznej funkcji wiarygodnozci:

znajd: ; (3.33)

A 2 . -
maksymalizujjce: N In(*() );m(JR( )J); (3.34)
pod warunkiem: 0 i1 i=1nm (3.35)

Mamy zatem do czynienia zn wymiarowym zadaniem optymalizacji. Nale»y
zauwa»y¢, »e model 328 mo»na zbudowa¢ dla dowolnych wartotci wspo?-
czynnikdw  spe?niajjcych warunki (3.35), rozwijzanie zadania (3.33 ( 3.35
zapewnia jednak najlepszy dobér tych parametréw. W praktye, poszukujjc
optymalnego wektora macierz korelacjiR mox»e sta¢ si} tle uwarunkowana.
W pracach [157,158] Lophaven i in. opisali szereg technik muerycznych pozwa-
lajjcych przezwycij»y¢ te trudnozci.

Problem (3.33 ( 3.35 nie jest na 0g6? 2atwy do rozwijzania ze wzglidu na
lokalne minima funkcji wiarygodnozci lub te» rozleg®y obsar parametréw bli-
skich wartoxciom optymalnym. W celu znalezienia maximum glbalnego bardzo
cz|sto stosowane sj metody losowego przeszukiwania, algamy ewolucyjne lub
heurystyczne. Na przyk®ad w pracy [219] zastosowano algdmg symulowanego
wy»arzania zaproponowany przez Go e'go i in. [77]. Algoryin ten udost;pniony
jest réwnie» w Internecie na stroniehttp://netlib2.cs.utk.edu/opt . O ile wymie-
nione metody teoretycznie sj w stanie wyznaczy¢ maksimum gbalne, o tyle s;j
one zazwyczaj ogromnie kosztowne i wymagajj o rz|dy wielka: wilkszej liczby
oblicze« funkcji (3.34) ni» w przypadku wijkszoxci metod optymalizacji lokalnej,
ktére oczywitcie nie gwarantujj znalezienia optimum globknego. Rozwax»ania
na temat przydatnozci ré»nych algorytméw optymalizacji w wznaczaniu naj-
lepszych wartotci parametrow znalel¢ mo»na w pracy [70]. W algorytmie
metody krigingu zaimplementowanym w programie STAND zastsowano dwu-
etapow; technik! rozwijzywania zadania (3.33 ( 3.35. Na poczjtku, za pomo-
ci umiarkowanej liczby iteracji algorytmu symulowanego wy»arzania znajdowa-
ny jest punkt startowy dla algorytmu nieliniowego symplexu Nedlera-Meed'a,
zob. [184,243], ktory kontynuowany jest nastjpnie a» do osgnijcia zbie»nozci.
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Analizujjc wzér ( 3.28 mo»na zauwa»y¢, »e za®o»enie braku korelacji pomi;-
dzy wartozcij funkcji w punkcie x, a wartoxciami w punktach eksperymental-
nych (r = 0) prowadzi w konsekwencji do aproksymacjig(x) = B. Z drugiej
strony, aby przekona¢ si}, »e za?o»enie istnienia takiej kelacji daje w wyniku
funkcj; interpolujjcj, obliczmy zgodnie ze wzorem (3.28) prognozowanj war-
tox¢ funkcji w jednym z punktéw z bazy eksperymentéw, npx = x;. W tym
przypadku wektor r bjdzie taki sam jak i-ta kolumna macierzy R. Oznaczajjc
ji jako R dostajemy

xR 1= R r(x)) "= R IR "=¢; (3.36)

gdzie wektor g; jest wektorem o zerowych elementach za wyjjtkiem elementu
réwnegol. Na podstawie rOwnania 8.28 otrzymujemy wtedy

yxi)=B+el(y eB)=B+(yi B)=y; (3.37)

Co potwierdza, i» mamy do czynienia z interpolacjj.

W pracy [210] wyprowadzono wzér na b?jd tredniokwadratowy gng. Mean
Squared Error - MSE) aproksymacji metodj krigingu

. a e'R )2

MSE[¢(x)]= 2 1 r'R r TR 1o

(3.38)
Post|pujjc podobnie jak w przypadku poprzedniego wyprowadenia mo»na po-
kaza¢, »e b3jd tredniokwadratowy obliczony w punktach zbra danych wynosiO.

Do tego miejsca przyjmowalizmy, »e rozpatrywane przez nasade ekspe-
rymentalne nie sj obarczone »adnj niepewnozcij. Chocia» kie za?o»enie jest
prawdziwe w przypadku wijkszo+ci symulacji humerycznych \ielokrotne po-
wtarzanie oblicze«, na tym samym komputerze i dla takich samch danych
wejtciowych prowadzi do tych samych wynikéw) to istniejj zatosowania kie-
dy wyniki, z ktérymi mamy do czynienia, obarczone sj pewnym gumem i gdy
nieracjonalnym jest stosowanie interpolujjcych powierzbni odpowiedzi. Bar-
dzo dobrym przyk@adem takiej sytuacji jest optymalizacja apornozciowa, gdzie
punkty budujjce baz} eksperymentéw sj wynikami symulacji M onte Carlo, np.
momentami statystycznymi funkcji celu i ogranicze«. Ze wzldu na sko«czo-
nj wielkox¢ prébek u»ywanych w symulacjach obserwuje sii mzut tych wy-
nikbw. Czasem te», wobec braku mox»liwotci w2axciwego manenia wpdywu
wybranych losowych parametréw na wartox¢ analizowanej flkeji, wpdyw ten
uwzglidnia si} poprzez dodanie do funkcji sk?adnika szumowgo.

Poniewa» zaprezentowana metoda krigingu jest metod; intgyolacji, dlate-
go aby uzyska¢ kriging w wersji aproksymacyjnej wprowadzaijsnast;puj;ci
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mody kacj} funkcji korelacji, zob. [213],

X
Rxi;xj]=(1  )exp WXk Xki® (3.39)
k=1
gdzie 0 < 1 ma w zamyzle modelowa¢, to co w angielskojizycznej literatu
rze z zakresu geostatystyki nazywane jestugget e ect, czyli efekt grudki z2ota.
Dotyczy on niecijg®o=xci funkcji kowariancji gdyjx; X;]j dj»y do zera. Parametr
dobierany jest w procesie maksymalizacji funkcji wiarygodozci razem z para-
metrami . Zerowa wartox¢ oznacza, »e powierzchnia odpowiedzi przechodzi
przez wszystkie punkty danych. Zwijkszanie prowadzi do wyg2adzenia funkcji
aproksymujjcej poniewa» wartozci funkcji w punktach po2oenych bardzo blisko
siebie sj s?abiej skorelowane. Dla = 1 funkcja aproksymujjca degeneruje si} do
cz?onu stafegd3. Nale»y zaznaczy¢, »e wspdaczynnik skalujjcf ) nie jest
u»ywany w przypadku wyrazoéw diagonalnych macierzyR, ale stosuje sij go do
wszystkich elementéw wektorar, nawet wtedy gdy punkt, w ktérym obliczana
jest warto+¢ aproksymacji pokrywa sij z jednym z punktéw z bay danych. Robi
sij tak przyjmujjc, »e punkt eksperymentalny jest doskonale skorelowany sam
Ze sobj, natomiast jego korelacja z innym punktem po2o»onymv tym samym
miejscu nie jest rownal ze wzglldu na istniejjcj niepewno+¢/b2jd pomiarowy.
Na rys. 3.1 przedstawiono porOéwnanie dzia®ania krigingu w wersji intgpo-
lujjcej oraz aproksymujijcej, na przyk®adzie funkcji jednovymiarowej. Wartozci
funkcji w punktach eksperymentalnych obliczane sj wed2ug woru

y(x) = 2sin(x)exp( 0:05x?) + a; (3.40)

gdzie a jest realizacjj zmiennej losowejA o rozk®adzie jednostajnym w prze-
dziale[ 0:1;0:1], ktérj mo»na interpretowa¢ jako b3jd pomiarowy. 21 punktow
wygenerowano w réwnych odstlpach pomijdzyx =0 ax =2 , dodano réwnie»
6 punktéw w pobli»u x = =2. Jak mo»na zauwa»y¢, rozrzut wartoxci funk-
cji na stosunkowo ma®ym obszarze zagjszczenia punktow dosftnie wp2ywa
na posta¢ funkcji korelacji, prowadzjc w rezultacie do osdpcyjnego charakteru
funkciji interpolujjcej (zielony wykres). Wprowadzajjc, t ak jak we wzorze 8.39),
parametr do funkcji korelacji otrzymujemy w wyniku funkcj; aproksym ujicj,
ktéra na rys. 3.1 oznaczona jest kolorem czerwonym. Mody kacja ta prowadzi
do niemal idealnego odwzorowania oryginalnej funkcji (caay wykres).

Co ciekawe, odrzucajjc6 dodatkowych punktow uzyskujemy dux»j popraw,
dopasowania. Na rysunkaclB.2 oraz 3.3 pokazano wynik dzia?ania dwdch wersji
krigingu na, odpowiednio, licznym (21 punktéw) i rzadkim (11 punktéw) zbiorze
danych eksperymentalnych.
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y=2sink)exp(-0.05?)
e y=2sink)exp(-0.053) + szum
kriging interpolujcy

—— kriging aproksymujcy

Rys. 3.1. Ro»ne typu krigingu w analizie niepewnych danyc h. Nieréwnomierny rozk®ad punk-
téw eksperymentalnych.

y=2sink)exp(-0.05?)

e y=2sink)exp(-0.053) + szum
kriging interpolujcy

—— kriging aproksymujcy

Rys. 3.2.

Roé»ne typu krigingu w analizie niepewnych danych. Réwnomierny gisty rozk®ad

punktéw eksperymentalnych.
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Rys. 3.3. Ro»ne typu krigingu w analizie niepewnych danyc h. Réwnomierny rzadki rozk®ad
punktéw eksperymentalnych.

Zagadnienie doboru planu eksperymentéw okazuje sij mie¢ badzo istotny
wpdyw na jakox¢ tworzonej powierzchni odpowiedzi. Wielu @oréw podziela
opini}, zob. np. [74,222], »e tzw. plany wype@niajjce (angspace lling design),
w przypadku deterministycznych, komputerowo generowanytt danych ekspery-
mentalnych, prowadzj do minimalizacji zredniego b#du kwalratowego aprok-
symacji metod; krigingu. Zaliczy¢ do nich mo»na m.in. optyrmalne 2aci«skie
hiperkostki (zob. dodatek B) - plany, gdzie punkty eksperymentalne rozmiesz-
czane sj w sposo6b jak najbardziej rwnomierny wn wymiarowej przestrzeni
parametrow.

W celu zbadania wp?ywu optymalizacji uo»enia punktéw hipekostki 2aci«-
skiej, stu»jcej jako plan eksperymentow w metodzie kriging, na jako+¢ aprok-
symaciji, wykonano test poréwnujjcy pierwiastek +redniegd?ldu kwadratowego
dopasowania (ang.root mean square error - RMSE) dla ro»nych hiperkostek,
na przyk®adzie aproksymaciji tzw. funkcji Schwefel'a

f(x)= Xisin - jxjj (3.41)
i=1
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Jest to funkcja testowa wykorzystywana cz|sto do badania ajorytméw opty-
malizacji globalnej bez ogranicze«. Na rys3.4 pokazano t; funkcj; dla przypad-
ku dwuwymiarowego.

Funkcja Schwefel'a 2D: f(x1,x2) = -x1 sin(sqrt(abs(x1))) - x2 sin(sqrt(abs(x2)))

rozpatrywano przypadki n = 2 oraz n = 4. W przypadku dwoch zmiennych
przyjito dwie wielkoxci probki, N =20 i N =40, adlan =4 prébki N =40

i N =80. Odsy?ajjc do rozdzia?u4 w celu szczegé2owego omdwienia wariantow
planéw wykorzystujjcych 2aci«skie hiperkostki (zob. opisna stronach 95i 96),
zaznaczmy tutaj jedynie, »e plany RLH-m odpowiadajj kon guracjom bez opty-
malizacji rozmieszczenia punktoéw eksperymentalnych, a phy OLH-m gwaran-
tujj wilkszj rbwnomiernox¢ wype®nienia zadanej przestrzai poprzez maksy-
malizowanie odleg@oxci pomijdzy punktami. Oczywitcie, n@otrzeby budowa-
nia planu eksperymentéw stanowijcego baz} do aproksymacijiunkcji, przyjmu-
je sij, »e zmiennex majj rozk®ad jednostajny na odpowiednich przedzia®ach.
Wykonujic dla ka»dego rozmiaru i typu hiperkostki po 100 powtdrze« cyklu
1) generacja planu eksperymentéw2) dopasowanie powierzchni interpolujjcego
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krigingu, 3) obliczenie RMSE na bazie regularnej siatkRQ" punktéw testowych,
otrzymuje sil trednie wartotci RMSE, ktére przedstawiono wab. 3.1

Tablica 3.1. Aproksymacja metodj krigingu funkcji Schwefe I'a (3.41). Poréwnanie warto*ci
+rednich RMSE dla planéw eksperymentéw opartych na 2aci«skich hiperkostkach z (OLH-m)
i bez (RLH-m) optymalizacji rozmieszczenia punktéw.

n=2 n=4
N =20|N=40|N =40 |N =80
RLH-m 6.27 2.08 17.43 | 15.44
OLH-m | 4.10 0.98 14.41 | 13.96

Tak wijc, we wszystkich analizowanych przypadkach krigingwykorzystujjcy
plany OLH daje lepsze oszacowanie badanej funkcji ni» w prpadku hiperkostek
bez optymalizaciji.

Warto wspomnie¢ jeszcze o pewnych rozwijzaniach majjcychancelu popra-
wienie dok?adnozci aproksymacji w przypadku gdy charaktezmiennozci bada-
nej funkcji nie jest jednorodny w ca?ym obszarze jej okretimxci. Mo»e zdarzy¢
sij, »e funkcja jest gwa®townie zmienna, np. oscyluje w pewm podobszarze,
a poza nim ma ustalony charakter, np. zbli»ony do liniowegoW takiej sytuaciji
za®o»enie dotyczijce stacjonarnozci korelacji3(21), ktora jest funkcjj jedynie
odleg?o+ci pomildzy punktami, a nie zale»y od po2o»enia thicpunktow, mo»e
prowadzi¢ do niekorzystnego zaburzenia kszta®tu poszukamej aproksymacii.
Niektorzy autorzy, zob. np. [258], postulujj wtedy wprowadzenie niestacjonar-
nego modelu korelacji. Pokazano, »e nawet w przypadku zastowania pewnych
za?o»e« uproszczajjcych, model niestacjonarny prowadziawsze do aproksy-
macji nie gorszych ni» model stacjonarny. Niestety, nawet vewojej hajprostszej
postaci, kriging bazujjcy na niestacjonarnej funkcji kordacji wij»e si} z koniecz-
noxcij wyznaczenia wartotci dwa razy wijkszej liczby niezamych parametrow
(poprzez maksymalizacj; funkcji wiarygodnozxci) ni» w przypadku funkcji sta-
cjonarnej. Jest to szczegolnie trudne dla probleméw wieloymiarowych i m.in.
dlatego metoda ta nie zosta®a zastosowana w niniejszej pnac

3.3. Metoda aproksymacji lokalnej

Przez aproksymacj, lokalnj rozumie¢ tu bjdziemy metod} wykorzystujicj
zaprezentowani wczezxniej koncepcj; wa»onej regres;ji liowej (3.18. Podejtcie
to okrezli¢ mo»na réwnie» jako lokalnj metod] najmniejszylc kwadratéw, ang.
moving least squares MLS (zob. np. [34,113]).
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W metodzie MLS warto+ci wag w macierzy 8.19 obliczane sj jako funkcja
odlegoxci pomijdzy punktemx, w ktérym poszukuje si} wartoxci aproksymacji,
a punktami z bazy eksperymentéw. Poprzez zastosowanie odp@dnio dobranej
funkcji wagowej, wijksze znaczenie w zadaniu analizy regsgl przypisywane jest
tym spoxrdd eksperymentdwx;, i = 1;:::;N, ktére znajdujj sij w pobli»u x.
Za ka»dym razem kiedy po®o»eni& zmienia si} (np. podczas procesu optyma-
lizacji, gdy funkcja celu przybli»ana jest za pomocj powierchni odpowiedzi),

wijzywany jest uk®ad réwna« regresji prowadzic do lokalnielepiej dopasowanej
aproksymacji funkcji. Jak to zostanie pokazane na przyk®adch poni»ej, dziiki

metodzie MLS moxliwa jest dok®adna aproksymacja silnie niiowych funkciji

za pomocj modeli liniowych lub kwadratowych. Analogiczniedo réwnania (3.9)

posta¢ funkcji aproksymujjcej dana jest nastjpujjco:

$=1()=[1 a(x) b 1()Ib(x) = ' (x)b(x); (3.42)

gdzie wektor nieznanych parametréw regresjb(x), ktérego elementy sj tym
razem funkcjami po2o»enia punktu, wyra»a si; wzorem (por. 3.18))

1

b(x)= Q"W ((x)Q "QTW (x)y: (3.43)
Podobnie jak w przypadku zwyk®ej analizy regresji, maciez Qn p zawiera
wartoxci liniowo niezale»nych funkcji bazowychg(xj), i = 0;:::;p 1, ] =

pomocy nast;pujjcej funkcji wagowej:
3

X0
Wi (X) = exp 4 (xj x)?=2n »5; > 0 (3.44)
j=1

gdzien jest liczbj zmiennych, xj oznaczaj -tj wsp6?rzjdn;j i-tego punktu eks-
perymentalnego,x; jest j-tj wspodrzidnj punktu x, a jest parametrem kon-
trolujjcym ksztadt funkcji.

W celu zilustrowania omawianej metody aproksymacji, na rys3.5 przedsta-
wiono poréwnanie wykreséw funkcji aproksymujjcych w przy@adku u»ycia we
wzorze 3.42 ré»nych funkcji bazowych. Kolorem czerwonym oznaczono vkyes
odpowiadajjcy funkgji liniowej, q'(x) = [L x], a kolorem niebieskim funkcji
kwadratowej, qT (x) =[1 x x?2]. Na rysunku umieszczono te» wykres aproksy-
macji metodj krigingu (zielony), a czarnymi punktami oznaczono punkty eks-
perymentalne. Mo»na zauwa»y¢ bardzo dobre dopasowanie agsymacji kwa-
dratowej do funkcji oryginalnej, szczegolnie w prawej czigi wykresu, natomiast
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lewa czj+¢ wykresu, o zdecydowanie odmiennym, oscylacyjmycharakterze nie
jest wiernie odwzorowywana przez metody aproksymacji lokaej. Prowadzj one
w tym obszarze do wyg2adzenia funkcji oryginalnej. Przy puktach eksperymen-
talnych danych tak jak na rys. 3.5, jedynie interpolujjcy kriging prowadzi do

doskona?ego odtworzenia rzeczywistej zale»nock f (x). Z drugiej strony, kie-
dy zaburzenia takie jak oscylacje na poczjtku wykresu si wyikiem szumu, to
dzia®anie metod aproksymaciji lokalnej mo»e mie¢ korzystnywp?yw na zacho-
wanie algorytméw wykorzystujjcych tak budowane powierzchie odpowiedzi.

Na koniec, na rys.3.6 pokazano jak niebezpieczne mo»e by¢ stosowanie glo-

balnych technik aproksymacji poréwnujjc wa»onj (3.42) i standardowj metod,
liniowej regresiji (3.9).

\'/6.5 1 15 V 2 25 3 35 4 X 4.5

Rys. 3.5. Poréwnanie metody aproksymaciji lokalnej dla lini owych i kwadratowych funkcji
bazowych oraz krigingu.
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Rys. 3.6. Poréwnanie metody aproksymaciji lokalnej dla lini owych i kwadratowych funkcji
bazowych oraz aproksymaciji globalne;.

PODSUMOWANIE

Rozpatrywane w niniejszej pracy funkcje zmiennych losowyti zmiennych
projektowych, ktére tworzj sformu?owanie zadania analizyniezawodnozci, jak
réwnie» optymalizacji odpornozciowej konstrukcji, ze wzégdu na swoj nieliniowy
charakter oraz du»j zZ2o»0ono=¢ obliczeniowj reprezentowarsi przy pomocy ana-
litycznych metamodeli. Odpowiednia aproksymacja funkcjigranicznej w analizie
niezawodnozci oraz funkcji celu i ogranicze« w zadaniu optyalizacji, ma klu-
czowe znaczenie dla efektywnozci oraz zbie»nozci tych anal

W rozdziale omoéwiono zastosowanie metod powierzchni odpasdzi w aprok-
symaciji zachowania uk®adow konstrukcyjnych, ktére modelwane sj komputero-
wo. Specy ka eksperymentéw komputerowych nie przystaje d@a®o»e« klasycz-
nej analizy regresji, gdzie zak®ada si} statystycznj niezke»no+¢ b2déw ekspery-
mentalnych. W przypadku tych eksperymentéw, bardziej racpnalne jest przyj;-
cie, »e wielkoxci bddow sj skorelowane, a korelacja jest wgka gdy wspo?rzid-
ne dwoch eksperymentdw znajduji si} w bliskim sjsiedztwie,a niska gdy sj od
siebie oddalone. Spostrze»enie to jest fundamentem metograksymacyjnych,
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ktore wykorzystujj teorij proceséw losowych. Przyk®adem takiej metody jest
kriging. Wykorzystujjc opisanj w dodatku C dyskretyzacj, pola losowego przy
pomocy metody optymalnej aproksymaciji liniowej, przedstaviono wyprowadze-
nie rownania krigingu. Bardzo dobre w2aztciwoxci dopasowywa Si} powierzch-
ni krigingu do danych eksperymentalnych mog;j stanowi¢ jedak pewnj wadj,
jezli, tak jak w optymalizacji odpornoxciowej, mamy do czyienia z szumem ge-
nerowanym przez wyniki symulacji losowych. Zaprezentowam jak zmody kowa¢
réwnania krigingu interpolujjcego w celu otrzymania technki aproksymacyjnej.
Zbadano wp2yw réwnomiernoz=ci roz2o»enia punktéw ekspengntalnych na b2;d
dopasowania. Pokazano, »e w przypadku krigingu, wykorzyahie planéw ekspe-
rymentow OLH poprawia dopasowanie funkcji aproksymujjcej Przedstawiono
rownie» metod] aproksymacji lokalnej wykorzystujjcj koncepcj} tzw. wa»onej
regresji liniowej. Metoda ta, chocia» nie tak dok®adna jak kiging, nie wyma-
ga jednak przeprowadzenia zadania minimalizacji funkcji warygodnozci w celu
znalezienia parametréw réwnania. Zaréwno kriging jak te» ratoda aproksymacji
lokalnej stanowij podstaw! proponowanych w pracy algorytméw analizy nieza-
wodnozci oraz optymalizacji odpornozciowe;j.

Modu? powierzchni odpowiedzi programu STAND, ktéry powst& w wyni-
ku kierowanych przez autora prac, zawiera zaréwno klasycenmetody liniowej
regresji dla liniowych i kwadratowych funkcji bazowych, jek i metody liniowej
regresji wa»onej oraz aproksymacj, za pomoc;j krigingu.



Efektywne metody szacowania
momentow statystycznych odpowiedzi
konstrukcji

Rozwijzanie zadania optymalizacji odpornozciowej, ktéresformu2owane zosta®o
w podrozdziale2.4, wymaga wielokrotnego obliczania momentow statystycznyte
funkcji celu oraz funkcji ogranicze«. W konsekwencji, wybt metod szacowa-
nia wartoxci xrednich oraz odchyle« standardowych tych flktji ma decydujjcy
wp2yw na efektywnox¢ algorytmoéw poszukiwania optimum.

Ze wzglidu na swoj uniwersalny charakter i 2atwo+¢ implemeacji, meto-
dy symulacji losowych zosta®y u»yte do obliczania momentévstatystycznych
w wilkszozci przyk®addéw numerycznych prezentowanych w niejszej pracy. Uni-
wersalnox¢ tych metod polega mijdzy innymi na braku jakichklwiek za?o»e«
dotyczjcych ré»niczkowalnozci lub stopnia nieliniowotdbadanej funkcji, a tak-
»e braku ogranicze« dotyczjcych wartotci parametrow rozktiow prawdopo-
dobie«stwa zmiennych losowych. W szczegélno+ci, metodymsylacji losowych
nadajj sij doskonale do obliczania momentéw statystycznyh losowych funkcji
ze sk?adnikiem szumowym. Zaobserwowano, »e metody symu@ee wykorzy-
stujjce koncepcj; 2aci«skiej hiperkostki, a zw?aszcza optmalnej 2aci«skiej hi-
perkostki (ang. optimal Latin hypercube - OLH) prowadzj do niezwykle efek-
tywnej estymaciji momentéw statystycznych, o wiele bardzig efektywnej ni»
w przypadku klasycznej metody symulacji Monte Carlo. Zagadieniom budowa-
nia planéw OLH pozxwijcony zosta® dodatekB. Poni»ej, na licznych przyk®adach
analitycznych funkgji testowych, jak te» niejawnych funkdi odpowiedzi uk®adéw
konstrukcyjnych, pokazano poréwnanie b3déw estymacji otzymywanych przy
u»yciu ro»nych metod symulacyjnych.

W pewnych szczegoblnych przypadkach, zdecydowanie bardgafektywne mo-

»e by¢ u»ycie innych metod szacowania momentéw funkcji losgch. Dla kom-
pletnotci prezentacji na ko«cu rozdzia®u omdéwione zostanyybrane metody
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niesymulacyjne. | tak, w podrozdziale4.2 przedstawiono metody bazujjce na
rozwinijciach funkcji w szereg Taylora wokd? warto+ci redich zmiennych loso-
wych, w 4.3 omoéwiono zaproponowane stosunkowo niedawno przez Xu i Rafam
na [259] metody redukcji wymiaréw, a w podrozdzialet.4 przedstawiono metody
rozwinijcia funkcji w tzw. chaos wielomianowy

4.1. Metody symulacyjne

Komputerowe symulacje losowe, zwane te» symulacjami Mont€arlo, s;j
najbardziej znanj metodj badania wp2?ywu losowego charakteu parametréw
modelowanego uk?adu konstrukcyjnego na rozrzut wartozcigrametrow wyniko-
wych (odpowiedzi konstrukcji). Najczjtciej przy pomocy méod symulacyjnych
estymowane sj wartox¢ oczekiwana oraz wariancja lub odcleiie standardowe
odpowiedzi. Metody te stanowij te» podstaw! do analizy g&6wmych sk®adowych,
ktora zostanie krotko oméwiona w dalszej czjtci tekstu.

W zale»nozxci od estymowanej wielkoxci, dok®adne oszacoigawarto+ci mo-
mentoéw odpowiedzi konstrukcji przy pomocy metody Monte Calo wymaga
najczjtciej od kilkudziesilciu do wielu tysijcy wywo?a« programu metody ele-
mentow sko«czonych lub innego programu modelujjcego pradkonstrukcji. Po-
mimo cijg®ego rozwoju dostipnej mocy obliczeniowej kompueréw, koszt ten
jest czisto zbyt wysoki. Ma to szczeg6lne znaczenie wtedy gdtak jak to jest
w przypadku optymalizacji odpornozciowej, symulacje Mon¢ Carlo musz;j by¢
przeprowadzone wielokrotnie. Dlatego te» do szacowania mentow statystycz-
nych odpowiedzi konstrukcji u»ywa si} nieraz alternatywnych metod symulacyj-
nych. Wxréd nich nale»y wymieni¢ metody z grupy metodlescriptive sampling
(DS), co mo»na przettumaczy¢ jako probkowanie opisowe lulll@terminowane,
oraz metody wykorzystujjce koncepcj} 2aci«skiej hiperkoski, a w szczegoélnozci
optymalnej hiperkostki 2aci«skiej - OLH. Jak to zostanie wyatnione w dal-
szej czjtci rozdzia®u, metody wykorzystujjce 2aci«skie Ipierkostki mo»na przy
pewnych dodatkowych za2o»eniach réwnie» zaliczy¢ do rodyi metod descrip-
tive sampling. W odré»nieniu od zwyk®j metody Monte Carlo oaz losowej
hiperkostki 2aci«skiej (ang.random Latin hypercube- RLH), plany eksperymen-
tow numerycznych OLH sj do+¢ trudne do wyznaczenia w przypadi probek
zawierajjcych du»j liczb} punktéw w przestrzeniach wielowymiarowych. Jest
zatem niezwykle istotnym, aby méc okrezli¢ wielkox¢ probkDLH, ktéra dla
danej liczby zmiennych losowych mo»e zagwarantowa¢ dos&iznj jakox¢ osza-
cowania momentéw statystycznych odpowiedzi konstrukcji.O ile w przypadku
klasycznej metody Monte Carlo mo»na spotka¢ pewne wskazowéo do doboru
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wielkozci prébki w funkcji liczby wymiaréw zadania, zob. np [53], o tyle nie ma
wielu takich prac dla symulacji gdzie u»ywa si} 2aci«skich perkostek. Problem
ten wydaje sij by¢ dox¢ trudny przede wszystkim gdy punkty geerowane s;j
zgodnie z planem OLH.

Poni»ej, g2dwnie za pomocj doxwiadcze« numerycznych, pdidj zostanie
préba okrezxlenia zakresu przydatnozci planéw RLH i OLH w eginacji momen-
tow statystycznych odpowiedzi konstrukcji, jak rownie» okezxlenia potrzebnej
iloxci punktéw eksperymentalnych. Na poczjtku jednak oméwone zostanj pod-
stawowe ré»nice pomildzy klasycznymi metodami Monte Carla metodami DS
oraz przytoczone zostanj podstawowe informacje na temat ssowanych esty-
matoréw, por. [195].

4.1.1. Metodydescriptive sampling klasyczna metoda Monte Carlo

Moxna pokaza¢, »e techniki symulacji losowych, w ktérych @dibki generowa-
ne sj za pomoc;j 2aci«skich hiperkostek, si pewnym szczegdim przypadkiem
metod DS. Bardzo przejrzyste i zwilz? przedstawienie kongeji descriptive
sampling oraz wyjazxnienie czym ro»ni si} to podejtcie od ggto losowych sy-
mulacji Monte Carlo znale’¢ mo»na w pracy [211] Eduardo Sdiiy, ktéry jest
prekursorem tej metody.

Descriptive sampling zaproponowano jako metod; redukcji variancji staty-
styk obliczanych na podstawie probki z populacji. U»ywajjcklasycznej metody
Monte Carlo mo»na méwi¢ o dwdch rodzajach niepewnozci chadtaryzujjcych
losow; prob|. Pierwszy dotyczy rozrzutu wartoci zmiennyd w prébce, a drugi,
sekwencji w jakiej wartoxci te sj generowane. W przypadku D$namy do czy-
nienia jedynie z niepewnozcij sekwencji, wartoxci poszagiinych zmiennych s;j
natomiast zdeterminowane. Schematycznie ro»nice te przethwi¢ mo»na nast-
pujjco:

klasyczna metoda Monte Carlo = losowe wartotet losowa sekwencja,

metoda descriptive sampling = ustalone wartotct losowa sekwencja.
Ponadto, w przeciwie«stwie do metody Monte Carlo, DS wymageaokrezlenia
Z gory wielkozxci prébki. Gdy jest ona znana, wtedy zbiér re@acji x,(m) kax»-

dej zmiennej losowejXy, k = 1;:::;n, gdzie m jest numerem punktu w N
elementowej prébcem = 1;:::;N, wyznaczany jest jako
m 05

Xk(m) = kal N ;



86 4. Efektywne metody szacowania momentow statystycznych qobwiedzi konstrukciji

W powy»szym wzorzeF, kl oznacza funkcj; odwrotnj do dystrybuanty k-tej
zmiennej losowej. Jako realizacje przyjmowane sj wij;c mediny zmiennych lo-
sowych wN przedzia®ach o rownym prawdopodobie«stwie, na ktére dziehy jest
zakres zmiennozci ka»dej zmiennej (por. punkB.7 w dodatku B). Powtarzajjc
wielokrotnie N punktowe eksperymenty DS u»ywamy za ka»dym razem tych sa-
mych dyskretnych zbioréw warto+ci dla poszczeg6inych zmaych. Losowa jest
natomiast sekwencja, w ktérej wartotci te pobierane sj ze zbréow w celu utwo-
rzenia n wymiarowych punktéw eksperymentalnych (realizacji wektaa losowe-
go). ldea metody DS opiera si} nha zaskakujjcym z pozoru twiedzeniu, i» losowy
charakter stosowanych prébek wynika przede wszystkim z lasvoxci sekwenciji,
a niepewnozx¢ dotyczjca samych wartoxci nie prowadzi do pa@wy efektywno-
+ci metod symulacji losowych. Twierdzi sil, »e wartotci rd&acji zmiennych
losowych powinny by¢ precyzyjnie ustalone aby jak najlepiedopasowa¢ sij do
rozk?adow prawdopodobie«stwa tych zmiennych.

Poka»emy teraz, »e symulacje losowe wykorzystujjce koncepLH lub OLH
mieszczj sij w za?o»eniach descriptive sampling. W klasycej ju» pracy [170]
McKay i in. zaproponowali wykorzystanie hiperkostki 2aci<skiej jako metody
redukcji wariancji, w ktorej pomimo i» pozwala si} na pewienlosowy rozrzut
wartozci realizacji zmiennych, to jednak podlegajj one tstej kontroli. W ra-
mach tego podejtcia zakresy zmiennozci poszczegoélnych emiych losowych
dzielone sj na przedzia®y (warstwy) o rownym prawdopodobiestwie, a punk-
ty wybierane sj w sposob losowy wewnijtrz tych warstw. Wzér @.1) przyjmuje
w tym wypadku posta¢

x{;H(m):FXk1 mNr - m=21::0 N k=100 (4.2)

gdzier jest realizacjj zmiennej losowej o rozk?adzie jednostajnym w przedziale
[0; 1]. Istniejj tak»e inne wersje wyboru wartoxci zmiennej wewnfrz warstwy,
ktore pozwalajj zaklasy kowa¢ metody symulacji losowych wkorzystujjcych
LH jako nale»jce do rodziny descriptive sampling. Obecnigjako wartox¢ repre-
zentatywnj dla danego przedzia®u najcz|tciej wybiera si} d® median|, por.
(4.1), bjd* wartox¢ oczekiwanj zmiennej w tym przedziale [100, 19]. W tych
przypadkach zbiér u»ywanych w symulacjach wartoxci jest &owicie zdetermi-
nowany, a losowox¢ uzyskuje si} jedynie poprzez przypadkgwcharakter sk®a-
dania z nich n wymiarowych punktéw N elementowej prébki.

Chocia» spos6b wyboru wartoxci wewnijtrz warstwy mo»e mie¢ pfyw na
dok?adnox¢ estymacji (szczegolnie przy ma2o licznych piddzch), to hiperkostka
daci«ska jest przede wszystkim pewnym sposobem rozmiesenm N punktow



4.1. Metody symulacyjne 87

w przestrzenin wymiarowej. Dzieljc zakres okrexlonozci ka»dej sk?adowegk-
tora X na N przedzia®6w o jednakowym prawdopodobie«stwie réwnyni=N
i wykonujijc nastjpnie na zbiorach tych przedzia®6w operacj iloczynu karte-
zja«skiego, dzielimy przestrze« realizacji zmiennych n&l" obszaréw (komorek)

o jednakowym prawdopodobie«stwieN ". Ka»da komoérka identy kowana by¢
(). ().....

mo»e przez wektorn wspédrzidnych ¢ = f&):c):::: g, gdzie oj(i) jest
numerem warstwy zmiennejX; odpowiadajjcym komorcei. N elementow; hi-
perkostk! 2aci«skj tworzy si! przez wybranie N komérek,cW;:::;c(N) | spo+rod

obserwacji. Funkcja 2jcznej g;stoxci prawdopodobie«stwavektora losowegoX
wewnitrz i-tej komorki wynosi

N"fyx(x) X jest wewnitrz komorki ct);

fow () = 0 X jest poza komorkj c(:

(4.3)

Przewaga metod symulacyjnych wykorzystujjcych ide} hipekostki 2aci«-
skiej, jak rownie» i innych metod, w ktérych dokonuje sij podzia®u zakresu
poszczegdllnych zmiennych na warstwy o jednakowym prawdopobie«stwie,
manifestuje si} szczegoélnie wtedy gdy funkcja losowa (X), ktérej momenty
statystyczne chcemy estymowa¢, jest zdominowana jedyasiprzez kilka sk2a-
dowych wektora X . Metody symulacji warstwowych gwarantujj odpowiednij
reprezentacj, wszystkich zmiennych, co wyklucza pominijee w prébce realiza-
cji istotnych zmiennych losowych.

4.1.2. Podstawowe informacje na temat estymatorow

Jetli przez (X) oznaczymy funkcj; zmiennych losowychX o 2jcznej g;stoxci
prawdopodobie«stwaf x (x), to rozpatrywan; tutaj klas} estymatoréw zapisa¢
mo»na w 0golnej postaci jako

1 X

N ho: (4.4)
i=1

gdzieY = (X), ah() jest dowolnj funkcjj. Przyjmujic h(Y) = Y uzyskujemy

trednij arytmetycznj z probki bjdjci estymatorem wartotci oczekiwanej v .

Przez podstawienien(Y) = Y' otrzymuje si} wz6r na estymator momentu r -tego

rzjdu. Jezli probki generowane by2y w sposéb czysto losowggodnie z 10zo j

podejtcia Monte Carlo, to odpowiadajjce im estymatory ozneza¢ bjdziemy
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indeksem dolnymR, a w przypadku gdy po2o»enie punktéw okre+lano za pomoc;
aaci«skiej hiperkostki, indeksemL.

Estymator wartotci oczekiwanej funkcji losowej
‘rednia arytmetyczna Ygr (empiryczna warto+¢ przecijtna) dana jako

1 X
N

1 X

i=1 N i=1

(Xi); (4.5)

gdzieN jest wielkoxcij probki, a X sj niezale»nymi wektorami losowymi o funk-
Cji gjstoxci fx (x), jest nieobcij»onym estymatorem wartotci oczekiwanej vy
poniewa»
A 1

Y, = E(Y) = WN E(Y)= vy: (4.6)
i=1 i=1

1
E(YR)= E —
(Yr) N
Warto£¢ oczekiwana estymatora 4.5 rOwna jest zatem wartotci oczekiwanej

funkcji, co jest warunkiem niebcij»onozxci estymatora. Ohtzajjc nastjpnie wa-
riancj; zredniej arytmetycznej otrzymujemy

X X
Var(Ya)=var = Vi =5 var(Y)= N var(v)= a0,

i=1 i=1

(4.7)

a wijc estymator Yg jest tak»e estymatorem zgodnym wartoxci oczekiwanej po-
pulacji generalnej, poniewa» wraz ze wzrostem wielko+ci diski N wariancja
estymatora zbiega do0, a wartox¢Yg dj»y do y. W powy»szych przekszta?ce-
niach wykorzystano fakt niezale»nozci zmiennycly; (wynikajjcy z niezale»nozci
wektoréw X ) oraz to, »e

8i E(Y;) = E(Y); Var(Y;)= Var(Y): (4.8)

Jezli eksperymenty numeryczne generowane sj zgodnie z péan okrexlonym
przez hiperkostk] 2aci«skj, to uwzglidniajjc charakterystyczny dla tej metody
sposoOb tworzenia probki losowej, estymator 4.5) wygodnie jest zapisa¢ nast}-
pujico
X" X"

1 1
YL = N w;Yj = N wi (Xi); (4.9)
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gdzie realizacje wektoraX ; generowane sj w komérce, a w; jest zmiennj o roz-
k3adzie zero-jedynkowym postaci

1 jezli punkt z komorki i wchodzi w sk®ad prébki

Wi = 0  w przeciwnym wypadku:

(4.10)
Z de nicji ( 4.10 oraz z w?asnozci 2aci«skiej hiperkostki w sposob naturamn

wynika, »e
N 1
P(wi =1) = m: N 1
Poniewa» zmiennew; i Y; sj niezale»ne, oraz wykorzystujjc funkcj; gistoxci
prawdopodobie«stwa @.3) warto+¢ oczekiwanj estymatoraY, obliczy¢ mo»na

W nastpujjcy sposob:

= E(wj): (4.11)

1 X 1 X 1 X
E(v.)=E N wiYi = N E(wi)E(Yi) = N WE(Yi)
i=1 i=1 i=1
w2 (4.12)
= N° 'YianX(X)dxz ECY)= v,

i=1

gdzie | jest obszarem zajmowanym przez-tj komork] hiperkostki. Estymator

(4.9) jest zatem nieobcij»onym estymatorem wartoxci oczekiwas). Mo»na wy-

kaza¢, »e w ogollnozci estymatoryd(4) w przypadku gdy probki generowane

sj za pomoc;j @aci«skich hiperkostek sj nieobcij»onymi esymatorami , gdzie
jest wartozcij oczekiwanj Tg.

W pracy [170] wyprowadzono wzOr na wariancj; estymatora wato+ci ocze
kiwanej Y_ w funkcji wariancji Yr

N 1 X
gdzie ; = E(YjX 2 komorkai), a P jest zbiorem wszystkich par i; ; odpo-

wiadajjcych komérkom nie majjcym »adnej wspolnej wspé@rzéinej. Wyra»enie
(4.13 jest szczegblnym przypadkiem wzoru na wariancj, dowolneg estymatora
typu (4.4) postaci

N 1 X
gdzie ; = E[h(Y)jX 2 komérka i]. Mo»na udowodni¢ nast|pujjce twierdzenie

(zob. [170]):
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Twierdzenie 4.1: Jezli funkcjaY = (Xgq;:::;Xp) jest monotoniczna ze
wzglidu na ka»dy ze swoich argumentéw, a tak»@(Y) jest monotonicznj funk-
cji Y,toVar(T.) Var(Tgr).

Poniewa» powy»sze warunki spe®nia bardzo wiele funkcji mellijjcych za-
chowanie rzeczywistych uk®adow konstrukcyjnych, dlateggest to nies?ycha-
nie wa»na w2axciwo+¢ metod symulacyjnych wykorzystujjchicplany LH, do-
brze uzasadniajjca celowox¢ ich stosowania. W pracy [96] wyaganie zawarte
w twierdzeniu 4.1 zosta?o nieznacznie z2agodzone. Pokazano, »e redukcj; vear-
cji uzyskuje sij ju» wtedy gdy funkcja Y = (X) jest monotoniczna wzgl,dem
n 1 zmiennych.

Estymator wariancji funkcji losowej
Do oszacowania wartoxci wariancji funkcji losowej elemeéaiv populacji general-
nej Var(Y) = Var[ (X)] = $ u»ywana jest zazwyczaj tzw. wariancja empi-
ryczna dana wzorem

1 X

2= — Y, Y “: (4.15)
N
i=1

gdzie w zale»nozci od stosowanej metody 2a podstawia si} Yr lub Y.

W przypadku prébek generowanych w sposob losowy, warto+¢ zekiwani
tego estymatora oblicza si; nast;pujjco:
n #
2 1 X 2
E(sk)= E N Yi YR ;
i=1
mo»na zauwa»y¢, »e

X , X 2
Yi Yr = i v) (Yr v)
i=1 i=1
h i
= i v)PH (YR v)? 2 v)(YrRy)
i=1
= i  v)* N(Yr V)% (4.16)
i=1
poniewa»
X X

2 v)(Yr  v)=2(Yr v) (i v)=2N(Yr v)3%
i=1 i=1
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co daje w rezultacie

n #
1 X
E(sg) = E N Yi  v)?> E(Yr v)?
i=1

Poniewa» ostatni cz®n powy»szego réwnania jest wariancpvartotci xredniej
YR, dlatego na podstawie 4.7) mo»na zapisa¢

Var(Y)

E(Yr v)? = N

Przekszta®cajjc nastjpnie pierwszy cz@n wyra»enia nE[s%]

n #

1 X , 1 X , 1

E — (Y v): = — E (Y v)° = —NVar[Y] = Var[Y];
N N N
i=1 i=1
otrzymujemy ostatecznie
N 1
E(s3) = Var[Y]: (4.17)

Estymator (4.15 jest wijc obcij»onym estymatorem wariancji (jest nieobcij»o-
ny asymptotycznie), dlatego te» cz;tciej u»ywa si; nieobgbonego estymatora

X
Sk = 1 Vi Ye % (4.18)
i=1

dla ktérego
E(s3) = Var[Y]: (4.19)

Mo»na pokaza¢, »e wariancja powy»szych estymatoréw dj»y doera gdy N
wzrasta do niesko«czonozci. Sj to zatem estymatory zgodne.

Gdy plan eksperymentow generowany jest przez 2aci«sk; hipkostk!, to po-
dobnie jak w przypadku estymatora wartoxci +redniej, w celgprawdzenia ob-
cij»enia estymatora wariancji wygodnie jest posdu»y¢ si| lernatywnj formi
estymatora (4.15

1 X

N
i=1

1 X°

N
i=1

w; Y, A\ 2:

§? = wi (X)) Y% (4.20)
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gdzie realizacjeX generowane sj w komoércd, a zmiennew;, i = 1;:::;N",
dane sj wzorem @.10. Przekszta?cenia analogiczne do tych w4.12) prowadz;j
do wyra»enia

E(s{)= E (Y YU)?; (4.21)

i dalej, tak jak w (4.16),
n ,0
E?)=E (Y v) (ML v)° =Var(Y) Var(Y): (4.22)
Niestety, w przeciwie«stwie do estymatoraYg nie jest znane wyra»enie na wa-
riancj} Y_. Nie wyprowadzono réwnie» wyra»e« na wariancj, estymatond wa-
riancji (4.15 i (4.20).

Estymator odchylenia standardowego
Jako estymator odchylenia standardowego funkcji losowej ajcz;tciej u»ywany
jest pierwiastek estymatora nieobcij»onego wariancji 4.18

S

NOYY
s= '-1N : T (4.23)

W odro»nieniu od estymatora wariancji nie jest to estymator nieobcij»ony.

W wilkszozci przypadkéw (.23 daje zani»one wyniki w poréwnaniu z estymo-
wanj wielkozcij, ro»nica ta jednak dj»y do zera wraz ze wzrdem liczebnozci
prébki, mo»na wijc powiedzie¢, »e estymator ten jest asymptycznie nieobcij-

»ony.

4.1.3. Analiza g2qéwnych sk®adowych

Zazwyczaj celem losowych symulacji pracy konstrukcji przgrowadzanych
z udzia®em modelu komputerowego jest obliczenie pierwszyenomentow staty-
stycznych odpowiedzi konstrukcji oraz oszacowanie koretfi pomijdzy losowymi
parametrami modelu, a wybranymi wielkoxciami wynikowymi.Z drugiej stro-
ny, bardziej zaawansowana analiza statystyczna wynikéw syulacji prowadzi¢
moxe do lepszego zrozumienia g2éwnych przyczyn ich wariginco z kolei daje
mox»liwox¢ wprowadzenia odpowiednich zmian w projektowankonstrukcji.

Jednj z metod s®u»jcych temu celowi jest analiza g#6wnych $kdowych (ang.
principal component analysis- PCA), zob. np. [53]. Identy kujjc zmienne loso-
we, ktore wnoszj najwilkszy wk®ad w rozrzut wielkoxci odpowedzi konstrukcji,



4.1. Metody symulacyjne 93

PCA pozwala na redukcj} rozmiaru modelu stochastycznego parzez elimina-
¢jl ma2o istotnych zmiennych losowych. Szczegdélnie w prgpadkach, gdy ana-
lizowany model zawiera wiele zmiennych wejtciowych, wygai jest mdc go
uprozci¢ poprzez rozpatrywanie jedynie ograniczonej libg liniowych kombina-

cji tych zmiennych, takich kombinacji, ktore reprezentujj znacznj cz|+¢ losowej
Zmiennozxci reprezentowanej przez macierz kowarianciji.

Okrexlmy dalej mianem parametréw zbiér wszystkich zmienngh losowych
oraz wybranych odpowiedzi konstrukcji, ktére brane sj pod wag| w zadaniu
symulacji losowych. Ze wzglldu na ré»norodnj natur; zycznj tych wielkozci,
wygodnie jest u»y¢ w analizie g2¢éwnych sk?adowych macierkprelacji R, ktéra
jest macierzj kowariancji standaryzowanych parametréw. Aaliza PCA bazuje
na rozwijzaniu nastjpujjcego problemu w2asnego:

(R ihvi=0; I=1;::0np; (4.24)

gdzie np jest liczbj parametréw, a ; i v; sj odpowiednio wartotciami oraz
wektorami w2asnymi. Przyjmijmy nastjpnie, »e wartotci w2asne (rzeczywiste
i dodatnie) sj uporzjdkowane w kolejnoxci malejjcej, zaczpajic od najwilk-
szej. Prosta przechodzjca przez poczjtek wyznaczonego @z parametry uk®adu
wspoé?rzidnych i skierowana zgodnie /; nazywana jest pierwszj osij g2owni.
Analogiczna prosta skierowana zgodnie z wektorenv, nazywana jest drugj
osij g2own;j itd. G®%wne sk®adowe okrezxlajj pozycj; punktoww przestrzening
wymiarowej (zmienne losowe + wybrane odpowiedzi) w uk®adz g2éwnych osi.
Wykorzystujjc macierz V, ktorej kolumny utworzone sj z wektoréw w2asnych,
wartoxci sk®adowych g2éwnych dla parametréw odpowiadajych punktom z lo-
sowej probki wyznacza sil za pomoc;j transformacji

3
X112 X1 X2 Xp Xin,  Xn,
SX 4 SX, San
X21 X1 X2 X» Xon,  Xn,
F = SX 1 SX, SXnp V; (4.25)
Xn1 X1 XNz X2 XNnp  Xnp
Sx 4, SX anp

gdzie N jest liczbj punktow w probce, F jest macierzi o wymiarze N np
zawierajjcj wspo6?rzidne parametrow w przestrzeni g¢éwnyh sk®adowych, aX;

parametréw, obliczonymi z prébki. Mo»na pokaza¢, »e wsp@ynnik korelacji
pomijdzy i-tym parametrem j -tj sk®adow;j g2éwnj dany jest wzorem
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i = U g (4.26)
gdzie ; jest wartoxcij w2asnj odpowiadajicij j -tej sk*adowej g#ownej, auj; jest
i-tym wyrazem zwijzanego z nij wektora w2asnego.

Jezli z rozwijzania zadania w2asnego4(24) wynika, »e jest kilka dominujj-
cych warto+ci w2asnych ;, to silna korelacja pomijdzy parametrem zwijzanym
Z pewnj zmiennj losowj, a odpowiednij sk®adowj g2éwnj jest dobrym wskatni-
kiem wp?ywu tej zmiennej na obserwowany rozrzut odpowiedzanalizowanego
uk®adu konstrukcyjnego.

W prezentowanym dalej przyk®adzie p2yty spri»ystej o losowj grubozxci (zob.
pkt. 4.1.6) przeanalizowana zostanie efektywno+¢ poszczegoélnychtow symu-
lacji losowych w estymacji wartoxci tredniej pierwszej giiej sk®adowej.

4.1.4. Przyk®dy numeryczne: Analityczne funkcje testowe
4.1.4.1. Monotoniczna funkcja dwdch zmiennych

Sprawdzenie efektywnozci omoéwionych metod symulacyjnyaozpoczniemy
od funkcji testowej przedstawionej w pracy [89]

f2X;Y)= X + Y + XY + X%+ Y2+ X min[exp(3Y); 10} (4.27)

gdzie X i Y sj zmiennymi losowymi o rozk®adzie jednostajnym okrexlonyi
odpowiednio na przedzia®acH1; 1.5] i [0; 1]. Jak to mo»na zobaczy¢ na rys4.1,
funkcja (4.27) jest na tym obszarze monotoniczna. Zgodnie z twierdzeniem.1
(strona 90) nale»y sil zatem spodziewa¢, »e zastosowanie symulacjstavych,
w ktérych probki generowane sj przez 2aci«skie hiperkostkiprowadzi¢ bjdzie
do poprawy efektywnozci w stosunku do zwyk2ej metody Monte &rlo.

Ze wzglidu na jawnj posta¢ funkcji f 1, jej wartot¢ oczekiwana oraz odchyle-
nie standardowe oszacowane by¢ mogj z do+¢ du»j dok®adnge#m@ podstawie
symulacji Monte Carlo. Przyjmujic wielkox¢ probki N = 108 otrzymano

E[f 10X Y)] =10:947  [f1(X;Y)] = 5:344 (4.28)

Do wartotci tych odnosi¢ si} bjdziemy okrezlajjc tredni b?l estymacji war-
toxci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego za pomosgeregu technik
symulacji losowych. Brano pod uwag; nastjpujjce metody:
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FLX,Y)= X + Y + XY + XA2 + YA2 + X min(exp(3Y),10) ——

20 — —
18 -~
6 — - —
14 ——
12—
10 — —

PRy A o0 o

Rys. 4.1. Funkcja testowa f1(X;Y )= X + Y + XY + X2+ Y2+ X min[exp(3Y);10]

MC Klasyczna metoda symulacji Monte Carlo.

RLH-r Prébki generowane sj przez losowe hiperkostki 2aci«skiezm. takie,
w ktérych nie optymalizowano rozmieszczenia komérek zawiajjcych
punkty (realizacje wektora losowego), a po2o»enie punktu @wnitrz ko-
morki hiperkostki wybierane jest w sposéb losowy zgodnie zork?adem
prawdopodobie«stwa zmiennych w komorce.

RLH-m Probki generowane sj przez losowe hiperkostki 2aci«skie, punkty
wybierane sj w medianach zmiennych losowych wewnitrz komdak.

RLH-  Podobnie jak RLH-m, ale zamiast median przyjmowane sj warteci
oczekiwane zmiennych. O ile w przypadku zmiennych o obcijtsn rozk?a-
dzie normalnym oraz rozk®adzie jednostajnym znane sj wzorga wartot¢
oczekiwani, to dla wijkszotci pozosta®ych rozk®addéw prawapodobie«-
stwa w celu znalezienia tej wartotci konieczne jest zastosanie ca®ko-
wania numerycznego. Oczywitcie, gdy wszystkie zmienne tvge majj
rozk?ad jednostajny to metody RLH- oraz RLH-m prowadz; do takich
samych wynikow.

OLH-r W metodzie tej do wygenerowania probki stosuje si} optymale hiper-
kostki 2aci«skie (zob. dodatekB). Pomimo swojej nazwy, w rzeczywisto-
*ci ten optymalny uk®ad punktéw eksperymentalnych nie jestunikalny.
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Optymalna hiperkostka przedstawiona mo»e by¢ nan! sposob6w przez
zwyk?j zamian,| kolejnoxci wspé2rzidnych punktéw z prébki, zachowujjc
sta?j wartox¢ kryterium odleg®oxci mijdzy punktami bjd* te» kryterium
si® (zob. podrozdzia®B.1). Mechanizm ten zilustrowano na rys.4.2 na
przykdadzie planu OLH dla dwoch zmiennych. Innj przyczyni, dla ktorej
mox»na mowi¢ o rozrzucie wartoxci statystyk uzyskiwanych gy pomocy
prébek OLH, jest sam proces tworzenia optymalnej hiperkosti. Poniewax
proces optymalizacyjny rozpoczyna si; od utworzenia losogj 2aci«skiej
hiperkostki oraz zatrzymywany jest po spe2nieniu pewnego rhitralnie
przyjitego kryterium zbie»nozci, dlatego te» w rzeczywisitci mo»na moé-
wit¢ o pewnej populacji planéw OLH. Co jest zrozumia®e, im wiksza
probka oraz im wijcej zmiennych losowych, tym mniejsze jestprawdo-
podobie«stwo uzyskania dwéch identycznych OLH w dwéch niege»nych
procesach optymalizacji. Przez OLH-r, analogicznie jak RH-r, oznaczo-
no metod], w ktorej realizacja wektora losowego wewnitrz kanérki OLH
wybierana jest w sposdb losowy, zgodnie z funkcjj gjstotcirpwdopodo-
bie«stwa (4.3).

OLH-m Probki generowane sj przez optymalne hiperkostki 2aci«ski, a punkty
planu OLH umiejscowione sj w medianach zmiennych losowychewnitrz
wybranych komorek.

OLH-  Prébki generowane sj przez optymalne hiperkostki 2aci«ski, a punkty
planu OLH okrezxlone sj przez wartoxci oczekiwane zmiennydbsowych
w wybranych komorkach.

Rys. 4.2. Zmiana uk®adu punktéw kwadratu 2aci«skiego w wyni ku zamiany kolejnotci wsp62-
rzjdnych punktéw.
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W tabeli 4.1 przedstawiono wartotci +rednie oraz odchylenia standarde
wzglidnych b&déw procentowych popenianych przy estymag wartotci ocze-
kiwanych oraz odchyle« standardowych funkcji 4.1) za pomocj wymienionych
powy»ej metod symulacyjnych. Rozpatrywano szereg wielkoitprobek, od za-
wierajicych N = 4n = 8 do N = 30n = 60 punktéw eksperymentalnych.
Wartoxci w tabeli otrzymano na podstawie 100 powtérze« zadania symulaciji
losowych ka»dego typu dla wszystkich za?o»onych liczebra#probek. Te same
wyniki przedstawiono réwnie» w formie wykreséw na rysunkat 4.3 i 4.4. Na
ich podstawie 2atwo mo»na oceni¢ efektywno+¢ poszczegémynetod. W anali-
zowanym przyk®adzie, niezale»nie od wielkoxci probki, teoiki wykorzystujjce
koncepcj 2aci«skiej hiperkostki prowadzj do znacznie mngjszych badow es-
tymacji ni» standardowa metoda Monte Carlo. Ta dominacja jest szczego6lnie
widoczna przy szacowaniu wartotci oczekiwanej funkcji;. Spoxrdéd czterech
metod generujjcych probki za pomoci hiperkostek, najlepsg okaza®a si; me-
toda OLH-m, ktéra nawet dla ma?ych N oferuje doskona?; jakox¢ estymaciji.
Mo»na réwnie» zauwa»y¢, »e wraz ze wzrostem liczebnozcilkiozaciera si,
ré»nica mijdzy wariantami wyboru realizacji zmiennych wewnijtrz komérki hi-
perkostki.

Tablica 4.1. Warto+ci +rednie oraz odchylenia standardowe wzglidnych b3 déw procentowych
pope?nianych przy estymacji wartotci oczekiwanej oraz oddylenia standardowego funkciji
(4.27) przy uw»yciu ré»nych technik symulacji losowych i dla ré»ny ch wielkotci probek N.
Przyjito jednostajny rozk®ad zmiennych losowych. Odchyle nia standardowe b23/déw podane
sj kursyw;.

MCerr[%] | RLH-rerr[%] | RLH-m err[%] | OLH-r err[%] | OLH-m err[%)]
N fa fa fa f1 f1 fa fa f1 fa f1

4n=8 |14.33|/15.48/2.11| 11.20 |1.44| 10.31 |1.68| 6.91 |0.67| 5.97
10.51|12.55(1.61| 7.55 |1.07| 7.17 |1.19| 495 |0.20| 4.20
6n=12 |11.37|11.24|1.58| 8.05 | 1.26| 8.68 |0.90| 4.46 |0.14| 4.08
8.62 | 898 |1.08| 552 |0.84| 551 |0.64| 2.06 |0.17| 1.34
8n=16 | 9.81| 9.72 | 1.26| 7.02 |0.97| 6.51 |0.68| 3.18 |0.23| 3.19
7.14 | 7.45|0.81| 454 |0.73| 462 |0.47| 1.99 |0.16| 1.73
1n=20| 8.65| 8.56 | 1.07| 6.10 |0.83| 5.24 |0.43| 2.55 |0.20| 2.63
6.50 | 6.58 |0.73| 4.02 |0.64| 4.00 |0.32| 1.54 |0.13| 1.42
15n=30| 7.16 | 7.08 | 0.71| 4.21 |0.73| 4.50 |0.28| 1.71 |0.15| 1.77
5.35 | 5.21 |0.55| 3.19 |0.53| 3.18 |0.18| 1.03 |0.09| 0.92
20n=40| 6.18 | 6.05 | 0.61| 3.62 |0.57| 3.46 |0.19| 1.38 |0.11| 1.20
489 | 448 |047| 2.74 |0.46| 273 |0.13| 0.76 |0.07| 0.65
30n=60| 5.11 | 4.82 |0.48| 2.80 |0.49| 2.89 |0.11| 0.89 |0.08| 0.77
3.79 | 350 |0.39| 2.22 |0.38| 230 |0.07| 0.47 |0.06| 0.49
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EER R

Rys. 4.3. Warto+¢ +rednia wzglidnego b3jdu procentowego przy estymacji warto+ci oczekiwanej
funkcji ( 4.27) dla zmiennych losowych o rozk®adzie jednostajnym.

EER R

N

Rys. 4.4. Warto+¢ +rednia wzglidnego b?jdu procentowego przy estymacji odchylenia standar-
dowego funkcji (4.27) dla zmiennych losowych o rozk®adzie jednostajnym.
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Nast|pnie, to samo zadanie powtdrzono zak®adajjc, »e zmiere losoweX i Y
majj rozk¥ad normalny o identycznych wartotciach oczekiwaych jak w przy-
padku zmiennych jednostajnych oraz tak dobranych odchyleiach standardo-
wych, aby zakres( 3; +3 ) pokrywa? si} z przedzia®ami okrexlonoxci zmien-
nych jednostajnych. Dostajemy zatem x = 1:25, x = 0:083 vy = 05
i vy =0:17. | tym razem, w celu dok®dnego oszacowania wartoxci oczekinej
oraz odchylenia standardowego funkcji 4.27) przeprowadzono symulacje Mon-
te Carlo przyjmujjc wielko+¢ probki losowejN = 10°. Otrzymano nast!pujjce
wartoxci:

E[f1(X;Y )] = 10:409 [f1(X;Y )] =3:504 (4.29)

W przypadku zmiennych losowych o rozk®adzie normalnym wa+¢ trednia
zmiennej w komérce 2aci«skiej hiperkostki nie pokrywa si} zej medianj, dlatego
w tabeli 4.2 podano oddzielnie wyniki dla metod LH-m i LH- .

Tablica 4.2. Warto+ci trednie oraz odchylenia standardowe wzglidnych b3/déw procentowych
pope?nianych przy estymacji wartotci oczekiwanej oraz oddylenia standardowego funkciji
(4.27) przy uw»yciu ré»nych technik symulacji losowych i dla ré»ny ch wielkotci probek N.
Przyjito gaussowski rozk®ad zmiennych losowych. Odchylenia standardowe b3déw podane
sj kursyw;.

MCerr[%)] | RLH-merr[%] | RLH- err[%] | OLH-merr[%] | OLH- err[%]
N f1 f1 f1 f1 f1 f1 f1 fi f1 f1
4n =8 |9.85|20.05|/0.73| 9.77 |0.85| 11.70 | 0.54 | 6.98 | 0.74 | 8.67
6.74(13.93|0.53| 7.18 |0.60| 864 |0.26 | 3.57 |0.279| 3.64
6n =12 |8.30|17.05/0.49| 6.94 |047| 7.36 | 0.12| 3.21 | 0.11| 4.57
6.14|12.95|0.32| 4.73 |0.31| 4.80 |0.069| 1.45 |0.081| 1.56
8n =16 |6.55|15.76/0.41| 5.18 |0.43| 6.16 | 0.09 | 2.20 | 0.08 | 2.72
475|12.31|10.27| 350 |0.31| 4.38 |0.065| 1.32 |0.061| 1.38
10n =20 |6.28|12.84/0.32| 4.32 |0.37| 5.41 | 0.08| 1.62 | 0.07| 2.31
466|10.06|/0.23| 3.19 |0.26| 3.89 |0.063| 1.15 |0.052| 1.21
15n =30 |4.88| 9.74 | 0.27| 3.58 |0.30| 4.07 | 0.06| 1.25 | 0.06 | 1.52
3.66|7.71 |{0.20| 2.71 |0.21| 2.93 |0.048| 0.87 |0.050| 0.94
20n =40 | 4.20| 7.98 |0.23| 3.15 |0.22| 3.00 | 0.05| 0.93 | 0.05| 1.25
3.11(5.72 |0.16| 2.27 |0.17| 2.24 |0.041| 0.66 |0.038| 0.73
30n=60{3.87| 6.85|0.21| 2.79 |0.18| 2.52 | 0.04| 0.74 | 0.04 | 0.98
2.88|5.67 |0.16] 2.32 |0.13| 1.88 |0.031| 0.48 |0.033| 0.58

Podobnie jak poprzednio, wartotci z tabeli przedstawionoak»e na wykre-
sach, zob. rys.4.5i rys. 4.6. | w tym przypadku bardzo silnie uwidoczni®a si|
dominacja metod wykorzystujjcych 2aci«skie hiperkostki rad zwyk2ymi symu-
lacjami Monte Carlo. Ciekawe jednak jest, i» inaczej ni» to pisywano w pra-
cach [100] oraz [119], zauwaxalna jest lepsza dok®adnoH§raacji przy wyborze
median, a nie wartozci xrednich zmiennych losowych w komdée&h hiperkostek.
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Rys. 4.5. Warto+¢ +rednia wzglidnego b3jdu procentowego przy estymacji warto+ci oczekiwanej
funkcji ( 4.27) dla zmiennych losowych o rozk®adzie normalnym.
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Rys. 4.6. Warto+¢ rednia wzglidnego b?/du procentowego przy estymacji odchylenia standar-
dowego funkcji (4.27) dla zmiennych losowych o rozk®adzie normalnym.
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4.1.4.2. Niemonotoniczna funkcja dwdch zmiennych

Jak pamijtamy, na podstawie twierdzenia 4.1 mo»na stwierdzi¢, »e metody
symulacji losowych wykorzystujjce koncepcj| 2aci«skiej liperkostki zapewnia-
ji lepszj jakox¢ estymaciji (mniejszj wariancj, estymatora) je»eli rozpatrywana
funkcja zmiennych losowych spe®nia pewne wymagania dotygz jej monoto-
nicznozci. Interesujjce jest zatem poréwnanie efektywnakré»nych metod sy-
mulacji dla funkcji niemonotonicznej. Ponownie, za pracj B9], przyjito nast;-
pujici funkcj} dwdch zmiennych losowych X i Y:

foX;Y)= X + Y+ XY + X%+ Y2+ Xg(Y); (4.30)

gdzie
h(Y)=(Y 11=43) '+ (Y 22=43) 1+(Y 33=43) %
g(Y) = h(Y) jexli jh(Y)j< 10
g(Y)=10 jesli h(Y) 10
g(Y)= 10 je+li h(Y) 10:

Tak jak w poprzednim zadaniu, zmienneX i Y majj rozk?®ad jednostajny, od-
powiednio na przedzia®ach1; 1:5] i [0; 1], Wykres funkcji pokazano na rys.4.7.

f2(X,Y)= X + Y + XY + XA2 + YA2 + Xg(Y)
20

B
5
. i
i.%%

4 0.7
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.4?.5 B 7 02 03 0.4

0 y

Rys. 4.7. Funkcja testowa fo(X;Y )= X + Y + XY + X2+ Y2+ Xg(Y)
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Obliczajjc uprzednio za pomocj symulacji Monte Carlo (N = 107) wartoci
statystyk funkcji f,

E[f 2(X;Y )] =4:075  [f2(X;Y )] =11:750 (4.31)

w tabeli 4.3 zebrano wyniki dotyczjce wzglidnych b?déw procentowych pope?-
nianych przy estymacjiE(f2) i (f»), przy u»yciu rozpatrywanych technik symu-
lacji losowych. Z uwagi na przyjity typ rozk®adu prawdopodobie«stwa zmien-
nych, nie jest zasadne w tym przypadku rozré»nianie metod LHn i LH- . Na
rysunkach 4.8 4.9 przedstawiono te same rezultaty w formie wykreséw.

Tablica 4.3. Warto+ci +rednie oraz odchylenia standardowe wzglidnych b3 déw procentowych
pope?nianych przy estymacji wartotci oczekiwanej oraz oddylenia standardowego funkciji
(4.30) przy uw»yciu ré»nych technik symulacji losowych i dla ré»ny ch wielkotci probek N.
Przyjito jednostajny rozk®ad zmiennych losowych. Odchyle nia standardowe b23/déw podane
si kursyw;.

MC err[%] | RLH-rerr[%] | RLH-merr[%] | OLH-m err[%] | OLH-m err[%]
fa fa fa fa fa fa fa fa fa fa
4n =8 |82.20|10.73| 37.60| 7.26 | 29.55| 11.45|37.09| 7.37 |29.89| 11.43
60.76| 9.86|29.21| 4.88 |12.57| 2.42 |28.92| 4.80 | 6.22 | 2.11
6n =12 | 66.55| 7.61 | 28.38| 4.58 | 16.28| 5.35 |31.57| 4.49 |17.10| 5.31
49.28| 6.42|20.55| 3.01 | 9.14 | 2.02 |23.37| 2.99 |10.58| 2.00
8n =16 |57.12| 6.19 | 24.00| 3.38 | 20.50| 3.63 |22.34| 3.32 | 20.61| 3.55
42.67| 5.02|16.59| 2.27 | 822 | 1.70 | 15.08| 2.48 | 9.05| 1.61
10n =20 | 51.68| 5.43|19.84| 2.72 | 21.21| 2.48 |19.27| 2.55 |21.36| 2.41
38.77| 4.42|14.07| 1.83 | 7.39 | 1.41 |12.03| 1.76 | 6.52 | 1.24
15n =30 | 41.89| 4.16 | 12.62| 1.85| 495 | 1.99 |11.60| 1.83 | 3.15| 1.88
31.72| 325|961 | 1.26 | 3.65| 1.18 | 9.34 | 1.08 | 2.28 | 0.83
20n =40 | 36.62| 3.51|10.99| 1.44 | 6.80 | 1.47 |10.51| 1.29 | 6.30| 1.29
27.67| 2.76| 7.89 | 099 | 443 | 094 | 7.33 | 0.79 | 3.03 | 0.60
30n=601|29.53| 2.77| 6.74| 1.03 | 3.41| 099 | 563 | 0.91 | 1.98| 0.90
22.07| 2.10| 5.09 | 0.73 | 255 | 0.70 | 452 | 057 | 1.47 | 0.43

Przed omoéwieniem otrzymanych wynikéw warto jest przyjrzedsi} uwa»niej
wykresowi funkcji fo na rys. 4.7. Mo»na spostrzec, i» dla wybranej wartotcy
zmiennox¢ funkcji w kierunku osix jest nieznaczna, a wykres funkcji sk®ada si|
w wilkszej czjtci z prawie poziomych segmentéw po?jczonycpowierzchniami
o gwattownym spadku. Rzut stromych fragmentow wykresu nap®aszczyzn|
Xy zajmuje stosunkowo ma?dj powierzchni} w poréwnaniu do elemetéw pozio-
mych. Pamijtajjc tak»e o warstwowej naturze 2aci«skich hiperkostek, 2atwiej
jest zinterpretowa¢ wyniki symulaciji.
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EER R

N

Rys. 4.8. Warto+¢ +rednia wzglidnego b?jdu procentowego przy estymacji warto+ci oczekiwanej
funkcji ( 4.30) dla zmiennych losowych o rozk®adzie jednostajnym.

N

Rys. 4.9. Warto+¢ +rednia wzglidnego b?jdu procentowego przy estymacji odchylenia standar-
dowego funkcji (4.30) dla zmiennych losowych o rozk®adzie jednostajnym.
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Pomimo niemonotonicznego charakteru funkcji, b?jd estymaji zwyk?; me-
todj Monte Carlo jest w wilkszoxci przypadkéw wielokrotnie wilkszy od b?j-
doéw pope?nianych przy u»yciu pozosta®ych metod. Jedynym pypadkiem kie-
dy zaobserwowano odwrotnj sytuacj, jest estymacja odchylaia standardowego
funkcji za pomocj prébek generowanych przez hiperkostki zealizacjami wek-
tora losowego w medianach dladN = 8. Co ciekawe, ze wzglidu na omdwiony
powy»ej charakterystyczny kszta?t wykresu funkcji, nie zabserwowano znaczj-
cych ro»nic pomildzy podejtciem RLH a OLH. Trudno jest te» jenoznacznie
stwierdzi¢, czy korzystniejszy jest losowy wybor realizgczmiennych wewnijtrz
komorki, czy te» wybo6r median. Pierwsza z tych koncepcji jesbowiem lep-
sza przy estymacji odchylenia standardowego, a druga przysgymacji wartoxci
+redniej. W przypadku realizacji zmiennych losowych w mediach hiperkostki
zastanawiajjca jest niemonotoniczna zbie»nox¢ b?du estyacji wartoxci tred-
niej wraz ze wzrostem wielkoxci prébki. Mo»na to t*tumaczy¢ wen sposob,
i» przy pewnych gjstoxciach podzia®u 2aci«skiej hiperkokt, zdeterminowany
medianami komérek uk?ad punktéw eksperymentalnych systeatycznie pomija
pewne istotne dla wartotci +redniej obszary dziedziny fuk (4.30), co w rezul-
tacie prowadzi do wijkszego b3 du estymaciji, ni» w przypadki mniejszych lecz
bardziej reprezentatywnie roz@o»onych probek.

4.1.4.3. Wielowymiarowa funkcja Rosenbrocka

W poni»szym przyk2adzie, za pomocj rozpatrywanych techniksymulaciji lo-
sowych, przetestowano dok®adnox¢ estymacji wartotci ok&ganej oraz odchy-
lenia standardowego uogélnionej wielowymiarowej funkcjRosenbrocka ( [226]
strona 49), ktora dla parzystej liczby zmiennych losowychn ma posta¢

5(:2
fa(X)=  [100Xz X% )+ Xz 1) (4.32)
i=1

Przyjito n = 10 zmiennych losowych o rozk®adzie jednostajnym na przedzia-
le [0;2]. Obliczone na podstawie symulacji Monte Carlo N = 107) wartoci
odniesienia wynosz;j

E[f3(X)] = 935:0;  [fs(X)] =571:75 (4.33)

Ze wzglidu na typ rozk®adu prawdopodobie«stwa zmiennych Isowych rozpa-
trywano jedynie metody LH-r oraz LH-m. W tabeli 4.4 oraz na wykresach4.10
i 4.11 zebrano wszystkie wyniki symulacji.
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Tablica 4.4. Warto+ci trednie oraz odchylenia standardowe wzglidnych b3/déw procentowych
pope?nianych przy estymacji wartotci oczekiwanej oraz oddylenia standardowego wielowy-
miarowej funkcji Rosenbrocka (4.32) przy u»yciu ré»nych technik symulacji losowych i dla
ré»nych wielkotci prébek N. Przyjito jednostajny rozk®d zmiennych losowych. Odchyl enia
standardowe b3déw podane sj kursyw;.

MC err[%] | RLH-rerr[%] | RLH-m err[%] | OLH-r err[%] | OLH-m err[%]
N fs fs fs fs fs fs fs fs fs fs

4n =40 |7.67| 10.96|4.20| 9.46 |4.20| 9.46 |0.75| 13.11 | 0.60| 12.92
5.79| 8.28 |3.18| 7.25 |3.16| 7.21 |0.57| 6.48 |0.45 | 6.54

6n =60 |6.28| 8.94 |3.42| 7.72 |3.41| 7.71 |0.41| 13.03 | 0.38| 13.44
4.74| 6.72 |2.58| 5.87 |258| 585 |0.31| 442 |0.27 | 454

8n =80 |545| 7.76 |2.95| 6.69 |293| 6.66 |0.31| 14.13| 0.26 | 14.18
411| 5.85 [2.23| 5.08 |2.22| 506 |0.22| 344 |0.19 | 3.53

10n =100 |4.87| 6.93 |2.64| 594 |2.64| 595 |0.21| 13.23 | 0.18| 13.26
3.68| 524 |2.00| 449 |199| 451 |0.16| 2.90 |0.13 | 2.95

150 =150 | 3.97| 5.68 | 2.15| 4.86 |2.14| 4.88 |0.14| 13.02 | 0.13 | 13.06
3.00| 427 |162| 3.67 |162| 368 |0.10| 2.18 |0.10 | 2.23

20n =200 | 3.43| 490 |1.85| 4.21 |1.86| 4.18 |0.11| 13.30| 0.11| 13.36
259| 3.71 |140| 3.18 |140| 3.17 |0.08| 1.60 |0.08 | 1.56

30n =300|2.81| 4.00 |1.51| 3.44 |152| 3.44 |0.10| 13.18 | 0.09| 13.19
212| 3.02 |1.14| 261 |1.154 260 |0.07| 1.25 |0.07 | 1.30

Rys. 4.10. Warto£¢ *rednia wzglidnego b&du procentowego pzy estymacji wartotci ocze-
kiwanej wielowymiarowej funkcji Rosenbrocka ( 4.32) dla zmiennych losowych o rozk2adzie

jednostajnym.
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N

Rys. 4.11. Warto+¢ trednia wzglidnego b?3jdu procentowego pzy estymacji odchylenia stan-
dardowego wielowymiarowej funkcji Rosenbrocka (4.32) dla zmiennych losowych o rozk?adzie
jednostajnym.

Pomimo niemonotonicznego charakteru funkcji mo»na zauwg$, »e nieza-
le»nie odN, metody wykorzystujjce prébki generowane przez RLH prowadi
do mniejszych badoéw estymacji ni» zwyk®a metoda Monte Cad. Zupe?nie nie-
istotny jest te» sposdb wyboru realizacji wektoraX wewnitrz komoérek 2aci«-
skich hiperkostek metody LH-r i LH-m dajj tu praktycznie ta kie same wyniki.
Symulacje oparte na optymalnych hiperkostkach zapewniajjwytmienite osza-
cowanie wartoxci oczekiwanej (zredni b2jd nawet dldN = 4n nie przekracza
1%!). Zaskakujjco z% sj niestety wyniki estymacji OLH odchylenia standardo-
wego funkcji Rosenbrocka. W przypadku metod MC oraz RLH widazny jest
wyratny trend malejjcy funkcji b?du wraz ze wzrostem wielkozci probki, zob.
rys. 4.11, natomiast w przypadku OLH b?#;d ten ustabilizowa? si} na poziomie
oko®0 13% bez widocznej tendencji spadkowej. Spostrze»enie to proda¢ mo-
»e do wniosku, i» dla pewnych funkcji estymatory odchylenisstandardowego
przy probkach generowanych przez optymalne hiperkostki %&«skie mogj by¢
w sposOb istotny obcij»one (w odré»nieniu od estymatora waancji estyma-
tor (4.23 jest obcij»ony). Ze wzglidu na dugotrwady proces tworzera planéw
OLH, trudne jest obliczenie wartotci b®du estymacji odchyenia standardowego
dla bardzo du»ychN. Jest to tak»e w sprzecznozci z idej samej metody, ktdra
ma za zadanie zapewnia¢ wystarczajjco dobrj dok®adnox¢ $yatyk dla ma2ych
prébek.
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4.1.4.4. Funkcja wyk®dnicza

Ostatnij funkcjj testowj, jakiej u»yjemy do naszych poréwna« jest funkcja

X0
f4X)=exp 02 X?2: (4.34)
i=1

Przyjito n = 6 zmiennych losowych o identycznych gaussowskich rozk®adac
prawdopodobie«stwa danych przez x, = 1:0i x, = 1:0,i = 1;:::;6. Na
podstawie symulacji Monte Carlo (N = 107) ustalono nast!pujjce wartoxci
odniesienia:

E[fa(X)] = 0:1546  [f4(X)] = 0:1459 (4.35)

Podobnie jak w przypadku funkcji (4.27), ze wzglidu na za?o»ony rozk®ad zmien-
nych, zasadne jest rozré»nienie dwdch wariantéw wyboru ictealizacji wewnitrz
komorek 2aci«skiej hiperkostki, tj. realizacji w medianat i warto+ciach oczeki-
wanych. Rozpatrywane sj zatem metody MC, RLH-m, RLH- , OLH-m i OLH-
Wartoxci b3 doéw estymacji szacowanych statystyk, odpowidajjce wymienio-
nym metodom dla ré»nych wielkoxci probek, otrzymane na poatvie stukrotne-
go powtdrzenia ka»dego zadania symulacji losowych zebramo tabeli 4.5 oraz
na wykresach4.12i 4.13

Tablica 4.5. Warto+ci +rednie oraz odchylenia standardowe wzglidnych b&déw procentowych
pope?nianych przy estymacji wartotci oczekiwanej oraz oddylenia standardowego funkciji
(4.34) przy u»yciu ro»nych technik symulacji losowych i dla ré»ny ch wielkotci probek N.
Przyjito gaussowski rozk®ad zmiennych losowych. Odchylenia standardowe b2 déw podane s;j
kursyw;.

MCerr[%)] | RLH-merr[%] | RLH- err[%] | OLH-merr[%] | OLH- err[%]
N faq faq fa faq fa faq faq fq fa faq
4n=24 |14.99| 17.84|8.04| 15.43 |7.70| 1551 | 3.34| 5.81 | 5.97| 7.01
11.55|12.80 | 6.13| 11.13 |5.81| 11.09 |1.95 | 4.38 |2.48 | 4.52
6n=36 |12.76| 14.41|6.09| 12.34 |6.34| 12.67 | 4.04| 4.66 | 6.42| 6.00
9.45 | 10.28 |4.77| 9.08 |4.78| 9.26 |1.91 | 3.32 |2.31 | 3.92
8n=48 |10.70| 11.96|5.30| 10.92 |5.20| 10.51 | 4.99| 4.39 | 6.16| 4.55
8.29 | 9.09 |3.84| 7.62 |3.89| 7.73 |1.72 | 3.17 |1.99 | 3.66
10n=60 | 9.13 | 10.51|4.91| 9.70 |4.90| 951 | 5.70| 4.60 | 5.99| 3.77
7.25|8.01 |358| 7.06 [3.64| 7.12 |152 | 3.32 |1.46 | 3.15
15n=90 | 7.79 | 8.94 |3.98| 7.80 |3.94| 7.75 |552| 2.80 |6.22| 3.52
6.00 | 6.56 |2.93| 576 |2.86| 576 |0.94 | 259 |1.06 | 2.67
20n=120| 6.73 | 7.63 |3.37| 6.52 |3.47| 6.94 |591| 279 | 6.30| 3.06
5.16 | 5.84 |2.62| 5.01 [250| 501 |0.87 | 222 |0.82 | 2.44
30n=180| 553 | 595 |2.67| 530 |2.73| 529 |542| 265 | 6.21| 2.90
424 | 471 |2.03| 4.04 |213| 415 |082 | 2.15 |0.75 | 2.10
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thtet
3

Rys. 4.12. Warto+¢ +rednia wzglidnego b3 du procentowego pzy estymacji warto+ci oczekiwa-
nej wielowymiarowej funkcji ( 4.34) dla zmiennych losowych o rozk®adzie normalnym.

Rys. 4.13. Warto£¢ +rednia wzglidnego b2du procentowego pzy estymacji odchylenia stan-
dardowego wielowymiarowej funkcji ( 4.34) dla zmiennych losowych o rozk®adzie normalnym.
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Analizujjc uzyskane wyniki mo»na spostrzec, »e i w tym przypdku metoda
RLH géruje dok®adnozcij estymacji nad zwyk® metod; Monte Carlo. Zaska-
kujjce sj natomiast oszacowania otrzymane przy u»yciu hipgkostek optymal-
nych. W przeciwie«stwie do poprzedniego przyk®adu, metod®LH prowadzj do
bardzo dobrej estymaciji odchylenia standardowego, zob. sy 4.13 a estymator
wartoxci oczekiwanej jest wyratnie obcij»ony ze trednim fifem stabilizujjcym
si} na oko?o 6%, rys. 4.12 Nie zaobserwowano wyralnej jakoxciowej ro»nicy
pomijdzy wersjami LH-m i LH-

4.1.5. Przyk®ad: Kratownica Misesa

Poni»szy przyk®ad analizy dok®adnozxci oszacowania momént statystycz-
nych odpowiedzi konstrukcji za pomocj symulacji losowych @czerpnijty zosta?
z pracy [237]. Model konstrukcji stanowi ma2owynios®a jedopritowa kratow-
nica Misesa pokazana na rys4.14. Jest to uk®ad sk®adajjcy si} z odpowiednio
zamocowanego prita obcij»onego w wille sidj pionowj oraz zespri»yny. W przy-
padku obcij»enia skierowanego w d6? uk®ad podatny jest na tat] statecznozci
w postaci przeskoku do innego po?o»enia réwnowagi.

Konfiguracja poczatkowa (S=0)
Rys. 4.14. Kratownica Misesa. Pokazana si?aS ma znak dodatni.

Nieliniowe zachowanie kratownicy wynika z za?o»e« kinemgtznych (du»e
przemieszczenia), a nie ze zwijzkdw konstytutywnych, ktée przyjito jako li-
niowo spri»yste. Poszukiwanj wielkoxcij jest przemiesz@nie pionowe prawego
ko«ca prita w bjdjce funkcjj modu®u Younga E, pola przekroju prita A ijego
d2ugozci poczjtkowejl, po®o»enia prawego w;z%a przed przy2o»eniem obcij»enia
z > 0, sztywnozci spri»ynyK s oraz si®yS. Przemieszczeniav wyznaczy¢ mo»na
z nastjpujjcego réwnania (por. [37]):
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S= El—ﬁ z°w + gzwz+ %W?’ + Kgw: (4.36)
Wyprowadzajijc t; zale»not¢ za®o»ono mady wymiar kijta (zob. rys. 4.14),
z czego wynikaz;w |. Réwnanie (4.36) jest wielomianem trzeciego stopnia
zmiennej w. Mo»na pokaza¢, »e w zale»nozci od wartoxci parametréw (\W3p
czynnikéw) réwnanie to ma jedno albo trzy miejsca zerowe. W gypadku trzech
pierwiastkow jako rozwijzanie przyjmowany jest ten pierwiastek, ktéry odpo-
wiada najmniejszej wielkoxci przemieszczenia. Ma to migjs gdy skierowana do
do®u si®a S jest mniejsza od krytycznej wartoxci powodujjcej przeskokuk?adu
prit-spri»yna do nowego po?o»enia rownowagi. Przypadek,dy rownanie (4.36)
ma tylko jeden pierwiastek odpowiada bjd! kon guracji konstrukcji po przesko-
ku, bjd! te» takiej pracy konstrukcji, w ktérej ten typ utrat y statecznozxci nie
wystipuje ze wzglidu na du»j sztywnoz¢ spri»ynyKs.

Za*0»my nastipnie, »e parametry konstrukcji sj niezale»ngni zmiennymi lo-
sowymi o rozk®adach wymienionych w tab4.6. W przypadku zmiennych o roz-
kdadzie normalnym w tabeli podano ich wartot¢ +rednij oraz spé2czynnik
zmiennozxci, a w przypadku zmiennych o rozk®adzie jednostajm lew; i pra-
wj granic;.

Tablica 4.6. Kratownica Misesa: zmienne losowe

Zmienna| Rozk?ad |E(X)/Lewa granica| (X)/Prawa granica
E normalny 5 10° N=mm? 0:02
A normalny 100mm? 0:.02
[ normalny 2500mm 0:03
z jednostajny 15mm 27mm
Ks normalny 0:9N=mm 0:2
S jednostajny 40N 30N

W celu oceny dok®adnozxci oszacowania wybranych losowychachkterystyk
przemieszczeniav na podstawie statystyk, ktérych wartoxci generowane sj prez
ré»ne metody symulacji losowych, nale»y najpierw jak najddadniej okrezxli¢
ich rzeczywistj wartox¢. Niestety, w tym przypadku jest to mo»liwe jedynie
za pomocj symulacji Monte Carlo, przyjmujjc jak najliczniejszj probk}. Na
podstawie N = 100000 losowo wygenerowanych punktéw eksperymentalnych
obliczono nast|pujjce wartoxci odniesienia dla statystyk
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wartox¢ oczekiwana wielkoxci przemieszczenia
E(jwj) =40:49mm,; (4.37)
odchylenie standardowe wielkoxci przemieszczenma
(jwj) =5:89mm; (4.38)
macierz korelacji

E|A I z Ks [ jS] | jwj
E |1.0/0.0/ 0.0 | 0.0| 0.0 | 0.0| 0.0
A |0.0/1.0] 0.0 | 00| 0.0 |0.0| 0.0
| 10.0/0.0{ 1.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 |-0.01
z |0.0/{0.0/ 0.0 | 10| 0.0 | 0.0]|0.67
Ks[0.0/0.0] 0.0 | 0.0| 1.0 | 0.0 |-0.65
jSj10.0/0.0f 0.0 | 0.0| 0.0 | 1.0| 0.26
jwj | 0.0/0.0|-0.01|/0.67|-0.65/0.26| 1.0

(4.39)

Analizujjc macierz (4.39 mo»na spostrzec, »e dzijki zastosowaniu dostatecz-
nie du»ej probki nie pojawi®y sij w macierzy nieprawdziwe, fezerowe wartoxci
wspoéaczynnikdéw korelacji dla zmiennych niezale»nych. Panito, na podstawie
wartoxci wspéaczynnikow w ostatnim wierszu/kolumnie wywioskowa¢ mox»na,
i» wielko+¢ ugijcia kratownicy jest dodatnio skorelowana Zej wyniosozcij z,
ujemnie skorelowana ze sztywnozcij spri»yn¥ s oraz prawie zupenie nieskore-
lowana z pozosta®ymi zmiennymi losowymi. Relacje te sj ocayitcie w pewnym
stopniu zale»ne od przyjitych zakreséw zmiennozci parameiw konstrukciji.

Poréwnanie ré»nych metod symulacji losowych przeprowadaiy estymujjc
E(jwj), (jwj) oraz dwa znaczijce wspo2czynniki korelacji jyjk, i jwjz Za& po-
mocj zwyk®ej metody Monte Carlo, symulacji losow; hiperkogkj 2aci«skj (wer-
sja RLH-m) oraz symulacji optymalnj hiperkostkj 2aci«skj ( wersja OLH-m).
Przyjmujjc za dok®adne wartoxci odniesienia 4.37)-(4.39, w tabeli 4.7 oraz na
wykresach 4.154.18 przedstawiono wartoxci +rednich wzglidnych b2déw pro-
centowych otrzymanych na podstawiel00 powtérze« symulacji ka»dj z wymie-
nionych metod.
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Tablica 4.7. Kratownica Misesa. ‘redni b3jd procentowy est ymacji przy u»yciu ré»nych metod
symulacji losowych oraz dla prébek o ré»nej wielkotci. W przypadku N > 500 symulacje OLH-
m nie zosta?y wykonane z uwagi na d2ugi czas tworzenia planéwOLH.

| 10 | 50 |100]| 500 |1000| 5000

E(jwj)
err [%]

MC

3:59

2:70

1:.01

0:79

0:39

0:17

RLH-m

0:32

0:22

0:21

0:12

0:06

0:04

OLH-m

0:28

0:15

0:1

0:09

jwj
err [%]

MC

12:29

5:68

3:92

2:46

1:65

1:09

RLH-m

1176

3:66

3:50

1:73

1:06

0:65

OLH-m

4:63

2:24

1:65

1:57

jwiK's
err [%]

MC

2201

9:62

7:58

4:20

1:79

1:07

RLH-m

16:45

7:02

4:70

2:99

1:35

0:55

OLH-m

7:56

2:16

1:48

0:84

jwjz
err [%]

MC

3345

1475

8:09

4:35

3:61

1:32

RLH-m

15:.95

951

6:58

3:80

1:78

0:89

OLH-m

8:.07

i

5:10

4:09

3:70

et

N

Rys. 4.15. Kratownica Misesa: Estymacja wartotci tredniej ugilcia. ‘redni wzglidny b3;d
procentowy w przypadku ré»nych metod symulacyjnych i ré»ny ch wielkoxci prébki.
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s(lw))

L

l

N

Rys. 4.16. Kratownica Misesa: Estymacja odchylenia standardowego ugiicia. ‘redni wzglidny
b?jd procentowy w przypadku ré»nych metod symulacyjnych i r 6»nych wielkozci probki.

r |w|Ks

L

N
Rys. 4.17. Kratownica Misesa: Estymacja wspoé®czynnika jujk . ‘redni wzglidny b?jd pro-
centowy w przypadku ré»nych metod symulacyjnych i ré»nych w ielkozci prébki.
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/rlwlz

L

A

—l

.

N

Rys. 4.18. Kratownica Misesa: Estymacja wspé3czynnika ju;,. ‘redni wzglidny b2jd procen-
towy w przypadku ré»nych metod symulacyjnych i ro»nych wiel koxci prébki.

Poréwnujjc otrzymane wartoxci b3dow mox»na stwierdzi¢, »av rozpatrywa-
nym przypadku:

Symulacje z wykorzystaniem OLH prowadzj do najdok®adniejgej esty-
macji. W zale»nozci od statystyki oraz wielkoxci probki (w zzegdlno-
*ci dla ma?ych prébek) bdjd estymacji metod;j OLH-m jest wiebkrotnie
mniejszy od b&du MC. Na przyk®ad, przy oszacowaniu wartofictredniej
ugiicia, prébka N =10 daje trzynastokrotnie mniejszy b%jd estymaciji.

B2dy estymacji metodj OLH-m sj zawsze mniejsze ni» bady otrzymane
przy u»yciu hiperkostki 2aci«skiej bez optymalizacji (navet trzykrotnie
w przypadku jyik,). O ile zysk ze stosowania OLH przy estymacji war-
toxci xrednigj jest niewielki to w przypadku momentéw statgtycznych
wy»szych rzidéw jest ju» znaczjcy (szczegoblnie di&l < 100).

Wydaje sil, »e warto w tym miejscu zastanowi¢ si} nad pozionem optymal-
notci planéw OLH, ktéry zapewnia metodom korzystajjcym z g@tymalnych
hiperkostek istotnj przewag] (mierzonj b?dem estymacji) w stosunku do tych
metod symulacyjnych, gdzie prébki generowane sj przez RLHNa podstawie
licznych testéw numerycznych zauwa»ono, »e zaréwno w przggku algorytmu
CP jak réwnie» algorytmu genetycznego (zob. dodateB) najwilksza redukcja
wartoxci kryterium optymalizacji ( B.3) wystjpuje na pierwszych iteracjach algo-
rytmu CP lub po stosunkowo nieduxej liczbie populacji algoytmu genetycznego.
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Z drugiej strony, etap dochodzenia do ko«cowej postaci planOLH trwa znacz-
nie d®u»ej ni» poczjtkowe iteracje, prowadzijc w wilkszoxcprzypadkéw do nie-
wielkiej poprawy wartozci kryterium. Nies?ychanie wa»ny ¢st zatem taki dobor
parametréw zbie»noxci metod tworzenia planéw OLH, aby 2acskie hiperkost-
ki by2y optymalne réwnie» ze wzglidu na czas trwania procesuminimalizacji
kryterium ( B.3).

Na rys. 4.19 pokazano wykresy zmiany dok®adnozci estymacji wybranych
statystyk w funkcji czasu trwania algorytmu CP u»ytego do ogymalizacji po2o-
»enia punktow 2aci«skiej hiperkostki dlaN =100 i n = 6. Dok®adnox¢ estymacji
mierzona jest przy pomocy nastpujjcego wskatnika:

Err LH (t) Err OLH |,

4.40
Err RLH Err OLH ( )

Quu(t)=1

gdzie Err gy jest £rednim wzglidnym b2 dem procentowym odpowiadajjcym
metodzie RLH-m, Err oy jest takim b2dem w przypadku zoptymalizowanej
hiperkostki OLH-m, a Err |y odpowiada b?dowi estymacji gdy jako prébk!
u»yto nie w pe?ni optymalnej hiperkostki (algorytm CP przerwano po czasie).

0.68 1

0.67

ro0.8
0.66

0.65 A

oupe yog

0.6

0.64 4 —&—Kryterium optymalizacji

—@—Dok adno  estymacji warto ci oczekiwanej

IbewAisa

063 —#—Dok adno  estymacji odchylenia standardowego 0.4
' =>=Dok adno estymacji wsp. korelacji w-z

Kryterium optymalizaciji
H'\O

=e=Dok adno estymaciji wsp. korelacji w-Ks

0.62 A
0.2

0.61

0.6

0 1IO 2IO ?;0 4IO 5;0 GIO 7IO 80

czas CPU (sekundy)
Rys. 4.19. Zmiany dok?adnozci estymacji w funkcji czasu pracy procesora (CPU) u»ytego do
poprawienia przestrzennej jednorodnozci prébki w celu otrzymania planu OLH. Dolna krzywa
przedstawia histori; zmian wartoxci kryterium optymaliza cji (B.3) dla hiperkostki 100 6
(N =100, n =6).
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Analizujjc powy»sze wykresy 2atwo zauwa»y¢, »e zasadnicpopraw,; do-
k3adnozci estymacji uzyskuje si; ju» na poczjtku procesu dpmalizacji. Nieste-
ty, trudno jest zaproponowa¢ ogélnj regu?, uzale»niajjcj dok®adno+¢ estymaciji
od wartozci kryterium (B.3), a tym bardziej od czasu trwania procesu opty-
malizacji. Dok?®adnoz¢ 4.40) zale»y zaréwno od rozmiaru zadania i liczebnozci
prébki, jak te» od typu estymowanej wielkoxci. Na pewno jedak mo»na stwier-
dzi¢, i» w przypadkach gdy losowanie typu OLH prowadzi do ddtadniejszych
oszacowa« w stosunku do RLH, to nawet ograniczona liczba itacji np. algo-
rytmu CP, mo»e pomdc w znacznym polepszeniu jakozci estynjac

4.1.6. Przykdad: P2yta wspornikowa

Przyk®adem niejawnej funkcji wielu skorelowanych zmienngh losowych mo-
»e by¢ ugijcie spri»ystej p2yty wspornikowej o losowej grubzci. Rozpatrywana
tutaj p2yta przedstawiona jest na rys. 4.20. Podobnie jak w przypadku kratow-
nicy Misesa zadanie to pochodzi z artyku?u autora [237] i jdszmody kowanj
wersjj przykdadu zaprezentowanego przez Alonso i Collado racy [3].

Rys. 4.20. Siatka elementéw sko«czonych oraz posta¢ odksz®cona pdyty

Poza moxliwozcij dokonania poréwnania efektywnozci ré»oly metod symu-
lacji losowych przyk®ad ten wybrano réwnie» w celu zademot®wania zastoso-
wania analizy g2qéwnych sk®adowych (zob. podrozdzia® 1.3 do analizy wynikéw
symulacji oraz do redukcji modelu stochastycznego.



4.1. Metody symulacyjne 117

Kwadratowa p2yta, 3m 3m, dyskretyzowana przy pomocy elementéw sko«-
czonych, utwierdzona jest wzd2u» jednej krawjdzi oraz obgbona dwiema si#ami:
F1 - przy?o»onj do wjz2a 17 i skierowani w gor} oraz F, - przy?o»onj do w|z%a
49 i skierowanij w doé2.

Probabilistyczny opis zadania stanowij nast;pujjce zmienne losowe: si%a w;-
Zz%owa F; o0 normalnym rozk®adzie prawdopodobie«stwa danym przez weo+¢
oczekiwanj g, =80kN i odchylenie standardowe g, = 15kN, si® w,z%owa
F2 - rozk?ad normalny, g, = 60kN, g, = 10kN, modu? Younga E - roz-
k?ad log-normalny, g =210000MPa, g =21000MPa, wsp6iczynnik Poissona

- rozk®ad log-normalny;, =0:3 = 0:03. Grubo£¢ p2ytyt modelowana
jest jako dwuwymiarowe, jednorodne gaussowskie pole losev(zob. dodatekC)
0 wartoxci oczekiwanej { = 0:06 m, odchyleniu standardowym ; = 0:003m
oraz funkgji korelacji (z;z% danej wzorem (por. (C.10))

(z:2% = exp kz az(k : (4.41)

gdziez i z°sj wektorami wspoéarzidnych punktéw na powierzchni +rodkovej pay-
ty, natomiast a jest d2ugo=cij korelacji, zob. C.12). W niniejszym przyk2adzie
przyjito a=4m.

Aby wyznaczy¢ przemieszczenia punktéw p2yty za pomocj metty elemen-
tow sko«czonych, konieczna jest uprzednia dyskretyzacjagda losowego grubozci
p2yty. Spo+réd najbardziej popularnych metod dyskretyzai pol losowych na-
le»y wymieni¢: metod] punktéw trodkowych, metod; funkcji ksztadtu, metod,;
optymalnej aproksymaciji liniowej czy te» metody rozwinijca w szereg, jak np.
metoda Karhunena-Loeve'a. Bli»szemu opisowi tych zagadniepozwi;cono do-
datek C.

Ogolnie rzecz ujmujjc, dyskretyzacja jest procedurj aprolsymacji pola lo-
sowego za pomocj sko«czonej liczby zmiennych losowych, adfg/m z najwax»-
niejszych celéw w doborze metody dyskretyzacji jest uzyskee jak najlepszej
aproksymacji oryginalnego pola przy pomocy jak najmniejsgj liczby zmien-
nych. Poniewa» w analizowanym przyk®adzie dyskretyzacjagia losowego s2u»y
przede wszystkim jako generator skorelowanych zmiennyclosowych (w celu
poréwnania efektywnozci metod symulacji losowych dla rosych wielkoxci mode-
lu stochastycznego) dlatego jako metod; dyskretyzacji wylbano metod; punk-
téw trodkowych, zob.C.2. Metoda ta polega na reprezentacji pola losowego we-
wnijtrz ka»dego elementu sko«czonego przez jednj zmiennj $owj zde niowan;j
jako warto+¢ tego pola w +rodku cij»kozxci elementu. Nie jegi z pewnozcij bar-
dzo efektywna i dok®adna metoda aproksymaciji, ale daje ona osliwox¢ 2atwego
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generowania wielowymiarowych probleméw analizy stochagtznej poprzez zwy-
k3 zwikszanie g|stozci siatki.

Rozpatrywano trzy przypadki:
a) siatka 3 3, 9 elementéw, 49 wiz3%w, n = 13 zmiennych losowych,
b) siatka 6 6, 36 elementdw, 169 wiz3w, n = 40 zmiennych losowych,
c) siatka 9 9, 81 elementdw, 361 wiz3w, n = 85 zmiennych losowych.

W modelu MES u»yto dziewijciow|z2owych elementéw sko«czoych payty
+redniej grubozci typu Reisnera-Mindlina (zob. np. [98])Jako miar} odpowiedzi
obcij»onej sifami skupionymi konstrukcji przyjjto przemieszczenia niepodpar-
tych wiz26w.

Na poczijtku, przy pomocy analizy g2déwnych sk®adowych spradzono, ktére
z przemieszcze« wjz%owych sj najbardziej reprezentatywnella losowego roz-
rzutu odpowiedzi konstrukcji wyra»anego macierzj kowariacji przemieszcze«.
Przyjmujjc podzia® na elementy sko«czone jak w wariancie aprzeprowadzono
symulacjl Monte Carlo dla probki o N = 200000. Wyniki tej symulacji po-
s@u»y?y do obliczenia macierzy kowariancji, a nastjpnie wao+ci g2¢éwnych jako
wartoxci wdasnych tej macierzy, zob. punk#é.1.3 Poni»ej, wypisano procentowy
udzia? pierwszych dziesijciu wartotci g#ownych w ich sumie
86:4%; 13:5%; 0:033% 0:024% 0:0083% 0:0015% 0:0006% 0:0003% 0:0001% 0:0000%

Jak wida¢, dwie pierwsze wartotci g2éwne zdecydowanie domjj i stanowij
99:93% sumy wszystkich wartoxci. Z tego powodu, jako najbardziejeprezenta-
tywne dla rozrzutu odpowiedzi konstrukcji nale»y wybra¢ telosowe odpowiedzi,
ktérych rzuty na dwie pierwsze osie g2owne/; i v, zob. (4.24), sj najwilksze.
Zgodnie z intuicjj, z analizy tej wynika, »e przemieszczeri obcij»onych w}z30w
naro»nych cechujj si} najwijkszym rozrzutem i to w2atnie ore wnoszj najistot-
niejszy wk2ad w losowy charakter wynikdw. W zwijzku z tym, oena ré»nych
metod symulacji losowych dokonana bjdzie przez poréwnanib?déw estymacji
wartoxci oczekiwanej i odchylenia standardowego przemiezenia wiz% ozna-
czonego numeren¥9 na rys. 4.20 oraz estymacji pierwszej wartotci g2éwnej.

Tak jak w poprzednim przyk®adzie, poréwnywane sij metody MC, RLH-
m i OLH-m. W ka»dym przypadku rozpatrywano 4 wielkoxci probki: N =
2n;6n;8n i 10n. Przyjmujjc jako wartoxci odniesienia wyniki symulacji Mon-
te Carlo dla N = 200000, na podstawie dziesijciokrotnego powtérzenia ka»dej
symulacji losowej, na rysunkach 4.21) ( 4.23 przedstawiono wykresy +rednich
wzglidnych b2 déw procentowych estymacii.
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Warto  oczekiwana przemieszczenia —b  d procentowy estymaciji
8.0
[%] Nn=13 zmiennych N =40 zmiennych N=85 zmiennych
7.0
6.0
5.0 =9=MC
== RLH-m
== OLH-m
4.0
3.0
2.0
1.0 .\.“.\. -\\‘\q
0.0 —= e e §l=l
2n 4n  6n 10n  2n 4n  6n 10n 2n  4n  6n 10n
N

Rys. 4.21. ‘redni wzglidny b&jd procentowy estymacji warto +ci oczekiwanej przemieszczenia
wijz8a naro»nego dla ré»nych wielkotci probki w przypadku tr zech ré»nych siatek elementéw
sko«czonych (co pocijga za sobj ro»nj liczb] zmiennych losowych).

Odchylenie standardowe przemieszczenia — b d procentowy estymaciji

16.0)
[%] N =13 zmiennych N =40 zmiennych N=85 zmiennych
14.0
12.0
== \1C
100 = LH
=& OLH
8.0
6.0
4.0
20 \.\‘ L .\'\n-\‘
0.0 . .
2n 4n 6n 0n  2n  4n 6n 0n  2n  4n 6n 10n

N

Rys. 4.22. ‘redni wzglldny b3;d procentowy estymacji odchy lenia standardowego przemiesz-
czenia w;z%a naro»nego.
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Pierwsza warto gowna—b d procentowy estymaciji
30.0

[%] ) _
Nn=13 zmiennych N'=40 zmiennych N=85 zmiennych

25.0)

20.0
=-MC
== RLH-m
== OLH-m

15.0

10.0

5.0
2n 4an 6n 10n  2n 4an 6n 10n 2n 4an 6n 10n
N

0.0

Rys. 4.23. ‘redni wzglidny b2jd procentowy estymacji pierw szej warto+ci g2éwne;.

Na podstawie otrzymanych wynikébw mo»na zauwa»y¢, »e:

Metoda symulacji OLH-m okaza®a si} by¢ najdok®adniejszj wewszyst-
kich rozpatrywanych przypadkach. Maksymalny tredni b2jd etymacji nie
przekracza® zazwyczaB% i by? wielokrotnie ni»szy od odpowiednich ba}-
doéw z symulacji Monte Carlo.

Podobnie jak w przypadku kratownicy Misesa, przewaga metog OLH-m
nad RLH-m zmniejsza si} wraz ze wzrostem wielkoxci prébki. M»na to
przypisywa¢ zaréwno lepszemu wype@nieniu przestrzeni regacji punk-
tami eksperymentalnymi jak réwnie» trudnozciami w otrzymaniu wystar-
czajjco dobrych planéw OLH dla wysokich warto+ciN oraz n. Natomiast
w przeciwie«stwie do poprzedniego przyk®adu, trudno jest @ podstawie
przebadanych przypadkéw zaproponowa¢ granic] przydatoxci stoso-
wania metod bazujjcych na zoptymalizowanych 2aci«skich tperkostkach
w stosunku do metod RLH.

Niezale»nie od liczby zmiennych losowych, wykresy b2/du ntedy OLH-
m sj bardzo podobne, co poréwnujjc z tendencjj zmian wykresw MC
i RLH-m zwiadczy o problemach ze znalezieniem planu optymaego
dla du»ych hiperkostek.
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4.1.7. Wnioski dotyczjce technik symulacji losowych waysiujjcych
daci«skie hiperkostki

Wykonane testy numeryczne potwierdzi®y wnioski teoretycne przedstawione
w punkcie 4.1.2 dotyczjce wijkszej dok®adnozxci metod symulacyjnych wykazry-
stujjcych prébki generowane przez 2aci«skie hiperkostkiRLH) w stosunku do
zwyk?ej metody Monte Carlo. Co ciekawe, niezale»nie od typfunkcji, w »adnym
z siedmiu przyk®adow nie zaobserwowano przypadku kiedy bdjestymaciji me-
todj RLH by2by wijkszy od b3 du metody MC. Wynik ten w +wietle wnioskéw
z twierdzenia 4.1 stanowi¢ mo»e pozytywne zaskoczenie.

Dux»o trudniejsze do podobnej oceny sij metody symulacji losaych wyko-
rzystujjce koncepcj, optymalnej 2aci«skiej hiperkostki. Z powodu braku odpo-
wiednich rozwa»a« teoretycznych oraz cz|stej koniecznotstosowania w prakty-
ce hiperkostek sub-optymalnych, wnioski na temat metod OLHopiera¢ mo»na
jedynie na przeprowadzonych testach numerycznych. Chocaw wijkszoz+ci roz-
patrywanych przypadkéw metody OLH dajj doskona®e oszacowaie momentéw
statystycznych funkcji losowych nawet dla ma?ych prébek, 6 mo»na wskaza¢
przypadki (zob. rys. 4.11i rys. 4.12) kiedy u»ycie prébek generowanych przez
optymalne hiperkostki prowadzi do znacznych, trudnych do redukowania b?}-
doéw estymacji. Z drugiej strony, problemy te wystjpowa?y jedynie w dwdch
przypadkach estymacji momentéw analitycznych funkcji tesowych, natomiast
metody OLH by2y bezkonkurencyjne w estymacji momentéw funkji przemiesz-
cze« wjz20w konstrukcji. Podsumowuijic, z punktu widzenia dektywnozxci symu-
lacji losowych metoda RLH wydajj sij by¢ zawsze bezpieczrgn rozwijzaniem,
a probki utworzone przez OLH warto stosowa¢ szczegélnie wig gdy rozwa»ana
funkcja jest kosztowna w obliczeniach i nie mo»na pozwolifobie na otrzymanie
jej wartozci dla zbyt wielu realizacji zmiennych losowych.

Na podstawie wykresow b3 déw estymacji dla analitycznych d@inkcji testo-
wych, zob. rysunki 4.34.6 i 4.84.13 nie mo»na jednoznacznie ustali¢, ktéra
z metod wyboru realizacji zmiennych losowych wewnijtrz komeéki 2aci«skiej
hiperkostki jest najlepsza. Jednak pomimo braku istotnychjako+ciowo rd»nic
pomijdzy metodami LH-r, LH-m i LH- , po dok®adniejszej analizie wynikow
mox»hna sk?ania¢ si} ku wyborowi wersji LH-m jako tej, ktéra ngcz|+ciej prowa-
dzi*a do najmniejszego b2/du estymacji. Metody wykorzystjjce mediany roz-
k?adow prawdopodobie«stwa wewnitrz komérek sj rownie» zneznie szybsze
w poréwnaniu do tych, ktére wymagajj numerycznego wyznaczgia wartoxci
+rednich.



122 4. Efektywne metody szacowania momentow statystycznych qobwiedzi konstrukciji

4.2. Metoda rozwini;cia w szereg Taylora

Alternatywnym sposobem oszacowania wartoxci pierwszych amentow sta-
tystycznych odpowiedzi konstrukcji jest rozwinijcie analizowanych funkcji w sze-
reg Taylora wok6? wartoxci oczekiwanych zmiennych losowlic W rozwinijciu
pomija si} zazwyczaj wyrazy rzjdéw wy»szych ni» drugi, a ops probabilistyczny
zmiennych ograniczany jest jedynie do ich wartotci oczekamych oraz macie-
rzy kowariancji. Podejtcie takie nazywane jest tak»e stoestycznj metodj per-
turbacyjnj. W odro»nieniu od metod symulacyjnych, ktére sprowadzaji sij do
obliczania wartozci funkcji dla wielu realizacji zmienny@ losowych wygenerowa-
nych z odpowiednich rozk?adéw prawdopodobie«stwa, istotmetody perturba-
cyjnej jest analiza wrax»liwozci, a wijc obliczanie gradietdw i pochodnych wy»-
szych rzjdéw funkcji odpowiedzi. Popraw} dok®adnoz+ci oszeowania momentow
statystycznych uzyska¢ mo»na poprzez uwzglidnienie wilkzej liczby wyrazéw
szeregu, co wij»e si} jednak z szybkim wzrostem kosztu oblie«. Poni»ej zapre-
zentowano jedynie wyprowadzenie wzorow metody pierwszegalrugiego rz;du.

4.2.1. Metoda pierwszego rzjdu

Pomijajic wyrazy wy»szego rzjdu ni» pierwszy, rozwinijcie funkcji zmien-
nych losowych w szereg Taylora woké? wartoxci oczekiwanydiich zmiennych
ma posta¢

X @1x)
@x -

gdzie n jest rozmiarem wektoraX, a y jest wektorem wartoxci oczekiwanych
zmiennych losowych. Obliczajjc nastjpnie warto+¢ oczekianj oraz wariancj,
funkcji f~dostajemy
E[f X)1  EIfF X1 = f( x); (4.43)
Var[f (X)] Var[f(X)]=r fT(x) Cxr f(x) ; (4.44)
X= X=

- X

f(X) fX)="F( x)+

(X Xi); (4.42)

i=1 X

X

gdzier f(x) ,_ y jest gradientem funkcji f obliczonym w punkcie y, a Cx
jest macierzj kowariancji zmiennych X, ktérj zapisa¢ mo»na nastjpujjco:
3

2
X1 12 X1 X In X1 Xnp

2
21 X X 2 X Xn
Cx = § o A & (4.45)

nl Xnp X1 n2 Xnp X2 Xn
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i = (Xi;Xj), i) =1;::0;n, sj wspoczynnikami korelacji. W szczegdinym
przypadku nieskorelowanych zmiennych losowych wyra»eniét.44) przyjmuje
posta¢

@f 2
= x;
i1 @X x=

Poniewa» we wzorach 4.44) i (4.46) wystipuje gradient funkcji f, dlatego (ko-
rzystajic z ré»nicowego przybli»enia pochodnej) metoda prwszego rz)du wy-
maga co najmniejn + 1 krotnego obliczenia wartoxci funkcji. Podejtcie to jest
zatem du»o bardziej efektywne od metod symulacji losowyctprowadzi¢ jednak
moxe do istotnych b?jdéw w przypadku gdy w obszarze okrexlogrci zmiennych
losowych rozpatrywana funkcja nie jest liniowa lub gdy punk wartoxci +rednich
jest punktem stacjonarnym funkcji f .

Varl[f (X)] (4.46)

4.2.2. Metoda drugiego rz;du

Zachowujjc w rozwinilciu Taylora réwnie» cz®ony drugiego zjdu otrzymuje
sij nastjpujjce przybli»enie funkcji f (X)

xXo
FX) X) = ( x)+ @éi) X x,)
=1 =X (4.47)
(L I N
2 i=1j=1 @X@}( X=X | . J ar

Wykonujjc na wyra»eniu (4.47) operacj; wartoxci oczekiwanej dostajemy

I O] ENOOI= 1( )+ %wl ,an 2w i @49)
natomiast wzor na wariancj, f (X) ma posta¢
Var[f (X)]  Var[f(X)] = r fT(x) o Cxrf)
XX @,(X)x @f(x)_ ’ (449
_i=1j=1 @x X= @3( X= x b

Mo»na zauwa»y¢, »e wzord(49 jest taki sam jak (4.44), i »e w istocie w me-
todzie drugiego rzjdu u»ywa si} aproksymacji drugiego rzjdi warto+ci oczeki-
wanej, ale wariancja funkcji f aproksymowana jest tak jak w metodzie rzjdu
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pierwszego. Jest to tylko pozorna niekonsekwencja gdy», jamo»na pokaza¢
(por. [123]), pe2ne wyra»enie n¥ar[f (X )] wymaga znajomozxci momentow cen-
tralnych zmiennych losowych rzjdu trzeciego i czwartego, tore nie sj dane.

Poniewa» w celu wyznaczenia wartoxci oczekiwanéj.48 konieczna jest zna-
jomozx¢ drugich pochodnycH (x), dlatego minimalny koszt omawianej metody
to N = ( n+1)( n+2) =2 obliczenia wartoxci funkcji (wywo?ania programu analizy
konstrukcji). Co za tym idzie, metoda drugiego rz|du jest zracznie dro»sza od
metody pierwszego rzjdu i o ile dla ma?ychn mo»e by¢ konkurencyjna w sto-
sunku do symulacji losowych, o tyle w przypadku wielu zmienypch losowych
staje sij ma2o efektywna. Na przyk®ad, dlal100 zmiennych rozwinijcie Taylora
drugiego rzjdu wymaga obliczenia warto+ci funkcjif w 5151 punktach, pod-
czas gdy otrzymanie podobnego oszacowania metodj symulgny z u»yciem
aaci«skiej hiperkostki wymaga zazwyczaj znacznie mniejsgliczby eksperymen-
tow numerycznych. Pewnj popraw, efektywnozci oblicze« (keztem dok®adnozci
oszacowania) osijgnj¢ mo»na pomijajic we wzorze 448 pochodne mieszane
i pozostawiajjc jedynie wyrazy diagonalne macierzy Hessiau. Liczba punktéw,
w ktérych obliczy¢ nale»y warto+¢ funkcjif redukuje sil wtedy do 2n + 1.

Podsumowujjc, metod; drugiego rzidu rekomendowa¢ mo»na w zypadku
gdy krzywizny rozpatrywanej funkcji sj znaczne oraz gdy lizba zmiennych lo-
sowych nie jest zbyt du»a. Z drugiej strony, nale»y pamiita¢ »e o0 rzeczywistej
przydatno+ci metod rozwinijcia w szereg Taylora, np. w optynalizacji odporno-
+ciowej, decyduje dostjpnox¢ pochodnych funkcji odpowieduk®adu konstruk-
cyjnego wzglidem zmiennych losowych. Jezli funkcja opisiga prac; konstruk-
cji jest dana w sposéb jawny, bjd! gdy w programie metody elermantéw sko«-
czonych zaimplementowano efektywne analityczne metody atizy wrax»liwozci,
zob. [115], to stochastyczne metody perturbacyjne mog;j okea¢ si; szczegolnie
korzystnym rozwijzaniem.

W przypadkach komputerowej symulacji silnie nieliniowych zagadnie« me-
chaniki, takich jak zderzenia pojazdow lub g2bokie t2oczaie blach, gdy nie
dysponujemy analitycznj wra»liwoxcij, a numeryczny szum trudnia dobranie
wielkoci perturbacji w schemacie ro»nic sko«czonych, medy rozwinilcia w sze-
reg nie sj alternatyw;j dla metod typu descriptive sampling. Poza tym, ze wzgl;-
du na przybli»ony charakter aproksymaciji funkcji obcijtym szeregiem Taylora
nie nale»y u»ywa¢ metod perturbacyjnych, je»eli w probabgtycznym mode-
lu zadania wyst}pujj zmienne losowe charakteryzujjce si} du»ym rozrzutem
(wsp62czynnik zmiennozci wijkszy ni»10%).
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4.3. Metoda redukcji wymiarow

Metoda redukcji wymiaréw (ang. dimension reduction method zapropono-
wana w 2004 roku przez Rahmana i Xu [201, 259] jest nowj technikj szacowa
nia momentéw statystycznych funkcji losowych, ktéra - poddonie jak metoda
zaprezentowana w poprzednim podrozdziale - wykorzystujeozwinicie funk-
cji w szereg Taylora wok6? wartoxci xrednich. Pomimo oczysiych ogranicze«
podejzcia perturbacyjnego wynikajjcych z koniecznozxci ssowania sko«czonej
liczby wyrazéw rozwinijcia, metoda redukcji wymiar6w wnosd istotne usprawnie-
nia zarébwno jexli chodzi o dok®adnoz¢ jak i efektywno+¢ aldania momentéw.
W ostatnich latach ukaza®o si} szereg prac poxwiiconych p@wnaniu metody
redukcji wymiaréw z innymi metodami [97,140], a tak»e ocemi jej przydatnozci
do rozwijzywania zagadnie« optymalizacji odpornoxciowepraz analizy nieza-
wodnozci konstrukcji [32,137,141,142].

Ide} metody redukcji wymiaréw wygodnie jest przedstawi¢ zapracj [259] na
przyk?adzie redukcji dwuwymiarowej, czyli redukcji funkdi n-wymiarowej do

sumy funkcji maksymalnie dwuwymiarowych.

Rozwiniicie w szereg Taylora funkcjif (x) woké? punktu x = 0 ma posta¢

R 1)@ @f (x) N
. , |
i=1 I i=1 @* x=0
)4 1 X i +j2f X . .
T @-1 ) x| 1x2 (4.50)
iz=111=1jl'12'i1<i2 @*1@*22 x=0
ARXR 1 X @ity

f(x)= f(0)+

+

j1 jzxj3+

FTINTING N PR P P PRAPEA
13=112=111=111!12!13!i1<i2<i3@*i@*§@4§ x=0

+

Oznaczajjc przez
Z a Z a
I [f (x)] f (x)dx; (4.51)
| Z{z—7F

n razy

ca®k] funkcji f (x) po symetrycznym obszarz¢ a;a]", ze wzoru @.50) dostajemy
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et 0

it @k =0

+>4 X1 X @ 2f (x) hleszi (4.52)
g 1102 @K@K k0 R

R U R WL

ESETENTIN PSP TPN T PRAPEA
13=112=111=111!12!13!i1<i2<i3@*11@*§@*33 x=0 e

HF OOl = 1F(0)]+

+

Zapiszmy teraz rozwinilcia Taylora funkcji jednej zmienng f (0;:::;0;X;;
0;:::;0) w x; = 0 i dwuwymiarowej funkcji f (0;:::;0;Xi,;0;:::;0;X;,;0;:::;0)
w punkcie xi, = Xxj, =0,

X1 @f (x) -
f(0;::::0;%;0;::::0) = f(0)+ = : 5 4.53
( X ) (0) LT ek x=0X (4.53)
..... e oy = Aiefx)
f(0;:::;0;%i,;0;:::;0;%,;0;:::;0) = f(0) + — X

j=1 j! @*1 x=0 "
b3 j . X % PLtiz o

* %@f B+ : |1 l@ .1f(.x) xlixlz (4.54)
j:lj' @*2 Xx=0 jzzljlzljl'Jz' @*1@#(22 x=0

Sumujijc powy»sze rozwiniicia odpowiednio wzglidem indekéw i oraz par i
i ip, tak »eiy <i o, otrzymuje si|

X xR j .
f(0;:::;0;%;0;:::;0) = nf (0) + %@f(.x) x'i; (4.55)
i=1 i=1j=1j' @* x=0
X
f(0;:::;0;%i,;0;:::;0%i,;0;:::50) = an l)f(O)

xR l@f(x) o
i=1j=1j! @* X=0I
X X X PLtiz .
- .@ TO) iz (4.56)
heizjomtjimt 112D @K@K =0

+H(n 1)

+
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Mox»na zatem wprowadzi¢ nastjpujice dwuwymiarowe przyblienie funkcji f
X
Ib(z)(x) f(0;:::;0;%i,;0;:::;0;%i,;0;:::;0)
e 4.57
A AP ST
(n 2 f(0;:::;0;,%i;0;:::;0) + 5 f (0);
i=1
ktore sk?ada si; z wyrazow bjdjcych funkcjami najwy»ej dwoc zmiennych. Po
sca?kowaniu w granicach a;a]" powy»sze wyra»enie przyjmuje posta¢

X
| [ (x)] = LIf(0;:::;0;%i,; 000050, 0;::050)]

e X0 1 (4.58)
(n 2) I[f0;:::;0%;0;:::;0)] + n2 I [f (0)];
i=1
a wykorzystujjc wzory (4.53 i (4.54) dostajemy
xR i h i
B2 ()] = 1[f (0)] + 1010 7y
i=1j=1J! @* x=0
. ; (4.59)
O L e
i1<i212=111=1jl”2! @*11@*2 x=0 L
Poréwnujic (4.59 z ca®kj (4.52 mo»na zauwa»y¢, »e
HFEOl 1P (x)] =
X AR X Lot h
1 @izt XIIxi2xd: +; (4.60)

jz=1j2=1j1=1 J-:I'!jz!ja!i1<i 2<i 3 @*;@K@K x=0

a zatem b?jd pope?niany przy aproksymowaniu ca2ki funkcjif (x) ca2kj funkcji
{2 (x) zawiera cz?ony tréj- i wilcej wymiarowe. Obliczajjc warto¢ | [1*3(2) x)]
konieczne jest wykonanie ca?®kowania jedynie funkcji jedne dwdch zmiennych,
unikajjc n-wymiarowego ca2kowania, zob.4.51), praktycznie niemox»liwego do
przeprowadzenia dla du»ychn. Nie jest réwnie» koniecznie obliczanie pochod-
nych czjstkowych, co stanowi niezaprzeczalny atut tej metdy.

Zako»enie symetrycznych przedzia®6w ca®kowanja a; a]" oraz wybérx = 0
jako punktu rozwinijcia pozwala na uproszczenie wzor6w w p@y»sSzym wy-
8owadzeniu. Jednak, w celu obliczenia ca?ki po obszarze esymetrycznym

in=1 [al,h] Z by Z by
I[f (X)] = f(Xg;:i0;xn)dx,  dXp; (4.61)

an ar
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gdzie 1 a 1 i1 b 1 , dziki transformacji liniowej

_b+a b & .. . .

= + > i =100 (4.62)
ca®k] (4.61) mo»na zapisa¢ w rownowax»nej postaci ca®ki po obszarze syryez-
nym

Y h a Z, Z,

L[f ()] = > (105 n)d 1 dap (4.63)

i=1 1 1

gdzie ( 1;:::; n) Jest funkcjj podca2kowj po transformacji zmiennych x na

. Wz6r (4.60 dotyczy zatem ca®ek po obszarze symetrycznym, jak i niesyen
trycznym.

Poniewa», celem metody redukcji wymiaréw jest zastosowamiaproksyma-
cji (4.58 do szacowania wartoxci ca®ek opisujjcych momenty funkcjiosowych
f (X), dlatego rozwiniicia w szereg Taylora dokonuje si; w punkceé wartoxci

ro»ny od 0. Prowadzi to do nastjpujjcej postaci funkcji ( 4.57)

X
92 (x) fO s i X i1t s 1 X0 ip+liii) n)
i1<i2
0 - (4.64)
(n 2 fC i 0 oXi s n)t 5 f( i )
i=1

W pracy [259] wyprowadzono réwnie» ogolny wzor na redukcj) unkcji n-
wymiarowej do sumy funkcji maksymalnies-wymiarowych, gdzies n

xs . i
(0 P90 © (" ST b @es)
i=0
gdzie
X
fr(x)= F(0;::1;0;Xky50;::050Xk,3 05000305 Xk, 3 0;::2;0); O r e
ki<k o< <k
(4.66)

Ca2k|] tak aproksymowanej funkcji zapisa¢ mo»na zatem jako

n s+i 1
i

xs )
IAOx)]= (1)

i=0

[[fs i(X)]: (4.67)
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Obliczenie warto+ci powy»szego wyra»enia wymaga obliczafedynie ca?ek 1-,
2-,.:: oraz s-wymiarowych. W szczegolnozci, w przypadku redukcji jednay-
miarowej, najmniej dok®adnej ale najtaxszej z mo»liwych r@ukcji, otrzymuje-
my wzor (na podstawie rozwinilcia funkcji losowej w wartotgach oczekiwanych

x)

X0
IO OOI= T s 06X st )] (0 DFC i n): (4.68)
i=1

JexliX jest n-elementowym wektorem zmiennych losowych o 2jcznej;gto-
*ci rozk®adu prawdopodobie«stwd x (x), to zak®adajjc, »e zmienne losowe Sj
niezale»ne, funkcja g:sto;@i zapisana mox»e by¢ w posta@dkynu gjstozci jed-
nowymiarowych fx (x) = ~ ., fx,(Xi). Moment zwykdy I-tego rzidu funkcji f
dany jest wzorem

z

m; = E[f'(X)] = . f1(x)fx (x) dx: (4.69)

Wprowadzajjc nast'pnie oznaczeniez(X) = f'(X), réwnanie (4.69 wyrazi¢
mo»na w réwnorzdnej postaci jako
z

m; = E[z(X)] = . Z(x)f x (x) dx: (4.70)

Zgodnie z de nicjami (4.65 ( 4.67), wartot¢ momentul-tego rz;du oszacowa¢
mox»hna nast}pujjco:

X ) ;
m  ERO))= (1 " STU

i Elzs i(X)]; (4.71)
i=0
gdzie
Elzs ig(X)]
= Elz( 1;:075 ki 10Xk ki+130005 ko 10Xk kol
ki<k2< <ks i
; Xk 1
y 7 ke i 10Xk i1 ke i+1 n)l
= Z( 1,700 ke LXKy ketloiiih ke 10Xkps kotl)ii

ki<k2< <ks i

U1 ks 1 LiXks 1 ks i+1iii mfg(0)dx; (4.72)



130 4. Efektywne metody szacowania momentow statystycznych qobwiedzi konstrukciji

Xk ;9 o funkcji 2jcznej g|sto+ci prawdopodobie«stwa

Y i
Fr0)= Fx (xy): (4.73)
j=1

W przypadku zmiennych zale»nych konieczne jest uprzednieoonanie ich trans-
formacji do przestrzeni zmiennych losowych niezale»nycl»ywajjc transforma-
cji Rosenblatta lub Natafa (zob. podrozdzia®A.2) zmienne transformowane s;j
do gaussowskiej przestrzeni standardowej.

Poniewa» najcz|tciej stosuje si} redukcj; jedno i dwuwymiaowj, dlatego
warto poda¢ wzor @.71) w tych dwéch, szczegdlnych przypadkach

x Z1
m,  E[BY (X)) = z( 10 0 uXi it n)fx, (DX
izt 1
(N Dz( 15::55 n); (4.74)
m, E[B?(X)] =
- SEPVE
Z( 150005 0y L Xiy 41310 i 1 Xias ip#13i115 )
i1<i2 1 1
(0]
inl(Xil)inz(Xiz) dXildXiz
x £
(n 2 . z( 15 nXis et n)fx (Xi)dx
i=1
+ (n 1)2(n 2)2( 1,000 n)s (4.75)

Warto£¢ trednia oraz wariancja funkcji losowej wyraxayjj siodpowiednio jako

E[f (X)]= my; Var[f(X)]= my m: (4.76)

W celu oszacowania wartotci momentu-tego rzjdu zgodnie ze wzorem
(4.71) konieczne jest numeryczne obliczenie ca?ek co najwy»&wymiarowych,
a w przypadku wzoréw @.74) i (4.75 odpowiednio jedno i dwuwymiarowych.
Jezli zmienne losowe majj rozk®ad normalny, wtedy do ca®kamia zastosowa¢
mo»na kwadratury Gaussa-Hermiete'a (ca®?kowanie z wage X* na przedziale
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nieograniczonym), a w przypadku rozk®adéw jednostajnych wadratury Gaussa-
Legandre'a (waga 1, przedzia? obustronnie domknijty), zob[197]. Jexli mamy
do czynienia z innymi rozk?adami prawdopodobie«stwa, wteg najbardziej efek-
tywnym rozwijzaniem jest skonstruowanie dedykowanej kwadratury Gaussa,
gdzie wagi i wiz2y kwadratury wyliczane sj przyjmujijc funkc j! gjstoxci prawdo-
podobie«stwa jako funkcj; wagowj. Post}powanie to zosta®oszczeg6éowo omo-
wione m.in. w pracach [140, 201, 259].

W poréwnaniu z nak®dem oblicze« koniecznym do przeprowadnia pe®ne-
go ca?kowania numerycznego funkcjn-wymiarowej, szczeg6lnie dla du»ychn,
metody redukcji jedno i dwuwymiarowej prowadzj do znaczjc¢ poprawy efek-
tywnozci oblicze«. Przyjmujjc dla ka»dego kierunku sta?j iczb} wjz36w kwadra-
tury réwnj r, do oszacowania jednowymiarowego potrzebar +1, a dwuwymia-
rowego(n(n 1)=2)r2+ nr +1 oblicze« wartoxci funkcji, co wynika bezpo+rednio
ze wzorow @.74) i (4.795. Jexli na przyk®ad,n =10 i r = 4, to w poréwnaniu do
ca®kowanian-wymiarowego, metody redukcji jedno i dwuwymiarowej wymag@j;
odpowiednio 25575 i 1377 razy mniej oblicze« wartoxci funjec

W przeciwie«stwie do omoéwionych w podrozdzialet.2 metod perturbacyj-
nych, metoda redukcji wymiaréw nie wymaga obliczania pochdnych czjstko-
wych, co w wielu przypadkach jest bardzo trudne w realizacjiNale»y te» pami-
ta¢, i» metoda redukcji jednowymiarowej nie jest ekwiwaletem metody pertur-
bacyjnej pierwszego rzjdu, a metoda redukcji dwuwymiarowgmetody pertur-
bacyjnej drugiego rzjdu. Rozwinijcie (4.57) zawiera wszystkie czony mieszane
dwoch zmiennych dowolnego rzjdu, a wilc jest to reprezenta@ du»o pe?niejsza
ni» ta dana wzorem @.47).

Na koniec wspomnie¢ nale»y o wp2ywie transformacji zmienok na dok®ad-
no+¢ szacowanych momentéw statystycznych funkcji losowep ile w przypad-
ku zmiennych skorelowanych nie ma alternatywy dla transfomacji, a nast|p-
nie u»ywania kwadratur Gaussa-Hermiete'a, o tyle dla zmiemych niezale»nych
o dowolnych rozk2®adach prawdopodobie«stwa, jexli to mowe powinno si} uni-
ka¢ transformacji do przestrzeni standardowej. Korzy+¢ wykajjca z mo»liwo-
+ci zastosowania znanych kwadratur Gaussa-Hermiete'a dlamiennych o roz-
k3adzie normalnym, bez koniecznozci znajdowania kwadratwlopasowanych do
oryginalnych rozk®addw, okupiona jest w przypadku nielinowych funkcji loso-
wych s®absz;j jakocij oszacowania, szczeg6lnie momentéwywszych rzjdow,
zob. [141].
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4.4. Metoda rozwini;cia funkcji losowej w chaos wielorwano

Jexli zmiennaY = f (X) ma sko«czonj wariancj}, to mo»na jj rozwin;¢
w tzw. chaos wielomianowy (ang.polynomial chaos PC), zob. [73,244], w na-
stipujjcy sposob
Y=1f(X)= a (X); (4.77)
2Nn
gdzie a sj nieznanymi deterministycznymi wspo62czynnikami, a  sj wielo-
wymiarowymi wielomianami, ortogonalnymi wzglidem funkcji 2jcznej gjstotci
rozk®adu prawdopodobie«stwaf x (x), tzn.:

E[ (X) X)I= (4.78)
gdzie . =1 jexli = |, w przeciwnym wypadku . =0.
Za2b»my nast|pnie, »e zmienne losow§;,i = 1;:::;n, sj niezale»ne (w przy-

padku zmiennych skorelowanych zastosowa¢ najpierw nalestyansformacj, Na-
tafa - podrozdzia?A.2.4). Wtedy funkcj} g;stoxci wektora X przedstawi¢ mo»na
jako iloczyn gjstoxci jednowymiarowych

fx (X) = Fx, (X)fx,(X2)  fx,(Xn); (4.79)

a ka»dy wielomian skonstruowany by¢ mox»e jako iloczym jednowymiaro-
wych wielomianéw ortogonalnych

(X)= POX)PD (X2  PO(Xn): (4.80)
Oznaczajjc przezDx, przedzia? okrexlonoxci zmienneX;, wielomiany ortogo-

nalneka(i); k  Og, ktére spe?niajj warunek

Z
EPOX)POX1= PPV (x)fx, ()dx = ki 8(kil 2)N?; (4.81)

Dx;

wyznaczy¢ mo»na przy u»yciu klasycznych algorytméw, zob197].

W najistotniejszym z punktu widzenia zastosowa« przypadkuy gdy zmienne
losowe majj standardowy rozk®ad normalny, wielomianami, kbre sj ortogonalne



4.4. Metoda rozwinijcia funkcji losowej w chaos wielomiano wy 133

wzglidem tej funkcji gjstoxci sj wielomiany Hermite'a Hy(x), k 0O

Ho(x) =1;
Hi(x) = X;
Ho(x) = X% 1

Ha(x) = x3  3x;

Hi+1 (X) = XHi(X)  kHg 1(X): (4.82)

Ze wzglidéw obliczeniowych szereg w réwnaniu4.77) obcina si; zatrzymujjc
jedynie sko«czoni liczb} wyrazéw. Najcz|tciej stosowanj netodj jest pomini;-
cie w rozwinijciu tych wielomianéw, ktérych stopie« j j przekracza za®o»ony
stopie« p:

X
Y = f(X) a (X); (4.83)
P iip
gdziej j = ., . Dla danegop, liczba wspé3czynnikdwa , ktore nale»y
wyznaczy¢ wynosi
M = ”; P (4.84)

Przyjmuje si} (zob. [15]), »e przybli»enie PC przyp = 2 jest zazwyczaj wystar-
czajjco dok®adne do obliczenia momentéw funkcji losowej.

Do wyznaczenia nieznanych wspé2czynnikbw we wzorzeé.83 stosuje si}
metod] rzutowania bjd! metod; liniowej regres;ji.
Metoda rzutowania wykorzystuje ortogonalnox¢ funkcji bazowych. | tak, mno-
»jc obustronnie réwnanie @.77) przez  (X), a nastjpnie wykonujjc operacj,
warto+ci oczekiwanej, wspédczynnika wyra»i si} nastjpujjcym wzorem:

a = E[f(X) X)) (4.85)
lub inaczej, z de nicji wartoxci oczekiwanej,
z
a = f(x) (Ofx(x)dx; (4.86)
Dx

gdzieDx oznacza obszar okrexlonozxci zmienny2h. Poniewa» oszacowanie war-
totci wielowymiarowej caki w réwnaniu @¢.86), czy to przy pomocy symulacji
losowych, czy te» wzoréw kwadraturowych, prowadzi zazwyeg do olbrzymich
kosztow oblicze« numerycznych, dlatego metoda rzutowaniaie jest cz|sto sto-
sowana.
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Metoda regres;ji liniowej. Jak to zosta®0 omoéwione w podrozdzialg.1, metoda
regresji polega na odpowiednim dopasowaniu za?o»onej a qmii powierzchni od-
powiedzi (tutaj, obcijtego rozwinilcia PC) do rzeczywistej funkcji, ktoérej warto-
*ci znane sj jedynie dla pewnej probki punktow eksperymentaych. Réwnanie
(4.83 zapisa¢ mo»na w rownowax»nej postaci macierzowej

X
f(X) F p(X)= a (X)=a' (X); (4.87)
iip
gdzie a jest wektorem wspéczynnikéwfa ;0 j | pg, a jest wektorem
wielomianéw bazowychf ;0 j | pg.

Na podstawie przeprowadzonychN eksperymentow numerycznychf X;;yig,
i=1;:::;N, gdziey; = f (Xj), zgodnie z metodologij tworzenia powierzchni od-
powiedzi, wspé2czynniki w réwnaniu @.87) wyznaczane sj przez minimalizacj,
pewnej normy residudwy; F ,(x;), najczi+ciej sumy kwadratow reszt

X\I 2
S(a) = f(xj) a' (xi)  : (4.88)

i=1

Wektor & o wymiarzeM , ktéry minimalizuje powy»szj sum! wyra»a sij wzorem,

por. (3.7),
a=( T )t Ty (4.89)

talnych, a macierz n m ma posta¢

1(X1) w (X1)
= % : : X ; (4.90)
1(XN) w (XN)

Do otrzymania rozwijzania konieczne jest aby macierz 7 by2a dobrze uwa-

runkowana. Aby to zapewni¢, niezbjdne jest u»ycie w zadaniuegresji odpo-
wiednio licznych prébek, przy czym muszj one zawiera¢ wilgepunktow ni»
M . Na podstawie wzoru @.84) 2atwo sprawdzi¢, »eM gwa?townie rotnie wraz
z liczbj zmiennych losowych n jak i maksymalnym stopniem wielomianu p.
ltak, dan=4ip=3,M =35,dlan=6ip=3,M =84, aju» da
N=6ip=5,M =462. W celu zmniejszenia z3%»onozci numerycznej metody,
Blatman i Sudret zaproponowali w [15] adaptacyjny algorytm tudowy rzadkie-
go (ang.sparse rozwinijcia PC, ktéry w sposéb iteracyjny znajduje optymalni
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baz| wielomian6w poprzez identy kacj; cz2onow rozwiniicia, ktére nie sj istot-
ne w aproksymaciji funkcjif (X). Jak pokazano, dzijki zastosowaniu tej metody
uzyska¢ mo»na wielokrotne zmniejszenie liczby wspé2czyikaw a.

Na podstawie za®o»enia 0 niezale»noxci zmiennych oraz goalnoxci wie-
lomian6w bazowych , zob. réwnania @.79 ( 4.81), 2atwo wykaza¢, »e wartox¢
trednia i wariancja funkcjif (X) dane sj wzorami

E[f (X)]  E[Fp(X)] = ao; (4.91)

X
Var[f (X)]  Var[Fp(X)] = a’: (4.92)
0<j i p

PODSUMOWANIE

Zasadniczym elementem, ktéry decyduje o efektywnozci algagmu odporno-
+ciowej optymalizacji konstrukcji jest metoda obliczaniawarto+ci +rednich oraz
wariancji funkcji celu i ogranicze«. Niniejszy rozdzia® pewijcono w ca?oxci ana-
lizie metod estymacji momentow statystycznych funkcji lo®wych. Skupiono si;
na bardzo dok®dnym omowieniu metod symulacyjnych, uznajg je za najbar-
dziej uniwersalne i wiarygodne. Pomimo, i» alternatywne pdejtcia, ktére omo-
wiono pod koniec rozdzia®u, w wielu szczegdélnych przypadeéh mogi okaza¢
sij bardziej efektywne od metod symulacyjnych, to jednak z&o»enia, jakimi sj
obwarowane, ograniczajj ich uniwersalnox¢ i wymagajj kaxatazowych wst}p-
nych studiéw nad ich przydatnoxcij w danym zadaniu optymalkzacji odpor-
noxciowej. Ograniczenia dotyczjce rozk®adow prawdopodaxstwa zmiennych,
a tak»e ré»niczkowalnozci funkcji, bardzo istotne w przypdku metod pertur-
bacyjnych oraz metody redukcji wymiaréw, nie majj znaczema w kontek+cie
symulacji losowych.

Przedstawiono ide} symulacyjnych metoddescriptive samplingi poréwnano
je z klasycznymi metodami Monte Carlo. Przeanalizowano waeciwozxci estyma-
toréw wartoxci tredniej i wariancji w przypadku probek czyw losowych oraz
generowanych przez 2aci«skie hiperkostki. Poniewa» nie mga przeprowadzi¢
podobnych teoretycznych rozwa»a« dla prébek generowanygbrzez optymalne
hiperkostki 2aci«skie OLH, dlatego efektywno+¢ ré»nych ned symulacyjnych
poréwnano na podstawie szeregu analitycznych funkcji testvych, a tak»e dwdoch
probleméw mechaniki. W znanych autorowi opracowaniach ni@rzeprowadzano
nigdy tak szczego6?owej analizy metod symulacyjnych wykogstujjcych plany



136 4. Efektywne metody szacowania momentow statystycznych qobwiedzi konstrukciji

OLH. Na podstawie testéw stwierdzono, »e z punktu widzeniafektywnozci sy-
mulacji losowych, probki generowane przez hiperkostki 2agskie, sj lepszym roz-
wijzaniem ni» czysto losowe prébki w symulacjach Monte Cad. Prébki utwo-

rzone przez OLH warto stosowa¢ szczegoélnie wtedy, gdy ze Wdg na koszt

nie mo»na pozwoli¢ sobie na otrzymanie wartotci rozwa»ankjnkcji dla zbyt

wielu realizacji zmiennych losowych. Wyniki testow przepowadzanych dla za-
da« o ro»nej wielkoxci pozwalajj rownie» oszacowa¢ wielloprébki na potrzeby
zadania analizy optymalizacji odpornozciowe;j.

Dokonano szczeg6®owej analizy znaczenia ré»nych sposobdyboru punk-
tu eksperymentalnego wewnijtrz komorki 2aci«skiej hiperkstki. W przeciwie«-
stwie do wynikéw prezentowanych w niektérych publikacjach nie zaobserwowa-
no istotnych jakoxciowo ré»nic pomildzy ro»nymi metodami gneracji realizacji
zmiennej losowej w komérce. Wersja z wyborem punktu w mediath zmien-
nych na przedziale (LH-m) wydaje si; jednak by¢ najkorzystriejsza z punktu
widzenia czasu tworzenia probki.

Opisane w dodatkuB algorytmy tworzenia optymalnych 2aci«skich hiperko-
stek zaimplementowane zosta®y przez autora w obiektowo-gentowanym zro-
dowisku STAND, a wczexniej w module M-Xplore programu anatly sko«czenie
elementowej RADIOSS.
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Metody analizy niezawodnozci oraz
metody poprawy niezawodnozcli
konstrukcji w przypadku zaszumione]
funkcji granicznej

W zagadnieniach analizy niezawodnozci z2o»onych uk2adévorstrukcyjnych
funkcje graniczne, z ktérymi mamy do czynienia, sj zazwyczjgniejawne i bardzo
cz|sto silnie nieliniowe. W wijkszozci przypadkéw samo olitzenie ich wartozci
dla okrezxlonej realizacji zmiennych losowych wymaga przepvadzenia analizy
MES. W zale»nozci od stopnia skomplikowania modelu oraz oddzaju analizy
mechanicznej, czas takiego obliczenia na pojedynczym presorze wynosi¢ mo»e
od kilku minut do kilku dni. W przypadku komputerowej symula cji zderze« po-
jazdéw czy te» symulacji proceséw t2oczenia blach, nawet gy u»yciu maszyn
wieloprocesorowych, analiza sko«czenie elementowa jest tyle czasoch®onna, »e
w praktyce mo»na pozwoli¢ sobie jedynie na ograniczonj litZ takich symula-
cji. Jest zatem niezmiernie wa»ne, aby metody u»ywane do aliey niezawodno-
*Ci tego typu zagadnie« minimalizowa?®y liczb} niezb}dnychwywo?a« programu
MES zapewniajjc jednoczezxnie wystarczajjcj dok®adnox¢ pscowania.

Nieliniowy charakter funkcji granicznych opisujjcych zacdhowanie konstrukciji
wynika nie tylko z natury modelowanego zjawiska zycznego,ale jest réwnie»
wywo@any szumem numerycznym spowodowanym przez stosowametod] roz-
wijzywania zadania MES. Metoda jawnego ca®kowania rowna«uchu, algoryt-
my uwzglidniania kontaktu lub te» automatyczna adaptacja sSatki w zadaniach
o losowych parametrach opisujjcych geometri; konstrukcji potencjalnie mogj
by¢ generatorami takiego szumu.

Kaopoty z ro»niczkowalnozcij funkcji granicznej na skutekwystipowania
szumu numerycznego, czy te» wysoka wraxliwot¢ tej funkcjianperturbacje
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wartoxci zmiennych, stanowij powa»nj przeszkod] w stosowau efektywnych

gradientowych metod analizy niezawodnozci, zolA.3. Trzeba pamijta¢, »e szum
o ktorym moéwimy w odniesieniu do symulacji komputerowych manny charakter

ni» ten, z ktdrym mamy do czynienia wykonujjc eksperymenty zyczne w labo-
ratorium. W przypadku testow laboratoryjnych, powtarzajj ¢ wielokrotnie iden-
tyczny eksperyment otrzymamy zawsze pewien rozrzut wynik@, co zwijzane
jest z ograniczoni dok®adnozcij przyrziddw pomiarowych, @k i niemo»no=cij
utrzymania idealnie takich samych ustawie« eksperymentuZ drugiej strony,

symulacje komputerowe powtarzane dla takiego samego modehumerycznego
na tym samym komputerze prowadzj zawsze do identycznych wyikéw. Pomi-

mo to, mox»na réwnie» wskaza¢ problemy analizy niezawodndzgdzie wygodnie
jest wprowadzi¢ do modelu komputerowego losowy szum znanydozwiadcze«
zycznych. Przyk®adem tego typu podejtcia jest, zaprezewana w podrozdzia-
le 6.1, analiza niezawodnozci zderzanej belki cienkozciennej kédrej uwzglidnia

si} losowe defekty po?jcze« zgrzewanych.

W dalszej czjtci rozdzia®u przedstawione zostanij takie metdy analizy nieza-
wodnozci, ktére wydajj sij odpowiada¢ specy ce opisanych ywej problemow.
W podrozdziale 5.1 przedstawiono dwuetapowj adaptacyjnj metod; redukciji
wariancji. Bazuje ona na algorytmie zaprezentowanym przez @i i in. w pra-
cy [278]. W podrozdziale5.2 opisano metod] szybkiej poprawy poziomu nieza-
wodnozci konstrukcji w oparciu o symulacje losowe OLH, zo231].

5.1. Dwuetapowa adaptacyjna metoda redukcji wariancji

Omawiana metoda jest udoskonalonj wersjj algorytmu zapregntowanego
przez Zou, Mahadevana, Mourelatosa i Meernika m.in. w praah [278, 279].
Od pierwszych liter nazwisk wymienionych autoréw okrezla§j bjdziemy dalej
akronimem Z3M.

Algorytm sk2ada si; z etapu lokalizacji punktu projektowego (zob. de ni-
cja na stronie 263 oraz etapu symulacji losowych, zwanych metod; redukciji
wariancji (importance sampling, A.4.2). W pierwszym etapie, w celu przezwy-
cij»enia trudnozci zwijzanych z nieliniowym i zaszumionymcharakterem funkcji
granicznej, u»ywa si; adaptacyjnej aproksymaciji tej funkgi, tworzonej na ba-
zie eksperymentow OLH, zob. dodatekB. Wykorzystujjc znajomo+¢ po2o»enia
punktu projektowego, w trakcie symulacji losowych konstriowana jest wielo-
modalna funkcja gjstotci losujjcej, ktéra zapewni¢ ma wymgan; dok®adnox¢
oszacowania prawdopodobie«stwa awarii.



5.1. Dwuetapowa adaptacyjna metoda redukcji wariancji 139

Metoda Z3M 2@jczy zalety analizy niezawodnozci pierwszegajdu (FORM),
metodologii powierzchni odpowiedzi (metoda wa»onej regsg) oraz symulacyj-
nej techniki importance sampling. Poni»sza prezentacja, kazujjc podstawowe
skdadniki algorytmu, przedstawia rOwnie» propozycje rozwza« majjcych na
celu popraw} jego efektywnozci. Pewne szczeg6®owe rozwaisadotyczjce do-
boru parametrow sterujjcych zawarto réwnie» przy okazji aralizy przyk®adu
w podrozdziale 6.1

5.1.1. Etap pierwszy: Poszukiwanie punktu projektowego

GaOwnym zamys?em tworcéw algorytmu jest zapewnienie jegdEe»nozci na-
wet dla silnie nieliniowych funkcji granicznych. Punkt projektowy znajdowany
jest w wyniku iteracyjnej procedury lokalizacji jego przybli»onego po2o»enia dla
bie»jcej aproksymaciji funkcji granicznej w obribie tzw. obszaru dopuszczal-
nego (ang.trust region). Wyznaczone przybli»enie punktu projektowego s2u»y
nastjpnie do uaktualnienia zaréwno po2o»enia obszaru dozczalnego, jak i po-
wierzchni odpowiedzi aproksymujjcej funkcj} granicznj. Proces kontynuowany
jest a» do spe?@nienia kryterium zbie»nozci. Po transformporyginalnych zmien-
nych losowych do przestrzeni standardowej (zob. podrozdat A.2) poszczegoblne
kroki tego etapu metody Z3M zapisa¢ mo»na nastpujjco:

1. De nicja poczjtkowego obszaru dopuszczalnego okrexlenjego po2o»e-
nia i rozmiaru.
Zazwyczaj jako poczjtkowy obszar dopuszczalny przyjmujeishiperkost-
ki o zrodku w poczjtku uk®adu wspé?rzidnych i boku o wymiarze na
tyle du»ym, aby obszar ten zawiera? realizacje zmiennych @adwiadajjce
zarbwno pracy bezpiecznej, jak i awarii. Oczywitcie, takiga?o»enie wy-
maga pewnej uprzedniej wiedzy na temat analizowanego prodainu. Jezli
informacje tego typu nie sj dostjpne, to przyj,cie poczjtkowego obszaru
dopuszczalnego jako hiperkostki o boku rownynt wydaje si} by¢ w2atci-
wym wyborem w wijkszoxci praktycznych zada« analizy niezaadno=ci.
Bok o d2ugozci6 w przestrzeni standardowej odpowiada najcz|tciej za-
kresom[ 3 x;;3 x,;] zmiennych losowych, gdzie x,, i = 1;:::;n, jest
odchyleniem standardowymi-tej zmiennej.

2. Generacja punktéw eksperymentalnych przy pomocy planu OLH
Punkty OLH sj realizacjami zmiennych losowych o jednostajiym rozk®a-
dzie prawdopodobie«stwa o0 wartoxciach oczekiwanych w tiadobszaru
dopuszczalnego i granicach okrexlonych przez rozmiary ®@bszaru. Po
transformacji punktéw do przestrzeni oryginalnej obliczane sj nastpnie
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odpowiadajjce im wartoxci funkcji granicznej. Jezli liczla zmiennych nie
jest zbyt du»a, plan OLH mo»na zastjpi¢ np. przez dotwiadcraé& czynni-
kowe. Jednak plan oparty na koncepcji optymalnej hiperkodti 2aci«skiej
wydaje si} by¢ dobrym kompromisem pomildzy iloxcij punktéw a wymo-
giem réwnomiernego wype?nienia obszaru dopuszczalnego.

. Budowa lokalnej aproksymaciji funkcji granicznej przy pongy liniowej lub

kwadratowej powierzchni odpowiedzi.

W odré»nieniu od oryginalnej metody Z3M, do budowy aproksyraciji
funkcji granicznej zastosowano metod} wa»onej regresji, thra opisana
zosta®a w podrozdziale3.3 Zgodnie z przedstawionj tam koncepcjj, war-
toxci wspéczynnikéw odpowiadajjcych poszczegoinym puidm planu
OLH uzale»niane sj od odleg®ozci tych punktéw od punktw, w ktérym

poszukujemy aproksymaciji funkcji granicznej. Funkcjaw(u u;) de -

niowana jest w taki sposob, aby najwilkszy wp2yw na wartox¢ Uunkcji
granicznej wu miady te eksperymenty u;, ktére znajduj;j sij w pobli»u.

W zwijzku z koniecznozcij uaktualniania wartoxci wag, wsp#czynniki
réwnania regresji muszj by¢ wyznaczane za ka»dym razem, kg rozpa-
truje si; nowy punkt u. Zgodnie ze wzorami 8.42) i (3.43 aproksymacja
funkcji granicznej w przestrzeni standardowej przyjmuje msta¢

A(u) = a' (u)b(u); (5.1)

gdzie
B=(ATWA ) *ATWh (5.2)

jest estymatorem nieznanych parametréwb, W jest diagonalnj macierz;
wag, A jest macierzj regresji (zawiera wartozxci liniowo niezalewch funk-
cji bazowych w punktach OLH), a jest wektorem funkcji bazowych, zah
jest wektorem wartozci funkcji granicznej obliczonych dlgpunktéw planu
OLH. Poniewa» jako funkcj, wagow;j przyjmuje si; najczitciej wielowy-
miarowj wyk2adniczj funkcjj przypominajjcj funkcj, gisto +ci prawdo-
podobie«stwa rozk®adu normalnego, dlatego niezerowe elenmty macierzy
wag W majj posta¢, por. (3.44),
— 1 X 2 . R T .
Wi = exp on 2 (uj u))e; =150 Neg; (5.3)
j=1
gdzie N¢ jest liczbj punktéw eksperymentalnych u»ytych do budowy
powierzchni odpowiedzi,uj oznaczaj-tj sk®adow;j i-tego punktu, j =
1.0, i =151 Ne, Uy jestj-tj sk®dowj punktu u, a jest parame-
trem kszta®tu funkcji wagowe;j.
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4. Znalezienie przybli»onego po®o»enia punktu projektowggko rozwijzania
problemu minimalizacji:

znalel¢ wektor: u; (5.4)
minimalizujicy: kuk? = uTu; (5.5)
pod warunkiem: A(u)=0; (5.6)

gdzie A(u) jest aproksymacjj funkcji granicznej danj réwnaniem (5.1).
Do rozwijzania problemu (5.4) ( 5.6) stosuje si; jeden z algorytméw opi-
sanych w podrozdzialeA.3: algorytm ARF lub iHLRF. W znalezionym

punkcie projektowym obliczana jest dok®adna warto+¢ funktgranicznej,
a wynik ten zostaje nastjpnie dodany do bazy danych eksperyentalnych.

5. Zmiana wielkoxci obszaru dopuszczalnego

5.1 Jexeli znaleziony w poprzednim kroku punkt projektowyu znajdu-
je sij wewnitrz obszaru dopuszczalnego, to przesuwany jesam jego
+rodek, a rozmiar (d®ugox¢ boku hiperkostki) jest redukows. Stra-
tegia zmniejszania obszaru dopuszczalnego ma kluczowe zmanie dla
zbie»noxci metody Z3M. Rozwijzanie zaproponowane w [278kPada
redukcj; boku hiperkostki, np. zmniejszenie jego d2ugoxcd podow,.
Niestety, szczegodlnie w przypadku zagadnie« z du»j liczbjmiennych
losowych oraz zaszumionj funkcjj granicznj, podejtcie to pwodowa¢
mo»e trudnozci ze zbie»nozcij algorytmu. Na podstawie wykanych
testow numerycznych wydaje si}, »e korzystniejszym rozwizaniem jest
dzielenie w sta®ym stosunku objjto£ci obszaru dopuszczatgo, a nie je-
go boku, co prowadzi do mniej gwa?townego zmniejszania okex do-
puszczalnego. Strategia ta oméwiona zostanie szczegd®opmay okazji
analizy niezawodnozci zgniatanej belki cienkoxciennej@azentowanej
w podrozdziale 6.1

5.2 W przypadku gdy rozwijzanie zadania 6.4) ( 5.6) znajduje sij poza
obszarem dopuszczalnym, wtedy rzutowane jest na brzeg olzsuz do-
puszczalnego w kierunku jego trodka. Rzut punktu projektoego staje
sij nastjpnie nowym rodkiem obszaru dopuszczalnego, a rodar ob-
szaru nie ulega zmianie. Czasami wskazane jest jednak, abipszar do-
puszczalny zosta? powijkszony, szczegoélnie wtedy gdy kakkolejnych
iteracji prowadzi do rozwijzania poza jego granicami. Zazwczaj dzie-
je sij tak je»eli wp?yw szumu numerycznego jest znaczjcy, alszar
dopuszczalny zosta? ju» istotnie zmniejszony. W zaimplenmgowanej
wersji algorytmu Z3M obszar dopuszczalny rozszerzany jest odwrot-
nej proporcji, ni» w przypadku operacji redukcji, za ka»dymrazem gdy



142 5. Metody analizy niezawodnoz=ci w przypadku zaszumionej fakcji granicznej

w trzech kolejnych iteracjach punkt projektowy znajdowany jest poza
obszarem dopuszczalnym.

6. Powtarzanie krokéw2 do 5 a» do spe?nienia kryterium zbie»no=ci
Sprawdzenie warunku zbie»nozxci wykonywane jest tylko wtgdgdy otrzy-
mana w danym kroku iteracyjnym aproksymacja punktu projektowego
znajduje si} w obszarze dopuszczalnym (zob. punkb.1). W uzupe?nieniu
warunku dotyczjcego odleg®oxci pomijdzy kolejnymi po2osréami +rodka
obszaru dopuszczalnego, zaimplementowane kryterium zlsiroxci zawiera
sprawdzenie czy punkt projektowy znajduje sij na powierzchi granicz-
nej, h(u ) =0. W celu zmniejszenia wp?ywu szumu funkcji granicznej na
to kryterium, wartox¢ h(u ) obliczana jest kilkakrotnie, a do sprawdze-
nia kryterium epsilonowe] bliskoxci zera u»ywa si; oszac@ame] wartoxci
tredniej tej wielkozci.

Budujjc lokalnj aproksymacj; funkcji granicznej, w zadaniu analizy regresji wy-
korzystuje si} wszystkie punkty eksperymentalne, ktére zmjdujj sij w obribie
aktualnego obszaru dopuszczalnego, tzn. opr6¢cz nowo wyggowanych - tak»e
punkty z poprzednich iteraciji.

5.1.2. Etap drugi: Budowa wielomodalnej gjstozci losyjjce

Drugi etap metody Z3M wykorzystuje adaptacyjnj procedur; i mportance
sampling zaproponowanj przez Karamchandaniego i in. w prac[116]. Teore-
tyczne podstawy symulacji importance sampling oméwiono w ddatku A.4.2,
a najwa»niejsze wzory dotyczjce technik adaptacyjnych predstawiono wA.4.3.
Poni»ej zaprezentowano opis dzia?ania metody symulacji $owych zastosowanej
w Z3M:

1. WygenerowanieN; realizacji zmiennych losowych przy pomocy funkcji gj-

stoxci zmiennychUJ przesunijtej nad znaleziony w pierwszym etapie punkt
projektowy. Obliczenie odpowiadajjcych realizacjom waaottci funkcji gra-
nicznej.
W pracy [279] zasugerowano przyjicieN1 = 10 50, jakkolwiek wydaje
si} bardziej odpowiednim, aby uzale»ni¢ liczbjN1 od wymiaru przestrzeni
n,np. Ny =5n 10n. Zgodnie z wprowadzoni w dodatkuA.4.2 konwen-
cjj oznaczania zmiennych losujjcych symbolemV oraz pamijtajic, »e
realizacje zmiennych generowane sij w gaussowskiej przestni standar-
dowej, gistox¢ losujjca u»ywana do wyznaczenia pierwszejdbki wyra»a
sij wzorem (por. (A.71)) ' n(v;u ;1), gdzieu jest punktem projekto-
wym.
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2. Zainicjowanie licznika iteracji k = 1.

3. Wybdr K punktdéw reprezentatywnych spoxrdd wszystkich wygenerayieh
dotychczas realizacji.
Przez wszystkie realizacje rozumie si} punkty wygenerowaam zaréwno
w pierwszym jak i drugim etapie algorytmu Z3M. Pokazany scheatycz-

nie na rys. 5.1 algorytm wyboru punktéw reprezentatywnych przedstawi¢
mo»na nast;pujjco:

¥
4

Rys. 5.1. Schemat wyboru punktéw reprezentatywnych w proce durze budowania wielomodal-
nej gjstoxci losujjcej.

3.1 Pomi« dotychczasowy podzia? na punkty reprezentatywne nierepre-
zentatywne.

3.2 Wybierz t} realizacj} zmiennych losowych z obszaru awaii, ktérej od-
powiada najwy»sza wartox¢ oryginalnej funkcji gjstotci @wdopodo-
bie«stwa ' ,(v;0;1). Oznacz jj jako pierwszy punkt reprezentatywny
¢ . Punkt ten pokrywa si! zazwyczaj z punktem projektowym, jedi
jednak iteracyjny proces poszukiwania punktu projektoweg@ zako«czy?
sij w obszarze bezpiecznym lub gdy na wartozci funkcji graoznej ma
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wpdyw szum numeryczny, wskazane jest wtedy, aby w algorytrei wy-
boru punktéw reprezentatywnych uwzglidni¢ rozszerzony obzar awa-
rii. Jezli taka analiza jest mo»liwa, wielkox¢ epsilonowegrozszerze-
nia powinna by¢ uzale»niona od amplitudy szumu funkcji graitznej,
np. punkt klasy kowany by2by jako nale»jcy do obszaru awari jezli
h(v) < , gdzie jest podwojonym odchyleniem standardowym war-
toxci funkcji granicznej w punkcie projektowym. Jezxli algo/tm Z3M
zastosowano do zadania bez szumu numerycznego, to w pierapite-
racji mo»na arbitralnie uzna¢ punkt projektowy za pierwszypunkt re-
prezentatywny.

3.3 Pomi« w dalszej czjtci procedury wyboru wszystkie reaacje znaj-

dujjce si} wewnijtrz skupienia w kszta®cie n-wymiarowej hipersfery
o xrodku w wybranym ostatnio punkcie reprezentatywnym i pranie-
nieniu réwnym po2owie odleg?o+ci punktu projektowego od mazjtku
uk®adu wspé?rzidnych, ku k=2.

3.4 Spozrdd pozostadych realizacji, tzn. punktéw, ktére ei zosta®y wcze-

+niej pominijte i nie sj punktami reprezentatywnymi, znajd? realizacj,
znajdujicj sij w obszarze awarii, ktérej odpowiada najwijk sza warto+¢
funkcji gjstoxci prawdopodobie«stwa. Oznacz t} realizadj jako kolejny
punkt reprezentatywny.

3.5 Powtarzaj kroki 3.3 3.4 a» do wyczerpania zbioru wygenerowanych

realizacji zmiennych losowych.

4. Obliczenie wsp62czynnika zmiennozci estymatora prawddpbie«stwa awa-

rii Ibf .
Dla N elementowej probki, gdzieN = N1+ :::+ Ny, a k jest numerem
iteracji wsp6aczynnik ten dany jest wzorem, por. A.63) i (A.75),

var[P®]
0= 1~ 5.7
b, Ibf(k) , (5.7)
gdzie
"%1 - ™. 4 2 . @.q.
I R I\ R i
i=1 sy (Vi) i=1 sy (Vi™)
X - (
+ o4 1, v n(Vi 5 0i1) (5.8)

LT T ee®
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S ) o (V0D g 2
varB® = T | v®y X 2 iy
NN 1) Dy @)
Xz @y (V25000 g
AR ) T
i=1 S\'v (Vi )
X v 0:1) 2
+ 4 AR n(k)' o8 I 1)
i=1 sy (Vi)

58)(v) jest wielomodalnj funkcjj gjstoxci losujjcej (5.11) utworzonj w
j-tej iteracji (w przypadku pierwszej iteracji ss,l) (V) = " a(v;e®:)),
I, (v) jest funkcjj charakterystycznj obszaru awarii, a przezvi(j)
czono realizacje zmiennych losowych generowane przez flanksg)(v).
Jexeli ju» dla pierwszejN; punktowej prébki obliczona warto+¢ gf) jest
mniejsza od pewnej wartotci dopuszczalnej, wtedy nast|pgj przejtcie
bezpo+rednio do krokib.

0ozna-

5. Budowa funkcji g|stoci losujjcej sf,k)(v) przy u»yciu wyznaczonych w kro-
ku 3 punktéw reprezentatywnych:

tox¢ wspdiczynnika wagowego (zobA(74))

a® = @501

: (5.10)
' n(v(j);O;I)
j=1

5.2 Zgodnie ze wzoremA.73) zde niuj wielomodalnij funkcj; gistozci s&,k)(v)
jako wax»onj sum| funkcji gjstoxci prawdopodobie«stwa odpwiadajj-
cych poszczeg6inym punktom reprezentatywnym

x .
sOwvy="" W (v;e®;1); (5.11)
i=1

gdzie' (v;¢{);1) oznacza standardow; funkcj! g!stoxci rozk?adu nor-
malnego o wartoxciach xrednich przesunijtych dotego punktu repre-
zentatywnego ¢-()

5.3 Zwiiksz licznik iteracji, k = k+1,
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5.4 Wygeneruj Ny dodatkowych realizacji zmiennych losowych u»ywajjc
funkcji (5.11). Wielkox¢ prébki przyjmuje si} zazwyczaj jako wielo-
krotnox¢ liczby punktow reprezentatywnychK , np. Ny = 5K  20K.
Oblicz wartozci funkcji granicznej odpowiadajjce wygenaswanym re-
alizacjom.

5.5 Oblicz Wartoiciﬂ?f(k), Var[lbf(k)] oraz wspo62czynnika zmiennozci estyma-
tora g() na podstawie wzoréw b.7) ( 5.9) u»ywajjc utworzonej w 5.2
f
gjstozci losujjcej. Jex»eli wsp62czynnik zmiennozci jestilkszy od przy-
jitej wartoxci dopuszczalnej, wtedy wyznacz nowe punkty rerezenta-
tywne zgodnie z procedurj opisanj w kroku 3, a nastjpnie powtorz

wszystkie dzia®ania podane w krokib. Jezli ;(bk) jest mniejsze od war-
f

toxci dopuszczalnej, to przejdt do kroku6. W pracy [278] sugerowa-
no, aby wartoxci dopuszczalne wspé3czynnika zmiennozciyesatora
przyjmowa¢ w granicach0:2 0:3.

6. Zwikszenie licznika iteracji, k = k+ 1.

7. WygenerowanieNy realizacji zmiennych losowych przy pomocy rozk®adu
wielomodalnego(5.11) dla ko«cowej kon guracji punktéw reprezentatyw-
nych.

8. Sprawdzenie warunku zbie»nozci.

Obliczona ze wzoru b.8) warto+¢ estymatora prawdopodobie«stwa awarii
s2u»y do sprawdzenia nast|pujjcego kryterium zbie»noz*ci

jlbf(k) |bf(k l)j

Ibf(k ) 6"; (5.12)
gdzie " jest za?o»onj tolerancjj (np. " = 0:1). Dodatkowo wymaga sij,
(k)

aby wartot¢ wspdaczynnika zmiennozci b
f

dopuszczalnej. W przypadku nie spe2nienia powy»szych warkow nast;-
puje powr6t do kroku 6.

pozosta®a poni»ej wartoxci

Kilka cech wymienionego wy»ej algorytmu czyni go szczegdi przydatnym
w przypadku nieliniowych i kosztownych obliczeniowo probémdw analizy nieza-
wodnozci. Do problemoéw tych zaliczy¢ mo»na analiz} niezawmoz=ci w zagadnie-
niach dotyczjcych wytrzyma2ozci zderzeniowej, jak réwnie zadania, w ktdrych
zak®ada si} losowox¢ parametréw opisujjcych geometri} kastrukcji, gdzie szum
numeryczny funkcji granicznej generowany jest w wyniku adptowania siatki
elementéw sko«czonych. W tym kontek+cie mo»na wymieni¢ rgsujjce zalety
metody Z3M:
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Ze wzglidu na zastosowanie w algorytmie poszukiwania punkt projekto-
wego adaptacyjnej aproksymacji funkcji granicznej, zbiemo+¢ pierwszego
etapu metody mo»na stosunkowo 2atwo uzyska¢ nawet w przypkd wy-
stjpowania szumu numerycznego.

Eksperymenty numeryczne wygenerowane w pierwszym etapie etody
Sj nastlpnie u»ywane w procedurze wyznaczania punktéw remzenta-
tywnych w adaptacyjnym algorytmie importance sampling.

W sposéb elastyczny mo»na kontrolowa¢ dok®adnox¢ metodywizzane

Z nij nak®ady obliczeniowe. Jezli nie wymaga si} wysokiej @cyzji oszaco-
wania prawdopodobie«stwa awarii albo nie mo»na sobie na togzwoli¢ ze
wzglidu na ograniczony bud»et analizy niezawodnozci, wtgddrugi etap

algorytmu mox»e by¢ pominijty.

Dziiki procedurze budowania wielomodalnej gjsto+ci losygcej metoda
posiada mo»liwox¢ uwzglidniania wp2ywu wielokrotnych puktéw pro-
jektowych.

5.1.3. Szum numeryczny generowany przez losow; geometrgtiikcii.
Analiza FORM przy u»yciu procedury Z3M

Pozostawiajjc szczegéowe omoéwienie efektywnozci algomu Z3M do przy-
k3adu analizy niezawodnozci zgniatanej dynamicznie belkienkoxciennej (pod-
rozdzia? 6.1), poni»ej przedstawiono u»ycie pierwszego etapu Z3M w zadia
gdzie szum numeryczny funkcji granicznej wywo@any jest pigz zmienne losowe
opisujjcych geometri; konstrukcji. Poniewa» ka»da realiacja takich zmiennych
niesie za sobj koniecznox¢ uaktualniania siatki elementésko«czonych, dlatego
na wartox¢ funkcji granicznej wp2yw ma nie tylko nowa geomea konstrukciji
lecz tak»e zmieniona dyskretyzacja MES, bjdjca konsekwelicnowej geometrii.

Rozpatrzmy tréjkjtnj tarcz} z otworem ko%owym pokazanj na r ys. 5.2
Znajdujjcj sij w p2askim stanie naprj»enia stalowa tarcza poddana jest obcij-
»eniu jednostajnemu przy2o»onemu na fragmencie poziomejakv,dzi. Pionowa
kraw)d! jest utwierdzona. Gruboz¢ tarczy przyjito réwn; 0:3cm. Model pro-
babilistyczny konstrukcji sk®ada si} z pijciu zmiennych losowych o rozk?adzie
normalnym, ktérych opis (wartotci oczekiwane oraz odchytea standardowe)
podano w tab. 5.1

Awari} konstrukcji zde niowano jako przekroczenie w dowolnym punkcie tar-
czy dopuszczalnego zredukowanego napri»enia Hubera-MiseS, = 21 kN/cm 2,
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]

Rys. 5.2. Rysunek lewy - wymiary tarczy. Rysunek prawy - siat ka MES, obcij»enie oraz
warunki podparcia. Wymiary podano w centymetrach.

Tablica 5.1. Parametry gaussowskich rozk®doéw prawdopodobie«stwa zmiennych losowych
z przyk®adu analizy niezawodnozci tarczy trojkjtnej, rys. 5.2. Ostatnia kolumna - wsp63rz}dne
punktu projektowego.

Zmienna Opis Wartox¢ Odchylenie Warto+¢ w
oczekiwana | standardowe || punkcie proj.
X1 wsp. X xrod. otworu 7:32cm O:1cm 7:50cm
X2 wsp. y rod. otworu 7:32cm 0:1cm 7:45cm
X3 promie« otworu 5:0cm 0:1cm 5:07cm
X4 wartox¢ obcij»enia| 4:0kN/cm 0:4kN/cm 4:76kN/cm
X5 modu? Younga | 21000kN/cm 2 | 2100kN/cm 2 || 20089%N/cm 2
co prowadzi do nastjpujjcego wyra»enia na funkcj| graniczn:
max[S(X
gX)=1 7[5 ( )]; (5.13)
a

gdzie max[S(X)] oznacza maksymalne naprj»enie Hubera-Misesa obliczone
w punktach wjz2owych siatki. Jak ju» wspomniano, zmiany pod»enia oraz wiel-
kozci otworu powodujj ka»dorazow; rekon guracj; siatki elementow. W zwijzku

z tym, odleg®o£¢ najbli»szego wiz®a od punktu gdzie wyst/ga maksimum na-
pri»e«, nawet przy dox¢ gjstym podziale na elementy, jest zka»dym razem
inna, a obliczane wartoxci funkcji granicznej obarczone spewnj dodatkow;,
trudnj do oceny, niepewno=cij.
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Zaszumiony charakter funkcji (5.13) uniemosxliwia u»ycie klasycznych metod
poszukiwania punktu projektowego, takich jak iIHLRF czy ARF (zob. dodatek
A.3), dlatego w analizowanym przyk2adzie zastosowano adaptgmj technik]
powierzchni odpowiedzi zaprezentowanj w pierwszym etapialgorytmu Z3M.

Aproksymacje funkcji granicznej tworzone by2y na podstawe 50-cio punk-
towych planéw eksperymentéw numerycznych OLH. Jako metodjaproksyma-
cji przyj;to regresj; wa»onj, zob. (5.1) ( 5.3), z liniowymi funkcjami bazowymi.
Rozpoczynajjc w punkcie wartozci oczekiwanych, zbie»noafyorytmu uzyskano
po 10 iteracjach. Otrzymany wska'nik niezawodnozci pierwszegoz,du rorwm
wynosi 2:99, co odpowiada prawdopodobie«stwu awariP{*® =1:4 10 8

Poréwnujjc wartozci realizacji zmiennych losowych w punkie projektowym
z odpowiednimi wartoxciami oczekiwanymi (zob. tab5.1) mo»na zauwa»y¢ je-
dynie niewielkie ro»nice w przypadku zmiennych opisujjcyls geometri} oraz
modu? Younga. Z drugiej strony, w sposoéb istotny wzros®a wadox¢ obcij»enia,
co okazuje si} by¢ najbardziej prawdopodobnj przyczyn; awaiii.

W przedstawionym przyk®adzie analiza stanu napri»enia preprowadzona
zosta?a przy pomocy komercyjnego programu elementéw skaanych ABA-
QUS. Sama integracja programu ABAQUS z programem do analizy iezawod-
nozci nie jest zadaniem trywialnym. Problematyka ta zostare szczegé2owo omo-
wiona w rozdziale8 (punkt 8.3.1) na przyk®adzie integracji z systemem STAND,
ktory rozwijany jest w Pracowni Niezawodnoz=ci i Optymalizaiji IPPT PAN.

5.2. Metoda poprawy niezawodnozxci z wykorzystaniem dbhsowy
symulacji OLH

Prezentowana metoda ma na celu szybkj popraw; niezawodnoitkonstrukcji
przy pomocy symulacji losowych wykorzystujjcych koncepgjoptymalnej 2aci«-
skiej hiperkostki. Chocia» zaprojektowana zosta®a jako thnika rozwijzywania
zadania optymalizacji niezawodnozciowej (zob.2(15 ( 2.19), to ze wzglidu na
swojj specy ki oraz planowany zakres zastosowa« bardziej faxciwe jest mo-
wienie o tej metodzie w kontektcie poprawy niezawodnozci kstrukcji, a nie
w kontektcie poszukiwania konstrukcji optymalnej. Zaletj algorytmu wydaje
sij by¢ du»a efektywnox¢ w przypadku umiarkowanej liczby zmnnych loso-
wych oraz wtedy, gdy konstrukcj} wyjtciowj cechuje stosunlowo niski poziom
niezawodno=ci.

W przeciwie«stwie do algorytmu Z3M metoda ta nie korzysta z adnych
aproksymacji funkcji granicznej. O ile bowiem umiejjitnie zastosowana metoda
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powierzchni odpowiedzi stanowi¢ mo»e bardzo przydatne nzdzie zar6wno
w analizie niezawodnozci jak te» rozwijzywaniu problemow mtymalizacji, o ty-
le nieprzemy+lane u»ywanie standardowych metod aproksyrmia funkcji wielu
zmiennych w przypadku funkcji silnie nieliniowych, prowadzi¢ niekiedy mo»e do
zbytnich uproszcze« oraz wynikéw obarczonych znacznym bdem. Z funkcjami
takimi mamy czjsto do czynienia gdy sk®adnik szumowy jest zaczjcy lub gdy
opisywana odpowied?! konstrukcji ma charakter niecijgdy (tak jak w niektérych
przypadkach analizy statecznozci konstrukcji).

Z powy»szych powodow tworzenie powierzchni odpowiedzi metljjcej za-
chowanie si} tych elementéw pojazdéw, ktére poch?aniajj eargi} zderze«, za-
liczy¢ nale»y do zada« wyjjtkowo trudnych i wymagajjcych du»ej wiedzy i do-
+wiadczenia. Potréd prac naukowych odnalel¢ nawet mo»nartao negatywne
opinie, kwestionujjce samj zasadno+¢ prowadzenia optymahcji czy te» analizy
niezawodnozci tego typu konstrukcji w oparciu o matematyazj aproksymacj,
ich odpowiedzi, zob. [165].

Dystansujjc si} od tak ostro sformu2owanych wnioskéw, o czyn +wiadczy
chocia»by tematyka niniejszego opracowania, nale»y przgac¢ i» metody rzidu
zerowedo lub metody pseudolosowego przeszukiwania majj Gj@ bezsprzecz-
ne zalety, do ktérych nale»j prostota implementacji i uniknijcie problemu b?}-
doéw aproksymaciji. Mimo, i» nie majj one reputacji efektywnych obliczeniowo,
to w pracy [228] pokazano, »e w pewnych przypadkach u»ycie e losowe-
go przeszukiwania z wykorzystaniem 2aci«skich hiperkoskew rozwijzywaniu
zada« optymalizacji mo»e da¢ bardzo dobre wyniki w poréwnan do metod
opartych na u»yciu powierzchni odpowiedzi.

W przedstawionej ni»ej metodzie zaproponowano wykorzystae wspddczyn-
nikéw korelacji pomijdzy funkcjami ogranicze« a zmiennymilosowymi, ktérych
wartoxci oczekiwane sj zmiennymi projektowymi w zadaniu ofymalizacji. War-
totci tych wspéaczynnikdéw s2u»j nastjpnie do wyboru kieruku zmian wektora
zmiennych projektowych. Zastosowany w algorytmie plan OLHpe?ni podwajni
roll. Pomaga jak najlepiej zbada¢ przestrze« zmiennych prigktowych, jak réw-
nie» s2u»y do efektywnego szacowania wartoxci wspo2czykaw korelacji, por.
podrozdzia?4.1.

5.2.1. Sformu2owanie problemu

losowych, ktérych rozkdady prawdopodobie«stwa stanowij pobabilistyczny
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model konstrukcji. Jexli w rzeczywistoxci zmienne nie sj azale»ne, to koniecz-
ne jest zastosowanie odpowiedniej transformacji (zob. dadek A.2). Przyjmijmy
nastjpnie, »e jako zmienne projektowe wybrano wartoxci oekiwane n zmien-
nych losowych, gdzien r. Oznaczajjc wektor zmiennych projektowych sym-
bolemy i zak®adajjc w celu uproszczenia zapisu, »e zmienne te odpiadajj n
pierwszym zmiennym losowym, mamy

y=fy1= x.;i¥2= x,:i5¥n= x,0 n o (5.14)

W zale»nozxci od charakteru zmiennej losowe{;, i = 1; :::; n, jej odchylenie
standardowe pozostaje sta?e w procesie optymalizacji lubndenia sij proporcjo-
nalnie do wartoxci oczekiwanej zgodnie z ustalonym wspo63emikiem zmienno-
*Ci Xi = Xi= Xj-

Zadanie optymalizacji niezawodnozciowej/poprawy niezaadnozci dane jest
w nastjpujicy sposob (por. sformu?owanie .15 ( 2.19):

znajd! warto+ci zmiennych: y 2 R"; (5.15)
minimalizujjce: f (y); (5.16)

przy ograniczeniach: P[g(X) 0] p?; i=1;::10Kg;  (5.17)

Vi oy Y j=1;:::;n; (5.18)

gdzief (y) jest funkcjj celu, gi(x), i =1;:::;kg, sj funkcjami ogranicze« tworz;-
cymi ograniczenia niezawodnoxciowg? sj dopuszczalnymi wartoxciami praw-
dopodobie«stw awarii, a'y,- iY;,j =1;:::;n, sj odpowiednio dolnymi i gérny-

mi ograniczeniami prostymi. Ograniczenia b.17) przedstawiajj zbiér warunkow
g(x) 0, ktérych spe?nienie dopuszcza si} jedynie z bardzo ma?ym pwdopo-
dobie«stwemp?, lub zapisujjc inaczej Ps,  pf, gdzie P, jest prawdopodobie«-
stwem awarii.

Nale»y zaznaczy¢, »e metoda Monte Carlo, ktéra u»ywana bldz do ob-
liczania wartoxci prawdopodobie«stwa awarii, prowadzi ddardzo zgrubnych
oszacowa« W przypadku ma2o licznych prébek i w przypadku gdywymagania
dotyczjce niezawodnozxci konstrukcji sj wysokie, zob. dodak A strona 277.
Decyduijjc sil, np. na stosowanie proébek nie zawierajjcych wjcej ni» 100 reali-
zacji zmiennych losowych (co jest do+¢ realistycznym za%miem dla wielu kosz-
townych obliczeniowo problemoéw analizy niezawodno=ci) istalajic p® = 0:01,
ograniczenia 6.17) powinno sij sformu®owa¢ jako:gi(x) 0 dla wszystkich re-
alizacji x wchodzjcych w sk®d probki. W rzeczywistoxci, aby zagwardowa¢
dobrj estymacj} (wspéczynnik zmiennoz=ci estymatora< 0:1) prawdopodobie«-
stwa awarii rzjdu 0:01 probka musi sk®da¢ si; z oko?dl000 punktow.
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Generowanie realizacji wed?ug planéw OLH pozwala na uzysk& pewnego
polepszenia efektywnozci estymacji prawdopodobie«stwanvarii, zob. [186,277],
ale nadal w poréwnaniu do standardowej metody Monte Carlo re jest to zmiana
jakoxciowa. Pomimo to, poniewa» g2dwnym celem metody jestoprawa nieza-
wodnozci rozwijzania charakteryzujjcego si; stosunkow;j wsokim prawdopo-
dobie«stwem awarii, a nie poszukiwanie optimum, dlatego ateptuje si; ograni-
czonj dok?adnox¢ metody symulacji losowych OLH.

5.2.2. Opis algorytmu

Proponowana metoda rozwijzania problemu 5.15 ( 5.18 mo»e by¢ zakla-
sy kowana jako metoda losowego przeszukiwania. W celu znetienia poczijt-
kowych warto+ci wektora zmiennych projektowych, jak réwne» jego wszystkich
kolejnych iteracji, u»ywa si; techniki symulacji OLH. Podstawow;j zasad; algo-
rytmu jest wybieranie nastjpnej iteracji zmiennych projektowych jedynie spo-
+réd punktéw (realizacji) wygenerowanych do tej pory, tychdla ktérych obli-

Post|pujic w ten sposob, w przeciwie«stwie do metod wykorzgtujjcych kon-
cepcj} powierzchni odpowiedzi, unika si; jakichkolwiek z&o»e« dotyczjcych po-
staci funkcji celu oraz ogranicze«. Rezygnacja z aproksyrop oraz porusza-
nie si} jedynie po sprawdzonych rozwijzaniach czynij algoytm podobnym do
metody opracowanej przez Marczyka [165] i zaimplementowa) w programie
ST-ORM [227].

5.2.2.1. Wybor punktu startowego

W przypadku braku preferencji co do poczjtkowych warto+ci miennych pro-
jektowych, punkt startowy wybiera sij na podstawie analizy wynikéw odpowia-
dajjcych realizacjom wygenerowanym zgodnie z planem OLH. Wym celu ory-
ginalne rozk®ady prawdopodobie«stwa zmiennych losowychdpowiadajjcych

mujj odpowiednie wartotci wspé@rzidnych punktu poczjtkowego. Przywraca
si} oryginalne funkcje gjstotci rozk®ad6éw prawdopodobiestwa z nowymi war-
toxciami oczekiwanymi i poczjtkowymi wartotciami odchyle standardowych.
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W przypadku zao»enia sta?ego wspbddczynnika zmiennoxciamo+¢ odchylenia
standardowego musi by¢ obliczona proporcjonalnie do warieci oczekiwanej.

Powodem zmiany typéw rozk®adoéw prawdopodobie«stwa jest djenie do
réwnomiernego wype?nienia punktami testowymi ca®ego zaksu zmiennych pro-
jektowych. Poza tym, do poszukiwania punktu startowego u»wa si; specjalnie
zmody kowanej optymalnej hiperkostki 2aci«skiej, zob. paagraf 5.2.3

5.2.2.2. Kryterium wyboru nast|pnej iteracji zmiennychomktowych

Na ka»dym kroku iteracyjnym algorytmu, zgodnie z przyjitym planem OLH,
losowanych jestN realizacji wektora X. Po obliczeniu odpowiadajjcych po-

rowanych punktéw wybierane jest nowe przybli»enie rozwijania. Zastosowani
strategi; wyboru opisa¢ mo»na nast}pujjco:

Na poczjtku szacowane sj wartoxci ogranicze« niezawodndawych (5.17).
Oznaczmy przezl zbiér indeksOw tych ogranicze«, ktére nie sj spe2nione (Sj

aktywne)
Il =fi:1 i kg Plg(X) 0]>pfg (5.19)

Nastpnie, biorjc pod uwag; jedynie wyniki dla ostatniej pr ébki, oblicza si|

cjami ogranicze«g; (x), j 2 I. Przyjmuj; one posta¢

X" xilg (x®) g

i =Y k=1 v coi=1;:n )21 (5.20)
X X
07 0 w2t 7 g0y g
k=1 k=1
gdzie ; = (Xi;g), X; i g sj obliczonymi na podstawie prébki wartotcia-

mi xrednimi, axi(k) oznaczai-tj sk®adowj k-tej realizacji wektora losowegoX .
Otrzymane wsp6aczynniki korelacji odgrywajj zasadniczj ol; w wyborze kie-
runku poszukiwania nowych wartoxci zmiennych projektowyie, a dok2adniej,
w wyodribnieniu podzbioru wygenerowanych punktéw, z ktérego wybrana b}-
dzie nastjpna iteracja zmiennych projektowych. Ze zbioru £go mo»na od razu
wyeliminowa¢ te realizacje,x(), ktére nie speniajj ogranicze« prostych 6.18

bjdziemy zbiér indekséw punktéw spe®niajjcych powy»sze krteria
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F=fk:1 k N; g(x®) 0 i=1;::::kg;

Ze zbiorufx( : i 2 g chcemy wybra¢ taki punkt, ktéry daje najwi'ksze szanse
na popraw,; niespe@nionych obecnie ogranicze« niezawodraawych. W tym celu
dla ka»dej zmiennej projektowej obliczane jest nast}pujj@ wyra»enie

X
b = Xisg) 1+ Plg(X)<0]; i=1;:::5n (5.22)
j21

Jexlih ma wartotx¢ dodatnij, wtedy rozpatrywane sj jedynie te punkty, kt6-
rych i-ta wsp6?rzjdna jest wijksza od wartoxci oczekiwanej x,, a w przypadku
b < O bierze si} pod uwag; tylko punkty spe?niajjce warunek xi(” < %, 2T
Przypadekly = 0 nie eliminuje »adnych realizacji ze zbioru. Pomys?2 przy+wca-
jicy wprowadzeniu wyra»enia (6.22) wynika z chjci wykorzystania informacji,
ktére niesie ze sobj wspéaczynnik korelacji. Przyjmujjc wato+ci od 1 do 1,
stanowi on miar} liniowoz+ci relacji pomijdzy zmiennymi losowymi a funkcjami
ogranicze«. Wystipujjcy we wzorze wspddczynnik wagowy (w awiasach) ma za
zadanie uwzglidnienie zakresu przekroczenia dopuszczalnwartozci prawdopo-
dobie«stwa awarii.

Ze wzglidu na nieliniowy charakter funkcji ogranicze« mo»esi} zdarzy¢, »e
opisana powy»ej procedura wyboru wykluczy ze zbioru rozpagwanych realiza-
cji takie, ktére potencjalnie mog2yby by¢ kandydatami na navj iteracj; warto-
+ci zmiennych projektowych. Aby uniknj¢ podobnych sytuaci, do wybranych
wczezxniej punktéw z probki dodaje si} (o ile takie istniejj) realizacje, w przy-
padku ktérych warto+ci funkcji gi, i 2 |, sj wijksze od odpowiednich warto+ci
dla punktu wybranego w poprzednim kroku jako aktualna iterecja zmiennych
projektowych.

W celu zilustrowania omawianej procedury rozwa»my przykdd z trzema
zmiennymi projektowymi, gdzie na typowym kroku algorytmu losowanych jest
50 realizacji zmiennych losowych. Warto+ci dopuszczalnychrawdopodobie«stw
awarii p? (zob. (5.17) sj takie same dla wszystkich ogranicze« i wynosz{0:01.

danym kroku iteracyjnym funkcje te przyjj2y wartoxci ujemne dla odpowiednio
20, 10, 3i 15 punktéw z prébki OLH. Po obliczeniu wspo62czynnikéw korelag
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01 O2 O3 Q
X1| 06| 0:1]| 0:8 0:2

X210:01| 05 09| 03
X3]0:65| 0:2 0:3| 0:1

20 10 3 15
= : + — : + — +0: + — : + — = .37,
by 06 1 =0 011 = 081 0 021 =0 0:37;
20 10 3 15
b, =0:01 1+§) +0:5 l+§) 0:9 l+§) 0:3 1+§) = 073
20 10 3 15
b; = 0:65 1+§) +0:2 l+§) 0:3 l+§) +0:1 1+§) =0:96:

Zgodnie z zaproponowanj strategij, punktami ze zbiorufx(;i 2 g, spoxréd
ktorych wybrane bjdzie nastjpne przybli»enie punktu optymalnego, bidj punk-
ty spe®niajjce warunki x(l') < x4, x(z') < x, | xg) > x, oraz ewentualnie

wspomniane ju» punkty dodatkowe.

W przypadku dux»ej liczby zmiennych projektowych jest bardop prawdopo-
dobne, »e »adna z wylosowanych realizacji nie spe®ni wszyish kryteriow na-

rowanie dodatkowych punktéw (co najmniej jednego) w obszare okrexlonym
przez kierunki Iy. Oczywixcie, nowy punkt rozpatrywany jest jedynie wtedy,
jetli spe®nia wszystkie ograniczenia, zob5(21).

Po wyodribnieniu zbioru potencjalnych rozwijza« zadania nale»y wprowa-
dzi¢ dodatkowe kryterium pozwalajjce na wyboér rozwijzania preferowanego.
W zamieszczonych w niniejszej pracy przyk®adach zastosowalgorytmu przy-
jito kryterium postaci

Xo
(x) = w; f(x) Wi (x); (5.23)
i=1

oraz ogranicze«, avs i w; Sj wspddczynnikami wagowymi. Realizacja zmiennej
losowej®, ktéra minimalizuje funkcj}  przyjmowana jest jako nastjpna iteracja
rozwijzania, tzn. y; = X, i =1;:::;n.
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Istnieje pewna dowolno+¢ jexli chodzi o dobér warto+ci wseaynnikéw wa-
gowych. Przyjicie np. w;s jako

!

Plg (X) < 0]

ws =exp 1
t p 1 m

: (5.24)

gdzie| jest indeksem najbardziej aktywnego ograniczenia niezsodnozxciowe-
go, preferuje punkty, ktére prowadzj przede wszystkim do sp?nienia ogranicze«
niezawodnozciowych. Podobny efekt mo»na osijgnj¢ wprowaejjc nast;pujjcj

w; =1+ P[gi(X) < 0] (5.25)

Pominijcie w powy»szym wzorze jedynki powoduje uwzglidniaie jedynie ak-
tywnych ogranicze« niezawodnozciowych. Dobor wspé2czyikdw wagowych po-
dyktowany czasem bywa kosztem otrzymania wartoxci funkcjcelu oraz funkcji
ogranicze«. Jexli nie mo»na pozwoli¢ sobie na wiele iteraalgorytmu u»ywa-
jic wystarczajjco licznych prébek lub gdy g2éwnym zadaniemprojektanta jest
poprawa niezawodnozxci wyjtciowej konstrukcji, wtedy przyuje si; wg = 0,
a proces iteracyjny zatrzymywany jest zaraz po znalezieniwozwijzania spe@-
niajjcego ograniczenia niezawodnozciowe.

5.2.3. Zmody kowany plan OLH

Koncepcja 2aci«skiej hiperkostki zapewnia réwnomierne @fo»enie punktow
eksperymentalnych przy rzutowaniu ich na dowolnj z osi wsp®rzjdnych, zob.
dodatek B. Ponadto, optymalne hiperkostki - OLH prowadzj do réwnomierne-
go rozmieszczenia punktow w hiperkostce-wymiarowej, gdzier jest wymiarem
wektora losowego. Pozwala to na uniknijcie skupie« ekspergentow w pewnych
obszarach i pozostawienia innych obszaréw niezbadanymi.ofimo to, nie mo»-
na uniknij¢ tworzenia si} takich skupie« w przypadku rzutowania punktéw planu
OLH na przestrzenien <r wymiarowe. Na rys.5.3 pokazano dwie 2aci«skie hi-
perkostki (kwadraty 2aci«skie). Kwadrat po lewej to 50-punktowy 2-wymiarowy
plan OLH. Punkty sj tu réwnomiernie roz2o»one wewnitrz kwadratu. Po prawej
stronie pokazano kwadrat 2aci«ski bjdjcy rzutem 50-punktowej 4-wymiarowej
hiperkostki OLH na podprzestrze« dwuwymiarow;j. W tym przyp adku skupienia
punktéw sj wyratnie widoczne.

Tworzenie si} takich skupie« wp2ywa szczegolnie niekorzysie na dzia®anie
procedury wyboru punktu startowego, zob.5.2.2.1 Poniewa» wynik ko«cowy
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Rys. 5.3. Po lewej: plan OLH 50 2. Po prawej: rzut planu OLH 50 4 na podprzestrze«
dwuwymiarow;.

bardzo cz|sto zale»y od w2atciwego wyboru punktu rozpoczgfjcego proces
iteracyjny, dlatego jest nies®ychanie istotne aby przestre« zmiennych projek-
towych zosta®a pokryta w spos6b réwnomierny. Z drugiej stroy, idej prezen-

towanej metody optymalizacji niezawodnozciowej (poprawyiezawodnozci) jest
by zawsze uwzglidnia¢ w algorytmie losowy charakter pozoatych zmiennych
- tych nie zwijzanych ze zmiennymi projektowymi. W celu znakzienia kom-
promisu pomijdzy dwoma sprzecznymi oczekiwaniami (optym&ozxci zarbwno
hiperkostki r-wymiarowej jak i jej n-wymiarowego rzutu) zaproponowano zmo-
dy kowany plan OLH. Jest on optymalny w podprzestrzeni zmiennych pro-

jektowych, natomiast wspé?rzjdne punktéw odpowiadajjce pozosta?ymr n

zmiennym losowym sj wybierane przy pomocy algorytmu CP (zob B.2) lub

te» algorytmu genetycznego (zobB.3) przyjmujjc dodatkowe ograniczenia do-
tyczjce zachowania réwnomiernego rozk®adu rzutéw punktowv podprzestrzeni
zmiennych projektowych.

Komputerowa implementacja powy»szych mody kacji nie przysparza spe-
cjalnych trudnozci. Na poczjtku budowany jest projektowy plan OLH, tzn.
znajdowana jest w2azciwa macierk 4 o wymiarachN  n, por. (B.1). Nast|pnie
w macierzy L o wymiarach N  r bjdjcej startowym rozwijzaniem w algoryt-
mie CP (lub w poczijtkowej populacji hiperkostek w algorytmie genetycznym)
kolumny odpowiadajjce zmiennym projektowym zastjpowane $ przez odpo-
wiednie kolumny z macierzyL 4. Uwzglidnienie optymalnego rozk2adu rzutow
punktow eksperymentalnych na podprzestrze«n wymiarow; sprowadza si} do
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pomijania w opisanej wB.2 procedurzeCP-sweeptych kolumn macierzy L, kt6-
re skopiowano zL 4, a w przypadku algorytmu genetycznego - na niestosowaniu
do tych kolumn operatoréw mutacji i krzy»owania.

5.2.4. Przykdad testowy: Minimalizacja funkcji Roserkmar szumem

Dzia®anie przedstawionego algorytmu zilustrowano na przfadzie minimali-
zacji z ograniczeniami dwuwymiarowej funkcji Rosenbrockapor. (B.14) i (4.32).
Problem sformu®owany jest nast;pujjco:

znajd* wartoxci zmiennych: y1 = x,; Y2 = x,; (5.26)
minimalizujjce:  f(y) =100(y2 y2)2+(1 y1)? (5.27)
przy ograniczeniach: P[gi(X) 0] 0:.0% (5.28)
Pl(X) 0] 003 (5.29)
Plgs(X) 0] 004 (5.30)
0 1 3 (5.31)
0 y2 3 (5.32)
gdzie
g1(X) = X7(X3X1+ Xo+ Xy); (5.33)
R(X) = X7(XsX1  Xz2+ Xp); (5.34)
B(X)= X7( 2X1 Xo2+7); (5.35)
a Xzq;:::; X7 sj zmiennymi losowymi o rozk®adach prawdopodobie«stwa opa-

nych w tab. 5.2,

Poszukuje sil zatem wartoxci oczekiwanych zmiennyciX1 i X, w zakresie
[0; 3], ktére minimalizowa®yby warto+¢ funkcji Rosenbrocka speftajjc jednocze-
*nie ograniczenia niezawodnozciow®.28 ( 5.30. Warstwice funkcji celu oraz
obszar dopuszczalny ograniczony prostymigi;(x) = 0, g»(x) = 0 i g3(x) =0

stipujjcymi we wzorach dwdéch pierwszych funkcji ogranicze, co prowadzi do
niepewnozci de nicji obszaru dopuszczalnego. Losowy pareetr X ; mo»na in-
terpretowa¢ jako dodatkowy szum na2o»ony na obliczone wartci ogranicze«.
Analizujic rys. 5.4 zauwa»ymy, »e punkt o wsp6?rzjdnych(1; 1), bjdjcy roz-

wijzaniem deterministycznego problemu minimalizaciji, jest po2o»ony w bliskim
sisiedztwie granicy obszaru dopuszczalnego. Ze wzglidu nasowo=¢ granic te-
go obszaru jest bardzo prawdopodobne, »e dla wielu realiagvektora X tak
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wybrany punkt optymalny znajdzie sij poza obszarem dopuszzalnym. Rozwij-
zanie deterministyczne nie jest zatem rozwijzaniem bezpeznym.

Tablica 5.2. Zmienne losowe w zadaniu minimalizacji z ograniczeniami funkcji Rosenbrocka.

Zmienna Rozk?ad Warto+¢ | Odchylenie
prawdopodobie«stwa| oczekiwana standardowe
X1 normalny V1 0.2
X normalny Yo 0.2
X3 jednostajny -0.5 0.029
X4 jednostajny 0.0 0.058
X5 jednostajny 2.0 0.058
X6 jednostajny -0.8 0.058
X7 normalny 1.0 0.02
3.01
V4
- <
2.5 2.
| bgzar \
1 500 dopuszczalny @
2.0:
X2 1.5: 200
|
1.0{-120 g\("r
50
0.5: 20
10
o S S 5, S < < S 3 5
0 " 05 " 10 15" 20 25 3.0
X1

Rys. 5.4. Warstwice funkcji Rosenbrocka oraz funkcje ogranicze« zadania (5.26) ( 5.32). Loso-

wy charakter wspé2czynnikéw w de nicjach funkciji

po?o»enia i wielkoxci obszaru dopuszczalnego.

01(X) i g2(X) prowadzi do niepewnozci
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Rys. 5.5. Historia procesu iteracyjnego w przypadku N = 40. Zaznaczono rozrzut wynikajicy
z losowego charakteru zmiennych X1 i X, woké? rozwijzania poczijtkowego oraz ko«cowego.

Historia procesu iteracyjnego pokazana zosta®a na ry$.5. Rozwijzanie po-
czjtkowe wybrano z 60 punktowej prébki wygenerowanej przy pomocy zmo-
dy kowanego planu OLH zak®adajjc rozk®ad jednostajny zmieinych X1 i X
w przedziale[0; 3] (po rzutowaniu na osie odleg?o+¢ mijdzy najbli»szymi punk-
tami wynosi®a 0:05). W nastjpnych iteracjach algorytmu u»ywano planéw OLH
z N = 40 punktami w celu oszacowania wartoxcCi ogranicze« niezawoo#cio-
wych oraz obliczenia wsp62czynnikow korelacji pomijdzy fakcjami gi1, g2 i g3
a zmiennymi losowymi X1 i Xo. Widoczne na rys.5.5 rozrzuty punktéw wo-
ko? rozwijzania startowego jak rownie» rozwijzania optymdnego/poprawionego
wynikajjce z losowego charakteru zmiennychX 1 i X ilustrujj niski poziom nie-
zawodnozci rozwijzania wyjtciowego. Jednak z powoddéw omidmych w pod-
rozdziale 5.2.1 optymalne rozwijzanie uzyskane przy pomocy zaprezentowas)
metody w sposob istotny zale»y od wielkoxci prébKi , ktérej u»ywano do obli-
czenia prawdopodobie«stwa awarii. Poniewa», dopuszczalwielkox¢ tego praw-
dopodobie«stwap? w réwnaniach (5.28) ( 5.30) przyjjto rown;j 0:01, to w przy-
padku niewielkich prébek (tu N = 40) mo»na jedynie twierdzi¢, »e otrzymano
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rozwijzanie, ktore jest bardziej niezawodne od poczjtkowgo. Nie ma jednak
gwarancji zapewnienia za?o»onego poziomu niezawodnozci.

Du»y wp2yw na wynik dzia?ania algorytmu ma wybér punktu pocztkowe-
go, ktéry z kolei zale»y od poczjtkowej wielkotci zmody kownego planu OLH.
W celu zbadania rozrzutu otrzymywanych rozwijza« proces ieracyjny powto-
rzono 30 razy, na poczjtku dla N = 40, a nastjpnie N = 100. W pierwszym
przypadku do wyboru punktéw startowych u»ywano zmody kowanych planéw
OLH zawierajjcych 60 punktéw, a w drugim przypadku 100 punktéw. Zdecy-
dowano, »e algorytm zostaje przerwany po znalezieniu piesEego rozwijzania,
ktére spe®nia ograniczenia niezawodnozciowe. W celu prpjsszenia oblicze«
wspoé2czynnik wagowyw; w kryterium ( 5.23 przyjito rowny zero (takj strate-
gi} dzia®ania metody oméwiono na stroniel56).

Na podstawie wynikéw z przeprowadzonyct80 powtdrze« dzia®ania algoryt-
mu, w tabeli 5.3 przedstawiono warto+ci trednie oraz odchylenia standarde
rozwijza« zadania (6.26) ( 5.32). W kolumnach podano momenty statystyczne
wspédrzjdnych punktu optymalnego oraz wartotci funkcji R@senbrocka w tym
punkcie, otrzymane przy u»yciu ré»nych metod generowaniarpbek. Wyniki dla
prébek OLH40 (N = 40) i OLH 100 (N = 100) poréwnano z wynikami otrzy-
manymi dla prébek generowanych przy pomocy kwadratéw 2acekich bez opty-
malizacji, oznaczonych skrétem RLH (zob. strona84). Liczice 15000realizaciji
plany RLH prowadzj do bardzo niewielkiego rozrzutu wynikéwi dlatego mogj
by¢ traktowane jako rozwijzanie odniesienia. Poréwnujjc vartotci momentow
zamieszczone w tab5.3 mo»na zauwa»y¢, »e o ile odchylenia standardowe,
y2 i f sj zdecydowanie mniejsze w przypadku OLHOO ni» OLH40, o tyle od-
powiednie warto+ci trednie nie ré»nij sij w sposob znaczjcy

Wyniki ro»nych wariantéw realizacji omawianego zadania pzedstawiono row-
nie» na rys.5.6. Oprécz punktéw optymalnych znalezionych powtarzajjc wigo-
krotnie strategi} OLH 100i OLH 40 zaznaczono tak»e obwiednie tych rozwijza«.
Kolorem czerwonym oznaczono obszar rozwijza« RLE500Q

Tablica 5.3. Oszacowania wartotci trednich i odchyle« stardardowych wsp62rzidnych punktu
optymalnego oraz wartozci funkcji celu w tym punkcie otrzym ane na podstawie 30 powtdrze«
dzia®ania algorytmu.

Vi | al| Vo | Iyl T | If]
OLH 40 [1.71/0.13|1.50/0.17|213.6§104.2
OLH 100 [1.690.10|1.47/0.12|200.2 73.2

RLH 15000/1.68 0.03|1.47/0.07|186.6 14.7
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Rys. 5.6. Rozrzut (obwiednie) rozwijza« zadania minimaliz acji funkcji Rosenbrocka otrzyma-
nych przy pomocy ré»nych planéw losowania punktéw eksperymentalnych.

PODSUMOWANIE

W analizie niezawodnozci z%o»onych uk®adéw konstrukcyjolr, nieliniowy
charakter funkcji granicznych wynika nie tylko z natury modelowanego zjawiska
zycznego, ale jest rownie» czjsto wywo?any szumem numeryaym spowodowa-
nym przez stosowanj metod; rozwijzania zadania MES. Szum ta uniemo»liwia
bezpozrednie zastosowanie do oszacowania prawdopodobitea awarii klasycz-
nych niesymulacyjnych metod analizy niezawodnozci, ktéréazujj na gradien-
towych algorytmach poszukiwania punktu projektowego.

W niniejszym rozdziale zaproponowano metod], ktéra dzijki zastosowaniu
aproksymacji funkcji granicznej oraz adaptacyjnej techrki symulacji losowych
jest niewra»liwa na wp?yw szumu numerycznego, a jednoczeenest du»o bar-
dziej efektywna od typowych metod Monte Carlo. Zmody kowary przez au-
tora dwuetapowy algorytm Z3M [278] pozwala na kontrol} dok@dnozci, a w
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konsekwencji, kosztu oblicze«. Jexli nie wymaga si} wysodji precyzji obliczanej
wartoxci prawdopodobie«stwa awarii, albo nie mo»na sobieanto pozwoli¢ ze
wzglidu na ograniczony bud»et analizy niezawodnoz+ci, wtgddrugi, symulacyj-

ny etap algorytmu mo»e zosta¢ pominijty. Wspomniane mody lkacje dotyczj

zastosowania na etapie poszukiwania punktu projektowegopaoksymacji funk-

Cji granicznej przy pomocy wa»onej regres;ji liniowej oraz enerowania ekspery-
mentow zgodnie z planem OLH. Pozwalajj one na szybkie okresthie sjsiedztwa
punktu projektowego, co poprawia zasadniczo zbie»nox¢ atgtmu. Dzia®anie

metody zilustrowano na przyk®adzie zadania analizy niezasdnozci tarczy o lo-
sowej geometrii. Bjdzie on tak»e zastosowany w podrozdzial6.1 w zadaniu

dotyczjcym niezawodnozci zgniatanej dynamicznie belki enkoxciennej.

W rozdziale zaprezentowano tak»e nowj metod; szybkiej po@awy niezawod-
nozci konstrukcji. Dzia®anie algorytmu wykorzystuje anailz} korelacji, opierajjc
si; jedynie na symulacjach OLH, bez u»ycia metod powierzchnodpowiedzi.
Plan eksperymentéw OLH s?u»y zaréwno réwnomiernemu wypefmiu analizo-
wanego obszaru przez eksperymenty numeryczne, jak réwnigmorzy probk!, na
podstawie ktérej obliczane sj wspd2czynniki korelacji prgektowych zmiennych
losowych i funkcji ogranicze«. Zaprezentowany algorytm jst skuteczny szcze-
golnie wtedy, gdy poziom niezawodnozci konstrukcji wyj+owej jest niski. Mo»e
te» stanowi¢ szybkj procedur] startow;j dla algorytmoéw optymalizacji odporno-
+ciowej lub niezawodnozciowej.
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6

Analiza niezawodnozxci | optymalizacja
odpornozxciowa w zagadnieniach
wytrzyma2ozci zderzeniowej

Jak ju» wspomniano we wstipie do rozdzia®us, analiza numeryczna MES za-
gadnie« dotyczjcych dynamicznych deformacji elementéw kastrukcji podda-

nych obcij»eniom zderzeniowym wymaga zazwyczaj d2ugotrn@gch oblicze,
prowadzjc do silnie nieliniowych funkcji odpowiedzi. Funicje te zawierajj cz;-

sto sk®adnik pochodzjcy od szumu numerycznego, ktérego wiyminowanie jest

praktycznie niemoxliwe.

Ze wzglidu na wymienione trudnozci, dox¢ powszechnj prakky w analizie
niezawodnozci czy te» optymalizacji konstrukcji absorby¢ych energi; zderze,
jest stosowanie analitycznych metamodeli (zob. rozdzia3) do aproksymacji wy-
nikbw analizy MES.

W niniejszym rozdziale przedstawionych bjdzie szereg sttagii rozwijzywa-
nia problemoéw analizy niezawodnozci, jak rownie» optymalacji odpornozciowej
elementéw konstrukcji ze wzglidu na ich wytrzyma®o+¢ zdeeniow;j. Zastosowa-
ne metody wykorzystujj zaréwno rozmaite koncepcje budowaia analitycznych
powierzchni odpowiedzi, jak te» rozwijzania gdzie takich proksymaciji si} nie
stosuje.

W podrozdziale 6.1 przedstawiono przyk®ad zastosowania oméwionego 5l
algorytmu Z3M do obliczania prawdopodobie«stwa awarii zgratanej dynamicz-
nie belki cienkoxciennej (tzw. pod2u»nicy), por. [238]. W nzyk®adzie zapropo-
nowano sposob uwzglidnienia losowych wad po?jcze« zgrzemgch. Model tej
samej belki u»yto nastjpnie w podrozdziale6.2 do przetestowania zaprezen-
towanej w 5.2 metody poprawy niezawodnozci, por. [231]. W6.3 omdwiono
pewnj przybli»onj metod| analizy jakotciowej zachowania gniatanego elemen-
tu tylnej ramy pojazdu, wykorzystujjcj prosty algorytm kla sy kacji wynikéw
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eksperymentéw numerycznych generowanych przez plany OLHRPrzykdad ten
zaczerpnijto z pracy [21]. W podrozdziale6.4 model cienkoxciennej pod2u»nicy
zastosowano w zadaniu optymalizacji odpornozciowej, pof38]. Poszukiwano
takich grubozci blach, z ktérych wykonane sj segmenty belkiaby nie zwijksza-
jic znaczjco cij»aru elementu zmaksymalizowa¢ wielko+¢ adsorbowanej ener-
gii zderzenia minimalizujjc jednoczeznie jej rozrzut wywdany wp2ywem para-
metrow losowych. W podrozdziale6.5 przedstawiono przyk®ad u»ycia techniki
optymalizacji odpornozciowej do kalibracji parametréw malelu numerycznego.
Model ten stosowany by? w komputerowe] symulacji uderzenidantomu dolnej
ko«czyny (ang. legform impactor) w barier] imitujjcj przednij czj+¢ pojazdu
osobowego, por. [47]. Proces optymalizacji ma tu na celu té dobranie warto-
+ci oczekiwanych wybranych parametrow materia®owych modie aby rozrzuty
wynikéw losowych symulacji komputerowych jak najlepiej ogpowiada®y obser-
wowanym rozrzutom wynikow testow laboratoryjnych.

6.1. Analiza niezawodnozci zgniatanej dynamicznie belki
cienkoxciennej z uwzglidnieniem losowych wad po?jcze«
zgrzewanych

Ze wzglidu na niedoskona®ozci procesu produkcyjnego, wadynjczeniowe,
czy te» na skutek drobnych wypadkéw, obserwuje sil, »e truda do pomini}-
cia liczba po?jcze« zgrzewanych wystipujjcych w konstrukgach u»ytkowanych
pojazdoéw nie funkcjonuje prawid®owo, zob. [57,164]. Ch|¢ wzglidnienia tego
zjawiska w analizie niezawodnozci wij»e si} jednak z istoymi problemami.
Pomijajjc trudnozxci z uzyskaniem odpowiednich danych stagstycznych, mode-
lowanie parametréw materia?owych odpowiadajjcych posz@&golnym zgrzewom
(elementom sko«czonym je reprezentujjcym) przy pomocy znannych losowych
jest podej+ciem bardzo nieefektywnym. Rozwijzaniem pozaaim, ktére pozwala
na rozpatrywanie niedoskona?ozci po?jcze«, a jednoczeemie podnosi znacz-
nie kosztu oblicze«, wydaje si} by¢ usuwanie pewnej liczbyosowo wybranych
zgrzewdw za ka»dym razem, gdy w algorytmie analizy niezawad=ci obliczana
jest wartox¢ funkcji granicznej. Strategia ta wymaga jednla zastosowania takiej
metody szacowania prawdopodobie«stwa awarii, ktéra nie g wra»liwa na szum
generowany przez losow; eliminacj; po?jcze«. Przedstawioa w podrozdziale5.1
metoda Z3M wydaje si} spe®niat¢ to wymaganie.

Pomimo cijgle zwilkszajjcego si} zainteresowania stochatycznj analizj za-
gadnie« zwijzanych z wytrzyma?ozcij zderzeniowj, a w szcz@lnoxci analizj
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niezawodnozxci konstrukcji absorbujjcych energi} zderzexnie ma zbyt wiele
prac, w ktérych proponuje si} algorytmy nakierowane na speg k! tych pro-
bleméw. W wilkszo+ci znanych autorowi publikacji analiza nezawodnoz*ci wy-
trzyma2ozxci zderzeniowej rozpatrywana jest jedynie w komtk+cie optymalizacji
niezawodnozciowej konstrukcji samochodowych, zob. np. 31,262,263,267,270].
W pracach tych dij»y sij przede wszystkim do poprawy efektywro+ci procesu
optymalizacji niezawodnozciowej. Cel ten osijgany jest nazjtciej poprzez sto-
sowanie jak najprostszych metod szacowania niezawodnofainstrukcji, ktére
prowadzj jedynie do bardzo zgrubnej oceny wartoxci prawdapdobie«stwa awa-
rii. Wybor algorytmu Z3M do realizacji poni»szego zadania m w za®o»eniu
ajczy¢ mo»liwy do zaakceptowania koszt oblicze« z dobrj ddladnozcij oszaco-
wania niezawodnozci.

m= 100 kg

320 320 320

x
x
x
x

Rys. 6.1. Schemat cienkozciennej podu»nicy oraz siatka MES. Wymiary podano w milime-
trach. Strza®kami oznaczono numery poszczegélnych czjtcibelki.

Rozwa»my cienkozciennj belk} stalowj, tzw. pod2u»nic}, p&azanj narys.6.1.
Belka utwierdzona jest na jednym ko«cu, a drugi koniec zostag uderzony sztyw-
nj pytj o masie 100kg poruszajicj si} z pridkoxcij poczjtkow; vp = 15m/s
(54km/h) w kierunku osi poziomejx. Belka sk®ada z trzech czjtci o przekroju w
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kszta?cie litery oraz p2yty zamykajjcej. Cz)tci 1 3 po?jczone sj ze sobj spa-
wem cijg2ym wzd3@u» odpowiednich krawjdzi, pdyta4 zamocowana jest do nich
przy pomocy 64 punktowych zgrzewow elektrycznych. Jako model materia®u
przyjito spri»ysto-lepko-plastyczny model Johnsona-Coda, por. [111],

= y+a"y l+aing=; (6.1)
0
gdzie  jest granicj plastycznozci ,a;, ap, n sj wyznaczanymi na podstawie
doxwiadczenia parametrami modelu;, jest odksztaceniem plastycznym, d'g
jest wartoxcij odniesienia pridkoxci odkszta®cenia. Zalo+¢ §.1) pokazano na
wykresie 6.2.

Sy

e

Rys. 6.2. Spri»ysto-lepko-plastyczny model materiau Joh nsona-Cooka (6.1). Przez , ozna-
czono naprij»enie maksymalne.

Model MES sk®ada si} z 5760 czterow|z?owych elementéw pow2okowych
MITC4, zob. [61], oraz 64 specjalnych jednowymiarowych elementéw typu bel-
kowego do modelowania punktowych po2jcze« zgrzewanych. Atiza sko«cze-
nie elementowa przeprowadzana by2a przy u»yciu komercyjge programu RA-
DIOSS [171], bazujjcego na jawnym ca®kowaniu rdwna« ruchuprzeznaczonego
do analizy silnie nieliniowych dynamicznych zagadnie« médwmniki, w szczegdl-
nozci analizy zderze«.

Poniewa» belka ma jak najlepiej zaabsorbowa¢ energi; kingtznij uderza-
jicej w nij masy, dlatego w projektowaniu dij»y si; do tego aby poddu»nica
nie deformowa®a si; tak jak to pokazano na rys.6.3a (zginajjc si; w wyniku
globalnego wyboczenia), a raczej deformowa?a si; poprzeegularne fadowanie
na skutek lokalnej utraty statecznozci tcianek, rys6.3b. Niestety bywa tak, »e
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Rys. 6.3. Z lewej: globalna utrata statecznozci, ma2a ilox¢poch2oniltej energii; z prawej: re-
gularne fa®dowanie, dobrze absorbowana energia zderzenia

konstrukcja, ktorej praca w stanie nominalnym spe2nia za®senia projektantow,

nie jest niezawodna ze wzglidu na wysokj wra»liwox¢ odpowdgi na nieunik-

nione losowe imperfekcje parametréw. W rzeczywistoxci tdno jest zagwaran-
towa¢, »e kierunek w jakim porusza si} masa nie b}dzie odbie} od za?o»onego,
»e wszystkie po?jczenia zgrzewane sj poprawnie wykonane,gaubozxci blach,
z ktorych wykonane sj poszczegolne czj+ci belki, nie ré»ngi} od grubozci no-

minalnych. Z tych wzglidéw wydaje si} by¢ bardzo wa»nym aby bada¢ wra»-
liwo+¢ odpowiedzi konstrukcji na losowy charakter jej parmetrow oraz okrexli¢
prawdopodobie«stwo, i» nie zostanie zaabsorbowana wymagailot¢ energii.

Przyjito model probabilistyczny sk®adajjcy sij z 8 zmiennych losowych. Ich
opis oraz parametry rozk®adéw prawdopodobie«stwa podano tab. 6.1 Odpo-
wiadajj one grubozxciom blach poszczegélnych elementéw, r@anetrom materia-
a3owym oraz warunkom poczjtkowym zadania. Jak ju» o tym wczeatiej wspo-
mniano, w celu uwzglidnienia stochastycznej natury wytrzyma®oxci zgrzewow,
3 losowo wybrane elementy spo+ré@4 elementéw reprezentujjcych zgrzewy
( 5%) usuwane sj z modelu za ka»dym razem, gdy przy pomocy analizy
MES obliczana jest warto+¢ funkcji granicznej dla danej rdzzacji x wektora
X. W pierwszym etapie algorytmu Z3M strategi; takj uzna¢ mo»na za sposob
uwzglidnienia utrednionego wp2ywu awarii po?jcze« zgrzeanych.

Daugox¢ trwania zderzenia wynos?Oms. W zadaniu analizy niezawodnozci
jako niepo»jdane zachowanie konstrukcji (awari}) zde niovano niedostateczni
absorpcj} energii uderzajjcej masy przyjmujic enin = 6000J jako minimal-
nj wartox¢ dopuszczalnj. Wielkox¢ ta stanowi oko?@0% energii absorbowa-
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Tablica 6.1. Zmienne losowe w zadaniu analizy niezawodnoztzgniatanej pod2u»nicy.

Zmienna Opis Rozk2ad Warto+¢ Odchylenie
prawdopod. | oczekiwana | standardowe
X1 t; - grubox¢ czjtcil lognormalny 1:5[mm] 0:075[mm]
X2 to - grubox¢ czjxc2 lognormalny 1:5[mm] 0:075[mm]
X3 t3 - grubox¢ czjtci3 lognormalny 1:5[mm] 0:075[mm]
X4 t4 - grubox¢ czjxcé lognormalny 1:0[mm] 0:05[mm]
X5 o - granica plastycznozci lognormalny | 180[MPa] 15[MPa]
Xe E - modu? Younga lognormalny | 210000MPa] | 21000[MPa]
X7 v - sk¥adoway wektora normalny 0[m/s] 1:5[m/s]
pridkozci poczjtkowej
uderzajjcej masy
Xg v§ - sk®fadowaz wektora normalny 0[m/s] 1:5[m/s]
pridkozci poczjtkowej
uderzajjcej masy

nej przez belk; nominalnj (odpowiadajjcij wartotciom oczekwanym zmiennych
losowych oraz brakowi wadliwych zgrzewéw). Posta¢ funkcjgranicznej przed-

stawia si} zatem nast;pujjco:

g(X;A)=1

€min

e(X;A);

(6.2)

gdziee(X;A) jest energij zaabsorbowanj przez belk], aA jest wektorem dys-
kretnych zmiennych losowych o rozk®adzie dwupunktowym moelujjcych stan
(sprawny/wadliwy) po?jcze« zgrzewanych. Zgodnie z poczyionym za2o»eniem,
ka»da realizacja wektoraA prowadzi do 3 wadliwych po&jcze« i eliminowania
z modelu MES odpowiednich elementéw sko«czonych. Zaobsawano, »e roz-
rzut wartozci funkcji (6.2) wywo2any usuwaniem zgrzewéw, mierzony jako mak-
symalne odchylenie od wartoxci zredniej, mo»e wynosi¢ 6d7. Poniewa» nie
jest znana funkcja @jcznej gjstotci prawdopodobie«stwa zimennych A, nie jest
moxliwe aby wajczy¢ je do wektora zmiennych podstawowyclX , a ich obecno+¢
w pierwszym etapie Z3M manifestowa¢ si} bjdzie jedynie jakoszum na2o»ony

na wartoxci funkcji graniczne;j.

Zastosowany algorytm realizowany jest zgodnie z opisem pedstawionym
w podrozdziale5.1. Zawiera on jednak pewne usprawnienia majjce na celu pod-
niesienie efektywnozci rozwijzania, ktére odro»niajj go @ oryginalnej wersji

Z pracy [278].

Pierwsza cz|+¢ algorytmu to poszukiwanie punktu projektowgo wykorzystu-
jice technik; adaptacyjnej aproksymaciji funkcji granicznej. Trzeba tutaj pami;-
ta¢, »e ze wzglidu na wp?yw szumu na obliczane wartozci funkay, celem tego
etapu nie jest dok®adna lokalizacja punktu projektowegg a jedynie znalezienie
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sij w jego pobli»u. Nie jest zatem wskazane u»ywanie zbyt ryarystycznych wa-
runkéw zbie»nozxci poniewa» z du»ym prawdopodobie«stwem ruaki te nie zo-
stanj spe2nione. Ponadto, zastosowane kryterium zbie»not{por. opis w punk-
cie 6 na stronie 142 powinno uwzglidnia¢ wymiar zadanian. Kryterium postaci

< ,gdzie =0:1,a jestodleg®ocij mijdzy dwoma ostatnimi przybli»enia-
mi po2o»enia punktuu (dwoma po2o»eniami xrodka obszaru dopuszczalnego),
mox»e by¢ zbyt restrykcyjne w przypadku probleméw z Wielo[p@iennymi lo-
sowymi. Zmody kowane kryterium zapisa¢ mo»na jako < n 2, w ktorym
prawa strona rowna si; krotnej d2ugozci przekjtnej n-wymiarowej hiperkostki
o boku réwnym .

W bie»jcym przyk®adzie dlan = 8 przyjito = 0:15i =1, co prowa-
dzi do warunku < 0:42 Drugi warunek zbie»nozci dotyczy wartoxci xredniej
funkcji granicznej w punkcie projektowym i zde niowany jest jako h(u ) < 0:1.
Na podstawie wczezniejszych dotwiadcze« ograniczono rdswnliczb| iteracji
pierwszego etapu Z3M dal5.

Inna mody kacja w stosunku do oryginalnego algorytmu pole@ na odmien-
nej strategii redukcji wielkoxci obszaru dopuszczalneg@hocia» w [278] zapro-
ponowano, aby w ka»dej iteracji zmniejsza¢ o po2ow; d2ugoiibku hiperkostki
tworzjcej obszar dopuszczalny, to jednak w przypadku prol#mow wielowymia-
rowych podejtcie takie wydaje si} by¢ niekorzystne ze wzglu na zbyt szybkie
zaw,»anie pola poszukiwa«, co prowadzi¢ mo»e do niepo»jdego dziaania algo-
rytmu. Istnieje wysokie prawdopodobie«stwo, »e aproksynga po®o»enia punk-
tu projektowego otrzymana z wykorzystaniem powierzchni ogowiedzi zbudowa-
nych w oparciu o zbyt zlokalizowane oraz obarczone szumeitane, znajdowa¢
Si} bjdzie poza obszarem dopuszczalnym. W zaimplementowaa) wersji metody
Z3M zamiast boku dopuszczalnejn-wymiarowej hiperkostki plan redukcji do-
tyczy jej objjtoxci. Za®o»ono, »e w przypadku gdy bie»jce mybli»enie punktu
projektowego znajduje si} wewnijtrz obszaru dopuszczalnegy to objjto+¢ nowe-
go obszaru zmniejsza si} dd®25% objjto£ci aktualnej, co zapisa¢ mo»na jako

h=0:251h 1; (6.3)

gdziely i b 1 sj odpowiednio bie»jcj oraz poprzednij d®ugo+cij boku. W pey-
padku 8 zmiennych losowych oraz poczjtkowej d2ugozci bokioh =6 wynikiem tej
strategii jest nastpujjcy cijg d®ugozci 6;5:05;4:24; 3:57; 3;2:52;:: :, natomiast
zgodnie ze strategij po2owienia dostaniemys; 3; 1.5; 0:75; 0:325,0:1625 : :: .

Do aproksymacji funkcji granicznej przyjito liniowj powie rzchni} odpowie-
dzi oraz metod; regresji wa»onej, zob. %.1) ( 5.3). Eksperymenty do budowy
powierzchni odpowiedzi generowane by?y przez plan OLHMN = 4n = 32 punk-
tach.
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Rys. 6.4. Metoda Z3M, etap lokalizacji punktu projektowego : a) historia zmian oszacowania
wskatnika niezawodnozxci rorm , b) historia zmian kryterium zbie»nozci (odleg®o+ci mijdzy
kolejnymi iteracjami punktu projektowego)

Wyniki pierwszego etapu algorytmu Z3M pokazano na rys6.4. Po lewej za-
prezentowano histori; zmian wartoxci wskatnika niezawodozci pierwszego rz|-
du rorwm , ktére odpowiadajj poszczegélnym przybli»onym po2o»enio punk-
tu projektowego. Oznaczenia ZA i W przy punktach wykresu informujj czy
punkt projektowy znaleziony by? odpowiednio na zewnitrz ¢y wewnitrz ob-
szaru dopuszczalnego. Wykres po prawej stronie przedstaavzmiany wartoxci
warunku zbie»nozxci rozumianego jako odleg@ox¢ pomijdzyl&mymi iteracjami
podo»enia punktu projektowego. Kryterium to zosta®o spedone pob5 iteracjach.
Otrzymano nast;pujjce oszacowania:

"= rorm =4:04 P/ =2:7 10 >, (6.4)
u =f 089 029 120 126 219 0:80;1.92, 1:81g; (6.5)
h(u ) =0:0038

liczba oblicze« funkcji granicznej= 213;

gdzie indeksl oznacza pierwszj czj+¢ algorytmu Z3M. Analizujjc wsp6@rzéine
punktu u mo»nha zauwa»y¢, »e najbardziej prawdopodobna realizacjavarii

belki odpowiada zdarzeniu gdy grubozci cz|+cB i 4 jak rownie» granica pla-
stycznozci materia®u sj istotnie poni»ej swych wartoxci @aekiwanych oraz gdy
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istniejj znaczjce sk®dowe poprzeczne wektora pridkozciderzajjcej masy, kto-
ry nominalnie pokrywa si; z osij x. Trzeba podkrezli¢, »e punkt projektowy
odnosi si} do najbardziej prawdopodobnej realizacji wektoa X , ktéra prowadzi
do awarii, jak rownie» do pewnego uzrednionego wp2ywu wad fjoze« zgrze-
wanych (zmiennych A). Nie mo»na zatem traktowa¢ punktuu jako rzutu na
n-wymiarow;j przestrze« zmiennych podstawowych hipotetycmego punktu pro-
jektowego, ktory znaleziony by2by znajjc funkcj} gjsto+ci prawdopodobie«stwa
zmiennych A i rozpatrujjc zadanie w przestrzeni 72-wymiarowej (72 = 8 + 64,
n =8, 64 jest liczbj zgrzewdw).

Pamijtajjc, »e do budowy ka»dej aproksymacji funkcji granicznej u»ywa-
no 32 punktéw eksperymentalnych oraz uwzglidniajic obliczenianiezbjdne do
wery kacji wartoxci funkcji w poszczegoélnych iteracjach unktu projektowego,
ca?kowita liczba wywo?a« programu RADIOSS wynosi?&213

Na poczjtku drugiego etapu algorytmu (adaptacyjnej metody importance
sampling) wygenerowanoN; = 80 realizacji zmiennych losowych zgodnie z pla-
nem OLH przy u»yciu funkcji gjstotci prawdopodobie«stwa' n(u;u ;I). Na-
stjpnie, tak jak to opisano w punktach 1 5 w podrozdziale 5.1.2 zbudowano
wielomodaln; funkcj, gjstoxci losujjcej. Jedyna mody kac ja dotyczy?a stoso-
wanej wielkoxci prébki. Zdecydowano, »e bjdzie ona wynosHBK ', gdzie K jest
liczbj istotnych punktow reprezentatywnych. Za takie uznaje sij minimal-
nj liczb] K pierwszych punktéw reprezentatywnych z najwy»szymi wagam
ktorych suma przekroczy0:75. Warto£¢ dopuszczalnj wspéczynnika zmienno-
+ci estymatora prawdopodobie«stwa awarii B przyjito rownj 0:2. Ostateczni
posta¢ wielomodalnej gjstoxci losujjcej otrzymano pdl8 krokach iteracyjnych
(11950bliczeniach wartoxci funkcji granicznej). Jest to funkaa typu (5.11) z 17
punktami reprezentatywnymi o wagach odpowiednio réwnych:

W = f 0:195 0:169 0:138 0:064; 0:057;,0:051; 0:045,0:043 0:035,
0:035 0:034; 0:031; 0:026, 0:024; 0:019 0:019 0:0170:

Spo=rdd punktéw reprezentatywnych trzy pierwsze sij wyratie dominujjce. Po-
ao»one sj w przybli»eniu w tej samej odleg®ozci od punktu = 0 co punkt pro-
jektowy znaleziony w pierwszym etapie Z3M. Na rysunkacl6.5i 6.6 pokazano
wykresy obrazujjce, jak wraz z postjpem procesu generowaainowych realizacji
zmiennych losowych ewoluujj wartoxci wag oraz odleg®oxcupktow reprezen-
tatywnych od poczjtku uk®du wspé?rzidnych. Liczby podane przy punktach

wykresu#1 na rys. 6.5 0znaczajj ca®kowitj liczb} punktéw reprezentatywnych.
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bted

warto ci wag

liczba wygenerowanych realizacji

Rys. 6.5. Metoda Z3M, etap importance sampling: Zmiany wart otci wag pierwszych pijciu
punktéw reprezentatywnych. Przy punktach danych wykresu #1 podano ca?kowitj liczbj
punktéw reprezentatywnych.

odleg o od pocztku uk adu wspé rainych

liczba wygenerowanych realizacji

Rys. 6.6. Metoda Z3M, etap importance sampling: Odleg?o+ci od punktu u = 0 pierwszych
piiciu punktow reprezentatywnych.
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liczba wygenerowanych realizacji

Rys. 6.7. Metoda Z3M, etap importance sampling: Ewolucja wa rto+ci estymatora prawdopo-
dobie«stwa awarii.

Poréwnujic wykresy narys. 6.5irys. 6.6 z ewolucjj estymatora B na rys.6.7
mo»na zauwa»y¢ znaczjce zmiany wartoxci tego estymatorampgdzy 500tnj
a 900tn;j realizacjj zmiennych losowych, co niewitpliwie wynika z lepszego
dopasowania g;stoxci losujjcej do kszta®tu obszaru awariiNa rys. 6.8 przedsta-
wiono histori} zmian wspé2czynnika zmiennozci B - Trend ten nie jest monoto-
niczny. Zaobserwowany skok spowodowany mo»e by¢ rzadkimadeniem pole-
gajicym na wygenerowaniu realizacji o wysokim stosunku ,(vi;0;1)=sy (vi),
por. wzér (5.8). Ostateczne oszacowanie prawdopodobie«stwa awarii oradpo-
wiadajjcy mu wskatnik niezawodnozci @A.5) wynosz;j:

P =5:37 10 ° "= Y(P{')=3:87, (6.6)
liczba oblicze« funkcji granicznej= 1195;

gdzie indeksll oznacza drugi etap metody Z3M.

Poréwnujic wartotci P/ i P{' mo»na dojt¢ do wniosku, i» funkcja granicz-
na nie jest silnie globalnie nieliniowa, a zatem jest dyskisyjne, czy poprawka
uzyskana dzijki adaptacyjnej metodzie importance samplig wnosi wiele w sto-
sunku do aproksymacji FORM wykorzystujjcej punkt projektowy z pierwszego
etapu. Pomimo, i» skorygowane przez symulacje losowe prasplodobie«stwo
awarii jest dwukrotnie wijksze ni» warto+¢ Pf', to nie jest to jednak zmiana ja-
kozciowa i dlatego mox»na kwestionowa¢ zasadnox¢ ponieisi@maczjcego kosztu
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liczba wygenerowanych realizacji

Rys. 6.8Fi9 Metoda Z3M, etap importance sampling: Ewolucja ws pé2czynnika zmiennozci esty-
matora M .

dodatkowych oblicze« niezbjdnych do otrzymania wyniku. Z dugiej strony, roz-
waxania takie sj mox»liwe dopiero po przeprowadzeniu drugidazy algorytmu
Z3M, ktéra stanowi bardzo dobrj wery kacj} poprawnozci oszacowania FORM.

W celu oceny wp2ywu wad po?jcze« zgrzewanych na niezawodrozderzenio-
wj analizowanej belki, powtérzono dwa etapy algorytmu Z3M ak®adajjc tym
razem idealny stan wszystkich zgrzewow. Otrzymano nast|pjice rezultaty:

Pierwszy etap, liczba oblicze« funkcji granicznefF 199;
"= Form =4:02 P/ =2:9 10 % (6.7)
u =f 114015 099 184 161, 130,181, 1.729; (6.8)
h(u )= 0:0016
Drugi etap, liczba oblicze« funkcji granicznej= 660;
P'=19 10° "= Yrhy=4:12 (6.9)
Z poréwnania prawdopodobie«stw awarii odpowiadajjcych prypadkom
z uwzglidnianiem oraz bez uwzglidniania wad po?jcze« zgraeanych (odpo-
wiednio réwnania (6.6) i (6.9)) mo»na stwierdzi¢, »e jakot¢ tych po?jcze« ma

istotne znaczenie w ocenie niezawodnozci pod@u»nicy, jaktementu absorbu-
jicego energi} zderze«. Jest oko?a3 razy bardziej prawdopodobne, »e belka
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z wadliwymi zgrzewami nie zaabsorbuje w czasie zderzenia wyaganej energii
ni» belka o nieuszkodzonych po&jczeniach.

Punkty projektowe (6.8) i (6.5) sj niewjtpliwie ré»ne, a jednak ich wspé2-
rzijdne niosj ze sobj jakotciowo podobnj informacj;. Odzwieciedlajj one in-
tuicyjny scenariusz awarii polegajjcy na gorszych ni» nonmalne wartoxciach
parametréw materia®owych, mniejszych ni» zak®adano grubiwiach blach oraz
znacznych sk®adowych poprzecznych wektora pridkoxci udesjjcej masy.

6.2. Algorytm poprawy poziomu niezawodnozci w zastosaolwani
zagadnie« wytrzyma@ozci zderzeniowej

Omowiony wczezniej model pod2u»nicy (zob. ry$.1) wykorzystano do prze-
testowania metody poprawy niezawodnozci zaproponowanej podrozdziale5.2.
Wybér zmiennych losowych odpowiada temu, ktéry przedstawono w tab. 6.1

z ktérych wykonano poszczegélne czj+ci belki) traktowanejgako zmienne pro-
jektowe, a odpowiadajjce im odchylenia standardowe obliane sj przy zachowa-
niu sta®ego wspéczynnika zmiennozci, zob. tab.2. Podobnie jak w poprzednim
podrozdziale, wady po?jcze« zgrzewanych uwzglidnia si} @hninujjc za ka»dym
razem z modelu MES3 losowo wybrane elementy sko«czone zgrzewdw.

Tablica 6.2. Zmienne losowe w zadaniu optymalizacji niezawodnozciowej / poprawy niezawod-
nozxci zgniatanej pod2u»nicy.

Zmienna Opis Rozk?ad Wartox¢ Odch. std./
prawdopod. | oczekiwana | wsp. zmien.
X1 t1 - grubox¢ czjxcil lognormalny y1 [mm] x, = 5%
X2 to - grubox¢ czltck lognormalny Yo [mm] x, = 5%
X3 t3 - grubox¢ czj+ci3 lognormalny y3 [mm] xs = 5%
X4 t4 - grubox¢ czjtck lognormalny Ya [mm] x, = 5%
X5 o - granica plastycznozci lognormalny | 180[MPa] 15[MPa]
X6 E - modu? Younga lognormalny | 210000MPa] | 21000[MPa]
X7 v} - skfadoway wektora normalny 0[m/s] 1:5[m/s]
pridkotci poczjtkowej
uderzajjcej masy
Xg v§ - sk®adowaz wektora normalny 0[m/s] 1:5[m/s]

pridkoxci poczjtkowej
uderzajjcej masy
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Problem optymalizacji sformu2owany jest nastjpujjco:

znajd! wartoxci zmiennych:

Y=fy1= x1i¥2= x,:¥3= x35:¥4= x,0 (6.10)
minimalizujjce:
objjtotx¢ materiau V (y); (6.11)

przy ograniczeniach:
dla wszystkich realizacji zmiennychX:

1) absorbowana energia jest wijksza ni>y500 J (6.12)
2) deformacja pierwszej czxci jest wijksza ni»

50% deformacji cakowitej (6.13)

0:8mm y;  2:0mm; =104 (6.14)

Przyjity czas trwania zderzenia wynosi20ms. Minimalna wartox¢ energii poda-
na w ograniczeniu 6.12 odpowiada nominalnym gruboxciom blacht; = t, =

wadliwym zgrzewom. Ograniczenie §.13) wprowadzono aby preferowa¢ takie
rozwijzania, ktore prowadzj do deformaciji zlokalizowanyd w pierwszej cz}+ci
belki (numeracja segmentéw belki na rys6.1).

Rozwijzanie poczjtkowe wybrano analizujjc 50 realizacji wektora zmien-
nych projektowych wygenerowanych przy pomocy zmody kowargo planu OLH
zgodnie ze strategij opisanj w podrozdzia®actb.2.2.1i 5.2.3 Na rys. 6.9, gdzie
przedstawiono historil zmian wartoxci parametréw projekbwych, punkt star-
towy odpowiada iteracji 0. Jak to pokazano w formie wykresu s2upkowego na
rys. 6.10, punkt startowy cechuje bardzo niski poziom niezawodnozciSpo+réd
50 wygenerowanych punktow OLH, 28 nie spe?®nia ograniczeniag.12), a 1 -
ograniczenia 6.13.

Iteracyjny algorytm opisany w 5.2 realizowany jest a» do znalezienia pierw-
szego rozwijzania, ktére spe@ni ograniczenia. Do szacowanwartotci wspé@-
czynnikdéw korelacji pomijdzy funkcjami ogranicze« a zmiemymi projektowy-
mi, a tak»e do eksploracji obszaru rozwijza« dopuszczalniigc zastosowand0-cio
punktowy plan OLH. Rozwijzanie znaleziono po czterech kro#ch iteracyjnych.
Jak wida¢ na rys.6.9, objjtot¢ materia®u belki wzrosa w stosunku do rozwij-
zania nominalnego w wyniku znacznego pogrubienia segmemd2 i 3 (warto-
*ci bliskie gérnemu ograniczeniu prostemu). Grubox¢ segnte 1 jest znacznie
mniejsza, co sprzyja realizowaniu sij deformaciji zlokaliawanych na styku belki
Z uderzajjcj mas;j, takich jak na rys. 6.3b.
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iteracja

Rys. 6.9. Historia zmian warto+ci parametrow projektowych .
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Rys. 6.10. Historia zmian liczby punktéw OLH niespe@niajic ych ograniczenia 1 - (6.12)
i 2 -(6.13) (wykres s2upkowy) oraz historia zmian wartoxci funkcji ce lu (linia cijg?a).
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6.3. Jakoxciowa analiza zachowania elementu zgniatanego z
pomoc;j algorytmu klasy kacji wynikow symulacji OLH

Podczas analizy wynikéw losowych symulacji zachowania sKonstrukcji, na
wykresach, ktorych osiami sj zmienne losowe oraz wybrane elkoxci odpowie-
dzi, mo»na cz|sto zaobserwowa¢ tworzenie si; oddalonych osiebie skupie«
punktéw (ang. clusters). Obrazy takie niosj ze sobj zazwyczaj istotne informa-
cje dotyczjce modelowanego uk®adu konstrukcyjnego, twiadj o istnieniu od-
miennych jakoxciowo postaci zniszczenia lub te» o mox»liverutraty stateczno-
*ci. Jezli przyjrzymy sil wykresom punktowym na rys.6.11, kt6re przedstawia-
ji zale»nozxci pomijdzy przemieszczeniem kratownicy Mis@as(zob. podrozdzia?
4.1.5), a sztywnozcij sprj»yny i wielkoxcij przy?o»onego obcijenia, to widoczne
tam dwa skupienia wynikdw odpowiadajj stanom przed i po przekoku. Na-

Skupienie 1

|

—

o
T

|

—

=
I

S L
® Skupienie 2

Przemieszczenie wezla w
Przemieszczenie wezla w

1o @ @
2 e

-3 T T T T T T T T
080 0% 0% 0% 09 100 102 104 105 108 110 -25

Sztywnosc sprezyny Ks

= . : : :
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Rys. 6.11. Wyralne skupienia punktow eksperymentalnych dl a przyk®adu kratownicy Mise-
sa (zob. podrozdzia? 4.1.5). Grupa punktéw w lewym dolnym rogu wykresow Ks-w i S-w
(Skupienie 2) odpowiada przeskokowi kratownicy.

le»y postawi¢ pytanie, czy mo»na 2atwo zidenty kowa¢ obszg w przestrzeni
zmiennych, ktérym odpowiadajj skupienia odpowiedzi konstukcji widoczne na
wykresach?

W przypadku jednej lub dwéch zmiennych losowych wystarczy dwzoro-
wa¢ punkty poszczegoélnych skupie« w punkty eksperymentadn aby wizualnie
sprawdzi¢ czy mo»na mowi¢ o jakiejkolwiek prawid®owozcitdra tBumaczy2aby
obserwowane skupienia. Jednak jexli zmiennych jest wilceji» dwie, podejtcie
polegajice na analizie u®o»enia odpowiednich punktéw na p&zczyznach zde-
niowanych przez wszystkie pary zmiennych losowych staje is zbyt z20o»one
i praktycznie bezu»yteczne.

Dlatego w celu przeprowadzenia klasy kacji poszczegolnyc skupie«, po-
szukuje sij powierzchni (w najprostszym przypadku hiperpaszczyzny), ktéra
jak najlepiej rozdziela dwie grupy punktéw eksperymentalych prowadzjce do
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odmiennych jakoxciowo zachowa« konstrukcji. Powierzchaitaka stanowi¢ mo»e
réwnie» wygodne narzidzie do szybkiej oceny nowych rozwiga«.

Poni»ej przedstawiona zostanie metoda znalezienia réwnanhiperp®aszczy-
zny, ktorj zastosowano w pracach [17,21] w analizowanych pez autora przy-
kdadach dotyczjcych wytrzyma@ozxci zderzeniowej. Zapremeowane sformudowa-
nie przypomina, znanj z technik sztucznej inteligencji, méod} uczenia nadzo-
rowanego, zwanj maszynj wektoréw noxnych (angsupport vector machine-
SVM) [22, 148]. Co ciekawe, dopiero w ostatnich kilku latachzacz;?y ukazy-
wa¢ si} pierwsze prace, gdzie proponuje si} zastosowanie 8V/w analizie nie-
zawodnozci i optymalizacji niezawodnozciowej, zob. [9,1101, 174]. RO6wnanie
poszukiwanej hiperp®aszczyzny ma posta¢

ax = d: (6.15)

gdzie a jest wektorem normalnym do hiperp?aszczyzny o wymiarza, a jdj jest
odlegoxcij od poczjtku uk®adu wsp6?rzjdnych. Zadanie p@ga na znalezieniu
takich wartoxci a i d aby hiperp?aszczyzna .15 rozdziela?a zbiér eksperymen-

podzbiory odpowiadajice zaobserwowanym skupieniom. Ozramy te podzbio-
ry jako S; = fx0):j 2 11gi Sy, = £xK):k 2 12g, gdziel L i | 2 sj zbiorami indek-

cych do pierwszego bjd* do drugiego skupienia. Oczywitcle;+ N, = N, gdzie
N1 = jSi1j, aN2 = |Syj. Chcemy tak dobra¢ wspéaczynniki rownania §.15), aby
wszystkie punkty z S; znalaz®y si} po jednej stronie hiperp?aszczyzny, a wszyst-
kie punkty z S, po drugiej i aby maksymalizowa¢ odleg?o+¢ hiperp2aszczyzn
od najbli»szych punktéw zS; i Sy. Wprowadzajjc dodatkowj zmiennj r, ozna-
czajici najmniejszj odleg®ox¢ punktu ze zbioruS od hiperp2aszczyzny, zadanie
optymalizacji, ktérego rozwijzanie daje w wyniku wspoé2czyniki a i d zapisa¢
mo»na jako

znajd® wartoxci zmiennych: ai;:::;an;d;r; (6.16)
maksymalizujjce: r; (6.17)
X
przy ograniczeniach: aiz =1, (6.18)
i=1
ax® d i 214 (6.19)
ax® d i 21,  (6.20)
1 & 1 =100 (6.21)
d ; (6.22)

0O r ; (6.23)
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gdzie a; jest i-tj sk¥%adow; wektora normalnego a, wartox¢ wybrano jako naj-
wi'kszj odleg?o+¢ punktux(® 2 S od poczitku uk?adu wspé?rz!dnych, a to
najmniejsza odleg®o+¢ pomijdzy punktami podzbiorévs; i Sp.

Tak sformu®owana metoda klasy kacji punktow eksperymentdnych zaim-
plementowana zosta?a przez autora w programie M-Xplore, ndule pakietu
RADIOSS, ktory przeznaczony jest do analizy stochastyczrjekonstrukcji. Na
rys. 6.12 widoczne jest okno dialogowe programu M-Xplore, gdzie opaz wi-
zualizacji wynikéw klasy kacji istnieje mo»liwox¢ wprowalzenia wsp6rzjdnych
nowego punktu w celu okrexlenia jego przynale»no+ci do jexjo ze skupie«.
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Rys. 6.12. Okno dialogowe programu M-Xplore gdzie pokazano wynik zako«czonej powodze-
niem klasy kacji punktéw eksperymentalnych przy pomocy hi perp2aszczyzny. Rzutujic punk-
ty na p*aszczyzn| prostopad?j do znalezionej, mo»na wyraln ie zaobserwowa¢ rozdzia® punktow
nale»jcych do dwoch skupie«.
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‘ Close || Save || Print |
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Do rozwijzania zadania (6.16) ( 6.23, w prezentowanym poni»ej przyka®a-
dzie analizy wynikéw symulacji losowych zgniatania elemen tylnej ramy po-
jazdu, u»yto algorytmu sekwencyjnego programowania kwadtowego NLPQL,
zob. [215]. Zdarza si} jednak, i» ze wzglidu na nieliniowy chrakter granicy
pomijdzy dwoma skupieniami, algorytm ten nie jest w stanie a@lseparowa¢ pod-
zbioréw hiperp®aszczyznj i nie mo»na uzyska¢ jego zbie»md+W nastjpnej
iteracji, za pomocij metody NLPQL podejmuje si} wtedy préb| r ozdzielenia
podzbioréw S; i Sy hiperpowierzchnij drugiego stopnia.

Na rys. 6.13 zaprezentowano sko«czenie elementowy model rozpatrywaye
fragmentu tylnej ramy zawieszenia samochodu. Model MES s&#la si} z oko-
30 6000 elementéw pow?okowych. Element utwierdzony jest wrawym ko«cu,
natomiast z lewej strony zgniatany jest przez poruszajicj § ze sta?j pr;dko-
+cij 35km/h pionowj sztywnj przegrod|. Czas symulacji przyjjto r6 wny 0:04s,
a wijc przegroda przemieszcza sij w tym czasie o oko®0cm, co stanowi 1/3
ddugozxci cakowitej elementu.

xv

Time= 0.000e-2

Rys. 6.13. Model MES elementu tylnej ramy zawieszenia pojazdu. Czj+¢ modelu oznaczona
jaxniejszym kolorem z lewej strony ma numer 1, a ciemniejszacz;=¢ z prawej numer 2. Czj+¢
znajdujjca si} wewnitrz czltci drugiej (widoczny jatniejs zy fragment po prawej stronie) ozna-

czona jest numerem 3.

Posta¢ deformacji elementu jest kombinacjj zgniatania ora zginania (wybo-
czenia). W zale»nozci od przyjitych grubozci poszczegolcly cz}+ci oraz warto+ci
staych materia?owych jedna z tych form deformacji mo»e by@lominujjca, zob.
rys. 6.14. Poniewa» z pierwszj postacij deformacji wij»e si; zazwycaj dobra
absorpcja energii zderzenia, a druga cechuje si} niskj absocjj i du»ymi prze-
mieszczeniami poprzecznymi, dlatego celem bie»jcej anaji jest okrexlenie za
pomocj symulacji losowych takich parametrow konstrukcji, ktére prowadzj do
danego typu deformaciji.
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«ly x [y

Time= 3.000e-2 o Time= 3.000e-2

Rys. 6.14. Dwie dominujjce formy deformacji: zgniatanie or az zginanie (globalne wyboczenie).

Na potrzeby tak postawionego zadania wybrano sze+¢ zmierohy opisuji-
cych geometri} i materia® trzech cz}+ci konstrukcji, ktére wyszczegolnione sj w
opisie do rys.6.13 Ka»da z czjtci reprezentowana jest przez grubox¢ stalowej
blachy, z ktérej zosta®a wykonana, jak réwnie» przez bezwyiarowy mno»nik
w zwijzku konstytutywnym typu ( 6.1) postaci

= f ("p:"): (6.24)
Przyjito, »e wszystkie zmienne majj jednostajny rozk®ad pawdopodobie«stwa
0 nastjpujjcych granicach:
X1 - Grubozx¢ blachy czjci 1f;1 2 [1:02 mm; 1:38 mm],
X5 - Grubox¢ blachy cz}tci 21, 2 [1:36 mm; 1:84 mm],
X3 - Grubozx¢ blachy czj+ci 3t3 2 [1:7 mm; 2:3 mm],
X4 - Parametr prawa konstytutywnego materia®u czjtci 1, 1 2 [0:7;1:3],
X5 - Parametr prawa konstytutywnego materia®u czjxci 2, , 2 [0:7; 1:3],
X - Parametr prawa konstytutywnego materia®u czjxci 3, 3 2 [0:7;1:3].

Jako charakterystyczne wielkoxci odpowiedzi deformowage elementu przy-
jito trzy sk®adowe wektorow przemieszczenia oraz pridkotion czterech wybra-
nych wjzdch siatki MES. Trzy w|z®y znajdujj sif w po2?owach d2ugozci od-
powiednich czj+ci konstrukcji, a czwarty wybrano na po?jceniu czjxci 1 i 2.
Ponadto, rejestrowane sj sk®dowe globalnej pridkotci @&ego elementu, ca®-
kowita energia odkszta?cenia, a tak»e dla ka»dej z czjtcizy sk®adowe +rednich

pridkoxci wiz3w oraz odpowiednie energie odkszta®cenidaje to w sumie 40
monitorowanych odpowiedzi konstrukciji.

Za pomocj modudu M-Xplore przeprowadzono 300 symulacji MES$rogra-

eksperymentéw OLH.
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Analiz} wynikéw symulacji rozpoczjto od poszukiwania skupie« mogijcych
twiadczy¢ o odmiennych postaciach deformacji na dwuwymiewych wykresach
punktowych wybranych odpowiedzi. Na rysunkach6.15i 6.16 przedstawiono
dwa wykresy punktowe, na ktérych wyratnie widoczne jest uk&danie si} wyni-
kow w dwa skupienia (takie same na obydwu wykresach). Co niegt zaskakuiji-
ce, najbardziej reprezentatywnymi dla deformacji typu zgjciowego okaza?y si
przemieszczenie pionowe xrodkowego w;za czjtci 2 i enargidkszta®cenia tej
CzZ|*Ci.

IE_part2 vs. N_MID_P2_DZ rho =0.712
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Rys. 6.15. Wykres punktowy sporzjdzony dla chwili t = 0:04 s, tzn. ko«ca symulacji MES.
Na osi poziomej, przemieszczenie pionowe w;z%a znajdujjcego sij w trodku czj+ci 2 (w mili-
metrach). Na osi pionowej, energia odkszta?cenia czjci 2.Skupienie w prawym gérnym rogu
odpowiada globalnemu wyboczeniu elementu.

Po dokonaniu klasy kacji skupie« punktéw w przestrzeni odpwiedzi, poszu-
kujemy nastjpnie hiperp2aszczyzny rozdzielajjcej odpowadajjce im realizacje
w przestrzeni zmiennych losowych. Niestety nie mo»na dokad takiego proste-
go podzia®u oznaczajjc punkty skupie« na pijtnastu wykresah punktowych,
ktérych osiami sj wszystkie mo»liwe kombinacje dwdch z szett zmiennych

Hiperp®aszczyzn; klasy kujjci uda?o si} jednak znale!¢ rozwijzujjc zada-
nie (6.16 ( 6.23. Stosujjc wprowadzone wczezniej oznaczenia, dana jest an
réwnaniem

0:70t; 0:38 1+0:43t,+0:42 ,+0:02t3+0:05 3=0:21L: (6.25)
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Rys. 6.16. Wykres punktowy sporzjdzony dla chwili t =0:04 s. Na osi poziomej, energia od-
kszta®cenia czjtci 1. Na osi pionowej, energia odkszta?ceia cz|+ci 2. Widoczne jest skupienie
skdadajjce si} z tych samych punktéw co na wykresie 6.15 Deformacja typu wyboczenio-
wego charakteryzuje sij du»j energij zaabsorbowanj przez czj*¢ 2 przy stosunkowo ma2ej
zaabsorbowanej przez cz|+¢ 1.

Na rys. 6.17 zaprezentowano wykres punktowy powsta?y z rzutowania purtéw
planu OLH na p2aszczyzn| prostopad?j do hiperp®aszczyzny@.25).

Hiperp2aszczyzna rozdziela przestrze« realizacji zmiegich losowych na dwa
obszary. Po jednej stronie znajdujj si} te realizacje, ktére z du»ym prawdopo-
dobie«stwem prowadzij do deformacji o dominujjcej postaci gijciowej - cha-
rakterystycznej dla globalnej utraty statecznozci. Po drwgiej strony hiperp®asz-
czyzny mamy do czynienia z regularnym zgniataniem elementd deformacji,
ktéra wij»e si} z dobrym absorbowaniem energii zderzenia. Oliczajjc wartot¢
wyra»enia po lewej stronie rownania .25 dla nowych warto+ci grubozci bla-
chy oraz nowych wspé2czynnikéw materia®owych okrezli¢ moa przypuszczalny
typ deformacji elementu. Jezxli obliczona warto+¢ jest wilkza od 0.21, to bjdzie
to regularne zgniatanie, a jexli mniejsza, to element prawapodobnie ulegnie
wyboczeniu.

Mo»na pokusi¢ si} tak»e o préb} analizy rownania 6.25. Pomi«my na wst}-
pie we wzorze wpdyw zmiennychiz i 3 ze wzglidu na ma®e wartoxci stojjcych
przy nich wspéaczynnikéw. Dokonujjc pewnych zaokrigle« zgupujmy nastjpnie
pozosta®e 4 zmienne tak, aby otrzyma¢ wzor jakoxciowo podopdo wyjtciowego

0:4(2t1+ 1)+0:A4(t+ »)=0:2 (6.26)
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Rys. 6.17. Wykres punktowy bidjcy rzutem eksperymentéw OLH na p®aszczyzn| prostopad?;
do hiperp2aszczyzny (6.25). P2aszczyzna, na ktérej zaobserwowa¢ mo»na oddzielenie gnktéw
nale»jcych do ro»nych skupie«, okrexlona jest przez wektor normalny do hiperp?aszczyzny
i dowolny prostopad®y do niego wektor.

Wystipujicy w powy»szym wzorze sk®dnikR1 =2t1+ 1 mo»na traktowa¢ ja-
ko reprezentujjcy globalnj sztywnoz¢ czjtcil. JexliR; jest du»e, to elementy
pow2okowe, ktérymi modelowana jest ta czj+¢ sj grubsze, a nteria® jest sztyw-
niejszy. W podobny sposoéb interpretowa¢ nale»y sk®adniR, = to + 5, przy

pomocy ktérego opisywa¢ mo»na sztywno+¢ czjtci 2. Po wstawiu do (6.26)

otrzymuje sij dalsze uproszczenie znalezionego warunkuddy kacji

R, = Ry +0:5: (6.27)

Ta posta¢ wzoru jest ju» bardzo prosta do interpretacji. Jelt R, > R 1 + 0:5,
wtedy czj+¢ 2 jest na tyle sztywna, »e nie ulega zgi;ciu, a defmacja koncentruje
sij w czjxci 1. W przeciwnym wypadku zaobserwujemy zginaniev czjtci 2 oraz
globalne wyboczenie elementu.

Zaprezentowany sposoéb analizy wynikéw komputerowych syniacji losowych
pozwala na lepsze zrozumienie zachowania si} konstrukcjidkazuje si} by¢ przy-
datny w wielu zastosowaniach. Jednak ograniczeniem w stosaniu tej meto-
dy mo»e by¢ wilksza liczba obserwowanych skupie«, jak rowed koniecznox¢
uwzglidnienia zbyt wielu zmiennych.
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6.4. Optymalizacja odpornoxciowa zgniatanej dynamiceikie
cienkoxciennej

Prezentowany przyk®ad optymalizacji odpornozciowej opreowany zosta? w ra-
mach europejskiego projektu badawczego APROSYS. Projektenh pozwijcony
by? rozwojowi systemoéw pasywnego bezpiecze«stwa w konskajach pojazdow
samochodowych oraz wypracowaniu metod i narzjdzi komputewych, ktére
pozwolj ograniczy¢ liczb} kosztownych testéw laboratoryjiych na rzecz testéw
wirtualnych. Opis przyk®adu znale'¢ mo»na w raporcie [38].

Celem zadania jest takie dobranie grubozci poszczegoélnydz|+tci cienko-
+ciennej belki pod2u»nicy, ktéra znana jest z podrozdzia®06.1 i 6.2, aby nie
zwilkszajjc znacznie jej nominalnego cij»aru zmaksymalipwa¢ absorbowani
przez belk; energi} uderzajjcej masy i uczyni¢ wielkox¢ tegnergii jak najmniej
wraxliwj na losowy rozrzut parametrow konstrukcji oraz obgdj»enia. Jako zmien-
ne projektowe przyjito wartoxci oczekiwane losowych grubsci czterech czjtci
tworzjcych belk}, zob. rys. 6.1 Za2o»ono, »e poczijtkowe (nominalne) warto-
+ci tych zmiennych wynoszj1:5mm, co daje poczjtkowj objitot¢ materia®u
Vinit = 864000 mnr.

Stochastyczny model belki sk®ada sij zZ8 zmiennych losowych opisujjcych
grubozci blach, parametry materia®owe oraz warunki poczowe zadania. Zmien-
ne te przedstawiono w tab.6.4. Zastosowano, wprowadzonj w podrozdzial@.3,
konwencj; podzia®u zmiennych losowych na zmienne typX itypu P, w zale»-
nozci od tego czy odpowiednie wartoxci oczekiwane sj zmigmni projektowymi

obliczane bidj proporcjonalnie do wartotci oczekiwanych godnie ze sta®ym
wspoéaczynnikiem zmiennoxci. Wady zgrzewdéw uwzglidnianej gak jak w po-
przednich przyk®adach, poprzez losowy wyb68 spoxr6d64 po?jcze«, ktére eli-
minuje si} za ka»dym razem z modelu MES.

Zadanie optymalizacji odpornoxciowej sformu®owane jestast}pujjco, por.

(2.43 ( 2.48:
znajd* wartoxci zmiennych:  y =f x,; x,; Xa: X0 (6.28)
minimalizujjce: = l—E[f X;P)]+ — [f(X;P)]; (6.29)

przy ograniczeniach: E[g(X)] 3 [g(X)] O; (6.30)

0:5mm x; 20mm; i=1;:::;4, (6.31)

gdzie f (X;P) jest absorbowanij przez belk} energij wzijtj ze znakiem minus,
2 [0; 1] jest wspé@czynnikiem wagowym, i sj sta®ymi normalizujjcymi
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Tablica 6.3. Zmienne losowe w zadaniu optymalizacji odpornoxciowej zgniatanej pod2u»nicy.
Warto+ci oczekiwane zmiennych X sj zmiennymi projektowymi.

Zmienna Opis Rozk2ad Poczjtkowa | Wspo2czynnik
typu X prawdopod. wartox¢ Zmienno=cCi
oczekiwana

X1 t1 - grubox¢ czjxcil lognormalny | 1:5[mm] 5%

X2 to - grubox¢ cz|tc2 lognormalny |  1:5[mm] 5%

X3 t3 - grubox¢ cz;xci3 lognormalny | 1:5[mm] 5%

X4 t4 - grubox¢ czjtck lognormalny | 1:5 [mm] 5%
Zmienna Opis Rozk?ad Wartox¢ Odchylenie
typu P prawdopod. | oczekiwana | standardowe

Py o - granica plastyczno+ci lognormalny | 180[MPa] 15[MPa]

P, E - modu? Younga lognormalny | 21000MPa] | 10500[MPa]

Ps3 v} - skfadoway wektora normalny 0[m/s] 1:0[m/s]

pridko+ci poczjtkowej
uderzajjcej masy

P4 v§ - sk®adowaz wektora normalny 0[m/s] 1:0[m/s]

pridko+ci poczjtkowej
uderzajjcej masy

wyznaczonymi na podstawie wynikéw symulacji losowych przaowadzonych dla
pierwszego zbioru punktow eksperymentalnych, @(X) = 1:1Vi,y V(X)) jest
funkcjj nak®adajjci ograniczenie na przyrost objjtoxci belki - nie mo»e ona prze-
kroczy¢ 110% objjtoxci poczjtkowej. Objito£¢ materia®u jest funkcjj lo sowj ze
wzglidu na losowy charakter gruboz+ci blach i dlatego ograwizenie 6.30) sfor-

mu2owano jako ograniczenie odpornozciowe typl2(45 przyjmujic ~= 3. Kry-

teria minimalizacji wartoxci tredniej absorbowanej eneigoraz jej odchylenia
standardowego wydajj si} by¢ wzajemnie kon iktowe. Konstruowanie pod2ux»-
nicy z grubszych blach niewjtpliwie zwilksza zdolnot¢ absbowania energii.
Z drugiej strony, rosnjca proporcjonalnie wariancja tych gubozxci prowadzi do
wijkszego losowego rozrzutu obliczanych warto+ci energilrzeba jednak pami;-

ta¢, »e dla ustalonej objjto+ci materia®u wp2yw na wyniki maréwnie» decyzja
o dystrybucji grubozci blach w ramach czterech cz}xci bdi.

Czas pracy procesora konieczny do przeprowadzenia pojedyaej analizy
MES za pomocj programu RADIOSS wynosi oko?o dwie godziny. Ze/zglidu na
ograniczenia licencyjne posiadanej wersji programu, w olaszeniach mo»na by2o
korzysta¢ z réwnoleg?ej pracy jedyniel6 procesoréw. Z tego powodu zdecydowa-
no si} wykona¢ zaledwie jednj iteracj} algorytmu optymaliz acji odpornozciowej,
sk?adajjcj si} z:
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Wygenerowania 32 realizacji wektora zmiennych projektowych réwno-
miernie w obszarze wyznaczonym przez zakresy zmienno+6i31), zgod-
nie z planem OLH.

Wyznaczenia momentéw statystycznych funkcji celu i ograréze« poprzez

symulacje losowe typu OLH na podstawie probek o wielkoxdi = 64,

generowanych dla ka»dej 82 realizacji wektora .

Budowy aproksymacji metodj krigingu (zob. podrozdzia® 3.2) funkcji
t( x) t( x), g( x), g( x). Aproksymacje te dane sj odpowiednio

jako M ( x ), M (0 x)s "Nl x)s Mgl x)-

Dla danego , przy pomocy wybranego algorytmu optymalizacji deter-

ministycznej, znalezienia rozwijzania zadania minimaliacji

znajd! warto+ci zmiennych: ; (6.32)
minimalizujjce: MNOx)t —™0 x ) (6.33)
przy ograniczeniach: *g( x) 37( x) ©; (6.34)

0:5mm x; 20mm; i=1;:::;4 (6.35)

A zatem, w celu skonstruowania koniecznych powierzchni odpviedzi nale»a®o
wykona¢ 2048 symulacji sko«czenie elementowych dla ré»nych wartotci pa
metrow modelu MES. Z uwagi na wspomniane ju» ograniczenia ticzjce pa-
ralelizacji oblicze«, by?o to zadanie do+¢ czasoch®onneasfosowane podejcie,
polegajjce na tworzeniu niezale»nych aproksymacji dla wygstkich wyst|puji-
cych w sformu2owaniu 6.28 ( 6.31) momentéw statystycznych, omoéwione zo-
sta®o w podrozdziale2.4.2.2jako tzw. strategia aproksymacji statystyk.

W celu zbadania wp2ywu wartoxci wspo62czynnika wagowego nérpymywane
rozwijzania rozpatrzono 9 przypadkéw, przyjmujic kolejno  =0:1;0:2;:::;0:9.
Na wykresie 6.18 ktérego osiami sj kryteria optymalizacji = E[f (X;P)]
i ¢ = [f(X;P)], pokazano wyniki odpowiadajjce punktom eksperymental-
nym jak rdwnie» rozwijzania optymalne oraz ich symulacyjnewery kacje. Punk-
ty oznaczone kdé2kami reprezentujj wartotci kryteribw oszeowane za pomoci
symulacji losowych i odpowiadajj tym spoxr6d32 realizacji zmiennych projek-
towych, ktére spe®niajj ograniczenie 6.30 dotyczjce zmian objjtotci. Czworo-
kitne symbole oznaczajj 9 rozwijza« zadania (6.32) ( 6.35 dla ro»nych wspé2-
czynnikdw , a wijc sj punktami ze zbioru rozwijzax kompromisowych (ocen
rozwijza« niezdominowanych). Punkty oznaczone tréjkjtami sj wynikami we-
ry kacji wartoxci ocen rozwijza« niezdominowanych za pomaj symulacji loso-
wych, gdzie prébki generowane sj przes4-ro punktowe plany OLH.
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Rys. 6.18. Wartozci funkcji kryteriéw optymalizacji odpow iadajjce tym spoxréd 64 punktéw
eksperymentalnych, ktére spe®niajj ograniczenie (6.30), oraz zbiér rozwijza« kompromisowych
i odpowiadajjcych im wery kacji metodj losowych symulacji  OLH.

Odchylenie standardowe absorbowanej energii[J]
>

Warto rednia absorbowanej energii[J]

Rys. 6.19. Punkty zbioru kompromiséw oraz ich wery kacji za pomocj symulacji losowych.
Wartozci przy symbolach odpowiadajj u»ytym wsp62czynniko m wagowym
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Zbiér kompromiséw oraz odpowiadajjcy mu zbiér wery kacji powijkszono
na rys. 6.19 Mo»na zauwa»y¢, »e w zwijzku z ograniczonj dok®adnozxcij po
wierzchni odpowiedzi budowanych w oparciu o niewielkj lich} punktéw ekspe-
rymentalnych oraz w zwijzku z b3 dem, ktérym obarczone sj wyniki symulacji
losowych, wzajemne pozycje punktow w zbiorze kompromiséwaz zbiorze we-
ry kacji nie odpowiadayjj jako+ciowo wartoxciom wsp62czymikéw , dla ktérych
otrzymano rozwijzania. Ponadto, rozwijzania te wydajj si; nieznacznie zani»a¢
wartox¢ trednij absorbowanej energii oraz zawy»a¢ jej ogtdnie standardowe.

Z drugiej stony, dla przebadanego zakresu zmiennozci wsga§ynnika wago-
wego uzyskiwane optymalne warto+ci kryteriow nie ro»nij $iznacznie od sie-
bie, a dok®adno+¢ aproksymacji wydaje si; by¢ zadowalajjca punktu widzenia
praktyki projektowej. Analizujjc rozwijzania niezdomino wane (Pareto) pokaza-
ne na rys. 6.20 mo»na dojt¢ do wniosku, »e rozwijzanie zadania optymalizac
odpornozciowej rozpatrywanej belki prowadzi do powijkszeia grubozci pdyty
(cz)x¢ 4), nieznacznego zmniejszenia grubozxci dwdch pierwszych4ez typu
oraz do grubozci czjtci trzeciej, ktora bliska jest nominalej wartoxci 1:5mm.
Na podstawie obserwowanego skupienia rozwijza« optymalmp w przestrzeni
kryteriow na wykresie 6.18 oraz madego zro»nicowania rozwijza« na ryss.20
wnioskowa¢ mo»na, i» kryteriaf ¢; g nie sj kon iktowe.

=
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ci zmiennych projektowych [mm]
=
e '

optymalne warto
2 :
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{

Rys. 6.20. Rozwijzania niezdominowane (Pareto) dla rozpat rywanych wartotci wsp62czynni-
ka
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6.5. Optymalizacja odpornozciowa w zadaniu kalibraciji
parametréw modelu numerycznego

Poni»szy przyk®ad dotyczy zastosowania techniki optymaiiacji odpornozcio-
wej w zadaniu doboru wartotci parametréow modelu numeryczmg® przeznaczo-
nego do symulacji zderzenia fantomu dolnej ko«czyny z banig AE-MDB (ang.
Advanced European Mobile Deformable Barrie), zob. [63]. Przyk2ad ten, stano-
wijcy ilustracj} mo»liwoxci u»ycia optymalizacji odpornotciowej do komputero-
wego wspomagania procesu certy kacji pojazdow pod kjtem ic bezpiecze«stwa
w przypadku kolizji z pieszym, zosta? opublikowany w jednyne raportéw z dzia-
dalnoxci projektu APROSYS [47].

Testy takie jak pokazany na rys. 6.21 s®u»j sprawdzeniu czy konstrukcja
przedniej czj+ci samochodu, a w szczegodlnozci jego zdeaakie powoduje zbyt
du»ych urazéw nogi pieszego przy typowym potrjceniu z pridlxcij 40 km/h.

Rys. 6.21. Préba zderzeniowa na fantomie ko«czyny dolnej. Zdjicie z pracy [99], dziiki uprzej-
mozci Iztoka Cigralica z TUG.

W celu kompleksowej oceny jakozci stosowanego fantomu, a %8zcza po-
wtarzalnoxci uzyskiwanych przy jego pomocy wynikbw oraz wiywu jaki na
rozrzut tych wynikbw ma losowy charakter warunkéw poczitkowvych, skonstru-
owano specjalne stanowisko testowe. Sk#ada sij ono z fantenko«czyny dolnej,
wystrzeliwanego w kierunku bariery z pneumatycznego dzia?o wysokiej precy-
zji pozycjonowanego przez rami} robota, oraz bariery AE-MIB, ktéra modeluje
przéd pojazdu osobowego.
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Schemat fantomu ko«czyny dolnej przedstawiono na rys6.22, a na rys. 6.23
pokazano zdjicia ukazujjce szczegé®y jego budowy, m.in. omiki umo»liwia-
jice dokonanie w momencie zderzenia nast|pujjcych odczyt@: przyspieszenia
gornej czxci koxci piszczelowej, kita bocznego zgicia kma oraz wzajemnego
przemieszczenia tcinajjcego kozxci udowej i koxci piszce@j. W uproszczeniu
mo»na powiedzie¢, »e fantom sk®ada si} z dwdch rur metalowyo promieniu
zewnitrznym 70mm reprezentujjcych kox¢ udowj i kox¢ piszczelowj o odpo-
wiednio dobranej masie, momencie bezw?adnozci i zrodkussip+ci. Otaczajjce
mij£nie modelowane sj za pomocj pianki Confor (CF-45 1) o grboxci25mm,
zob. [24]. Fantom powleczony jesb mm warstwj kauczuku syntetycznego repre-
zentujjcego ludzkj skér;.
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Rys. 6.22. Schemat fantomu ko«czyny dolnej. Rysunek z pracy [99], dzilki uprzejmozci Iztoka
Cigralica z TUG.

Zastosowana sztywna bariera odpowiada geometrij po®owierpedniej cz;-
+ci mobilnej bariery AE-MDB, ktérej kszta®t modeluje z kolei przéd pojazdu
osobowego, zob. rys6.24 Na rys. 6.25 obok izometrycznego widoku bariery,
na przekroju zaznaczono dwie warstwy z pianki polipropyleowej (ang. Expan-
ded PolyPropylene foam- EPP) do®czone w celu ochrony fantomu ko«czyny
przed zniszczeniem podczas wielokrotnie powtarzanego dgdadczenia. Charak-
terystyki naprj»enie-odkszta?cenie materia®u EPP dla pigiu ro»nych prjdkozci
odkszta?cenia przedstawiono na ryst.26 por. [16].

Fantom wystrzeliwany jest z pneumatycznego dzia®a, o chakderystyce po-

danej w [99], ktére za ka»dym razem ustawiane jest za pomocjpbota rmy
KUKA. Na rys. 6.27 pokazano tolerancje po2o»enia oraz prjdkoxci fantomu
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Rys. 6.23. Szczegd?y budowy fantomu ko«czyny dolnej. Zdjicia z pracy [99], dzijki uprzejmozci
Iztoka Cigralica z TUG.

Rys. 6.24. Poréwnanie geometrii bariery AE-MDB i przedniej cz|+ci wsp63czesnego samochodu
osobowego.

w momencie uderzenia w barier}. Sij to wielkoxci wynikajice zprecyzji urzj-

dzenia, a zarazem takie, ktére sj dopuszczalne przez proték certy kacyjny.
Wykonano 15 powtdrze« eksperymentu otrzymujjc oszacowanie momentéw

statystycznych wartotci odczytow czujnikbw umieszczonycw fantomie.
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Rys. 6.25. Lewa strona: bariera u»ywana w dotwiadczeniu (p8owa przedniej czj+ci AE-MDB),
Prawa strona: Przekrdj poprzeczny, na czerwono zaznaczonodo?jczonj piank| polipropyleno-
wij. Rysunki z pracy [99], dzilki uprzejmozci Iztoka Cigrali ca z TUG.

Celem zaplanowanej optymalizacji odpornoxciowej jest tdak dobranie wy-
branych parametréw modelu numerycznego, aby rozrzut wyniéw symulacji
MES wynikajjcy z za?o»onych niepewnozci warunkéw poczjtkeych odpowia-
da? jak najlepiej rozrzutom otrzymywanym w dozxwiadczeniu.Model kompu-
terowy z2o»ony z fantomu oraz bariery pokazano na rys6.28 Sk2ada sij on
przede wszystkim z ponad30 000przestrzennych elementéws-w|z2owych i 3200
4-w!z2owych elementéw pow?okowych. Czas trwania zderzenissymulowanego
programem RADIOSS, za?o»ono rowng3ms. Jako kryterium uszkodzenia ko«-
czyn dolnych przyjito kit bocznego zgijcia kolana.

Oprécz warunkdw poczitkowych, w modelu stochastycznym uwglidniono
losowy charakter parametréw zwijzku konstytutywnego piarki EPP jak réwnie»
wspod2czynnika tarcia pomildzy barierj, a syntetycznym kauczukiem pokrywaji-
cym fantom. Zadanie optymalizacji polega¢ bjdzie na znaldeniu takich warto+ci
oczekiwanych tych dwdch zmiennych, aby statystyki wynikéweksperymental-
nych odpowiada?y statystykom otrzymywanym z testéw kompuerowych. Opis
wszystkich zmiennych losowych przedstawiono w tab6.4. W spos6b schema-
tyczny zaznaczono je tak»e na rys6.28
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Rys. 6.26. Zale»nozxci napri»enie-odkszta?cenie pianki ptpropylenowej dla ré»nych prjdkozci
odkszta®cenia.

Rys. 6.27. Dopuszczalne tolerancje po2o»enia oraz pridkoti fantomu ko«czyny dolnej w mo-
mencie uderzenia w barier;.
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Tablica 6.4. Zmienne losowe w zadaniu optymalizacji odpornozciowej w problemie Kkali-
bracji parametréw modelu numerycznego fantomu ko«czyny dolnej uderzajjcego w barier|
AE-MDB. Warto+ci oczekiwane zmiennych X sj zmiennymi projektowymi.

Zmienna Opis Rozk?ad | Poczijtkowa | Odchylenie
typu X prawdopod.| wartox¢ | standardowe
oczekiwana
X1 mno»nik zwijzkéw normalny 1.0 0.0333
konstytutywnych
X2 wsp62czynnik tarcia normalny 0.3 0.02
Zmienna Opis Rozk?ad Warto£¢ | Odchylenie
typu P prawdopod.| oczekiwana| standardowe
P1 po2o»enie poziome fantomu normalny 0:0[mm] 3:333[mm]
P, po2o»enie pionowe fantomu normalny 0:0[mm] 3:333[mm]
P x - poczjtkowy kjt obrotu normalny 0.0 0.6667
fantomu wokdé?2 osix
P4 y - poczjtkowy kit obrotu normalny 0.0 0.6667
fantomu wokdé?2 osiy
Ps 2 - poczjtkowy kjt obrotu normalny 0.0 0.6667
fantomu woké? osiz
Ps y - kit obrotu wektora normalny 0.0 0.6667
pridkoxci poczijtkowej
fantomu wokdé?2 osiy
P ¥ - kit obrotu wektora normalny 0.0 0.6667
pridkozci poczjtkowej
fantomu woké? osiz
Ps pridkox¢ poczjtkowa fantomu | normalny | 11:11[m/s] | 0:667[m/s]
C .
P, /
P, o @Pg
2\ P

Rys. 6.28. Model numeryczny fantomu ko«czyny dolnej i barie ry oraz zmienne losowe zadania
optymalizacji odpornozciowe;.
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Podobnie jak w przyk®adzie dotyczicym optymalizacji pod2wnicy (podroz-
dzia® 6.4) w oznaczeniach zastosowano podzia® na zmienn¢ i P. Do tych
pierwszych nale»i: mno»nik empirycznych zwijzkéw materidowych danych za
pomoc;j wykreséw na rys.6.26 oraz wspd3czynnik tarcia. Zmienne typuP, kto-
re nie podlegajj »adnej kontroli w procesie optymalizacjireprezentuj; warunki
poczitkowe zadania.

Problem optymalizacji odpornozciowej sformuowano nasgujjco (por. ( 2.49):

znajd* wartoxci zmiennych: y = f Xiﬁ; X,0; _ (6.36)
I'2
minimalizujjce: f = 1 E[f (X;P)] ME
h i
+— [fX;P)] M (6.37)

przy ograniczeniach: 0:8 x, L2, 01 x, 07, (6.38)

gdzief jest kitem bocznego zgijcia kolana, i sj sta®ymi normalizujjcy-
mi, ustalonymi na podstawie wynikow symulacji dla przyjjtego zbioru punktow
eksperymentalnych, ME = 25:77i M = 1:2 to wyznaczone eksperymental-
nie warto+¢ +rednia i odchylenie standardowe funkcfi. Wspé2czynnik wagowy

przyj'to rowny 0:5, nie ré»nicujjc preferencji osijgnilcia wartoxciME i M
przez odpowiednie momenty statystyczne otrzymane przy poocy symulacii
numerycznych.

W celu zbudowania aproksymacji funkcji celu (wzor 6.37)), wartotci +red-
nie oraz odchylenia standardowe funkcjif oszacowano w 14 punktach eks-
perymentalnych, wygenerowanych w sposéb réwnomierny na sharze zde -
niowanym nieréwnozciami 6.38. Punkty generowane by2y zgodnie z koncep-
cjj OLH. Planéw OLH u»ywano tak»e do tworzenia 100-elementwych probek
w 10-wymiarowej przestrzeni zmiennych losowych w celu estyacji momentéw
E[f (X;P) i [f(X;P)]. Koszt przygotowania danych do aproksymaciji funkgciji
celu réwny jest zatem kosztowi 1400 analiz MES przeprowadmgch za pomoc;
programu RADIOSS. Poniewa» czas trwania jednej analizy to kn%o 2 godziny,
dlatego realizujjc zadanie na 32 réwnoleg?ych procesorachi4 warto+ci funkgcji
f otrzymano po nieca?ych 4 dobach oblicze«. Wartozci te zilt®wane zosta?y
w postaci s2upkéw na rys.6.29 Powierzchnia odpowiedzi utworzona metodi
krigingu rozpijta na punktach eksperymentalnych pokazana jest na rys. 6.30
W przeciwie«stwie do przyk®adu przedstawionego w poprzedm podrozdziale,
nie stosowano strategii aproksymacji statystyk, tworzjc groksymacj, metodi
krigingu bezpozrednio dla wagowej funkcji celu, zgodnie zstrategij opisani
w podrozdziale2.4.2.3
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Rys. 6.29. Wartozci funkcji celu (6.37) dla 14 punktéw eksperymentalnych wygenerowanych
zgodnie z planem OLH.

—

Rys. 6.30. Aproksymacja metodj krigingu funkcji celu ( 6.37).
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Mox»na zauwa»y€¢ wyralnj tendencj, zmniejszania si} wartoxcfunkcji celu
wraz ze wzrostem mno»nika x,. W przypadku drugiej zmiennej projektowej
(wspdczynnika tarcia) »adna globalna tendencja nie jest idoczna. Skonstru-
owana aproksymacja pos@u»y2a do znalezienia nastjpujjcegoszacowania opty-
malnych warto+ci zmiennych projektowych:

P=f x, =1:16, x, =0:37; (6.39)

Post|pujjc zgodnie z algorytmem zaproponowanym w podrozdale 2.4.2.3mo»-
na nastjpnie zaw,|zi¢ obszar poszukiwa«, wygenerowa¢ eksgyenenty numerycz-
ne, przeprowadzi¢ symulacje losowe, zbudowa¢ now;j aprokswcj; funkcji f i na
tak lokalnie udoskonalonej powierzchni odpowiedzi znalg@! nowe oszacowanie
minimum.

Mimo to, ze wzglidu na znaczny koszt analizy MES nie przeproadzono
kolejnych iteracji. Uzyskany wynik mo»e by¢ wijc obarczonypewnym b2 dem
w zwijzku z zaszumionym charakterem wynikow symulacji lssowych, co jest
nieuniknione zw?aszcza przy stosowaniu niewielkich proke Z drugiej strony,
mo»na z du»ym prawdopodobie«stwem za2o»y¢, »e aby na podg® symulacii
numerycznych otrzyma¢ podobne statystyki wybranego krytedum uszkodzenia
ko«czyny dolnej do statystyk z eksperymentu zycznego, na»y przyji¢ wspo2-
czynnik skalujjcy w zwijzku konstytutywnym pianki EPP blis ki 1:2.

Dokonano wery kacji wartoxci xredniej oraz odchylenia stadardowego funk-
cji f w punkcie ;pt otrzymujjc odpowiednio 24:0i 1:28, co poréwnujjc z war-
toxciamiME i M , wydaje si! by¢ bardzo dobrym wynikiem.

PODSUMOWANIE

Czasoch®onna analiza numeryczna zagadnie« dotyczjcych wyyma2ozci zde-
rzeniowej konstrukcji stanowi cz|sto istotnj przeszkod, w szerszym stosowa-
niu analizy stochastycznej, a w szczegoélno+ci niedeternistycznej optymalizacji
tych konstrukcji. W niniejszym rozdziale zaprezentowano ¢ przyk®adoéw anali-
zy stochastycznej, gdzie dzilki zastosowaniu odpowiedniprzygotowanych algo-
rytméw mo»liwa jest zaréwno analiza niezawodnozci jak i ogtalizacja odpor-
nozciowa dynamicznie deformujjcych si; elementéw konstrkcji. Trzeba podkre-
tli¢, »e obok dedykowanych metod, niezbjdnym sk2adnikienfektywnej analizy
stochastycznej jest nowoczesny sprzit komputerowy, dajjg mox»liwox¢ oblicze«
réwnoleg?ych. Rosnjca nieustanie moc obliczeniowa, jak wnie» dostjpno+¢ ta-
kiego sprzjtu pozwala mie¢ nadziej; na coraz powszechnigje stosowanie metod
analizy stochastycznej w procesie projektowania z2o»onydonstrukcji.



202 6. Analiza niezawodnozci i optymalizacja w zagadnieniach wtrzyma2o+ci zderzeniowej

We wszystkich analizowanych w rozdziale przyk®adach zardwo funkcje gra-
niczne, jak te» funkcje tworzjce sformu®owanie zadania ogtnalizacji odporno-
+ciowej, zawiera®y wp2yw szumu. Szum ten jest charakterygtzny dla zagadnie«
zderzeniowych ze wzglidu na metod; ca®?kowania réwna« réwnegagi oraz stoso-
wane algorytmy kontaktu. Ponadto, w zadaniu analizy niezawdnozci zgniatanej
cienkoxciennej pod®u»nicy dodatkowy szum zwijzany by? z naelowaniem loso-
wych awarii zgrzewdw. Biorjc pod uwag} ogromnj liczb} po?jcze« zgrzewanych
wystipujjcych w konstrukcjach samochodowych, zaproponovana metoda usu-
wania pewnej liczby losowo wybranych zgrzewéw wydaje si} by praktycznym
rozwijzaniem, ktére pozwala uwzglidni¢ losowe wady tych péjcze«. Podejtcie
to wymaga jednak odpowiedniego algorytmu analizy niezawawb+ci. Pokaza-
no, »e zastosowanie algorytmu Z3M umo»liwia efektywne oszawanie praw-
dopodobie«stwa awarii pomimo nieré»niczkowalnozxci funicgranicznej. Model
pod2u»nicy wykorzystano tak»e do ilustracji dzia?ania meidy poprawy nieza-
wodnozci (omdéwionej w podrozdzial&.2) oraz strategii aproksymacji statystyk
w optymalizacji odpornozciowej. W obydwu przyk®adach, podbnie jak w zada-
niu analizy niezawodnozci, stosowano eliminacj; losowo viyanych zgrzewow.
Zaproponowane metody okaza?y si} niewra»liwe na zaszunmy charakter roz-
patrywanych odpowiedzi konstrukcji, co nale»y uzna¢ za ichiezwykle korzystnj
cech;.

W rozdziale przedstawiono réwnie» dwa nietypowe zastosows metod sy-
mulacyjnych. Zaprezentowano przyk®ad jakoxciowej analjzzachowania zgnia-
tanego elementu tylnej ramy pojazdu. Metoda ta wykorzystug prosty algorytm
klasy kacji wynikdw eksperymentéw numerycznych generowaych przez plany
OLH. Otrzymany analityczny wzér pozwala na szybkj przybli»onj klasy kacj;
ré»nych rozwijza« projektowych pod kjtem zdolnozci elemetn do absorbowa-
nia energii zderzenia. Przedstawiono réwnie» zastosowansformu2owania opty-
malizacji odpornozciowej w zadaniu kalibracji parametrownodelu numeryczne-
go u»ywanego w komputerowej symulacji standardowych testd zderzeniowych.
Odpowiedni dobdr parametrow modelu MES pozwala na urealnige wirtual-
nych modeli komputerowych poprzez zapewnienie zgodnozcixg/nikami testow
laboratoryjnych nie tylko odpowiedzi nominalnych, lecz ravnie» ich losowych
rozrzutéw.



Analiza niezawodnozxci procesu
tdoczenia blach

Metalowe elementy wytwarzane w procesie t?oczenia blach afdujj obecnie

powszechne zastosowanie w ré»nych ga?ziach przemysdu,zede wszystkim
w przemy=le samochodowym, lotniczym oraz innych dzia®achrpemys?u rodkow
transportu i przemys@u metalowego. Konsekwencjj tak wielkego zapotrzebowa-
nia na wyt?aczane wyroby metalowe jest gwadtowny rozwdj baak naukowych
poxwilconych problematyce g2 bokiego t2oczenia blach, Jaréwnie» kompute-
rowych technik symulacji tych proceséw. Spo+réd odbywajigch sij cyklicznie

mijdzynarodowych konferencji poxwijconych tej tematyce wymieni¢ nale»y kon-
ferencje NUMISHEET [95] i NUMIFORM [25], a za wiodjce pakiety oblicze-
niowe, ktére zorientowane sj na analiz zagadnie« t2oczenj uzna¢ nale»y Au-
toFORM, PAM-STAMP i LS-DYNA, zob. [251].

Doskonalone techniki symulacji numerycznych pozwalajj nacoraz dok2ad-
niejsze okrexlenie deformaciji oraz stanu napri»enia w kayh punkcie formowa-
nej blachy w dowolnej chwili trwania procesu. Przeprowadzaa analiza sko«cze-
nie elementowa nieliniowego procesu t?oczenia uwzglidndamusi du»e odkszta?-
cenia sprij»ysto-plastyczne, zjawisko kontaktu, tarcia i rieliniowe zwijzki kon-
stytutywne. Bardzo wa»nj cechj oprogramowania do symulacjittoczenia blach
jest mo»liwox¢ przeprowadzenia oceny jakoxci wyttoczkidksztacenia, jakich
doznaje materia® podczas procesu t®oczenia, nie mogj bowieosijgnj¢ dowol-
nie du»ych wartoxci, wzrasta wtedy ryzyko wystjpienia takch niepo»jdanych
zjawisk jak: utrata statecznozxci blachy, plkanie, fa®dowaie, zmniejszenie gru-
bozci tcianki itp. Ogolnie, jako wad] wytoczki uzna¢ mo»n&a»de odst}pstwo
od zadanych warunkéw geometrycznych i wytrzyma2ozciowycpowodujjce, »e
wyt?oczka nie mo»e by¢ u»yta do zada«, do ktérych by2a pientmie zaprojek-
towana. Zdolnox¢ do plastycznego kszta®towania, ktéra nipowoduje powsta-
nia wad okrezxlana jest jako t*ocznox¢ blachy. De niowana @nby¢ mo»e przez
ro»ne kryteria, z ktérych najczjtciej stosowanym sj tzw. wkresy odkszta?ce«



204 7. Analiza niezawodnozci procesu t?oczenia blach

granicznych (WOG), (ang. forming limit diagrams) zob. np. [136], wyznaczane
doxwiadczalnie lub teoretycznie.

Innj, bardzo istotnj cechj realistycznego modelowania praeséw formowa-
nia blach jest ocena wp2ywu, jaki na badane odpowiedzi uk®adblacha-t®oczniki
ma losowy charakter parametréw opisujjcych to zagadnienieRzeczywiste war-
totci sta®ych materia?owych i wspéaczynnikow tarcia, geoetria narz)dzi, si*a
docisku czy po2o»enie progow cijgowych cechujj sij pewnymazrzutem woko?
za2o»onych wielkoxci nominalnych. ‘wiadomoz¢ konsekwgngakie niex¢ mogj
odmienne od zafo»onych parametry procesu t?oczenia, wyd@apij by¢ zatem
niezbldnym sk2adnikiem dobrego projektowania. Szczegdie wax»nj jest odpo-
wied! na pytanie, jak losowo+¢ wartoxci parametrow wpdywaa mo»liwo+¢ po-
wstania w dowolnym punkcie blachy odkszta?ce« przekraczggych dopuszczalne
odkszta?cenia graniczne.

Ponix»ej, w oparciu o wyniki opublikowane w pracy [125], przdstawiony zo-
stanie sposéb oszacowania prawdopodobie«stwa awarii pesu g bokiego t?o-
czenia blachy. Zaproponowana de nicja funkcji awarii wykazystuje wykres od-
kszta®ce« granicznych. Ze wzglidu na charakterystyczne dltej funkcji proble-
my z ré»niczkowalnozcij, w analizie niezawodnozci wykorgtano adaptacyjni
metod] Monte Carlo. Szczegdlnie dok®adnie oméwiono zagadmie stochastycz-
nego modelowania wspé2czynnikéw tarcia dla kontaktu blach z matrycj, do-
ciskaczem i stemplem oraz wpdywu wzajemnej korelacji warteci tych wspo62-
czynnikéw na prawdopodobie«stwo awarii. Problematyka ankzy niezawodno-
*ci proceséw t2oczenia rozwijana by?a nastjpnie w pracaci?4,207] w kierunku
wykorzystania w rozwijzaniu wielomianowej wa»onej aprokgmacji funkcji gra-
nicznej.

7.1. Modelowanie proceséw t2oczenia blach

Na typowym schemacie stanowiska do t2oczenia blach, pokazgm na rys. 7.1,
obok arkusza blachy wyr6»ni¢ mo»na t2oczniki: stempel, matc] i dociskacz.
W modelu komputerowym t2oczniki traktowane sj zazwyczaj j&k cia®a sztywne,
wymuszajjce deformacj} blachy na skutek oddzia®ywa« kont&towych dla zada-
nego ruchu stempla. Poza kontaktem, realistycznie modelamie proceséw t2o-
czenia wymaga uwzglidnienia zjawiska tarcia oraz plastyazej anizotropii blachy
wywo?anej walcowaniem. Blacha, ktdrej materia® podlega za@wno du»ym prze-
mieszczeniom jak i du»ym odkszta®ceniom, dyskretyzowanagt najcz|tciej przy
pomocy pow?okowych elementéw sko«czonych. Elementy te mmzisumoxliwiat
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=f(v) § = f(v)

= f(t) f F = f(t)
v = f(t)

Rys. 7.1. Schemat t2oczenia z dociskaczem.

odpowiednie odwzorowanie z2o»onej deformacji t*oczonegokusza blachy. Po-
winny by¢ tak»e efektywne obliczeniowo.

Numeryczna symulacja t?oczenia realizowana by¢ mo»e w ogar o ré»-
ne sformu®owania mechaniczne tego procesu. Do symulacji todj elementéw
sko«czonych najczltciej stosuje si} bjd* sformu®owanie w amach teorii pla-
stycznego p2yni;cia (ang. ow approach) bjd* dynamiczne lub quasi-statyczne
sformu®owanie bazujjce na mechanice cia®a sta®ego, zob1[390, 206]. Model
dynamiczny wymaga odpowiedniej kontroli efektow bezw?adotciowych.

W przedstawionym w dalszej cztci rozdzia?u przyk®adzie,2bczenie blach
rozpatrywano jako zadanie dynamiki stosujjc jawny schemata®kowania rowna«
ruchu MES. Ze wzglidu na wysok; efektywnoz=¢ oblicze«, szcgélnie w przypad-
ku z%o»onych modeli, podejtcie to zyska?o dux»j popularnos¢symulacji proce-
sow ttoczenia. W metodzie jawnego ca?kowania na typowym kkoi czasowym
rozwijzywane sj zdyskretyzowane réwnania ruchu, ktére zaane dla bie»jcej
kon guracji uk?adu dane sj nast;pujjco:

Mg+ Cqg=p f; (7.2)

gdzieM i C sj odpowiednio macierzj mas i macierzj tfumienia,g i q sj wekto-
rami w;z%owych przyspiesze« i pridkozci, ap i f sj wektorami si# zewn,trznych
i wewnitrznych. Elementowy wektor si# wewnitrznych ma posta¢

z

f(8 = BT dv; (7.2)
v (e)
gdzie jesttensorem napri»e« Cauchy'egoB jest macierzj operatoréw ré»nicz-
kowych zwijzkéw geometrycznych (zré»niczkowanych funkéjksztadtu), a V(@
jest objjtoxcij elementu.
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Rownania (7.1) ca®kowane sj wzglidem czasu przy u»yciu metody ro»nic
centralnych. Jest to jawny schemat ca®kowania, w ktorym premieszczeniajn+1
w chwili th+1 obliczane sj na podstawie znanej kon guracji w chwility,:

g, = My'(pn fn Cdq,); gdzie Mp = diagM (7.3)
Uns1=2 = Qn 12+ 8n theri=2;  QdzZie  thg—p = 3( ta+  the);(7.4)
On+1 = On* Qps1=2 tnst (7.5)

W powy»szym schemacie, pridkotci przemieszcze« wjz?owydsklyznaczane sSj
w po2owie kroku czasowego, sj zatem przesunijte w stosunkuodpunktu na
osi czasu, w ktérym obliczany jest wektor przemieszcze«. Zwagi na to, do
obliczenia si# ttumienia w rownaniu {¢.3) przyjmuje sij a, d, 1= Du»a
efektywnozx¢ podejtcia wykorzystujjcego jawne ca®kowaniéwna« ruchu opiera
sij na moxliwoxci u»ycia diagonalnej macierzy maM p, dzijki czemu nie ma
potrzeby kosztownego numerycznie odwracania macierzy. Zragiej strony, ze
wzglidu na warunkow;j stabilno+¢ jawnego schematu ca®kowaa, ograniczeniem
tej metody jest koniecznox¢ stosowania du»o mniejszych kdv czasowych ni»
np. w przypadku niejawnego schematu Newmarka.

W zaprezentowanym dalej przyk®adzie tréjwymiarowego t2ozenia, do mode-
lowania blachy u»yto trjkjtnego elementu pow?@oki cienkig o jedynie translacyj-
nych stopniach swobody w witle. Przy za?o»eniu kinematyczej hipotezy Kirch-
ho a dla pow?ok, pridkox¢ odkszta?cenia w dowolnym punkcigoow@oki mo»na
wyrazi¢ poprzez parametry de niujjce pridko+¢ odkszta?ceia powierzchni xrod-
kowej, roz2o»onego na stan odkszta®cenia membranowego oitan odkszta®ce-
nia zgijciowego. W sformu@owaniu elementu wykorzystano stndardowe liniowe
funkcje kszta®tu. Od swojej angielskiej nazwypasic shell triangle element ozna-
czany jest akronimem BST. Opracowano go przede wszystkim doagtosowax
w symulacji proceséw t?oczenia [189]. Brak obrotowych stoprswobody spra-
wia, »e BST jest rozwijzaniem bardzo efektywnym numeryczniea co za tym
idzie szczegolnie przydatnym do symulacji du»ych przemysfvych probleméw
g®bokiego t2oczenia blach. Wijcej informacji ha temat sfamu2owania elementu
BST znalel¢ mo»na w pracy [206].

Przyjito spri»ysto-plastyczny model materia®u zak2®adajjc addytywnj de-
kompozycj, tensora pridkotci odkszta®cenia na czj+¢ spriysti € i czj+¢ pla-
styczni e,

e= e+ eP: (7.6)

W celu obliczenia wartoxci napri»e« w t2oczonej blasze konieczne jest uwzglid-
nienie odpowiedniego warunku uplastycznienia. Zgodnie zijmotez;j kinematycz-
nj Kirchho a, tensor opisuje p2aski stan napri»enia, tak wijc w kryterium
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uplastycznienia brane sj pod uwag; jedynie sk®dowe 11, 22 i 12. P?askie-
mu stanowi napr}»enia oraz anizotropii wasnozci plastyesch materia®u, ktéra
powstaje w procesie walcowania blachy, odpowiada wprowadmy przez Hilla
w 1948 roku, zob. [90], warunek

2, Ro(1+ Rgo) » 2Ro N (1+2R45)(Ro+ Roo) »
" Rgo(l+ Ro) 2 1+Rg ™ % Roo(1 + Ro) 12

gdzie wspdéczynniki LankfordaRg, Rys i Rgg (dla kierunkéw okrexlonych kjtami
0, 45 i 90 wzglidem kierunku walcowania blachy) s2u»j opisowi anizotopii
materia®u, a sk®adowe 11, 221 12 dane sj w osiach ortotropii. Dla przypadku
materia®u izotropowego Ro = R45 = Rgg = 1) réwnanie (7.7) redukuje si} do
kryterium Hubera-Misesa. Wyst|pujjcy we wzorze symbol oznacza granic|
plastycznozci, ktorej warto£¢ okrexla sil najcz|tciej zeasru

=K(a+")"; (7.8)

2=0; (7.7)

gdzieK, a i n sj sta®ymi materia?owymi, a " jest efektywnym odkszta®ceniem
plastycznym. Jezli przyji¢, »e wazciwoxci materia®u poeki w jej paszczy'nie
stycznej sj niezale»ne od kierunku, natomiast sj one znacezp ré»ne od w?a-
+ciwozxci w kierunku poprzecznym (normalnym) do powierzchirpow?oki, wtedy
kryterium Hilla ( 7.7) ma nast|pujjcij postac:

2 2 2R 2(1+R) ,

+ 112t — 5

2-0; (7.9)

gdzie R jest rednim wspo62czynnikiem Lankforda danym wzorem

_ Ro+2R45+ Rop,
= 1 .
O ile warunek (7.9) dobrze oddaje zachowanie metali charakteryzujjcych si,
wspéiczynnikiemR > 1, o tyle le reprezentuje powierzchni} pdyniicia w przy-
padku materia®éw o ma?ych wartotciach wsp62czynnika Lan&fda R < 1, np.
dla aluminium. Aby usunj¢ te wady Hill zaproponowa?, zob. [4], udoskonaloni
posta¢ kryterium uplastycznienia postaci

(7.10)

Cij 1+ M +Chj 1 M= M: (7.11)

gdzie 1i 2 sjnapri»eniami ggéwnymi, wyk®adnik M > 1, aCj i C; sj sta®ymi
materia®owymi charakteryzujjcymi anizotropi;. Kryteriu m to dla przypadku
anizotropii normalnej dane jest nast|pujjco:

M. 1+2R "

_ M.
2o+ 20+R) R)J 1 2 : (7.12)

2a+R); 1T
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Warunki (7.9) i (7.12), jak te» warunek uplastycznienia dla przypadku ogolnej
anizotropii [92], zaimplementowano w programie STAMPACK, zob. [208], kto-
rego u»yto w omowionym dalej przyk®adzie analizy niezawodntci do symulaciji
t2oczenia blachy.

Zjawisko kontaktu odgrywa zasadniczj rol; we w2axciwym moelowaniu pro-
cesOw ttoczenia. W trakcie formowania blacha styka sij ze smplem, matryc;i
oraz dociskaczem. Si?y kontaktu uwzglidniane sj w wektorzesi# zewnitrznych
p. Wynikajjce z kontaktu ograniczenia w kierunku normalnym do powierzchni
styku narzucone sj stosujjc metod} funkcji kary, a do obliczenia si? tarcia u»yto
modelu tarcia Coulomba, zob. [206].

7.1.1. Wykresy odksztace« granicznych

Wykresy odkszta?ce« granicznych, sporzjdzane na p2aszénje odkszta®ce«
g2ownych, sij niezwykle u»ytecznym narzidziem do analizy wyikdw procesu
t2oczenia, a w szczegoélnoxci do oceny jakoxci wyttoczki pkidem mo»liwozci
wystjpienia piknij¢ lub fa®dowania. Dla danego rodzaju blachy krzywa od-
kszta®ce« granicznych (zwana tak»e granicznj krzywj t2ocaozxci) reprezentuje
graniczne wartoxci odkszta?ce« g2éwnych materia®u, ktoch przekroczenie z du-
»ym prawdopodobie«stwem prowadzi¢ mo»e do powstania wadyyrobu.

Na typowym WOG (zob. rys. 7.2) o+ odcijtych odpowiada mniejszemu z od-
kszta?ce« g2dwnych, a o rzjdnych wilkszemu. Najczltciejfesowanj miarj od-
kszta®ce« sj tu odkszta®cenia rzeczywiste (logarytmiczne Widoczne na wy-
kresie punkty oznaczajj stany odkszta®cenia w wybranych ndjscach blachy,
zazwyczaj w wiz3ach siatki MES lub w punktach Gaussa elemeiiv. Po2o»e-
nie punktéw odnoszone jest do krzywej odkszta?ce« granicgoh. Na niektérych
WOG, dla 2atwiejszej interpretacji standw deformacji blady, oprdcz granicznej
krzywej ttocznoxci umieszcza sij rownie» linie odpowiadgje jednoosiowemu
*ciskaniu i rozcijganiu, dwuosiowemu rozcijganiu i czysteu xcinaniu. Krzy-
wa odkszta®ce« granicznych rozdziela stany odkszta?ceni&tore prowadzj do
niestatecznozci lub pikania blachy (punkty powy»ej krzyw§ od stanéw dopusz-
czalnych (poni»ej krzywe)).

Pomimo, i» opracowano wiele teoretycznych metod wyznaczéan krzywych
odkszta?ce« granicznych, nadal w powszechnym u»yciu sj mady eksperymen-
talne. Najcz|tciej stosowanj metod; jest opracowana przeiakazim, [182] i roz-
winijta przez Hackera [88] metoda dwuosiowego rozcijganigrostokjtnych pa-
sOw blachy przy pomocy pé2kolistego stempla. Zmieniajjc sroko+¢ pasa uzy-
ska¢ mox»na ré»ne stany dwuosiowych odkszta®cenia.
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Rys. 7.2. Typowy wykres odkszta?ce« granicznych. Zbiér punktéw odpowiadajjcych odkszta?-
ceniom w wiz2ach siatki MES w ca®ozci znajduje si} poni»ej granicznej krzywej tfocznozci.

Spozréd najczjtciej stosowanych metod analitycznych s3joych okretleniu
granicznej krzywej ttocznoxci wymieni¢ nale»y metod; Maioiaka i Kuczy«-
skiego [163]. Zaproponowana przez nich metoda opiera si} reo»eniu, »e po-
wstawanie bruzd na powierzchni wyt?oczki spowodowane jegioczijtkowj nie-
jednorodnozcij grubozci blachy.

Wa»nym jest, aby zdawa¢ sobie spraw] z pewnych niedoskona® WOG.
Przede wszystkim odkszta®cenia graniczne sj zale»ne od tusi procesu defor-
macji, zob. [136]. Wytwarzajjc wyt?oczki o z2o»onej geomeii trudno zagwaran-
towa¢, »e tcie»ka zmian odkszta®ce« w danym punkcie blachypmwiada¢ bjdzie
tej, ktérj zaprogramowano w stosunkowo prostym texcie lab@toryjnym. Po-
nadto, na proces t*oczenia wpdyw ma szereg parametréw chétaryzujjcych
sil pewnj niepewno=cij, tzn. takich, ktérych wartoxci nie mogj by¢ precyzyjnie
okrezlone. Przyk®adem tego typu parametrow sj np. wspo2cmiki tarcia. Nie-
wielka zmiana zastosowanego sposobu smarowania mo»e mie&zny wp2yw na
histori} deformacji prowadzjc ostatecznie do innego po2oenia punktu na WOG.
Zmiennox¢ parametréw materia®owych, w szczegoélnozci gian plastycznozci
czy parametru wzmocnienia ma réwnie» istotne znaczenie nazebieg procesu
t2oczenia. Wszystko to sprawia, i» po2o»enie punktu na wylesie odkszta®ce«
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granicznych cechuje pewien losowy rozrzut. Granicznj krzyj t2ocznozxci nale»y
zatem traktowa¢ jako nieostre ograniczenie zakresu dopuszalnych kombinacji
odkszta®ce« g2éwnych i dlatego, w celu zapewnienia jakohteyt®oczki, w pro-
jektowaniu rozpatruje sij pewnj stref| przejtciowj marg ines bezpiecze«stwa
poni»ej krzywej, zob. rys.7.3. Zaznaczony na rysunku obszar bezpieczny nale-
»y interpretowa¢ jako taki obszar, gdzie wystjpienie wady wpostaci pjknijcia
blachy jest bardzo ma2o prawdopodobne, natomiast obszar @powodzenia (awa-
rii) to ten, gdzie z wysokim prawdopodobie«stwem mox»na za%y¢ uszkodzenie
t2oczonego wyrobu.
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Rys. 7.3. Wykres odkszta®ce« granicznych (przyjito ", < " 1) z zaznaczonym marginesem
bezpiecze«stwa. Powszechna praktyka polega na wprowadzeiu pewnego arbitralnie dobranego
obszaru przejtciowego poni»ej krzywej odkszta®ce« granigznych.

Zardéwno stochastyczny charakter parametrow jak i niepewns¢ de nicji krzy-
wej odkszta®ce« granicznych wydajj sij przemawia¢ za tym, § standardow;
komputerowj symulacj; t*oczenia blach uzupe®ni¢ o analiz| probabilistycznj,
a w szczegOllnoxci o analiz} niezawodnozci. Analiza ta dajeosliwot¢ odpo-
wiedzi na zasadnicze pytanie jakie jest prawdopodobie«sto pojawienia si|
wyrobéw wadliwych w procesie produkcji?

W dalszej czj£ci rozdzia®u zaproponowano sformu?owanieax algorytm roz-
wijzania tego zadania.
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7.2. De nicja funkcji granicznej zadania analizy niezaowamil

Formu2ujjc zadanie analizy niezawodnozci procesu ttoczenblach, natural-
nym wyborem przy de niowaniu funkcji granicznej jest wykorzystanie wykresu
odkszta®ce« granicznych. Tak jak pokazano na rys7.4, wartot¢ funkcji gra-
nicznej przyjmuje sij rowni najmniejszej odleg2o+ci (ze zakiem) punktéw re-
prezentujjcych odkszta?cenia g26wne w poszczegolnych mlentach sko«czonych
od krzywej odkszta®ce« granicznych (ze wzglidu na przyjitj liniow;j interpolacj;
przemieszcze«, odkszta?cenia wewnijtrz elementu sj sta®dojicie odleg®oxci ze
znakiem rozumie¢ nale»y nastipujjco: w przypadku gdy wszytkie rozpatrywa-
ne punkty znajdujj si; poni»ej krzywej odkszta®ce« granicaych, wtedy warto+¢
funkcji granicznej jest dodatnia, jezli jednak czj+¢ punkéw po2o»ona jest powy-
»ej krzywej, wtedy najwiiksza odleg®o+¢ punktu z tej grupywzijta ze znakiem
minus, przyjmowana jest jako wartot¢ funkcji granicznej.
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Rys. 7.4. De nicja funkcji granicznej jako odleg®ozci od kr zywej odkszta?ce« granicznych.

W zale»nozci od realizacji wektora zmiennych losowych zrmi@ si} stan od-
kszta?cenia w poszczegolnych punktach wyt?oczki, a w konlssencji, chmura
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punktow na wykresie odkszta®ce« granicznych zmienia swojsktat i podo»e-
nie. Co za tym idzie, ro»ne punkty WOG (odpowiadajjce ré»nymelementom
sko«czonym) decydowa¢ mogj o wartoxci funkcji graniczneBioric pod uwa-

g, odcinkowo liniowy charakter granicznej krzywej t®ocznaci, a tak»e szum
numeryczny generowany przez algorytm symulacji tfoczenigpor. dyskusja na
str. 137) wydaje sij oczywistym, »e zde niowana przez nas funkcja ganiczna
nie jest ré»niczkowalna.

Jak wczezxniej wspomniano, ksztadt i po?o»enie krzywej odkace« granicz-
nych dane sj jedynie w spos6b przybli»ony. Wynika to m.in. z reznajomo-
*Ci rzeczywistej xcie»ki deformacji, warunkéw tarcia i stgch materia®owych.
Dox¢ powszechn;j praktykj w analizie procesu t®oczenia jestprowadzanie tzw.
marginesu bezpiecze«stwa, zob. rys..3, czyli przejtciowej strefy o arbitralnie
za?o»one] szerokoxci pomijdzy obszarem bezpiecznym, a yng odkszta?ce«
granicznych. Punkty na WOG mogj by¢ wtedy klasy kowane w zale»noz*ci od
ich po2o»enia wzglidem marginesu bezpiecze«stwa jako pradzijce do pikni;-
cia wyt?oczki z du»ym lub ma?ym prawdopodobie«stwem. Te maf precyzyjne
okrezxlenia - typowe dla jjzyka naturalnego - sk®aniajj ku temu, aby w mode-
lowaniu niepewnozci po2o»enia krzywej odkszta®ce« gramigych u»y¢ koncepcji
zbioru rozmytego. Poniewa» granica pomijdzy obszarem bemxznym a obsza-
rem awarii nie jest ostra, dlatego zdarzenie niesprzyjajie (realizacja zmiennych
losowych, w wyniku ktérej proces t2oczenia ko«czy si} niepe@odzeniem) nale»y
rozpatrywa¢ jako rozmyte zdarzenie losowe, a prawdopodabistwo awarii jako
zbiér rozmyty.

Stosujjc standardowj notacj; (zob. dodatek A) wektor zmiennych losowych
wystipujjcych w stochastycznym opisie procesu t?oczenia lachy oznacza¢ b)-

losowych symbolemX . Funkcj! przynale»nozci rozmytego obszaru awariiSs ,
bidjci uogolnieniem funkcji charakterystycznej obszaru awarii I p, (A.55), mo»-
na zde niowa¢ w nast|pujjcy sposéb (zob. WOG na rys.7.3):

8 1 jesli niektére punkty na WOG znajdujj si
% powy»ej marginesu bezpiecze«stwa,
2 (0;1) jezli wszystkie punkty na WOG sj poni»ej krzywej
Mg, (x) = odkszta?ce« granicznych, a punkt najbli»szy (7.13)
jest wewnitrz marginesu bezpiecze«stwa,
% 0 jexli wszystkie punkty na WOG znajdujj si|

poni»ej marginesu bezpiecze«stwa.

Funkcja Mg, przyjmuje wartoxci z przedzia®u0; 1] w zale»nozci od odleg?o+ci
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najbli»szego punktu od krzywej odkszta®ce« granicznych. IRy za®o»eniu linio-
wej zale»nozci, sytuacja gdy punkt ten poo»ony jest w trodknarginesu bezpie-
cze«stwa prowadzi domlgf (x) = 0:5, jetli zat poo»ony jest w odleg?o+ci réwnej
0:25 szerokozci marginesu bezpiecze«stwa od krzywej odkszelcgranicznych
wtedy Mg, (x) = 0:75itd. Zgodnie z de nicjj Yagera, zob. [246, 260], funkcja
przynale»nozxci rozmytego prawdopodobie«stwa awarip, tworzona jest nast;-
pujjco:
1. Na WOG wybieranych jest kilka krzywych odpowiadajjcych ro»nym war-
totciom Mg, W szczegoélnoxci tym, ktére ograniczajj margines bezpie-
cze«stwa.

2. Ka»da z krzywych s2u»y nastjpnie do zde niowania funkcjigranicznej
zadania analizy niezawodnozci. Obliczane sj wartoxci pral@podobie«stw
awarii.

3. Otrzymane prawdopodobie«stwa awarii nale»j do rozmyteg prawdopo-
dobie«stwa awarii w stopniu okrexlonym przemg .

Tak wijc, prawdopodobie«stwu awarii obliczonemu dla dolng krzywej odkszta?-
ce« granicznych (ograniczajjcej margines bezpiecze«stwad do?u) odpowiada
mp, = 0, a prawdopodobie«stwu uzyskanemu przyjmujic gornj krzyw; od-
kszta®ce« granicznychmp, = 1. Postjpowanie to zastosowane zosta®o w poni»-
szym przyk®adzie analizy niezawodnozci t2oczenia.

7.3. Analiza niezawodnozci dla przyk®adu testowego ekamjifer
NUMISHEET

Przedmiotem analizy jest proces t®oczenia aluminiowego wcaynia o prze-
kroju kwadratowym. Na schematycznym rysunku 7.5 przedstawiono kszta®t
i wymiary narzjdzi: stempla, matrycy i dociskacza. Omawiary przykd®ad by?
jednym z zada« testowych konferencji NUMISHEET w 1993 roku 162]. Przy-
jito nastlpujjce dane materia®owe: poczjtkowa grubox¢ blahy 0:81mm, mo-
du? Younga E = 71 GPa, wsp62czynnik Poissona = 0:33, krzywa zale»-
no+ci jednoosiowego rzeczywistego napri»enia od rzeczgteigo odkszta®cenia

= 576:79(0:01658 +"P)%:3593 MpPa, wspodaczynnik tarcia = 0:162 Si®a doci-
skacza wynosil9.6kN. Za%o»ono poprzecznj anizotropi; blachy, a w kryterium
uplastycznienia Hilla (7.12) przyjito xredni wspé2czynnik Lankforda R = 0:64.
Naczynie t2oczone jest z blachy o wymiaraci50mm 150 mm

Wykorzystano symetri} modelu i w celu poprawy efektywnozxcioblicze« w sy-
mulacji MES rozpatrywano jedynie jego ¢wiartk]. Do dyskretyzacji u»yto 1800
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50

Rys. 7.5. Teoczenie naczynia o przekroju kwadratowym geom etria t2ocznikow.

elementéw BST, zob. rys.7.6. Przyjito pridko+¢ ruchu stempla réwn;j 10m/s.
Aby zredukowa¢ efekty dynamiczne, analiz} kontynuowano poosijgnilciu za-
ao»onej g@bokoxci tfoczenia wprowadzajjc dodatkowe si#umienia. W [162]
zamieszczono wyniki eksperymentéw przeprowadzonych dlagokozci t2ocze-
nia réwnej 15mm. Dla takiej w2aznie g3bokozci, na rys7.7 pokazano wybrane
wyniki symulacji przeprowadzonej programem STAMPACK. Na powierzchni
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Rys. 7.6. T2oczenie naczynia o przekroju kwadratowym dysk retyzacja MES.

wytdoczki przedstawiono map; warstwicowj g2éwnych odksza?ce« logarytmicz-
nych oraz odkszta?ce« poprzecznych (w kierunku normalnym a powierzchni).
Na rys. 7.8 poréwnano rozk?®ady odkszta®ce« poprzecznych wzd2u» dwoépkasz-
czyzn symetrii wyttoczki otrzymane w wyniku symulacji MES i dotwiadczalnie
(na podstawie [162]). Widoczna jest dobra zgodno+¢ tych wikdw. Odksztad-
cenia g®0wne w elementach siatki pokazano na WOG na ry3.9. Punkty znaj-
dujj sij w znacznej odleg?oxci od krzywej odkszta®ce« gracknych, co mox»e
+wiadczy¢, i» jest ma2o prawdopodobne aby przy t2oczeniu mgjboko+¢15mm
i dla nominalnych wartotci pozosta®ych parametrow powstat wada wyttoczki.
Powstanie p;knijcia zaobserwowano zwikszajic g2bokox®?oczenia do20mm.
Odpowiedni WOG oraz mapy odkszta?ce« logarytmicznych przéstawiono na
rysunkach 7.10i 7.11. Jak mo»na zobaczy¢ na rys7.10, jeden z punktéw znaj-
duje si} bardzo blisko krzywej odkszta®ce« g2dwnych, co oatza wysokie ryzyko
pojawienia si} pikniicia blachy. Spostrze»enie to potwierdzone jest przez testy
laboratoryjne, gdzie wada wyt?oczki wystjpi®a dla przesuiicia stempla na g2;-
bokox¢19mm, zob. [181]. W przypadku t®oczenia na g@bokox20mm, zwijk-
szajjc nieznacznie wartox¢ wspéiczynnika tarcia otrzymajsil WOG, ktéry po-
kazano na rys.7.12 Poroéwnujjc z wykresem 7.10 mo»na zauwa»y¢, »e wijcej
punktéw znajduje si} w sjsiedztwie krzywej odkszta®ce« graicznych, a jeden
Z nich jest wewnitrz obszaru awarii. Potwierdza to du»j wratiwox¢ otrzymywa-
nych rozk®adéw odkszta?ce« na losowe imperfekcje wartofmarametrow procesu
t2oczenia.
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b)

c)

Rys. 7.7. T@oczenie naczynia o przekroju kwadratowym rozk 2ad odkszta®ce« logarytmicznych
dla g?bokozci t*oczenia 15mm: a) wilksze odkszta®cenie g2déwne, b) mniejsze odkszta®enie
g26wne, c) odkszta®cenie poprzeczne.
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Rys. 7.8. Toczenie naczynia o przekroju kwadratowym poré wnanie rozk®adéw odkszta?-
ce« poprzecznych w wybranych przekrojach wyt?oczki, otrzy manych dotwiadczalnie oraz na
podstawie symulacji MES.
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Rys. 7.9. T2oczenie naczynia o przekroju kwadratowym wykr es odkszta®ce« granicznych dla
g?bokozci t2oczenia 15mm.
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Rys. 7.10. T?oczenie naczynia o przekroju kwadratowym wyk res odkszta®ce« granicznych
dla g2 bokozci tfoczenia 20mm.
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b)

c)

Rys. 7.11. T2oczenie naczynia o przekroju kwadratowym roz k?ad odkszta?ce« logarytmicz-
nych dla g3bokoz+ci t*oczenia 20mm: a) wilksze odkszta?cenie g2éwne, b) mniejsze odkszta®-
cenie gddwne, c¢) odkszta®cenie poprzeczne.
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Rys. 7.12. T2oczenie naczynia o przekroju kwadratowym wyk res odkszta®ce« granicznych
dla g?jboko=ci ttoczenia 20mm. Nominalny wspé3czynnik tarcia = 0:162 zosta? zwijkszony
do wartotci =0:2.

Stochastyczny model procesu ttoczenia tworzy 6 zmiennycldowych. Sj to:
poczjtkowa grubox¢ blachy, parametrK zwijzkéw konstytutywnych ( 7.8), sida
dociskacza oraz trzy wsp62czynniki tarcia pomijdzy blach a stemplem, blachi
a matrycj i blachj a dociskaczem. Za2o»ono, »e wszystkie zemne majj roz-
k3ad lognormalny, a ich wartoxci oczekiwane i odchylenia ahdardowe podano
w tab. 7.1

Tablica 7.1. T2oczenie naczynia o przekroju kwadratowym z mienne losowe zadania analizy
niezawodnozci.

Zmienna Warto+¢ Odchylenie Opis
oczekiwana | standardowe
X1 0:81 mm 0:04mm | Poczjtkowa gruboz¢
X 5:7679 10°Pa| 3:0 10’ Pa | Sta?a materia®owa
X3 4900 N 50N Si%a dociskacza
X4 0:162 0:015 Wsp. tarcia blacha - stempel
X5 0:162 0:015 Wsp. tarcia blacha - matryca
Xs 0:162 0:015 Wsp. tarcia blacha - dociskacz
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Przyjito, »e zmienne losoweX 4; X 5; X ¢ reprezentujjce wspéczynniki tarcia
sj skorelowane, a jednakowy wsp62czynnik korelacji wynosi. Symulacja proce-
su t2oczenia przeprowadzana jest do g2jboko+&ébmm. Ze wzglidu na charakter
funkcji granicznej, do oszacowania wartotci prawdopodobkstwa awarii u»yto,
omoéwionej w podrozdzialeA.4.3, adaptacyjnej metody importance sampling,
zob. (A.75). Wyniki analizy zebrano w tab. 7.2

Tablica 7.2. Wp2yw korelacji wsp62czynnikéw tarcia na praw dopodobie«stwo awarii Ps .

Ps = Y(Pr) | Liczba wywo?a« |

funkcji granicznej
0 |4.07 10 7 4.93 9264 5%
0.3/6:51 10 © 4.36 4326 5%
0.9/462 10 ° 3.91 3325 5%
1 |506 10 ° 3.89 2826 5%

Okazuije si}, »e wielko+¢ korelacji wsp62czynnikéw tarcia enznaczicy wpdyw
na otrzymywane warto+ci prawdopodobie«stwa awarii. Zmieiajjc wspé3czynnik
korelacjiod =0 (zmienne nieskorelowane) do = 1 (pe®na korelacja), uzyskuje
si} rozrzut wartotci Py w przedziale, ktérego granice ré»nij sij o dwa rz|dy
wielkoci, 0d4:07 10 7 do 5:06 10 °.

Poniewa» w wilkszozci przypadkéw mo»na uzna¢, »e wasnogoivierzchni
t2oczonej blachy majj charakter jednorodny i nie zmieniajj si; w zale»no+ci od
miejsca na arkuszu blachy, dlatego bardziej realistycznymvydaje si; za?o»enie
o silnej korelacji wsp62czynnikéw tarcia. W tym przypadku prawdopodobie«-
stwo awarii w postaci p'kni'cia wyt?oczki jest réwne oko?o 10 °, co oznacza,
»e dla przyjitych danych nale»y sil spodziewa¢ mniej wijcejjednej wady na
10° wytdoczek. Tak ma2a warto+¢ prawdopodobie«stwa awarii (0 ele mniejsza
od obserwowanych w praktyce) wynika¢ mo»e ze tle dobranegoadelu stocha-
stycznego bjd! zbyt optymistycznych za2o»e« dotyczicyd krzywej odkszta?-
ce« granicznych. Celowe jest zatem zbadanie wp2ywu niepngzyjnego okrezlenia
stanu awarii, zgodnie z zaproponowanj wczezniej koncepcipzmytego obszaru
awarii.

Przed omoéwieniem tego zagadnienia warto przyjrze¢ si; si} Ip>ej w2asno-
+ciom wykorzystywanej w zadaniu analizy niezawodnozci flnji granicznej.
Aby zilustrowa¢ trudnozci jakie napotyka si} stosujjc standardowe algorytmy
poszukiwania punktu projektowego (zob. podrozdzia®A.3), na rys 7.13 pokaza-
no przeciicie z pdaszczyznjus; us powierzchni granicznejh(u) = 0 otrzymanej
Z transformaciji oryginalnej powierzchnig(x) = 0 do przestrzeni standardowej
U, zob. podrozdzia®A.2. Wykres utworzono dla przypadku =1 (tylko jedna
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Rys. 7.13. Powierzchnia graniczna - przeciicie z p®aszczynj Uui;us W przestrzeni U.

zmienna losowa u»ywana jest do opisu wszystkich wspé2czyikéw tarcia) oraz
przyjmujic X, i X3 rowne ich wartotciom oczekiwanym. Na podstawie analizy
nieregularnego ( z\batego ) charakteru wykresu na rys.7.13 nale»y stwierdzi¢,
»e nie jest mo»liwe bezpozxrednie zastosowanie jakichkaWwigradientowych algo-
rytméw poszukiwania punktu projektowegou . Z drugiej strony, wydaje sij, »e
w rozpatrywanym zakresie zmiennozci, funkcja z du»j dok®atb=cij przybli»ana
by¢ mox»e liniowj powierzchnij odpowiedzi.

Nie korzystajjc z uprzedniej aproksymacji funkcji granicaej, w celu zmini-
malizowania wp?ywu szumu, w zadaniu lokalizacji punktu prgektowego posta-
nowiono zastosowa¢ gradientowy algorytm ARF (zobA.3.1), gdzie w ré»nico-
wym schemacie obliczania pochodnych funkcji granicznej yto du»ych per-
turbaciji (wielokrotnie wiikszych ni» w przypadku numerycznego ré»niczkowania
funkcji klasy C1). Prawdopodobie«stwo awarii obliczono dla modelu stocha-
stycznego sk®adajjcego si} ze wszystkich zmiennych wymiénych w tab. 7.1,
ustalajjc wspé@czynnik korelacji zmiennych X 4; X5; Xg réwny 0.9 i przyjmu-
jic rozmiar perturbacji w schemacie ré»nic centralnych jak réwny odchyleniu
standardowemu danej zmiennej.

U»ywajic zgrubnych warunkéw zbie»nozxci, po 82 obliczenihcfunkcji gra-
nicznej (wywo?aniach programu STAMPACK) otrzymano nast|pujjce wyniki
aproksymacji FORM: rorm = 3:87, P; =5:35 10 °, zob. (A.6). Poréwnuijjc
z odpowiednij wartozcij z tab. 7.2rezultat ten mo»na oceni¢ jako do+¢ dok2adny.
Niestety, trudno na podstawie tego przyk®adu zaproponowagtosowanie metody
du»ych perturbacji jako uniwersalnego podejtcia do probheéw analizy nieza-
wodnozci proceséw t2oczenia. Nieunikniony b?jd zaokrigle charakterystyczny
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dla du»ych wartoxci perturbacji, mo»e przekrexla¢ przydab+¢ tej metody gdy
funkcja graniczna h(u) jest silnie nieliniowa. Za ka»dym razem konieczne jest
zatem wst}pne studium poréwnawcze z metodj bardziej dok®adj, takj jak ad-
aptacyjna metoda importance sampling.

Chcjc sprawdzi¢ jak du»y wp?yw na niezawodno+¢ procesu t&mmia mog;j
mie¢ trudnozci z precyzyjnym okrexleniem granicy obszarwarii, postanowiono
oszacowa¢ prawdopodobie«stwo awarii przyjmujjc w de nicj funkcji granicznej
kilka krzywych odkszta®ce« granicznych zawartych w margiesie bezpiecze«stwa
pokazanym na rys.7.14 Szerokox¢ tego marginesu ustalono réwnj oko?o 10%
odkszta®cenia granicznego odpowiadajjcego p2askiemu siawi odkszta®cenia
("2 = 0). O ile punkty na wykresie 7.9 znajdowa?y si; daleko od krzywej od-
kszta®ce« granicznych, o tyle teraz punkty reprezentujjcenajbardziej odkszta?-
cone elementy znajdujj si} w sjsiedztwie dolnej granicy maginesu bezpiecze«-
stwa. Na rys. 7.14 zaznaczono 4 krzywe znajdujjce si; w obribie marginesu
bezpiecze«stwa powsta®e poprzez przesunijcie oryginajnerzywej odkszta?ce«
granicznych. Zwijzane sj one z tzw. -przekrojami rozmytego obszaru awa-
rii (zob. [246]), a odpowiadajjce im prawdopodobie«stwa awarii stanowi¢ bjdj
granice -przekrojow rozmytego prawdopodobie«stwa awarii.

Pokazane na rys.7.14 krzywe (a), (b), (c) i (d) wybrano w nast|pujjcy spo-
séb: (a) i (d) stanowij dolne i gérne ograniczenie marginesibezpiecze«stwa,
(b) znajduje si} w jego trodku, a (c) w poowie odleg@ozci poidzy (a) i (b).
Analiz} niezawodnozci przeprowadzono dla wspé2czynnikadkelacji zmiennych
X4; X5, X rownego 0.9. Aby przedstawi¢ prawdopodobie«stwo awarii wqsta-
ci zbioru rozmytego tworzymy funkcj, przynale»nozci, ktéra dla prawdopodo-
bie«stw odpowiadajjcych krzywym (a), (b), (c) i (d) przyjmu je odpowiednio
wartoxci 0, 0.5, 0.25i 1, zob. rys7.15

Powstaje oczywitcie pytanie, jak interpretowa¢ wyniki predstawione w po-
staci rozmytego prawdopodobie«stwa awarii? W przeciwie4®ie do standardo-
wej analizy niezawodnozci, gdzie niepewnozci parametréwonielu opisywane
Sj jizykiem teorii prawdopodobie«stwa, interpretacja ta nie jest jednoznaczna.
Obserwujjc charakter zmiennozci funkcji przynale»nozcigkazanej na rys.7.15
mo»na stwierdzi¢, »e termin niezawodny lub nie prowadzgy do wielu wad
lepiej opisuje ten proces t?oczenia ni» okretlenie cecly sii du»ym praw-
dopodobie«stwem niepowodzenia, ktérego nale»aoby u»whioskujjc jedynie
na podstawie P; = 0:34, otrzymanego dla krzywej (a). Tak wijc, najwa»niej-
szj dodatkow;j informacjj jakj niesie ze sobj funkcja przynale»nozci rozmytego
prawdopodobie«stwa awarii jest ocena ryzyka, ktoére podejuoje sij wybierajjc
ti, a nie innj krzywj odkszta?ce« granicznych. Taki dobdr parametréw procesu
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Rys. 7.14. T2oczenie naczynia o przekroju kwadratowym wyk res odkszta?ce« granicznych dla
g?bokozci tfoczenia 15mm. Margines bezpiecze«stwa wprowadzony poni»ej krzywej adkszta?-
ce« granicznych (d) podzielono na kilka pozioméw odpowiadajjcych  -przekrojom rozmytego
obszaru awarii: a- 0, ¢ - 0.25, b - 0.5, d - 1.
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Rys. 7.15. T@oczenie naczynia o przekroju kwadratowym fun kcja przynale»nozci rozmytego
prawdopodobie«stwa awarii.
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t2oczenia aby proces ten by? niezawodny wzglidem funkcji @gmicznej de nio-
wanej przy pomocy krzywej (a) mo»e prowadzi¢ do rozwijza« zti konserwa-
tywnych i nieuzasadnionych z punktu widzenia ponoszonych dsztéw.

PODSUMOWANIE

Rozdzia® potwijcony jest w ca®oxci analizie niezawodnopcoceséw t2oczenia
blach. Prezentowany materia? pochodzi z pracy Kleibera, Rga i Stockiego
[125], w ktérej po raz pierwszy zaproponowano wykorzystari komputerowych
metod analizy niezawodnozci do oceny jakoxci procesow t2eaia.

Podstawj do oszacowania prawdopodobie«stwa awarii procasjest znajo-
moz=¢ funkcji granicznej, ktérj zde niowano wykorzystujjc standardowy wykres
odkszta?ce« granicznych. Poniewa» konsekwencjj de nicjiej funkcji jako odle-
g2ozci zbioru punktéw od 2amanej jest jej nieré»niczkowabt¢, dlatego jako me-
tod; analizy niezawodnozxci zaproponowano adaptacyjnj meid, Monte Carlo.
W zwijzku z niemo»nozcij precyzyjnego wyznaczenia krzyweajdkszta®ce« gra-
nicznych, czjsto nie jest mox»liwe jednoznaczne okrexlengtanu awarii procesu
t2oczenia. Trudnozxci te by®y powodem wprowadzenia nowej kaepcji rozmyte-
go prawdopodobie«stwa awarii. Proces analizy niezawodncitzilustrowano na
testowym przyk2adzie symulacji tfoczenia z konferencji NMISHEET'93.

Wykazano, »e prawdopodobie«stwo awarii w postaci pojawiéa si} na po-
wierzchni wyt?oczki bruzd, ktére nastjpnie prowadzi¢ mogjdo powstania plk-
nij¢, bardzo silnie zale»y od wartoxci korelacji wspéczyrikéw tarcia na po-
szczegoblnych powierzchniach kontaktu. Wydaje sij, »e beigcznym rozwijza-
niem jest przyjicie w analizie niezawodnozci pe2nej koredi tych wspdaczynni-
kow.

Biorjc pod uwag, obecne mox»liwoxci sprzjtu komputerowego, @aptacyjna
metoda Monte Carlo okaza?a si} by¢ skutecznym narz|dziem aalizy niezawod-
nozci, prowadzjc do umiarkowanych nak2addw obliczeniowyc Z drugiej strony,
poniewa» rozpatrywany przyk®ad zawiera? tylko 6 zmiennychosowych, a z2o»o-
no+¢ kszta®tow wytdoczek jest zazwyczaj du»o wilksza, diego zrozumia®y jest
dalszy trend rozwoju metod analizy niezawodnozci procesowoczenia blach,
ktory w du»ym stopniu opiera sij na wykorzystaniu technik powierzchni odpo-
wiedzi, zob. [106,207,274]. W2aznie taki kierunek rozwojprzewidziany zosta?
przez autorow w prekursorskiej pracy [125].
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STAND - pakiet obliczeniowy do
analizy niezawodno=ci | optymalizacji
konstrukcji

Rozwijzywanie zagadnie« analizy niezawodnozci oraz optyatizacji odporno-
+ciowej, ktore przedstawiono w poprzednich rozdzia®ach, ymnaga stworzenia
wyspecjalizowanego oprogramowania 2jczicego zaréwno &fgwn;j implemen-

tacj omowionych algorytméw, jak i walory u»ytkowe. Oprogramowanie takie
musi umoxliwia¢ 2atwj komunikacj; z zewnitrznymi modu2ami obliczeniowymi
(najczitciej z programami MES), a tak»e uruchamianie anafi na komputerach
o architekturze wieloprocesorowej bjd! klastrach obliczaiowych.

W cijgu ostatnich trzydziestu lat analiza niezawodnozci kastrukcji by2a
przedmiotem intensywnego rozwoju, przechodzjc ewolucj} 0 ma2o znanej dys-
cypliny akademickiej do okrzep@ej i szeroko stosowanej metiologii wspierajjcej
proces projektowania. Obecnie, dzilki rozwojowi wyspecjizowanego oprogra-
mowania, analiza niezawodnozci jest dostipnym narz|dzienzaréwno dla na-
ukowcow, jak te» in»ynierow. W+rdéd najpopularniejszych mrigraméw do anali-
zy niezawodnozci konstrukcji wymieni¢ nale»y programy ANSS DesignXplorer,
NESSUS, PERMAS-RA/STRUREL czy OpenSees. Omoéwieniu tych caz innych
programéw pozwilcono specjalny numer czasopisma Structar Safety [194].

Optymalizacja niezawodnozciowa, a szczego6lnie optymadigja odpornozcio-
wa w ujjciu zaprezentowanym w podrozdziale2.4, nie jest jeszcze powszechnie
dostipna w ramach istniejjcych komercyjnych pakietéw optymalizacyjnych. Ze
znanych programéw, ktore oferujj pewne wersje tej optymalkacji wymieni¢ na-
le»y programy LS-OPT [229], Isight [130,133] i modeFRONTIR [23, 196].

W wijkszozci istotnych z punktu widzenia praktyki in»ynierskiej przypad-
kow funkcje wehodzijce w sk®ad sformu®owa« optymalizacji oglorno+ciowej oraz
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analizy niezawodnozci nie majj postaci analitycznej leczde niowane sj za po-

mocj wybranych wynikéw symulacji sko«czenie elementowychDlatego niezb|d-

nj cechj oprogramowania realizujjcego powy»sze zadania $& £cis?a integracja
z wybranym programem MES lub stworzenie mechanizméw komukowania si}

z zewnitrznymi modu®ami obliczeniowymi.

To pierwsze rozwijzanie, ktére wymaga znajomozci kodu r&wego, do-
stipne jest z oczywistych wzglidéw jedynie programistom rawijajjcym dany
pakiet MES, a w szczegélnozxci jego modudy pre i post. Przyldami takiego po-
dejxcia sj programy ANSYS DesignXplorer [204] i PERMAS-RA 79]. Konsoli-
dacja w ramach jednego kodu, ktéra powoduje niezaprzeczglpopraw, efektyw-
nozci oblicze«, wij»e sij jednak z ograniczeniem zakresu milbvych zastosowa«
analizy niezawodnozci i optymalizacji do tych, ktérych mo@lowanie moxliwe
jest przy pomocy zintegrowanego programu MES.

Dux»o bardziej uniwersaln;j jest strategia zapewnienia komaikacji programu
do analizy niezawodnozci/optymalizacji odpornozciowej wieloma zewn|trzny-
mi modu®ami obliczeniowymi poprzez wsadowy mechanizm twaenia danych
wejxciowych, uruchamiania analizy MES oraz odczytywania vinikéw. Warto tu
wspomnie¢ o typowym rozwijzaniu, ktére stosowane jest np. vpakiecie analizy
niezawodnozxci STRUREL [242], polegajicym na tworzeniu piez u»ytkownika
interfejsu z modu?em MES poprzez przygotowanie kodu r6d3ego procedury
obliczajjcej wartox¢ funkcji granicznej dla danej realizaji zmiennych losowych.
W procedurze tej musi znale!¢ si; obs?uga mody kacji danych uruchamiania ob-
licze« i pobierania wartoxci odpowiednich odpowiedzi komsikcji. Przygotowa-
ny kod jest nast}pnie kompilowany oraz konsolidowany z progamem g2ownym.
Metoda ta jest niewjtpliwie dot¢ pracoch®onna, a niezbjdnywymadg umiejitno-
+ci programistycznych u»ytkownika jeszcze dodatkowo ognicza jej praktyczni
u»ytecznoz¢. Majjc to na uwadze nale»y stwierdzi¢, »e pragny u»ytkownikowi
interfejs gra czny, ktory wspomaga wszystkie etapy realiacji zadania wydaje
si; by¢ nieodzownym sk2adnikiem dobrego oprogramowania. ako przyk®ady
doskonale zaprojektowanych interfejséw gra cznych nalep wymieni¢ interfej-
sy programéw NESSUS [249] (analiza niezawodnoz+ci) oraz meRONTIER
(optymalizacja).

Przydatno+¢ poszczegoélnych metod analizy niezawodno+cap optymalizaciji
konstrukcji zale»y zaréwno od specy ki analizowanego zadaa jak i wymaganej
dok2adnozci rozwijzania. Bogaty wybor metod i algorytméw jet zatem niezb}d-
nym sk®adnikiem dobrego oprogramowania realizujjcego oluzenia dla szerokiej
klasy zagadnie« dotyczjcych projektowania i analizy bezpgcze«stwa konstrukcji
in»ynierskich. Pomimo, i» umiejitne dobranie algorytmu razwijzujjcego mox»e
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znaczjco ograniczy¢ konieczny nak2ad obliczeniowy, to w péwnaniu do anali-

zy deterministycznej nak2ad ten jest czisto o rzjdy wielkoti wy»szy. Poniewax»
w przypadku z2o»onych konstrukcji (modeli komputerowych)czas trwania po-
jedynczej symulacji sko«czenie elementowej wynosi¢ mo»aele godzin pracy
procesora, dlatego zaréwno w analizie niezawodnozci jak ptymalizacji od-

pornoxciowej symulacje te zastjpuje sij przez du»o efektymiejsze analityczne
metamodele. W konsekwencji, to w2atnie modu? powierzchndpowiedzi (zob.
rozdzia? 3), ktéry umoxliwia odpowiednie dopasowanie funkcji aprokgmujjcej

do eksperymentéw komputerowych stanowi jeden z podstawove elementéw
programu. Dodatkowo, spozxrod istotnych sk®adnikéw oprogimowania wymie-
ni¢ nale»y modu@y realizujjce zadanie automatycznej komukacji z zewnitrzny-

mi programami MES, a tak»e, wspominany ju» wygodny w obs2udzi czytelny
gra czny interfejs u»ytkownika.

Du»a liczba oraz zré»nicowanie koniecznych modu2éw sprayi»e tworzenie
zaawansowanego programu do analizy niezawodnozci i optyfizacji odporno-
+ciowej konstrukcji jest powa»nym wyzwaniem programistyznym. Architektura
kodu zapewnia¢ powinna mox»liwox¢ jednoczesnego rozwigrgo przez wielu
programistow, 2atwox¢ utrzymania i wprowadzania mody kagi. Odpowiednij
platformj do realizacji tych celéw wydaje si! by¢ programowanie zorientowane
obiektowo. Co jest do+¢ zaskakujjce, pomimo oczywistych e oraz bidjc obec-
nie dominujjcym paradygmatem programowania, podejtcie abktowe nie jest
jednak powszechni praktykj przy pisaniu programéw do analzy niezawodno-
+ci. Spozrdéd najwaxniejszych, wymienionych w specjalnynumerze Structural
Safety [194], tylko kilka najnowszych programéw (ANSYS/DesignXplorer [204],
PHIMECA-SOFT [146], Opensees [41]) zaprojektowano jako kiy obiektowo
zorientowane.

Obiektowo zorientowanj architektur} posiada rownie» progam STAND ( STo-
chastic ANalysis and Design, ktéry od 2004 roku rozwijany jest w Pracowni
Niezawodnozci i Optymalizacji IPPT PAN. Kod ten, bjdjc w ist ocie zbiorem
bibliotek w jizyku C ++ grupujjcych klasy danych oraz algorytmy, zaprojek-
towany zosta? jako wspdlna platforma programowa s?u»ijca damplementacji
oraz testowania metod szeroko pojitej analizy stochastyazej. W obecnej wer-
sji programu zaimplementowano wiele standardowych jak réwie» oryginalnych
rozwijza« analizy niezawodnozxci i optymalizacji odpornogiowe]j konstrukcji. Po-
nadto, STAND wyposa»ony jest w mechanizmy interaktywnego d niowania
zadania, jak réwnie» automatycznej integracji z zewn|trztymi modu®ami obli-
czeniowymi. Wilkszox¢ zada« obliczeniowych prezentowanl w niniejszej pracy
zrealizowanych zosta®o w2atnie przy pomocy tego oprograwania.
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Poni»ej, na przyk®adzie STANDa omoéwione zostanj wybrane zgadnienia
dotyczjce komputerowej implementacji algorytméw analizyniezawodnozci i opty-
malizacji odpornozciowej, architektury obiektowej progamu, a tak»e niezbid-
nych cech interfejsu u»ytkownika i sposobéw komunikacji z mgramami MES.
Zagadnienia integracji z pakietami sko«czenie elementovnyi ABAQUS i RA-
DIOSS oméwiono analizujjc ponownie przyk®ady z podrozdziu 5.1.3i rozdzia-
au 6. Wijcej informacji o programie STAND znalel¢ mo»na w artykule [234].

8.1. Analiza niezawodnozci konstrukcji

Najwa»niejsze etapy realizacji zadania niezawodnozci kstnukcji zaprezento-
wano w postaci schematu blokowego na rys88.1. Etapy te zostanj szczeg62owo
omoéwione w dalszej czjtci rozdzia®u, w tym miejscu warto padt jedynie ich
krotki opis.

Przedstawiona procedura rozpoczyna si; od stworzenia modtle stochastycz-
nego analizowanego zagadnienia. U»ytkownik programu po@aparametry brze-
gowych rozk®addéw prawdopodobie«stwa zmiennych losowycta w przypadku
zmiennych skorelowanych tak»e wspé2czynniki korelacji vegemnej. Jednocze-
tnie de niowane sj tzw. zmienne zewn|trzne bidjce niejawnymi funkcjami
zmiennych losowych, ktérych wartotci otrzymuje sij jako wynik dzia®ania in-
nych (zewnitrznych) programéw. Aby uzyska¢ warto+¢ zmienej zewnitrznej z,
ktéra odpowiada danej realizacji wektora zmiennych losowsh, realizacja ta mu-
si by¢ zapisana w zbiorze danych wejtciowych programu obdijjcego warto+¢
Z. Wij»e sil z tym koniecznoz¢ podania informacji w jaki sposb realizacja danej
zmiennej uaktualnia zbiér danych. Operacja ta realizowangest przez opisany
dalej mechanizm znacznikéw. Po zde niowaniu modelu stoctetycznego, przy
pomocy gra cznego interfejsu programu STAND u»ytkownik wpowadza wzor
funkcji granicznej, ktéra zawiera¢ mo»e zaréwno zmienne dowe jak i zmienne
zewnijtrzne. Nastjpne etapy to wybo6r metody analizy niezawalnozci oraz uru-
chomienie oblicze«. Zadanie ko«czy si; wygenerowaniem raptu zawierajjcego
przede wszystkim wartoxci prawdopodobie«stwa awarii orapego wra»liwozxci
na parametry rozk®adéw prawdopodobie«stwa zmiennych losg/ch. Wybrane
wyniki oraz historia dzia®ania algorytmu przedstawione ma@;j by¢ w formie wy-
kresow.
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Definicja zmiennych losowych oraz zmiennych zewitrznych
- Rozk ady prawdopodobistwa
- Macierz korelacji

- Znaczniki zmiennych losowych w zbiorach danych dwiz trznych modu 6w
obliczeniowych (programéw MES)

- Sposoéb otrzymania wartci zmiennych zewrtrznych: strategia uruchamianig
zewn trznych modu éw obliczeniowych, lokalizacja i azaliwynikow.

'

Definicja funkcji granicznej

'

Wybor metody analizy niezawodnoci, ustalenie parametréw algorytmu

!

Wykonanie zadania

'

Generacja raportow, wizualizacja wynikéw

Rys. 8.1. G&%wne etapy realizacji zadania analizy niezawochozci konstrukcji

8.1.1. De nicja modelu stochastycznego

Jak ju» wspomniano, w de nicji modelu stochastycznego uwZignia si; dwa
rodzaje zmiennych. Sj to (podstawowe) zmienne losowe orazregenne zewn;trz-
ne (funkcje zmiennych losowych). Ze wzglidu na ich odmiennyharakter infor-

macje konieczne do opisu zmiennych losowych i zmiennych zejtrznych sj te»
zasadniczo ré»ne.

8.1.1.1. Zmienne losowe

Bardzo czjsto ze wzglidu na brak dostatecznej liczby danych kesperymental-
nych trudno jest okrezli¢ funkcj} 2jcznej gjstotci prawdopdobie«stwa wektora
zmiennych losowychX, fx (x). W przypadku zmiennych zale»nych, w progra-
mie STAND funkcja fx (x) aproksymowana jest za pomocj tzw. modelu Nata-
fa, de niowanego przez brzegowe rozk®ady prawdopodobieieg zmiennych oraz
macierz korelacji (zob. podrozdzia®.2.4). Model Natafa pozwala na efektywni
transformacj;, U = T (X), oryginalnych zmiennych losowychX do gaussowskiej
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przestrzeni standardowejU. Wilkszo£¢ metod analizy niezawodnozci zaimple-
mentowanych w programie STAND wykorzystuje w2asnoz=ci tej ues&zeni, gdzie
miara prawdopodobie«stwa okrexlona jest funkcjj gjstoxdiy (u) = in=1 " (up),
bidjcj iloczynem n jednowymiarowych standardowych gaussowskich funkcji g;-
stoxci prawdopodobie«stwa, zob. dodateR. Jexli zmienneX majj wielowymia-

rowy rozk®ad normalny, to model Natafa jest dok®adny.

W obecnej wersji programu do opisu zmiennych losowych przgjowane mogji
by¢ nastjpujjce rozk®ady prawdopodobie«stwa: jednostajy, normalny, lognor-
malny, wyk®adniczy, Rayleigha, Gumbela, Frecheta i Weibula. Dany rozk®ad
mo»na zde niowa¢ za pomocij momentow statystycznych (poda¢ warto+¢ ocze-
kiwanj oraz odchylenie standardowe) bjd! te» przy pomocy paametrow funkcji
gistoxci. Domy+lnie zak®ada si}, »e zmienne losowe sj ni@sklowane. Jezxli tak
nie jest, niezerowe wartoxci wspéczynnikéw korelacji moa wprowadzi¢ w de-
dykowanym oknie dialogowym, jak to pokazano na rys8.2.

Rys. 8.2. Widok gra cznego interfejsu su»jcego do de niow ania zmiennych losowych.

Niezale»nie od metody, oszacowanie wartotci prawdopodeRstwa awarii
wymaga wielokrotnego obliczenia wartozci funkcji graniazej dla ré»nych reali-
zacji wektora X . W wilkszozci istotnych z punktu widzenia praktyki przypad-
kéw wij»e si} to z koniecznozcij uruchamiania zewn|trznych programéw ana-
lizy sko«czenie elementowej. W celu umoxliwienia automatznej komunikaciji
programu STAND z modu2ami zewn|trznymi zastosowano prostymechanizm
wymiany danych. Realizacje zmiennych losowych generowar@zez algorytmy
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analizy niezawodnozci zastjpujj odpowiednie wartotci w ffkach wejtciowych
programéw zewnitrznych. Za pozrednictwem gra cznego intgejsu u»ytkowni-
ka, ka»dej zmiennej mox»na przypisa¢ tzw. znacznik, lokaliricy pole w teksto-
wym zbiorze wejtciowym, gdzie wpisywana bjdzie wartox¢ rkzacji zmiennej,
zob. rys.8.3. Oczywixcie po?jczenie takie mo»liwe jest wtedy, gdy progm MES
mox»e by¢ wywo?ywany w trybie wsadowym oraz gdy zaréwno zbigrdanych
wejtciowych jak te» zbiory z wynikami majj format tekstowy. Jak to zosta-
nie pokazane w przyk2adach zaprezentowanych na ko«cu rozd2u, mechanizm
ten okaza? si} wystarczajjcy do komunikacji z u»ywanymi w nniejszej pracy
komercyjnymi pakietami MES.

Zbidr danych wejsciowych Zaznaczone miejsce, w ktére “wklejane”
programu MES beda wartosci realizacji zmiennej Thickl

Rys. 8.3. De nicja znacznika - okrezlenie pola w zbiorze danych wejtciowych, w ktére zapisy-
wane bid;j realizacje zmiennej losowe;.

8.1.1.2. Zmienne zewnjtrzne

Wartoxci zmiennych zewnitrznych odczytywane sj ze zbioréwekstowych za-
wierajjcych wyniki dzia®ania zewn|trznych programéw obliczeniowych. Dlatego
w de nicji zmiennej tego typu znalel¢ musi si} sekwencja wyvo?a« programow,
ktore w rezultacie doprowadzj do otrzymania wartoxci zmienej dla danej reali-
zacji x wektora X . Przyk®ad takiej de nicji pokazano na rys. 8.4. Podane tam
polecenia wykonywane w trybie wsadowym zawierajj listy argmentéw, w sk®ad
ktérych wchodzj nazwy zbiordw z danymi specy kowane wczedinj przy okazji
de niowania zmiennych losowych. U»ytkownik wybiera nastjpnie metod; uzy-
skania wartotci zmiennej ze zbioru wynikowego. Warto+¢ takalizowana by¢
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mox»e przez bezwzglidne wspo6?rzidne pola tekstowego w jli, przez po2o-
»enie wzglidem okrexlonej etykiety lub te» jako wartox¢ skana otrzymana
Z analizy historii zmian danej wielkoxci w czasie.

Bardzo cz|sto te same programy u»ywane sj do obliczenia warteci wie-
lu zmiennych zewn|trznych. Na przyk®ad, wynikiem symulacj MES mogj by¢
przemieszczenia konstrukcji, odkszta®cenia, napr;»eniab wartotci temperatur,
ktore wykorzystuje sij nastipnie w de nicji funkcji granic znej. W celu poprawy
efektywnozci analizy, identy kuje sij zmienne zewnjtrzne o takiej samej sekwen-
cji wywo2a« programéw, aby uniknj¢ wielokrotnego uruchamania oblicze« dla
tych samych danych. Strategia ta jest w pe®ni zautomatyzowna i nie wymaga
wczezniejszej deklaracji u»ytkownika.

Rys. 8.4. Okno interfejsu u»ytkownika su»jce do de nicji z miennych zewn|trznych. W celu
otrzymania warto+ci zmiennej Energy nale»y najpierw uruchomi¢ sekwencj} trzech wymienio-
nych programéw, otrzymujic zbiér wynikowy zawierajicy pun kty do wykresu obrazujjcego
zmian] badanej wielkoxci w czasie. Nast|pnie jako warto+¢ zmiennej zewn|trznej Energyprzyj-
muje si} ostatnij wartox¢ ze stabelaryzowanej zale»nozci.
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8.1.2. De nicja funkcji granicznej

W programie STAND wz6r funkcji granicznej wprowadzany jestw standar-
dowym zapisie matematycznym (podobnie jak np. w programie MTLAB) jako
zale»nox¢ od zmiennych losowych i zmiennych zewnitrznyclie nicja zawie-
ra¢ mox»e wilkszox¢ typowych funkcji matematycznych. Przy pisywaniu wzoru
nie jest konieczne u»ywanie takich samych nazw jak te u»yte wnodelu sto-
chastycznym. Symbole zmiennych wystpujjce we wzorze fungji lokalizowane
Sj automatycznie przez parser, a u»ytkownik dokonuje jedyie odpowiedniego
przypisania na podstawie listy dost{pnych zmiennych losowch i zewn;trznych,
zob. rys. 8.5. Jetli w de nicji funkcji granicznej znajdujj si; zmienne zewnitrz-
ne, to wykonywana jest identy kacja, od ktérych zmiennych losowych zale»i
one w sposoéb niejawny. Odbywa si} to poprzez sprawdzenie, &te z tych zmien-
nych mody kujj zbiory danych wystjpujjce jako parametry wy wo2a« progra-
mow z de nicji zmiennych zewn|trznych.

Rys. 8.5. De nicja funkcji granicznej. Przypisanie parame trom funkcji, uprzednio wprowadzo-
nych zmiennych losowych i zewn;trznych.

8.1.3. Wybor algorytmu i uruchomienie analizy

Na rys. 8.6 pokazano przyk®adowy wyglid okna gra cznego interfejsu po-
gramu STAND przeznaczonego do wyboru algorytmu analizy nzawodnozci.
U»ytkownik specy kuje tu nazw, zadania, wybiera metod| analizy oraz ustala
wartoxci jej parametrow sterujjcych, takich jak wspéczymik zbie»nozci, mak-
symalna liczba iteracji itp. Funkcja graniczna wybierana st z listy wszystkich
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funkcji zde niowanych podczas sesji z programem. W przypakiu metod, ktére
wymagajj lokalizacji punktu projektowego do wyboru sj nastpujjce algorytmy:
HLRF, ARF i Z3M (zob. dodatek A.3 oraz podrozdzia®5.1). Opcje dotyczjce
post-processingu pozwalajj na ustalenie, ktére wyniki anlizy niezawodnozci
oraz jakiego typu wykresy majj znale¢ si} w raporcie koxcowm. Przycisk Run
uruchamia analiz}. Poni»ej, w polu komunikatow wy+wietlare sj najwa»niejsze
rezultaty, takie jak warto+¢ prawdopodobie«stwa awarii, atak»e, jexli to mo»-
liwe, diagnozowane sj problemy, ktére mog;j wystjpi¢ w czag rozwijzywania
zadania.

Rys. 8.6. Interfejs gra czny przeznaczony do wyboru warto+ ci parametrow algorytmu analizy
niezawodnozci oraz do uruchamiania zadania.

Jak to ju» wielokrotnie podkrexlano, analiza niezawodnoite u»yciem du-
»ych modeli sko«czenie elementowych jest z regudy zadanidmsztownym ob-
liczeniowo. Poniewa» 0 czasie trwania ca®ej analizy decyguprzede wszystkim
czas trwania pojedynczej symulacji MES oraz liczba takich yanulacji, dlatego
kluczowym elementem efektywnego procesu szacowania praggbdobie«stwa
awarii jest odpowiednia strategia realizowania zewnitrziych zada« MES.

Na wielu etapach dzia?ania algorytmoéw analizy niezawodnat mo»liwe jest
réwnoleg?e wykonywanie oblicze« wartoxci funkcji granicej, co w znaczjcy
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sposéb podnosi efektywno+¢ rozwijzania. Spotréd metod,0ké ze swej natu-
ry mogj by¢ 2atwo przetwarzane na maszynach wieloprocesowych wymieni¢
nale»y metody symulacyjne lub wykorzystujjce planowane esperymenty, takie
jak Monte Carlo, importance sampling czy Z3M. Ponadto, czasdzia®ania me-
tod gradientowych, bazujjcych na poszukiwaniu punktu projektowego, mo»na
w istotny sposob ograniczy¢ zréwnoleglajic obliczanie gdientéw funkcji gra-

nicznej. Obecna wersja programu STAND oferuje mo»liwo+¢ aBzowania zada«
na komputerach o architekturze réwnoleg®ej oraz na klastreh obliczeniowych.

Innj cechj, bardzo wa»nj z punktu widzenia redukcji czasu tiwania analizy,
ktorj powinno si} cechowa¢ oprogramowanie do obliczania mzawodnozci kon-
strukciji, jest mo»liwox¢ ponownego uruchomienia analizy wiejscu gdzie zosta®a
ona przedwcze+nie przerwana. Aby nie utraci¢ godzin, a natveni kosztownych
symulacji komputerowych w przypadku awarii zasilania bjd* te» konieczno-
+ci zmiany le dobranej wartotci parametru zbie»nozci, utkpwnik powinien
mie¢ mo»nox¢ odzyskania jak najwijcej informacji z przepveadzonych do tej
pory oblicze«, a tak»e ich kontynuacji bez potrzeby rozpogmania analizy od
poczjtku.

Program STAND u2atwia obs2ug; takich awaryjnych sytuacji gromadzjc

w plikach tymczasowych wartozci funkcji granicznej oblicene w czasie trwania
analizy. Rozpoczynajjc proces analizy niezawodnozci, dokywane jest najpierw
sprawdzenie czy istniejj ju» zapisane wartoxci funkcji gnaicznej odpowiadajjce
generowanym przez algorytm realizacjom zmiennych losowkic Jezli tak jest, to
wartoxci te sj po prostu odczytywane z przygotowanych plikév bez przeprowa-
dzania oblicze« MES. Trzeba pamijta¢, »e wiele metod analjzniezawodnozci
u»ywa generatoréw liczb pseudolosowych i dlatego zarodekr(g. seed) takiego
generatora musi by¢ tak»e zapisywany w celu zapewnienia ptwzenia generaciji
tego samego cijgu liczb, co w odtwarzanym procesie.

8.1.4. Wizualizacja wynikow

Odpowiednie narzidzia prezentacji pomagajj nie tylko w czyelny i przy-
stipny sposoOb przedstawi¢ g2éwne wyniki analizy niezawodntci, ale mogj by¢
réwnie» rod2em dodatkowej wiedzy o badanej konstrukcji. Bza standardowymi
wynikami, takimi jak prawdopodobie«stwo awarii czy wskatnik niezawodnozci,
do raportu generowanego przez program STAND po zako«czennblicze« mo»-
na do?jczy¢ wykresy wizualizujjce np. wspé?rzidne punktu pojektowego czy
wraxliwozci wskalnika niezawodnozci na parametry rozk?ag prawdopodobie«-
stwa zmiennych losowych.
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Realizacje wektora zmiennychX, jak réwnie» odpowiadajjce im warto+ci
funkcji granicznej obliczane w trakcie symulacji Monte Cato lub te» podczas
poszukiwania punktu projektowego, mo»na zaprezentowa¢ naykresie punkto-
wym (ang. scatter plot), rys. 8.7a, lub na wykresie wieloosiowym (angparallel
coordinate plot), rys. 8.7b.

c d

Rys. 8.7. a - wykres punktowy, b - wykres wieloosiowy, ¢ - prezentacja wsp62rzjdnych punktu
projektowego na wykresie wieloosiowym, d - wra»liwoxci wslalnika niezawodnozci na wykresie
ko2owym.

Wykres punktowy jest standardowym narzjdziem wizualizacj danych na
p2aszczytnie lub w przestrzeni trojwymiarowej. Pozwala oma analiz} rzutéw
wielowymiarowej chmury danych na p2?aszczyzny o osiach wanaczonych przez
zmienne losowe i funkcj} granicznj. Z drugiej strony, na wykresie wieloosiowym
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(spotyka sij te» nazw! wykres typu sie¢ rybacka ) pokaza¢ ne»na wielowymia-
rowe punkty danych w ca%ozxci. Idej wykresu wieloosioweggest prezentacja
ka»dego punktu danych w postaci linii 2amanej o wierzcho@keh umieszczonych
na réwnomiernie roz®o»onych, réwnoleg®ych osiach, repezujjcych wszystkie

zmienne oraz funkcj} granicznj. Dolne i gérne ko«ce osi ozrezajj odpowiednio

najmniejsze i najwijksze wartotci danej zmiennej w zbiorzgpunktéw danych.

Wierzcho®ki poszczegbinych 2amanych po2o»one sj na osiazhodnie z warto-
+ciami wspo?rzidnych punktoéw, ktére przedstawiajj. Wykresy wieloosiowe za-
implementowane w programie STAND umo»liwiajj usunijcie paevnej grupy 2a-

manych (punktéw) poprzez zaw|»enie zakresow wybranych wsprzidnych. Na

przyk®ad, od Itrowujjc wszystkie realizacje zmiennych losowych, ktére prowa-
dzj do dodatnich warto+ci funkcji granicznej, mo»na otrzyna¢ informacj; na

temat dominujjcego scenariusza awarii konstrukciji.

Wykres wieloosiowy mox»e by¢ réwnie» ciekawym sposobem piseawienia
wspéarzidnych punktu projektowego, zob. rys.8.7c. Stosujic np. x;, 3 x; ja-
ko zakresy osi odpowiednich zmiennych losowych mo»na natymiast zauwa»y¢,
gdzie w stosunku do wartoxci oczekiwanych znajduje si} nafrdziej prawdopo-
dobna realizacja prowadzjca do awarii konstrukcji.

Jednj z du»ych zalet metody analizy niezawodnozci pierwsge rzidu jest
datwox ¢ otrzymania wra»liwozci wskalnika niezawodnozaiaz prawdopodobie«-
stwa awarii P{°" na parametry rozk?adow prawdopodobie«stwa zmiennych lo-
sowych, zob. [143,230]. Znajomox¢ wrax»liwoxci poméc mo»éenty kowaniu
g2ownych réde? losowozci odpowiedzi konstrukcji oraz w gtejmowaniu decyzji
projektowych. W przypadku umiarkowanej liczby zmiennych, wygodnym spo-
sobem wizualizacji obliczonych wra»liwozci jest wykres Rowy, rys. 8.7d. Ana-
lizujjc na takim wykresie wra»liwox¢ wskalnika niezawodn#ci na odchylenia
standardowe zmiennych losowych, mo»na wycijgnj¢ wnioskiatyczjce ewentu-
alnych sposobo6w redukcji prawdopodobie«stwa awarii konstikcji poprzez kon-
trol} jakozxci wybranych jej elementow.

8.1.5. Obiektowa architektura programu STAND na przyk@adzodudu
analizy niezawodno=ci

Wyboér paradygmatu programowania zorientowanego obiektow okaza? si|
bardzo trafnj decyzjj zaréwno jexli chodzi o organizacj; kalu programu STAND,
jak réwnie» o umo»liwienie jednoczesnej pracy wielu progmaistow. Co trze-
ba réwnie» mocno podkrezli¢, u»ycie jizyka €+, ktory jest obecnie dominu-
jicym jizykiem programowania wyk®adanym na wy»szych uczatiach, pozwala
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mie¢ nadziej;, »e m?odym cz®onkom zespo?u badawczego roajicego STAND
w IPPT PAN 2atwiej bjdzie w przysz@oxci w?jczy¢ si; w prac} nad rozwijaniem
kodu.

Przez dekady najwax»niejszym jizykiem programowania stosganym do two-
rzenia wilkszoxci programow do oblicze« naukowych i in»yaiskich by? For-
tran. Jest on przyk®adem tzw. jizyka strukturalnego, przemaczonego przede
wszystkim do programowania algorytméw obliczeniowych. J@nj z cech progra-
mowania strukturalnego jest to, »e dane i operacje na danyclkj rozdzielone,
a nacisk k%adziony jest w2atnie na przetwarzanie danych, prementowanych
w sposo6b jawny. Pomimo, i» dobrze napisany w Fortranie progim odznacza¢
sij mo»e du»j efektywnozcij, to jjzyk ten o wiele gorzej nadge si; do budowy
du»ych projektéw informatycznych oraz zarzjdzania z®o»oymi strukturami da-
nych. Rosnjce mo»liwoxci sprzjtu komputerowego wij»j sij zcoraz wijkszym
rozmiarem oraz stopniem skomplikowania zada« obliczeniogeh, ktorych reali-
zacja wymaga bardziej elastycznych i efektywnych narzjdzprogramistycznych.
Ewolucja obowijzujjcego paradygmatu programowania by?a atem konieczna
aby sprosta¢ nowym wyzwaniom, a w2aznie programowanie zerntowane obiek-
towo wydaje si} dostarcza¢ potrzebnych ku temu +rodkdw.

W ramach podejtcia obiektowego, ju» nie algorytm, a odpowd@ia struktura
danych jest najwa»niejszym sk®adnikiem tworzonego oprogmowania. Central-
nym elementem ka»dego obiektowo zorientowanego jizyka je&lasa Koncepcja
klasy 2jczy w sobie zaréwno zmienne (atrybuty) jak i operujjce na nich procedu-
ry (metody). Dobrze zaprojektowane klasy powinny odzwieriedla¢ tak wiernie
jak to mo»liwe specy czne cechy analizowanego zagadnienia

Innym kluczowym elementem modelowania zorientowanego ofktowo jest
mox»liwox¢ stworzenia struktury klas. Mechanizndziedziczeniapozwala na bu-
dowanie hierarchii klas, ktorj zobrazowa¢ mo»na na gra e pdobnym do drzewa
genealogicznego. Klasy ni»szego poziomu (podklasy) dzack; atrybuty i me-
tody klasy po2o»onej wy»ej, tzw. klasy bazowej, umox»liwigf przejrzystj oraz
efektywnj organizacj} wspélnych cech tych klas. W przypadku obiektowo zorien-
towanego kodu do analizy niezawodnozci, wspélnym atrybuie ro»nych klas
odpowiadajjcych algorytmom obliczania prawdopodobie«swa awarii (FORM,
SORM, Monte Carla ::) jest wektor zmiennych losowych, czyli wektor zawiera-
jicy obiekty typu Zmienna Losowagromadzjce wszystkie niezbjdne dane oraz
metody potrzebne do operacji na tych zmiennych. Poniewa» wgienione algo-
rytmy muszj mie¢ dost;p do wektora zmiennych losowych, dlaego deklarowany
on jest jako atrybut klasy bazowej Analiza Niezawodnozctob. rys. 8.8, a dzijki
dziedziczeniu nale»y on tak»e do klas le»jcych ni»ej w hiewdhii.
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Dziiki tzw. polimor zmowi metody odziedziczone z klasy bazowej mo»na
ponownie zde niowa¢ poprzez ich ponownj deklaracj, w ramahb danej klasy
oraz napisanie nowej wersji kodu metody. Pozwala to w 2atwy mosob odda¢
ré»nice mildzy klasami. Taka struktura klas nazywana jest asemspecjalizacja-
generalizacjaponiewa» w klasie bazowej deklaruje si} danj metod; w najbadziej
0golnej postaci, natomiast w klasach dziedziczjcych metodte przybierajj du»o
bardziej konkretnj i wyspecjalizowanj form|.

Bardzo cz|sto klasy bazowe projektowane sij w ten sposob, »edgnie za po-
moc;j kilku wybranych metod moxliwa jest ich komunikacja z innymi obiektami.
Znajic takie sztywne interfejsy, nad rG»nymi cz|+ciami gorogramowania mogj
pracowa¢ oddzielne grupy programistéw, wiedzjc, »e ich fpanenty kodu bid;
ze sobj wspépracowa?dy.

Wszystkie te mechanizmy pomagajj bardziej efektywnie twory¢ kompute-
rowe modele rzeczywistych problemoéw. Cel i zakres niniejego opracowania nie
pozwalajj na szczegbé®ow; prezentacj, tematyki programowaia zorientowanego
obiektowo. Zagadnienia te zosta®y wyczerpujjco oméwionem w klasycznej ju»
ksij»ce Bjarne Stroustrupa [241].

Rysunek 8.8 przedstawia (bardzo uproszczony dla przejrzystoxci) diagm
hierarchii klas modu?u analizy niezawodnozci programu STWD. Za kluczo-
we dla tego modudu nale»y uzna¢ klasyAnaliza NiezawodnotcZmienna Loso-
wa, Rozk®d Prawdopodobie«stwé&unkcja GranicznaPowierzchnia Odpowiedzi
Metoda Poszukiwania Punktu Projektoweg®ransformacja do Przestrzeni Stan-
dardoweji Generator ProbekKlasy te tworzj g2éwny szkielet programu. Klasa
bazowa Analiza Niezawodnozaivprowadza wspolne atrybuty algorytmow roz-
wijzujjcych, takie jak zmienne losowe i funkcja graniczna.Klasy reprezentujjce
symulacje Monte Carlo i metod; MVFO (ang. mean value rst order) [230] dzie-
dziczj z Analiza Niezawodnozbiezpozrednio. KlasaAnaliza Niezawodnozci z PP
wyprowadzona z klasy bazowej jest ju» bardziej wyspecjalmvanj, ale nadal
abstrakeyjnj klasj . Reprezentuje ona te metody analizy niezawodnozci, ktére
wykorzystujj koncepcj, punktu projektowego. Obecnie w programie STAND
dostipne sj cztery takie algorytmy, sj to: FORM (zob. dodatek A), SORM
(zob. [143, 230]),IS (importance sampling, dodatek A), i Z3M (zob. podroz-
dzia? 5.1). Dziedziczj one w?atnie zAnaliza Niezawodnozxci z PMa rys. 8.8
operacja dziedziczenia oznaczona jest 2jcznikiem z trojkgm.

!Klasa abstrakcyjna w programowaniu obiektowym jest to klas a, ktéra nie mo»e mie¢
swoich reprezentantéw pod postacij obiektow. Ka»da klasa, ktora dziedziczy po klasie abs-
trakcyjnej i sama nie chce by¢ abstrakcyjnj, musi implement owa¢ wszystkie odziedziczone
metody wirtualne.
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8.2. Wybrane zagadnienia implementacji algorytmu ojacial
odpornozxciowej

Analizujjc sformu?owanie optymalizacji odpornozciowej knstrukcji (2.43
(2.48 mo»na zauwa»y¢, »e mamy tam do czynienia z rG»nymi rodzajaamien-

ktore tworzj model stochastyczny zadania. Przyjjto, »e wato+ci oczekiwane

x zmiennych X wchodzj w sk®d wektora zmiennych projektowych. Zmienne
P przyczyniajj sil jedynie do losowego rozrzutu wartoxci furkcji celu i funkcji
ogranicze«, a ich charakterystyki probabilistyczne nie zneniajj sij w trakcie
procesu optymalizacji.

Schemat wzajemnych powijza« klas reprezentujjcych w progamie STAND
zmienne projektowe i zmienne losowe pokazano schematycenia rys.8.9.

Zmienna Projektowa
Warto Aktualna
Zmienna Losowa O— Zmienna Losowa
Wsp6 czynnik Zmiennai - Rozk ad
Indeks Rozk ad Prawdopodobletwao— Prawdopodobie stwa
Ustaw Warto -
Uaktualnij Zmienn Losow Warto Oczekiwana
Odchylenie Standardowe
Ustaw Warto Oczekiwan
\( Ustaw Odchylenie Standardowe
Zmienna Projektowa Zmienna Projektowal
Dyskretna Ciga
Katalog Ograniczenia Proste
Ustaw Warto Ustaw Warto

Rys. 8.9. Schemat wspé?pracy klas reprezentujjcych zmienne projektowe i zmienne losowe
zapewniajjcy mo»liwox¢ modelowania zmiennych projektowych .

Bazowa klasa abstrakcyjnaZmienna Projektowaoprocz takich atrybutéw
jak Warto+¢ Aktualna przechowuje dodatkowoWspd2czynnik Zmiennozcioraz
wskanik do obiektu Zmienna LosowaMa to na celu uwzglidnienie w zadaniu
optymalizacji odpornozciowej zmiennych projektowych y . Deklarujjc zmienni
projektow; tego typu podaje si} z ktérj zmiennj losow; jest o na stowarzyszona.
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Jezli w ramach dzia?ania algorytmu optymalizacyjnego zmigona zostaje war-
tox¢ aktualna zmiennej projektowej, wtedy wywo?ywana jesinetoda Uaktualnij
Zmiennj Losowj, ktéra odpowiednio mody kuje warto+¢ oczekiwan;j stowarzy
szonej zmiennej losowej (wywo?ywana jest metodblstaw Warto£¢ Oczekiwani
obiektu Rozk3®d Prawdopodobie«stiidjcego sk®adow; stowarzyszonego obiek-
tu Zmienna Losowpa Jezxli za®o»ono, »e odchylenie standardowe zmiennej logsp
zmienia si} proporcjonalnie do wartotci oczekiwanej zgode ze sta®ym wspo62-
czynnikiem zmiennozci, wtedy metoddJaktualnij Zmiennj Losow;j dostosowuje
réwnie» wartox¢ tej charakterystyki. W przypadku deterministycznych zmien-
nych projektowych stowarzyszenie ze zmiennj losow; jest pste.

Na algorytm optymalizacji odpornozciowej opisany w podrodziale 2.4.2.3
sk?ada si} szereg operacji realizowanych naprzemiennie wzgstrzeni zmiennych
projektowych oraz przestrzeni probabilistycznej. Zaréwio wagowa funkcja celu
jak i ograniczenia sformu®owania 2.43 ( 2.48 wyra»one sj jako funkcje momen-
tow statystycznych funkcji zmiennych losowych. Wyznaczeie tych momentow
wymaga przeprowadzenia np. symulacji Monte Carlo wny + np wymiarowej
przestrzeni zmiennych losowych. W algorytmie, symulacjedkie przeprowadzane
sj dla wybranych punktow eksperymentalnych w przestrzeni miennych projek-
towych w celu utworzenia odpowiednich aproksymacji (powiezchni odpowiedzi)
wagowej funkgcji celu i ogranicze« odpornozciowych. Tak zldowane powierzch-
nie odpowiedzi sjngx = Ng + Ny wymiarowymi funkcjami zmiennych projek-
towych i watnie one tworzj zmody kowane zadanie optymaliacji determini-
stycznej, ktdrego rozwijzanie stanowi przybli»one rozwizanie zadania optyma-
lizacji odpornozciowej. W innej wersji algorytmu, przedsawionej w podrozdziale
2.4.2.2 strategii aproksymacji statystyk, powierzchnie odpowiedi tworzone s;j
oddzielnie dla poszczegolnych wartoxci £rednich i odchylstandardowych funk-
cji tworzjcych zadanie optymalizacji. Implementacja takiego algorytmu wymaga
aby przed rozwijzaniem zadania optymalizacji determinisycznej utworzone zo-
sta?y funkcje scalajjce te aproksymacje w funkcje celu.44) lub (2.49 oraz
ograniczenia odpornozxciowe2(45 i (2.46).

Aby umoxliwi¢ komputerow; realizacj} tak skonstruowanegoalgorytmu w ra-
mach programowania zorientowanego obiektowo, konieczne/w zaprojektowa-
nie ca?ej struktury klas modelujjcych wszystkie funkcje wyst}pujjce w kolejnych
etapach rozwijzania. Na diagramie przedstawionym na rys8.10 przedstawiono
najwa»niejsze atrybuty i metody tych klas. Abstrakcyjna klasa bazowaFunkcja
Wielu Zmiennychprzechowuje przede wszystkimMymiar funkcji oraz wymusza
na wszystkich klasach dziedziczjcych implementacj, funkji Oblicz Wartoz¢.
W przypadku, gdy klasy dziedziczijce nie tworzj w2asnych koji funkcji Oblicz
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Funkcja Wielu Zmiennych

Wymiar

Oblicz Warto

Oblicz Warto i Gradient
Oblicz Hessian

Funkcja Na Podprzestrzeni (FNP| Powierzchnia Odpowiedzi Suma Kwadratéw R6 nic
Funkcja Wielu Zmiennych Zbiér Punktow Eksperymentalnygh Wektor Obiektéw Funkcja Wielu Zmiennych
Indeksy Podprzestrzeni Aproksymacija Lokalna (tak/nie) \Wsp6 czynniki
\Warto ci Nominalne Zbuduj Réwnanie Aproksymaciji \Warto ci Docelowe
Oblicz Warto Oblicz Warto Oblicz Warto
Oblicz Warto i Gradient Oblicz Warto i Gradient Oblicz Warto i Gradient
Oblicz Hessian Oblicz Hessian Oblicz Hessian
Modyfikator Funkcji (MF) Kombinacja Liniowa Funkcji
Funkcja Wielu Zmiennych Wektor Obiektéw Funkcja Wielu Zmiennych
Zmie Wskanik Do Funkcji Wsp6 czynniki
Oblicz Warto Oblicz Warto
Oblicz Warto iGradient Oblicz Warto i Gradient
Oblicz Hessian Oblicz Hessian

Rys. 8.10. Struktura klas modelujjcych funkcje wielu zmien nych u»ywanych w implementac;ji
zadania optymalizacji odpornotciowe;j.

Warto+¢ i Gradient i Oblicz Hessian wtedy obliczane sj one numerycznie za
pomocj funkcji implementowanych w klasie bazowej.

Funkcje rozpatrywane w zadaniu optymalizacji odpornotciaej sj tak na-
prawd! funkcjami ng+ nx + np wymiarowymi. MOwijc mniej £citle, w zadaniu
symulacji Monte Carlo wystpujj one w swojej nx + np wymiarowej wersji
(przy ustalonych wartoxciach zmiennychd i ), a w zadaniu optymalizacji
deterministycznej jako ng + nx wymiarowe powierzchnie odpowiedzi. Dlatego,
tworzjc obiekt algorytmu rozwijzujjcego, do przekazania niezbjdnych danych
na temat funkcji celu i ogranicze« u»ywa si} obiektow klasFunkcja na Podprze-
strzenioraz Mody kator Funkcji. Klasa Funkcja na Podprzestrzemozwala trak-
towa¢ K wymiarow;j funkcj; jako funkcj; k < K wymiarowj poprzez ustalenie
wartoxci pozosta?ychK  k zmiennych. Taka funkcjonalnox¢ potrzebna jest na
etapie budowania powierzchni odpowiedzi, gdy dla ustalorgh zmiennych pro-
jektowych dokonujemy oszacowania warto+ci momentéw staggycznych funkgcji
celu i ogranicze«.

Jak to zostanie pokazane przy okazji omawiania klasy reprentujjcej al-
gorytm optymalizacji odpornozciowej, tworzjc obiekt tej klasy nale»y poda¢
jako parametr konstruktora obiekt klasy Metoda Deterministycznej Optymalizacji



246 8. STAND - pakiet obliczeniowy do analizy niezawodnozci i opgymalizacji konstrukciji

Cijg2ej. Z kolei przy konstrukcji tego obiektu niezbdne jest podarie funkcji celu

i ogranicze« w przestrzening + ny wymiarowej. Poniewa» algorytm optymali-
zacji deterministycznej operuje na funkcjach aproksymujgych, czyli na utwo-
rzonych w trakcie procesu optymalizacji odpornozciowej abktach Powierzchnia
Odpowiedzi dlatego funkcje przekazywane obiektowiMetoda Deterministycznej
Optymalizacji Cijg@ejsj obiektami klasy Mody kator Funkcji. Klas; t} zaprojek-
towano w ten sposéb, »eby pozwala®a na wielokrotnj zmian} pstaci funkcji, co
realizowane jest przez zmian| wskazania do zewnitrznego a@ektu Funkcja Wielu
Zmiennych(metoda Zmie« Wskanik Do Funkcji).

Na rys. 8.11, w bardzo uproszczonej postaci, przedstawiono struktur] ych
klas reprezentujjcych metody optymalizacji, ktére w programie STAND zwij-
zane sj z realizacjj zadania optymalizacji odpornozciowej

Bazowa abstrakcyjna klasaMetoda Optymalizacji Deterministycznejapew-
nia interfejs dla szeregu klas z niej dziedziczjcych, przéowujic takie sk2a-
dowe jak funkcje celu i funkcje ogranicze« oraz wyniki procg optymalizacji.
Abstrakcyjna metoda Optymalizuj implementowana jest we wszystkich nieab-
strakcyjnych klasach pochodnych zgodnie z danj strategij ozwijzania. | tak,
dostjpne sj obecnie nastjpujjce metody deterministycznejoptymalizacji cijg@ej
(o cijgych parametrach projektowych): metoda nieliniowago symplexu Nedlera-
Meed'a, zob. [184,243], metoda losowego przeszukiwaniZ@}, metoda sekwen-
cyjnego programowania kwadratowego [215], metoda symul@amego wy»arza-
nia [121] oraz algorytm genetyczny [78].

Metody optymalizacji odpornozciowej, koncepcyjnie du»o drdziej z2o»one
od metod optymalizacji deterministycznej znajdujj si; - zgodnie z lozo j po-
dejxcia obiektowego - ni»ej w hierarchii klas. Przejmujjc wpomniane standardo-
we atrybuty metod optymalizacyjnych, dodajij szereg specycznych sk®adnikéw,
niezbjdnych do dzia®ania algorytmu. Najdok®adniej omowima w niniejszej pra-
cy oraz zilustrowana przyk®adami iteracyjna metoda powiezchni odpowiedzi
(zob. podrozdzia®y2.4.2.2i 2.4.2.3 przechowuje funkcje celu oraz ograniczenia
zarowno w wersjiMody kator Funkcji jak i Funkcja na Podprzestrzenitrybutami
klasy sij zarbwno metoda powierzchni odpowiedzi, jak te» metda optymalizaciji
deterministycznej. Deklarujjc te obiekty za pomocj odpowiednich klas bazo-
wych mamy dostjp do szeregu wyspecjalizowanych klas pochaglch, co pozwala
na elastyczny i wygodny dobér metody optymalizacji i technki aproksymaciji
do specy ki analizowanego zagadnienia.
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8.3. Przyk®ady 2jczenia z zewn|trznymi komercyjnymigonoaymni
MES

8.3.1. Sjczenie z programem ABAQUS

Poni»ej przedstawiono sposoéb zapewnienia komunikacji pgeamu STAND
z pakietem do analizy sko«czenie elementowej ABAQUS. Progna ABAQUS
u»yty zosta® w przykdadzie analizy niezawodnozci trojkjtej tarczy (rys. 5.2)
omoéwionym w podrozdziale5.1.3 Zastosowana tam funkcja graniczna %.13
wyra»ona jest przez maksymalne napri»enie Hubera-Misesdlizane w punk-
tach wiz%owych siatki elementéw sko«czonych.

Siczno+¢ programu STAND z zewn!trznymi modu2ami obliczerowymi za-
pewniana jest za pozxrednictwem plikéw tekstowych. Realizge zmiennych za-
pisywane sj w plikach wejxciowych, a wyniki oblicze« MES odgytywane z od-
powiednich tekstowych plikow wyjtciowych. W przypadku prgramu ABAQUS,
dane dotyczjce modelu oraz rodzaju analizy znajdujj si; w zhorze tekstowym
Z rozszerzeniem .inp. Mo»na réwnie» ustali¢, aby wyniki z&gywane by2y w tek-
stowym pliku z rozszerzeniem .dat. Niestety, specy ka anatowanego problemu
nie pozwala na bezpozrednie wykorzystanie tych plikéw. Zezgl,du na uwzgl;d-
nienie w zadaniu zmiennych losowych opisujjcych geometritarczy (zmienne
X1; X2 1 X3, tab. 5.1) poPo»enie wszystkich wjz2w siatki elementéw sko«czo-
nych podlega zmianie za ka»dym razem, gdy algorytm analizyiezawodnozci
generuje now;j realizacj} wektora losowegaoX . Biorjc pod uwag; liczb} wiz3w
w modelu (ponad 4700), zmiany po®o»enia sj zbyt trudne do umedniego za-
programowania jako funkcje X1;X» i X3. Ponadto, standardowa dok®adnox¢
prezentacji wynikow w pliku .dat jest zdecydowanie zbyt ma& na potrzeby
wilkszozxci algorytmow obliczania prawdopodobie«stwa awd.

Z uwagi na powy»sze trudnozci postanowiono nie u»ywa¢ plikainp i .dat,
opierajjc komunikacj; STAND-ABAQUS na tzw. ABAQUS Scripting Interface
(SI). Jest to interfejs do programowania aplikacji (ang.application programming
interface - API) s2u»jcy do dokonywania operacji na modelach oraz dargh u»y-
wanych przez program ABAQUS. ABAQUS SI jest rozszerzeniem obktowo
zorientowanego jizyka Python i mo»e by¢ u»ywany m.in. do twazenia i mody -
kacji elementow geometrii modelu, materia®éw, obcij»e«, muchamiania zadax,
a tak»e zapisu oraz odczytu bazy wynikéw analizy MES.

Model tarczy przygotowany zosta? przy pomocy gra cznego tidowiska ABA-
QUS/CAE i w2azxnie ta sesja pracy z ABAQUS/CAE wywo?ywana jestza kax»-
dym razem gdy trzeba otrzyma¢ wartox¢ funkcji granicznej @ nowej realizaciji
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zmiennych losowych. Odtworzenie kolejnych krokéw budowy mdelu MES, od
modelu geometrycznego przez de nicj; obcij»e«, warunkéw kzegowych, danych
materia®owych a» po generacje siatki, mo»liwe by2o dzilki @omatycznie two-
rzonemu zapisowi tych operacji w postaci skryptu programu Bthon abaqus.rpy.
Skrypt ten u»ywany jest zazwyczaj w celu powtdrzenia sesjinacy z programem
ABAQUS/CAE w przypadku nietypowego zako«czenia dzia®ania pogramu, np.
na skutek awarii zasilania. Po dokonaniu kilku mody kacji, skrypt abaqus.rpy
okaza? sij by¢ doskona®ym narzidziem do zapewnienia komukacji STAND-
ABAQUS. To w2atnie do tego zbioru zapisywane by?y warto+ci adizacji zmien-
nych losowych. Poniewa» skrypt zawiera polecenie generasijatki dla zmienionej
geometrii tarczy, dlatego nie ma potrzeby bezpozredniej gerencji w plik .inp.
Wspomniane mody kacje dotyczj dodania do skryptu komend wymuszajjcych
prac; w trybie cichym (bez otwierania okien interfejsu gra cznego), a po za-
ko«czeniu analizy MES, polece« otworzenia binarnego plika wynikami o roz-
szerzeniu .odb, znalezienia wartotci maksymalnego napésia Hubera-Misesa
i zapisania jej w odpowiednim formacie w zbiorze tekstowym.

De nicje zmiennych losowych tworzjcych stochastyczny moel analizowane-
go problemu (zob. tab.5.1) wprowadzono za pomocj gra cznego interfejsu pro-
gramu STAND pokazanego na rys.8.12 Wybrana w oknie dialogowym opcja
Use Tag (u»yj znacznika) oznacza, i» realizacje danej zmmnnej zapisywane
bidj w odpowiednim tekstowym pliku z danymi. Miejsce, w ktor e wpisywana
ma by¢ warto+¢ realizacji zaznacza sij myszkj podzwietlagj je na czerwono.
Zarezerwowane pola, tzn. te gdzie ustawiono ju» znacznikninych zmiennych,
podzwietlone sj kolorem niebieskim.

We wzorze funkcji granicznej 6.13 u»yto tylko jednej zmiennej zewnitrz-
nej. Jest to maksymalne naprj»enie Hubera-Mises8 obliczane w wjz2ach siatki.
Na rys. 8.13 zaprezentowano okno dialogowe s2u»jce do de nicji tej zmienej.
Widoczna tam lista External programs (programy zewn|trzne) pokazuje se-
kwencj, zawierajjcj tcie»ki do programoéw i parametry wywo&nia potrzebne
aby otrzyma¢ warto£¢S. W omawianym przyk®adzie w tym celu uruchamia-
ny jest program wsadowy abaqus.bat. Parametry specy kowaa w linii komend
ustalajj, »e bez otwierania gra cznego interfejsu u»ytkowmika program ABA-
QUS/CAE wykona polecenia zawarte w maxhole2.py. Nastipniepo zako«czeniu
dzia®ania programu interesujjcy nas wynik zapisywany jestv pliku holeMiss.txt.
Mox»na zauwa»y¢, »e plik ten, ktéry wygenerowany zosta? prz&@mawiany wy»ej
skrypt jizyka Python, zawiera tylko jedno pole tekstowe z warto£cij maksymal-
nego napr}»enia Hubera-Misesa.
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Rys. 8.12. De nicja zmiennych losowych. Ustawianie znacznika zmiennej w skrypcie jizyka
Python, s2u»jcym do komunikacji STAND-ABAQUS.

8.3.2. Sjczenie z programem RADIOSS

We wszystkich przyk®adach dotyczjcych zaréwno analizy nieawodnozci jak
i optymalizacji odpornoxciowej, ktére zaprezentowano w dziale 6, symulacje
zderze« wykonywano przy pomocy programu RADIOSS [171]. Jeto program
metody elementéw sko«czonych rozwijany przez rm| Altair, wykorzystujicy
jawny schemat ca?kowania réwna« ruchu. G@8wnym obszaremge zastosowax
jest symulacja silnie nieliniowych dynamicznych problemdé, a w szczegdélnozci
zderze«.

Dane do analizy programem RADIOSS zapisane sj w dwoch pliklic Sj
to: plik D00, zawierajjcy dane modelu sko«czenie elementago, czytany przez
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Rys. 8.13. De nicja zmiennych zewnjtrznych. S jest maksymalnym naprj»eniem Hubera-
Misesa.

program RADIOSS Starter w celu wery kacji i wstjpnego przetworzenia oraz
plik D01, gdzie zapisanych jest szereg komend sterujjcychazdwno algorytmem
rozwijzania jak i generacjj wynikow, czytany przez programRADIOSS Engine,
ktérego uruchomienie rozpoczyna w2azxciwj analiz} MES.

W przyk®adach przedstawionych w podrozdzia®act6.1 6.4 mamy do czy-
nienia jedynie z prostymi przypadkami zmiennych losowychktérych realizacje
mox»na zapisywa¢ bezpozrednio w pliku D00. Uwzglidnienie dowych awarii
zgrzewbw sprowadza sij do automatycznego dopisywania na kou pliku D01
szeregu komend usuwajjcych wybrane belkowe elementy skaeane modelujjce
zgrzewy. Wartozci rozpatrywanych w tych przyk®adach zmienych zewnjtrznych
(energia wewnijtrzna, przemieszczenia wjz2w) otrzymywaa Sj przy u»yciu
wchodzjcego w sk?ad pakietu RADIOSS programu TH++. Pozwalaon otrzy-
ma¢ w formie pliku tekstowego dane do wykresu zmienno+ci wasie dowolnej
odpowiedzi konstrukcji zapisanej w binarnej bazie wynikdwCo wa»ne, program
ten mo»e pracowa¢ w trybie wsadowym.

Niestety, strategii takiej nie mo»na by2o zastosowa¢ do rdiaacji zadania
optymalizacji odpornozciowej zaprezentowanego w podrozihle 6.5 Optyma-
lizacja jest tam narzjdziem do kalibracji parametréw numerycznego modelu
fantomu ko«czyny dolnej stosowanego w testach zderzeniowly. Wyst|pujjce
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w zadaniu zmienne losowe (zob. tab6.4) majj z2o»ony charakter, a zmiana ich
wartoxci mody kuje po?o»enie wszystkich wiz20w siatki elmentéw sko«czonych
fantomu. Nie wchodzi zatem w gr} bezpozrednie uaktualniam pliku DOO przez
program STAND. Podobnie jak w przypadku 2jczenia z programen ABAQUS,

wpayw zmiennych opisujjcych geometri} uwzglidniony zostef przez wprowadze-
nie ogniwa pozxredniego, jakim by2y skrypty programu Hyper&idyDSS wcho-
dzjcego w sk®ad rodziny programéw Altair. HyperStudyDSS pawala na ca®ym
modelu MES lub na jego cz}+ci dokonywa¢ takich operacji jakranslacja, obrot
czy skalowanie, zast|puje te» program TH++ w ekstrakcji wynikdéw. Sekwencja
otrzymania wartoxci zmiennej zewnjtrznej (tutaj, kjita boc znego zgijcia kolana)
dana jest nastjpujjco: wpisanie realizacji zmiennych losaych w odpowiednie
miejsca skryptu HyperStudyDSS, uruchomienie HyperStudy3S, ktéry mody-
kuje plik DOO, uruchomienie Radioss Starter, a nast|pnie Radioss Engine, po-
nowne uruchomienie HyperStudyDSS aby uzyska¢ warto+¢ zmigej zewnitrznej

i ostatecznie odczytanie tej wartoxci z pliku tekstowego.

Jak ju» o tym wczexniej wspominano, program STAND oferuje mdiwox¢
rozdzielenia przeprowadzanych symulacji na wiele procesmw. Poniewa» czas
pojedynczej analizy sko«czenie elementowej programu RADISS wynosi® na-
wet dwie godziny, dlatego we wszystkich przyk®adach rozda?u 6 korzystano
z réwnoleg?ej pracy 16 lub 32 procesoréw (w zale»nozci od agicze« posiada-
nej w danym czasie licencji programu).

PODSUMOWANIE

W niniejszym rozdziale rozwa»ano problemy dotyczijce efelivnej kompute-
rowej implementacji algorytméw analizy niezawodnozxci ora optymalizacji od-
pornozciowej konstrukcji. Poszczegélne rozwijzania omaane by2y na przykda-
dzie programu STAND rozwijanego w Pracowni Niezawodnozxci®ptymalizacji
IPPT PAN. Program ten rozwijany jest pod kierownictwem autora ju» od sze-
regu lat w ramach kilku projektéw badawczych, zaréwno krajavych jak i euro-
pejskich.

Niezale»nie od przeznaczenia tworzonego kodu, budowa i myrmanie du»ego
programu komputerowego jest wyzwaniem samym w sobie. Niefdne jest za-
tem zaprojektowanie takiej architektury programu, ktéra umoxliwia jednoczesnj
prac| wielu programistow oraz pozwala na jego dalszy rozwaoij mody kowanie.
Pokazano, »e tzw. obiektowo-zorientowany paradygmat pragmowania stano-
wi bardzo dobre narzjdzie do realizacji tych celéw. Najwa»iejsze koncepcje
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programowania obiektowego, przedstawiono na przyk®adadbudowy i organiza-
cji klas programu STAND.

Obok obiektowo zorientowanej architektury kodu, szczegdiie szeroko przed-
stawione zosta?y metody @jczenia programu z zewn|trznymi nodu®ami oblicze-
niowymi. Taka funkcjonalnox¢ jest niewjtpliwie podstawow cechj programu,
ktory stanowi¢ ma pomocne narzidzie dla projektanta. Du»o wagi potwijcono
réwnie» rozwijzaniom majjcym na celu stworzenie wygodneginterfejsu u»yt-
kownika. Omowiono przyk2ady wykorzystania w analizie nieawodnozci i opty-
malizacji odpornozciowej komercyjnych pakietow metody ementéw sko«czo-
nych ABAQUS i RADIOSS.

Program STAND u»ywany by? do realizacji wijkszo+ci zaprezgtowanych
w pracy przyk2addéw obliczeniowych.
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Whnioski ko«cowe. Elementy oryginalne
pracy

Jako g@bwne osijgnijcie niniejszej pracy uzna¢ nale»y teetyczne opracowanie
oraz komputerowj implementacj} szeregu metod umosliwiajcych szeroko poji-
tj analiz! stochastycznj z2o»onych probleméw mechaniki kmstrukcjil. Podj!'to
sij zadania mody kacji istniejjcych, a tak»e zaproponowania nowych algoryt-
moéw analizy niezawodnozci i optymalizacji odpornozcioweflustracj} tych me-
tod stanowi?y przede wszystkim zagadnienia dotyczjce wytryma2o+ci zderze-
niowej elementéw pojazdéw, jak réwnie» problemy zapewniémjako*ci wyt?ocz-
ki w procesie g@lbokiego ttoczenia blachy. W opinii autorazaréwno charakter
analizowanych wynikéw symulacji jak i z2o»onox¢ numerycantych zagadnie,
czynij rozpatrywane przykdady reprezentatywnymi dla innych wsp62czesnych
probleméw modelowania in»ynierskiego.

Jednj z najwa»niejszych sk®adowych wikszotci zaprezentanych algoryt-
mow jest aproksymacija niejawnych funkcji odpowiedzi konsukcji. Konstrukcje
te modelowane sj zazwyczaj za pomocj metody elementéw skazanych. Za-
stjpienie funkcji granicznej w analizie niezawodnozci ora funkcji celu i funk-
cji ogranicze« w zadaniu optymalizacji przez odpowiednio obrany analityczny
metamodel (powierzchni} odpowiedzi) ma kluczowe znaczeeidla efektywnozci
tych analiz. W pracy g26wny nacisk po2o»ono na zastosowan#roksymacyjnej
wersji metody krigingu oraz technik aproksymacji lokalnej takich jak metoda
wa»onej liniowej regresji.Zastosowanie zmody kowanej wersji krigingu w meto-
dzie realizacji zadania optymalizacji odpornozciowej do@moksymacji wartoxci
momentow statystycznych funkcji celu i ogranicze« mo»na um¢ za zupe?®nie no-
we rozwijzanie. Wszystkie omawiane w pracy metody powierzchni odpowiedzi
zaimplementowano w programie STAND.

Ypochy?j czcionkj wyré»niono fragmenty, ktére zdaniem auto ra stanowij najwa»niejsze
osijgnijcia pracy.
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WspdInj cechj prezentowanych w pracy metod analizy niezawdnozci i opty-
malizacji odpornozxciowej jest wykorzystanie koncepcji ¥a«skiej hiperkostki, za-
rowno jako generatora prébek losowych jak réwnie» bazy ekepymentoéw przy
tworzeniu powierzchni odpowiedzi.Niewjtpliwym osijgnijciem jest udoskonale-
nie algorytmoéw budowy optymalnych 2aci«skich hiperkostek- OLH, co pozwala
na efektywne tworzenie jednorodnych planéw eksperymentgwnawet w prze-
strzeniach wielowymiarowych. Algorytmy te zaimplementovane zosta®y przez
autora zaréowno w programie STAND, jak te» w module M-Xplore wogramu
analizy sko«czenie elementowej RADIOSS.

Hiperkostki 2aci«skie stanowij fundament opracowanych prez autora metod
optymalizacji odpornozciowej. U»ycie ich do generacji pliek losowych w symu-
lacyjnych metodach estymacji momentéw statystycznych fuikcji celu i ograni-
cze« pozwolio na znacznj popraw, efektywnozxci estymacjMWybér metod sy-
mulacyjnych podyktowany by? przede wszystkim ich uniwersiozcij. Pomimo
i» alternatywne podejtcia, takie jak metody perturbacyjneczy te» metoda roz-
winilcia w chaos wielomianowy, w wielu szczegélnych przypgkach mogj okaza¢
si} bardziej efektywne od metod symulacyjnych, to jednak z&o»enia wst|pne,
jakimi sj obwarowane, zaw}»ajj zakres ich zastosowa«. Pordo, ograniczenia
dotyczjce rozk®adoéw prawdopodobie«stwa zmiennych, a tale>ré»niczkowalno-
*ci funkcji, bardzo istotne w przypadku metod perturbacyjrych oraz metody
redukcji wymiaréw, nie majj znaczenia w kontek+cie symulgclosowych.

Na podstawie testow przeprowadzonych dla szeregu funkcjinalitycznych
oraz dwdch probleméw mechaniki konstrukcji, dokonano pondnania w2azci-
wozci estymatoréw wartoxci xredniej i wariancji w przypadk prébek czysto
losowych oraz generowanych przez losowe 2aci«skie hipeska i hiperkostki
z optymalizacjj rozmieszczenia punktéw.W znanych autorowi opracowaniach
nie przeprowadzano nigdy tak szczegé2owej analizy metod reylacyjnych wy-
korzystujjcych plany OLH. Wykazano, »e probki generowane ez hiperkostki
daci«skie, sij lepszym rozwijzaniem ni» czysto losowe probkv symulacjach Mon-
te Carlo. Probki utworzone przez OLH warto stosowa¢ szczeljoe wtedy, gdy ze
wzglidu na koszt nie mo»nha pozwoli¢ sobie na otrzymanie want-ci rozwa»anej
funkcji dla zbyt wielu realizacji zmiennych losowych.

Plany OLH stanowij doskona?; baz| eksperymentéw przy budovwaniu po-
wierzchni odpowiedzi. W szczegélno+ci dotyczy to metody kgingu. W pra-
cy zbadano wp?yw réwnomiernozxci rozox»enia punktow ekspenentalnych na
b?jd dopasowania. Pokazano, »e w przypadku krigingu, wykaystanie planu
eksperymentéw OLH poprawia dopasowanie funkcji aproksynijicej. Wykazano
rownie», »e tzw. kryterium si® prowadzi do bardziej rbwnomérnego roz2o»enia
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punktow hiperkostki ni», dominujjce w literaturze, kryter ium maksymalizacji
minimalnej odleg?oxci mijdzy punktami.

Bardzo dobre w2azciwozci planéw OLH dotyczjce rownomiernegnvypenia-
nia danego obszaru punktami eksperymentalnymi wykorzystao w oryginalnej
metodzie szybkiej poprawy niezawodnozxci. Zaproponowanarn tak»e koncepcj|
zmody kowanego planu OLH - optymalnego jedynie na podprzeszeni. Przed-
stawiony algorytm poprawy niezawodnozci jest skuteczny szegdlnie wtedy, gdy
poziom niezawodnozci konstrukcji wyjtciowej jest niski. ld»e te» stanowi¢ szyb-
ki procedur;] startow; dla algorytméw optymalizacji odporn oxciowej lub nieza-
wodnozciowe.

W analizie niezawodnozci z%o»onych uk®adow konstrukcyjiok, nieliniowy
charakter funkcji granicznych wynika nie tylko z natury modelowanego zjawiska
zycznego, ale jest réwnie» cz|sto wywo?any szumem numergaym spowodo-
wanym przez stosowanj metod] rozwijzania zadania MES.Zaréwno algorytm
szybkiej poprawy niezawodnozci, jak te» zmody kowany przeautora adaptacyj-
ny algorytm symulacji losowych Z3M, nie sj wrax»liwe na wp2ywumiarkowanego
szumu

Niewra»liwox¢ na szum jest tak»e warunkiem koniecznym slatznej me-
tody odpornozciowej optymalizacji konstrukcji. W pracy zaproponowano trzy
strategie rozwijzania zadania optymalizacji odpornoxciaej. Sj to: podstawowa
strategia aproksymacji, strategia aproksymacji statystk i strategia aproksy-
macji funkcji celu i ogranicze« odpornozciowych. Wszystki trzy zosta?y zaim-
plementowane w tworzonej przez autora bibliotece optymakiacyjnej programu
STAND. Na podstawie licznych testbw mox»na stwierdzi¢, »e sitegia aproksy-
macji funkcji celu i ogranicze« odpornozciowych jest rozwzaniem najbardziej
efektywnym.

Wedaug autora, sformu@owanie optymalizacji odpornozciogj wydaje si; by¢
lepiej dopasowane do realiéw projektowych ni» sformu2owaa optymalizacji nie-
zawodnozciowej. Mo»liwot¢ zastosowania optymalizacjieziawodnozciowej jest
w praktyce bardzo silnie uwarunkowana dostjpnozcij funkcj @jcznej gjstotci
rozk?®adu prawdopodobie«stwa parametréw konstrukcji i obg»e«. W odrd»nie-
niu od optymalizacji niezawodnozciowej, sformuowanie dymalizacji odporno-
+ciowej konstrukcji nie wymaga szacowania prawdopodobistwa awarii.

W pracy przedstawiono szereg przyk®adow ilustrujjcych dza2anie opraco-
wanych algorytmoéw. Wilkszot¢ z nich dotyczy®a analizy nieawodnozci oraz
optymalizacji odpornozciowej dynamicznie deformujjcychsi; elementéw kon-
strukcji pojazdow. We wszystkich analizowanych przyk®adah zaréwno funkcje
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graniczne jak te» funkcje tworzjce sformu®owanie zadaniapdymalizacji odpor-
noxciowej zawiera®y wp2yw szumu. Szum ten jest charakterygzny dla zagad-
nie« zderzeniowych ze wzglidu na metod} ca®kowania rowna«dwnowagi oraz
stosowane algorytmy kontaktu. Ponadto, w zadaniach dotycgych zgniatanej
cienkozxciennej pod®u»nicy dodatkowy szum zwijzany by? z naelowaniem loso-
wych awarii zgrzewéw.Biorjc pod uwag] ogromnj liczb} po?jcze« zgrzewanych
wystipujjcych w konstrukcjach samochodowych, zaproponowana metoda usu-
wania pewnej liczby losowo wybranych zgrzewow wydaje si} by praktycznym
rozwijzaniem, ktére pozwala uwzglidni¢ losowe wady tych pdjcze«. W przy-
padku analizy niezawodnozci podejtcie to wymaga jednak odwiednio dosto-
sowanego algorytmu.Pokazano, »e u»ycie algorytmu Z3M umo»xliwia efektywne
oszacowanie prawdopodobie«stwa awarii pomimo nierd»nkawalnozci funkgcji
granicznej

Sformu2owano zadanie analizy niezawodnozxci procesu g2jiego t2oczenia
blachy. Podstawj do oszacowania prawdopodobie«stwa awarprocesu jest zna-
jomo=¢ funkcji granicznej, ktérj zde niowano wykorzystujic standardowy wy-
kres odkszta?ce« granicznych. Jako metod; analizy niezavamozxci zapropono-
wano adaptacyjnj metod} Monte Carlo. W zwijzku z niemo»noz+gj precyzyjne-
go wyznaczenia krzywej odkszta?ce« granicznych wprowadzo nowj koncepcj,
rozmytego prawdopodobie«stwa awarii.

Do realizacji wilkszoxci zaprezentowanych w pracy przyk&@dw obliczenio-
wych u»yto programu STAND, ktory rozwijany jest w Pracowni Niezawodnozci
i Optymalizacji IPPT PAN. Stworzone przez autora liczne modu?y programu,
a w szczegolnoxci modudy: optymalizacji odpornozciowejowierzchni odpowie-
dzi, zaawansowanych metod analizy niezawodnozxci oraz metsymulacji loso-
wych wykorzystujjcych koncepcj} 2aci«skich hiperkostek, nale»y uzna¢ za ory-
ginalne osijgnijcie.

Przedstawiona tematyka wydaje sij mie¢ bardzo dobre perspeywy rozwoju.
Jako obiecujjce kierunki dalszych bada« nale»y uznag:

W optymalizacji odpornozxciowej proceséw g2lbokiego t2o@nia blachy,
- dok®adne przetestowanie moxliwoxci u»ycia alternatywieh metod es-
tymacji momentéw statystycznych funkcji losowych, takich jak metoda
rozwinijcia w chaos wielomianowy czy metoda redukcji wymiadw.

Zastosowanie niestacjonarnej funkcji korelacji w aproksyacji metodi
krigingu.

Wykorzystanie w optymalizacji odpornozciowe]j algorytméwoptymaliza-
cyjnych przystosowanych do u»ytej metody aproksymaciji, t&ich jak
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algorytm EGO [112] w przypadku krigingu.

Zastosowanie innych metod optymalizacji wielokryterialrej, np. MOGA
(multi objective genetic algorithm), ktére pozwalajj wyznaczy¢ pe2en zbior
rozwijza« niezdominowanych.

Trzeba jednak zdawa¢ sobie spraw} z pewnych zagro»e«, ktoreogj hamowa¢
szerszy rozwoj zastosowa« analizy niezawodnozci i optynmdcji odpornozcio-
wej w praktyce projektowej. O ile wzrost mocy obliczeniowejkomputeréw jest
jednym z g@wnych motoréw upowszechniania si} analizy stdw@astycznej, o tyle
skutkiem ubocznym tego wzrostu s coraz dok®adniejsze motiesko«czenie ele-
mentowe. Nadmiernie szczeg6®owe modele redukujj przyrostfektywnozxci me-
tod stochastycznych, mox»liwy do osijgnijcia przy stosowaiu prostszych mode-
li. W opinii autora, samo zwijkszanie g|stoxci siatki lub z%»onoz+ci stosowanych
elementéw sko«czonych, nie jest w stanie dostarczy¢ tak jakciowo nowych
informacji jak wyniki szeroko rozumianej analizy stochasgcznej. Znajomoz¢
wpaywu, jaki na projektowanj konstrukcj; ma losowy charakter jej parame-
trow oraz obcij»e« lub te» oszacowanie prawdopodobie«stwavarii, pozwalajj
du»o lepiej zrozumie¢ zachowanie badanego uk®adu konstayfnego, ni» analiza
deterministyczna, wykorzystujjca nawet najbardziej z2ox»ny model sko«czenie
elementowy.
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Wybrane zagadnienia komputerowej
analizy niezawodnozci konstrukcij

A.1l. Sformu2owanie problemu analizy niezawodnozci

Ze wzglidu na stochastyczny charakter wilkszoxci parametiw opisujjcych
modele uk?adéw mechanicznych oraz dzia?ajjcych na nie ohsie«, wielkoxci te
w zadaniu analizy niezawodnozci konstrukcji traktuje si; rajcz|tciej jako zmien-

sj elementami przestrzeni Euklidesowej. Funkcja @jcznej fptoxci prawdopodo-
bie«stwa wektora X, fx (x); de niuje w przestrzeni X miar, prawdopodobie«-
stwa.

W zale»nozci od realizacji zmiennych podstawowych, pracakstrukcji bjd*
spe@nia wymagania projektowe, bjd! nie co prowadzi do szevko rozumiane-
go stanu awarii. Kryterium awarii konstrukcji wyra»a si} zazwyczaj za pomoc;j
réwnania g(x) = 0 de niujjcego hiperpowierzchnil zwanj powierzchnij gra-
nicznj w przestrzeni X . Dzieli ona przestrze«X na dwa obszary: obszar awarii
D = fx : g(x) 0Og oraz obszar bezpieczmyDs = fx : g(x) > 0Og. Prawdo-
podobie«stwo awarii konstrukcji mo»na zatem okrexli¢ za poocj nastjpujjcej
cadki: Z

P = PIX 2D¢]= Plg(X) 0]= fx (x)dx; (A1)
Dt

gdzie P[A] jest prawdopodobie«stwem zdarzenia losowegA.

W praktycznych zastosowaniach, w przypadku gdy model stodstyczny za-
gadnienia sk®ada si} z wielu zmiennych losowych, obszar daswania D; nie
jest dany w sposéb jawny, a samo obliczenie wartotci funkcgranicznej jest
kosztowne (np. wymaga rozwijzania z%o»onego zadania MESyktedy ca?kowa-
nie numeryczne réwnania A.1) skazane jest z gory na niepowodzenie. Z uwagi
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na powy»sze, zaproponowano szereg metod przybli»onych sfitych szacowaniu
wartoxci prawdopodobie«stwa awarii. Wilkszo+¢ najcz|tej stosowanych metod
wykorzystuje odpowiednij transformacj; U = T (X) (zob. np. [50,160,173]) za-
dania analizy niezawodnozci z przestrze{ do przestrzeniU, qjizie miara praw-
dopodobie«stwa okrextlona jest przez funkej} gistoxdiy (u) = ~ ;' (ui) bldj-
cj iloczynem n jednowymiarowych standardowych normalnych funkcji gjstatci
prawdopodobie«stwa zmiennychU; = T;(X), (zob. podrozdzia® A.2). Ponie-
wa» transformacja zmiennych pocijga za sobj réwnie» transfmacj; warunku
granicznego do przestrzenlJ, g(x) =0 ! h(u) = g[T *(u)] =0, prawdopodo-
bie«stwo awarii wyra»a si} jako

z
Pr =PlU2 ¢]=PhU) 0]= fu(u)du; (A.2)
fu:h(U) Og
gdzie ¢ jest obszarem awarii w przestrzenlJ. Dziiki osiowe] symetrii funkciji
fu (u), dla dowolnej funkcji liniowej 1(u) = Tu prawdziwa jest nast!pujjca
rowno=¢: Z
PI(U) 0]= fu(uydu=( ) (A.3)
fu:l(U) Og
gdzie wsp62czynniki, ;i =1;2;:::;n, sj skkadowymi znormalizowanego gra-
dientu funkcji I(u),tzn. T =1, =sign[l(0)] jestréwne (z dokdadnoxcij do

znaku) odleg?oxci pomildzy hiperp?aszczyznijI(u) = 0 a poczjtkiem uk2adu
wspoé?rzidnych wU, za+ () jest dystrybuantj standardowego rozk®adu normal-
nego. Wynika z tego, »e liniowa aproksymacja transformowagj funkcji granicz-
nej h(u) w punkcie znajdujjcym si} najbli»ej poczjtku uk®adu wspé2rzjdnych
stanowi¢ mo»e proste oszacowanie prawdopodobie«stwa aw&onstrukcji

Pr = Ph(U) O] PIU) 0O1=( ) (A.4)

gdzie przez przyjito oznacza¢ tzw. wska'nik niezawodnozxci konstrukgj Po-
dejxcie bazujjce na liniowej aproksymacji funkcji graniceej nazywa sij metodi
analizy niezawodnozci pierwszego rzjdu (ang.rst order reliability method -
FORM). Poniewa» wskatnik niezawodnozci wystpujicy we wzoze (A.4) jest
jedynie przybli»eniem wskalnika dok®adnego de niowango jako

= Y(Pr); (A.5)

dlatego, w celu odro»nienia, oznacza si} go jakororm lub . Oczywitcie,
aby skorzysta¢ ze wzoru A.5) konieczna jest uprzednia znajomox¢ dok2adnej
wartoxci prawdopodobie«stwa awarii, co w wilkszozci rzegwistych (nieakade-
mickich) zada« analizy niezawodnozci nie jest mo»liwe. Staje si} go jednak np.
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w metodzie niezawodnozci drugiego rzjdu czy te» metodachdainy Monte Carlo
w celu obliczenia ekwiwalentnego wskatnika niezawodnotoa podstawie obli-
czonej wczexniej przybli»onej wartoxci prawdopodobieys awarii. Wskatnik

FORM Wyznaczany jest jako rozwijzanie nastjpujjcego zadania mmimalizacji
Z ograniczeniami:

Form = Sign[h(0)] ;

. : (A.6)
k u k=minkuk pod warunkiem: h(u) O:

Punkt u po2o»ony na powierzchni graniczneh(u) = 0 i znajdujjcy si} naj-

bli»ej poczjtku uk®adu wspoé?rzjdnych u = 0 nazywany jest punktem projek-
towym lub najbardziej prawdopodobnym punktem awarii (ang. design point,
most probable failure poin). Zadanie (A.6) mo»e by¢ teoretycznie rozwijzane
przy pomocy dowolnego algorytmu optymalizacji nieliniowg (zob. [153] i [143],
gdzie poréwnano ré»ne metody optymalizacji) jednak w wilkgoxci typowych
przypadkéw stosuje si algorytmy oparte na metodzie Rackwiza-Fiesslera [1]
lub na algorytmie sekwencyjnego programowania kwadratovgm (zob. np. [215]).

W dalszej czjtci tekstu, w celu lepszego wyjatnienia metochalizy nieza-
wodnozci prezentowanych w zasadniczej czjtci pracy, om@mo najwa»niejsze
zagadnienia dotyczjce transformacji zmiennych losowych a przestrzeni stan-
dardowej, gradientowych algorytméw poszukiwania punktu pojektowego oraz
metod analizy niezawodnozxci wykorzystujjcych symulacjedsowe.

A.2. Transformacja zmiennych losowych

Jako gaussowskj przestrze« standardowjU zwyk@o okrexla¢ si} przestrze«
probabilistycznj, w ktérej miara prawdopodobie«stwa zde niowana jest przez
nastpujicij funkcj} gjstozci:

¥

¥ 1 1 1 1
"n(u;05l) = i:1' (uj) = . Po=exp éui2 = = exp éuTu . (A7)

Funkcja ta jest iloczynem n niezale»nych, standardowych zmiennych o rozk2a-

w2asnozci przestrzeni standardowej, ktére sj szczegolnigtotne w analizie nie-
zawodnozxci konstrukciji:

1. Funkcja (A.7) jest osiowo symetryczna - jej warstwice tworzj wspo62-
trodkowe hipersfery (dla dwu zmiennych, okr;gi) woké2 poctku uk?adu
wsp6@rzjdnych.
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2. Funkcja gjstozci prawdopodobie«stwa maleje wyk®adniaz z kwadratem
odleg®ozxci od poczjtku ukdadu.

3. Dla zadanegou; = b, warunkowa g;stox¢ rozk®adu prawdopodobie«-
stwa pozosta?ych zmiennych jest réwnie» g|stotcij standaowego roz-
k3adu normalnego. Oznacza to, »e funkcja gjstoxci prawdoplobie«stwa
w hiperp?aszczy!nie wyznaczonej przem; = b maleje wyk2adniczo wraz
z kwadratem odleg?oxci od osi;. Z w2asnozci osiowej symetrii wynika, »e
dla dowolnej hiperp®aszczyzny funkcja gistotci maleje wyladniczo wraz
z kwadratem odleg®oxci od punktu bjdjcego rzutem poczjtku k®adu
wsp6drzjdnych na t} hiperp2aszczyzn,.

4. Prawdopodobie«stwo zdarzenia polegajjcego na tym, »eakzacjau wek-
tora U nale»y do podprzestrzenu; b wydzielonej przez hiperp®aszczy-
zn} u; = bwynosi (  b). Podobnie jak w punkcie3, z wasnozci symetrii
osiowej wynika, i» w przypadku podprzestrzeni wydzieloneprzez dowol-
nj hiperp®aszczyzn| (niekoniecznie prostopad?; do jedneg osi), prawdo-
podobie«stwo, »e realizacjau nale»y do podprzestrzeni nie zawierajjcej
u = 0wynosi ( b), gdziebjest odleg®oxcij hiperp?aszczyzny od poczijt-
ku uk®adu wspo6?rzjdnych.

Aby mo»na by2o wykorzysta¢ w2asnozci przestrzemd konieczna jest trans-
formacja oryginalnych zmiennych losowychX do standardowych zmiennych nor-
malnych U o funkcji gjstotci danej przez @A.7). Transformacja U = T (X) musi
zapewnia¢ rownowa»nox¢ sformu2owania problemu analizyenawodnozci, tzn.
prawdopodobie«stwo awarii zde niowane w przestrzeni zmienych oryginalnych
X musi by¢ réwne prawdopodobie«stwu awarii w przestrzen

z Z
P = fx(x)dx = " (uj) dusdus:::dup: (A.8)
Ds fi=1

Transformacj] obszar6éw awarii mo»na zapisa¢ symbolicznigko
D; = fx:g(x) 0Og! ¢ =fu: h(u) Og; (A.9)
gdzie h(u) = 0 jest powierzchnij granicznj po transformacji
g(x)=0 ! gT *u) =h(u)=0: (A.10)

W celu zachowania miary prawdopodobie«stwaA.8), transformacjaU = T (X)
musi by¢ odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym (bijekcjjprzestrzeni X na
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U oraz musi spe?nia¢ nastjpujjcy warunek:

e
Fx (Ex3x) = (U))duds (A.11)
i=1

gdzieu® = T (x%) dla ka»degox® 2 X, a jJuxj jest jakobianem transformacji
T (). Rozwa»my nast|pnie kilka najcz}tciej spotykanych przypakoéw rozk®adow
prawdopodobie«stwa wektora podstawowych zmiennyctX .

A.2.1. Zmienne o wielowymiarowym rozk®adzie normalnym

Wielowymiarowy rozk®ad normalny zde niowany jest w sposobjednoznacz-
ny przez wektor wartoxci oczekiwanych y i macierz kowariancji Cx . Poszukuje
sij transformacji liniowej postaci u=a+ Ax, dla ktéorej ;=01 Cy=1. Obli-
czajjc wartoxci oczekiwane oraz macierz kowariancji funlictworzjcych liniow;
transformacj; otrzymuje si

0; (A.12)

u=atA y

CU = AC xAT

E (A.13)

Poniewa»C x jest z de nicji macierzj dodatnio okrexlonj mo»na jj zatem przed-
stawi¢ jako Cx = PPT gdzie P jest macierzj dolnj tréjkitnj z dekompozycji
CholeskiegoC x . Dokonujjc nast}pnie podstawienia do réwnania (A.13) dosta-
jemy

ACxAT = AR PTAT = AR AR "= (A.14)

Powy»sza rownox¢ spe?niona jest jeli
A=b % (A.15)
W konsekwencji, wektora wyznaczony z réwnania A.12) wynosi
a= b1 : (A.16)

Ostatecznie, transformacja zmiennych o dowolnym wielowyiiarowym rozk®a-
dzie Gaussa do przestrzeni niezale»nych standardowych z@ninych normalnych
przybiera posta¢

u==©b (x ) (A.17)
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Jezxli macierz kowariancji wyrazi¢ za pomocj macierzy koretji Rx =[ j]jako
Cx = DR xD, gdzieD = d x;c jest diagonalnj macierzj odchyle« standardo-
wych, otrzymuje si} transformacj; ( A.17) w rbwnowa»nej formie
u=L b ¥x ) (A.18)
gdzie L jest macierzj dolnj trojkjtnj z dekompozycji Choleskiego macierzy
korelacji R x . Jakobian tego przekszta?cenia zapiszemy nast}pujjco:
@

Jux = & L D 1=p % (A.19)

A.2.2. Zmienne niezale»ne
Jex»eli zmienne podstawowe sj statystycznie niezale»ne, twansformacja
0 opisanych wczezxniej w2asnozxciach sprowadza si; do wzoru
(u)=Fx,(xi) ) uw= 1Fx(x); =150 (A.20)
gdzie Fx,; jest dystrybuantj zmiennej X;. Jakobian transformacji (A.20) obli-

czamy ré»niczkujic wyra»enie po lewej stronie wzglidenx;. Zgodnie z regu?;
ro»niczkowania funkcji z2o»onych, & = £@¢ dostaje si} ostatecznie

@x
_ @ — in(Xi)
Yo @ T W) A2

A.2.3. Zmienne o dowolnym rozk®adzie prawdopodobie«stwa

W ogdllnym przypadku, gdy nie zak®ada si} »adnego szczegoée rozk®adu
zmiennych X, ani te» nie postuluje sij ich niezale»nozci, na podstawienajo-
moz=ci 2jcznej gistoxci prawdopodobie«stwé x (x) Hohenbichler i Rackwitz [93]
zaproponowali u»ycie tzw. transformacji Rosenblatta, zob[209], nast}pujjcej
postaci:

Z,,
(u1) = Hi(x1) = F1(x1) = . f1(t) dt; (A.22a)
_ o 2 fa(xqt)
(uz) = Ha(xzgjx1) = . a0 dt; (A.22b)
N e o oL T Rxeinx pt) o :
(u) = Hi(Xijx1; X2, 105X 1) = LT xR D) dt; i=1;:::;n;
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gdzief;(xq1;X2;:::;X;) jest gistotcij brzegow; wektora X dla i pierwszych jego
skaadowych
Z, Z,
fi(xe X i0%p) = fx (X1;X2; 000 Xn)dXi41 OXje2 21 0Xp: (A23)
1 1

Poniewa» dystrybuanty ( ), F1( ) oraz dystrybuanty warunkowe H;(j ) sj mo-
notonicznie rosnjcymi funkcjami wzglidem odpowiednich agumentéw X, prze-
kszta®cenie A.22) jest wzajemnie jednoznaczne. W celu sprawdzenia warunku
(A.11) nale»y najpierw wyznaczy¢ jakobian tej transformacji

2 £1(xq) 3
" (u1)
@ @y fa(Xxa;x2)
Jux = = =8 @x ' (u2)f1(x1) : (A.24)
@ . .
@y @y fn(X1;X2; 117 Xn)
@x @x "(Un)fn a(Xa5iiniXae 1)
Obliczajjc wyznacznik powy»szej macierzy dostajemy
. . f P X2, i X
Pux] = n(éln 2. : n)’ (A.25)
iz (ui)

a co za tym idzie, warunek @A.11) jest spe?niony dla ka»degal = T (X).

Transformacji Rosenblatta u»ywa si; jexli znana jest 2jcza g;sto+¢ prawdo-
podobie«stwa zmiennychX lub jezli dostjpne sj dystrybuanty warunkowe H;.
Satwo sprawdzi¢, »e w przypadku niezale»nych zmiennych msych transforma-
cja (A.22) redukuje sij do (A.20). Trzeba jednak zaznaczy¢, »e przedstawiona
transformacja mo»e zale»e¢ od uporzijdkowania zmiennych wektorze X . Tak
jak to zosta®o pokazane w pracy [50], konsekwencjj tej nieglnoznacznozci mo-
gi by¢ ré»ne postacie powierzchni graniczndj(u) = 0, a co za tym idzie ro»ne
lokalizacje punktu projektowego i w konsekwencji ro»ne oszowania wartoxci
prawdopodobie«stwa awarii metod; pierwszego rz;du. W takej sytuacji powin-
no si; przeanalizowa¢ wszystkien! permutacji wektora X i wybra¢ ten punkt
projektowy, ktory le»y najbli»ej poczijtku uk®adu. Dla du»ych n jest to oczywi-
*cie zadanie bardzo czasoch?onne obliczeniowo.

A.2.4. Zmienne o dowolnym rozk®adzie - transformacja prayia

Bardzo czjsto ze wzglidu na brak odpowiednich danych statysgcznych zna-
ne sj jedynie brzegowe g|stotci prawdopodobie«stwa zmieych losowych oraz
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ich wzajemne korelacje, natomiast nieznana jest funkcja &znej gjstotci praw-
dopodobie«stwa. W takiej sytuacji stosowana jest przyblisna transformacja
Natafa [183], u»yta po raz pierwszy w analizie niezawodnotonstrukcji przez
Der Kiureghiana i Liu [151].

Na poczjtku, za pomocj brzegowej transformacji zmiennychX (A.20) de -
niuje si} zbiér zmiennych Z o rozk®adzie standardowym normalnym.

Zi= lF(x); i=1:::0n (A.26)

Nast|pnie zak®ada sij, »e rownie» funkcja 3jcznej gjstoxcprawdopodobie«stwa
zmiennych Z jest funkcjj gaussowskj (oczywitcie nie jest to zagwaraniwane
przez normalne rozk®ady brzegowe zmiennych). Co za tym idzj wyra»enie na
g;stox¢ prawdopodobie«stwa zmiennyctX otrzymuje si; z elementarnej zasady
transformacji funkcji gjstotci fx (x) dx1dx,  dx, ="' (z;Rz)dz1dz, dz,

dz;dz, dz, - zR )fxl(xl)fxz(xz) fx,(X).
dxpdxz  dxq T @) () ()

(A.27)
gdzie' (z;Rz) jest funkcjj @jcznej gistotci rozk®adu normalnego zmienngh Z
0 macierzy korelacji Rz, ktérj nale»y wyznaczy¢. Ostateczna posta¢ réwna-
nia (A.27) wynika z ro»niczkowania wyra»enia A.26) wzglidem x;. Za pomoc;j
przekszta®cenia A.18), wykorzystujjc wzor ( A.26) oraz ze wzglidu na wasnozci
zmiennych standardowych, skorelowane zmienne losowemo»e przetransformo-
wac¢ na nieskorelowane zmienn® w nastjpujicy sposob:

! FXl(Xl)
L Fx,(x2)

fx(x)="(z;Rz)

Uu=L,z= L21§ ; (A.28)

! FXn (Xn)

gdzie Lz jest macierzj dolnj trojkitnj utworzonj przez dekompozycj | Chole-
skiego macierzyRz. Satwo jest sprawdzi¢ (zob. A.19) i (A.21)), »e jakobian
takiego przekszta?cenia wynosi

_ @ _ 1 fxi(Xi)
et @t Ty
Do wyliczenia pozostajj wspo2czynniki korelacji zmiennyh Z zebrane w macie-
rzyRz =] i(j’]wfunkcji elementow macierzyRx =[ j ]. Wspo62czynnik korelacii
pomi;dzy dwoma cijg?ymi zmiennymi losowymi X; i X; zapisa¢ mo»na jako
Z41 2, .
Xi  x; X X

i XiX; = fx,x; (Xi;xj)dx; dxj; (A.30)
11 Xi X;

(A.29)
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gdzie fx,;x; (xi;Xj) jest dwuwymiarow; funkcjj gistotci prawdopodobie«stwa
zmiennych X; and X;. Na podstawie (A.27) dostaje si; rownanie ca®kowe uza-

. ., 0
le»niajjce j od i

Z, 72,
— Xj Xi Xj i . 0 fxi(xi)ij(xj)
Z.,Z.' bt ; ; dX dx
] 1 1 Xi X 2( o IJ) (Zi) (Zj) | J
Z,Z 1
_ 171 inl(( z)) xi  Fx, (Cz) Xi 2(zi1z; 9)dzidz;
1 1 Xi X o )

(A.31)

gdzieF () jest funkcjj odwrotnj do dystrybuanty, a gaussowska funkcja 2jcz-
nej gistotci prawdopodobie«stwa dwdch zmiennych standamivych ma posta¢

"

7?2 27z +7?

] .
s (A.32)

' —— — l
2(ZI1Z]! )_ ?pﬁexp

W celu obliczenia poszukiwanego wspé2czynnika korelacjownanie (A.31) nale-

»y rozwijza¢ ze wzglidu na i(j’ . Dla wybranych par rozk?adéw prawdopodobie«-
stwa w pracy [151] znaleziono analityczne rozwijzania tegmwnania. Wykazano,

»e za wyjjtkiem rozk®adow odbiegajjcych bardzo od normalngo, wartoxci j;

i i‘j’ nie ré»nij si! znacznie.

A.3. Algorytmy poszukiwania punktu projektowego

Precyzyjne wyznaczenie punktu projektowegar ma niezwykle istotne zna-
czenie w wielu metodach analizy niezawodnozci, przede ws#im w metodach
pierwszego i drugiego rzjdu (FORM, SORM) oraz w niektorych metodach re-
dukcji wariancji, takich jak importance sampling. Po?o»ory na powierzchni gra-
nicznejh(u) = 0 najbli»ej poczjtku uk®adu wspo6?rzjdnych w gaussowskiej pre-
strzeni standardowej punkt projektowy zde niowany jest jako rozwijzanie zada-
nia minimalizacji (A.6). Poni»ej omoéwione zostanj wybrane najpopularniejsze
algorytmy lokalizacji u . Chocia» ze wzglidu na specy k| funkcji granicznych
rozpatrywanych w tej pracy (sj drogie obliczeniowo, zawieajj szum) klasycz-
ne metody znajdowania punktu projektowego nie mogj by¢ staswane bezpo-
+rednio, to jednak w podjczeniu z odpowiednij metodj aprokgmaciji funkcji
granicznej, stanowij kluczowy element proponowanych alggtmow.
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Mo»na wymieni¢ wiele prac majjcych na celu poréwnanie efejkivnozci ro»-
nych algorytméw poszukiwania punktu projektowego. Wilksz+¢ z nich pocho-
dzi od badaczy zwijzanych z pracowniami haukowymi Rackwita oraz Der Kiu-
reghiana [1,87,153,276]. Obecnie, ze wzglidu na swj efekiyiox¢ oraz 2atwoz¢
implementacji najczjtciej stosowane algorytmy bazujj na s&andardowej meto-
dzie Rakwitza-Fiesslera (u»ywany jest czasem réwnie» skrélLRF od nazwisk
Hasofer, Lind, Rackwitz, Fiessler).

Po krotkim omowieniu iteracyjnej metody HLRF w dalszej czj+ci podroz-
dzia®u przedstawione zostanj wybrane usprawnienia tego gbrytmu, majjce na
celu eliminacj} wystjpujicych w niektérych sytuacjach pro bleméw ze zbie»no-
*cij. Wijkszox¢ usprawnie« dotyczy dodania do oryginalnesgalgorytmu proce-
dury minimalizacji kierunkowej.

Najwa»niejsze operacje gradientowego algorytmu poszukamia punktu pro-
jektowego dane sj nast;pujjco:

1. Transformacja wspé@rz'dnych punktu poczitkowegox© w przestrzeniX
na odpowiadajicy mu punkt u© w przestrzeniU.

2. Obliczenie oraz zapamijtanie (jako sta®ej normalizujjej) warto+ci funkcji
granicznejg(x(©@).
3. Dopdki nie spe?niony jest warunek zbie»nozci, na typowéjtej iteracii:

3.1 Transformacja odwrotna wektorau®) z przestrzeni standardowej na
x®) w przestrzeni oryginalnej. Operacja ta pomijana jest w iteacji
poczitkowej, kiedy wektor x(©@ jest ju» znany.

3.2 Obliczenie wartoxcig(x(¥)). W wilkszozci przypadkéw konieczne jest
przeprowadzenia analizy metod; elementéw sko«czonych, akolei wy-
maga wygenerowania (przy pomocy odpowiedniego interfej$wbioru
z danymi do programu MES, ktory zawiera¢ bjdzie aktualnj redizacj,
wektora zmiennych losowych.

3.3 Obliczenie gradientu funkcji granicznejr g(x®) = @g=@, - .« albo
za pomocj metody bezpozredniego ré»niczkowania (zob. nd.22]) lub
te» za pomocj schematu ré»nic sko«czonych. Gradient transfmowany
jest nastjpnie do standardowej przestrzeni normalnej za pmocj ma-
cierzy jakobianu transformacji Jyx, r h(u®)=(J3,1)Tr g(x®), (zob.
podrozdzia?A.2).

3.4 Sprawdzenie warunku zbie»nozci.

3.5 Jezli warunek zbie»nozci nie jest spe®niony, wybrani@wego przybli-
»enia punktu projektowego jakou®*D) = y® + & y®& gdzie uk
jest kierunkiem poszukiwak, a () jest d2ugo=cij kroku.
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W celu 2atwiejszego wyprowadzenia wzoréw metody HLRF wygate jest
zapisa¢ zadanie optymalizacji A.6) w rownowa»nej postaci jako:

znalel¢ wektor: u; (A.33)
minimalizujjcy: Q(u) = kuk? = uTu; (A.34)
pod warunkiem: h(u)=0: (A.35)

Rozwinilcie kwadratowej funkcji celu Q(u) w punkcie u®) (k-ta iteracja wektora
u) w szereg Taylora i linearyzacja funkcji ograniczeniagn(u) prowadzj do nast;-
pujicego zadania minimalizacji, ktérego rozwijzaniem jes optymalny przyrost
uk):
znale'¢ wektor:  u®; (A.36)
minimalizujicy: &( u®)= Q™)+ r QT(u®) u®
s 10T 2g®)y y®
2
=y 4oy Yo 4 yOT GR. (A 37)

hu®)+ r hT@®) u® =o: (A.38)

pod warunkiem: h( u®)
Funkcja Lagrange'a dla zadania A.36) ( A.38) ma posta¢
L( u®; 0y= 700 4 ou07 (o 4 (T (k)
® hw®y+ r AT ®y u® (A.39)
natomiast warunki Kuhna-Tuckera dane sj rownaniami:

rL=2u®+2 u®  ®p qu®y=2u®D  ®r hw®)y=0; (A.40)
h(u®)+ r hTw®) u® = hu®)+ r KTUO)u kD
r h'u®u® =0; (A.41)

W punkcie optymalnym mnox»nik Lagrange'a spe2nia¢ musi wamek (zob. [6])
r@= ®rh; (A.42)
awilc, ) wyra»a si! przez

) _ or hT(u(k))u(k+1)

" 1 hTw®)r h(u®) : (A.43)




272 A. Wybrane zagadnienia komputerowej analizy niezawodnoz+c konstrukcji

Nast!pnie, na podstawie (A.41) mo»na zastjpi¢ wyra»enier h' (u))uk+1)
w (A.43) przezr hT (u)u®  hu®k). Podstawiajjc tak przeksztadcony wzor
na ) do (A.40) otrzymuije si! podstawow; formu?! iteracyjnj metody HLRF

1
) = = pTu®)yk) (k) (3.
! kr h(u®@)kz ' hP U™ ur™ h(ut™) r h(ut): (A.44)

Optymalny przyrost dany jest zatem jako
I

h(u®) T .

(k) = (k)" k) (k) (k).

utt = + u u’; A.45
kr h(u())k ( )

gdzie ® = r hu®)=kr h(u®)k jest jednostkowym wektorem, przeciwnym
do znormalizowanego gradientu funkcji granicznej w punke u(®).

Proces iteracyjny kontynuuje si}, a» do spe®nienia warunkd zbie»nozci. Po
pierwsze, znaleziony punkt powinien znajdowa¢ sil na powigchni granicznej
h(u) = 0, po drugie, powinien le»e¢ jak najbli»ej poczitku uk®adu wsbddrz|d-
nych. Pierwszy warunek mo»na zapisa¢ nastjpujjco:

k
hu®) _ ; (A.46)
Ho
gdzie wartox¢ w mianowniku jest sta?®; skalujicij, a jest dopuszczalnj tole-
rancjj. Zazwyczaj przyjmuje si' Ho = h(u©) lub Hg = 1 jexli h(u©®) = 0.
Drugi warunek zbie»nozxci réwnowa»ny jest wymaganiu, aby wumkcie projek-
towym wektor gradientu skierowany by? do poczjtku uk®adu w62rzjdnych w
przestrzeni U. Mo»na to wyrazi¢ za pomocj wektorowu® i (). W punkcie
projektowym kit  pomijdzy tymi dwoma wektorami réwny jest zero, a ponie-

.
wa» cos( ) = % drugie kryterium zbie»nozci przybiera posta¢
CHENG!
Ok < (A.47)

Poniewa» wykazano, zob. [152], »e oryginalny algorytm HLRBez kontroli
przyrostu (A.45) mo»e w przypadku niektorych funkcji granicznych zachowyw¢
si} niestabilnie, oscylujjc woké? rozwijzania, dlatego jego mody kacje dotyczy?y
przede wszystkim metod redukcji dugoz+ci kroku. Dokonujeilstego minimalizu-
jicw kierunku  u® funkcj! celu rozszerzonj o odpowiednij funkgej! kary, ktéra
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uwzglidnia niespe®nienie ograniczenid(u) = 0. Poniewa» dok®adne wyznacze-
nie minimum w optymalizacji kierunkowej mo»e by¢ zbyt koszbwne, dlatego
czjsto u»ywa si} mniej dok®adnej, ale bardzo efektywnej reg?y Armijo [5]

0 &4 0 K ) 4 g 0 (T GO - (a48)

gdzie () jest warto+cij rozszerzonej funkgji celu wk-tym kroku iteracyjnym,
a> 0 jest sta?j (przewa»nie przyjmuje si' a=0:5), d2ugo+¢ kroku ) wyzna-
cza sil jako () =B, gdzie0:0 < b < 1.0, aj jest liczbj ca?kowitj 0 wartoci
poczitkowej rownej 0. Wykdadnik j zwilkszany jest 0 1 a» do znalezienia zado-
walajjcej ddugo=ci przyrostu, ktéra spe2nia warunek A.48). Przyjmujic b=0:5
krok dzielony jest na p6? za ka»dym razem, gdy poprzednia jegd®ugox¢ nie
spe?nia kryterium Armijo.

Poni»ej, w punktach A.3.1 oraz A.3.2, zaprezentowano dwie najcz|tciej sto-
sowane rozszerzone funkcje celu.

A.3.1. Metoda ARF

W pracy [1] Abdo i Rackwitz zaproponowali aby w procedurze pszukiwania
optymalnej d@ugoz+ci kroku algorytmu HLRF wykorzysta¢ funlkcj; znanj z meto-
dy sekwencyjnego programowania kwadratowego, zob. [214Dd nazwisk auto-
réw podejtcie to oznacza¢ bjdziemy skrotem ARF (Abdo, Rackitz, Fiessler).

Uwzglidniajjc de nicj; ( A.34), rozszerzona funkcja celu dana jest jako
0 01 0 4o = (04 0 40 25 O ® 4 0 L
- %r(k)h u® 4 0y 2, (A.49)
gdzier %) jest parametrem kary postaci
n 1 0
r) = max | (k)j;é rk Dy Gy (A.50)

Daugo+¢ kroku () minimalizujjca funkcj! ( A.49) jest nast!pnie przyjmowana
do okrezlenia kolejnej iteracji punktu projektowego

ukt) = O 4 ) K. (A.51)



274 A. Wybrane zagadnienia komputerowej analizy niezawodnoz+c konstrukcji

A.3.2. Metoda iIHLRF

Inna rozszerzona funkcja celu u»yta zosta®a przez Zhanga ieD Kiureghia-
na [276]. Pokazano, »e zapewnia ona zbie»no+¢ algorytmu HERtak rozbu-
dowanj metod} oznaczono jako IHLRF (i - od angielskiego s2oa improved -
udoskonalony). Funkcja zde niowana jest nast|pujjco:

0 4004 0 4o =1 y00p 0 4w 2icp 04 0 4O . (As52)
2 P

gdziec > 0 jest parametrem kary. W [276] wykazano, »e aby kierunek poski-
wa« by? rownie» kierunkiem spadku funkcji @.52), parametr kary musi spe2nia¢
warunek
kuk
kr h(u()k’

W programie OpenSees [169], rozwijanym w ramach otwartegorgjektu ba-
dawczego poxwijconemu modelowaniu odpowiedzi konstrukdp»ynierskich na
wymuszenia sejsmiczne, zaimplementowano algorytm iHLRFy ktérym para-
metr c obliczany jest ze wzoru

(A.53)

ku®k
c= ———+ ; A.54
kr h(u(®))k ( )
gdzie > 1i 0 sj specy kowane przez u»ytkownika, tak by spe?ni¢ ograni-
czenie QA.53). Jako wartotci domy+lne przyjmuje sii, =2 i =10, zob. [87].

A.4. Metody symulacyjne

Pod nazwj metody symulacyjnelub te» symulacje Monte Carlow odnie-
sieniu do analizy niezawodnozci konstrukcji rozumie¢ bjdemy grup; technik
wykorzystujjcych losowe generowanie realizacji wektoraX w celu oszacowania
wartoxci prawdopodobie«stwa awarii. Metody te bardzo czj® stanowij intere-
sujicj alternatyw, dla metod FORM/SORM, a w przypadku wielu problemoéw
analizy niezawodnozci okazujj si} by¢ jedynym mox»liwym spsobem rozwijza-
nia.

Pomimo, »e metody symulacyjne zyskujj coraz wilkszj populanox¢, mi;-
dzy innymi ze wzglidu na rozwdj mocy obliczeniowej komputeéw, to wcij»
potrzeba bardzo wielu (od dziesijtek tysijcy do milionéw) oblicze« funkcji gra-
nicznej, aby otrzyma¢ wiarygodnj estymacj, wynikdw przy pomocy klasycznej
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metody Monte Carlo. Ma to miejsce szczegoélnie wtedy, gdy seawana warto+¢
prawdopodobie«stwa awarii jest ma2a. W zwijzku z tym, w praktyce stosuje si|
szereg metod redukcji wariancji, takich jak importance samling, gdzie realiza-
cje zmiennych losowych generowane sj przede wszystkim w plolu powierzchni
granicznej.

Metody symulacyjne sj niezastijpione w przypadku, gdy funkga graniczna
jest nieré»niczkowalna. Zastosowanie majj wtedy ré»ne agdacyjne metody
importance sampling, w ktorych funkcja gjstozci losujjcej mody kowana jest
na podstawie wynikéw z dotychczas wygenerowanych prébek.

W nastjpnych podrozdzia®ach przedstawione zostanj podstaowe informa-
cje na temat klasycznej metody Monte Carlo oraz kilku odmianmetody im-
portance sampling, wa»nych z punktu widzenia prezentowargh w zasadniczej
czjxci pracy metod analizy niezawodnozci.

A.4.1. Klasyczna metoda Monte Carlo

Istota klasycznej metody Monte Carlo (dla podkrezlenia jej pierwotnego
charakteru u»ywa si; czasami okretle«: standardowa, zgrula - ang. crude) po-
lega na generowaniu realizacjk losowego wektoraX zgodnie z funkcjj gjstoxci
prawdopodobie«stwaf x (x) oraz sprawdzaniu czy realizacje te prowadzj do awa-
rii, zob. rys. A.1. Stosunek liczby realizacji, ktére znalaz®y si} w obszarzawarii
do liczby wszystkich wygenerowanych realizacji stanowi prsty estymator praw-
dopodobie«stwa awarii. W celu zapisania podstawowych w2as=ci tego estyma-
tora wygodnie jest pos@u»y¢ si} funkcjj charakterystycznj obszaru awarii D¢

1 gdy x 2 Dg;

Ip, (X) = A.55
Dy ( ) 0 gdy X 62D0: ( )
i wyrazi¢ prawdopodobie«stwo awarii A.1) jako
Z, Z,
P = Ip, (X) fx (x)dx: (A.56)
| —{z—2)
n

Funkcja Ip, (X) mo»e by¢ zatem traktowana jak zmienna losowa o rozk®adzie
dwupunktowym

Plp,(X)=1 = Ps; Plp,(X)=0 =1 P, (A.57)
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X2

+
fyx(x)= const

Rys. A.1. Klasyczna metoda Monte Carlo. Symulacje losowe w przestrzeni oryginalnej, n = 2.

gdziePs = P X 2 D¢ . Wartox¢ oczekiwana oraz wariancjdp, (X) wynosz;
Elp,(X) =1 P +0 (1 P¢)= Ps; (A.58)
Var Ip, (X) = E 15, (X) Elp (X) °=Pr P2=Pi(1 P;): (A59)

W celu obliczenia prawdopodobie«stwa awarii w metodzie Mae Carlo wprowa-
dza si} nastjpujjcy estymator warto+ci oczekiwanej funkcji charakterystycznej:

1 X
Bip, (X) = N o (X ®y =, (A.60)
k=1
gdzieX ) k=1:::::N, sj niezale»nymi wektorami losowymi o g'stoci praw-

dopodobie«stwaf x (x). Jak 2atwo pokaza¢, wartox¢ oczekiwana i wariancja es-
tymatora (A.60) dane sj wzorami

X

EB = 27 Elp (XM) = NPy = Py (A61)
k=1
1 X 1 1

Var B = Nz Varlo, (X M)y = 2P P)= TP Pr): (A62)

k=1
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Estymator (A.60) jest wilc nieobcij»ony, a odpowiadajjcy mu wspdaczynnik
Zmiennoxci ma posta¢

49— s
Var B 1 P

MTTEB NPy

(A.63)

Przekszta®cajjc rownanie @A.63) dostaje si} nastipujicy wzér na liczb] symu-
lacji (wielko+¢ prébki) N :

1 P
;P
Co ciekawe, liczba symulacjiN konieczna dla zapewnienia okrexlonej jakozci
wynikéw, mierzona wspo62czynnikiem zmiennOJ_rci,i9f , Nie zale»y od liczby zmien-
nych losowychn. Z drugiej strony, réwnanie (A.64) ukazuje najwilkszj s®aboz¢
klasycznej metody Monte Carlo. Chcjc uzyska¢ dobre oszac@mie wartoxciPs ,
np. odpowiadajjce wspd2czynnikowi b = 0:1, oraz spodziewajjc si} wartoxci
prawdopodobie«stwa awarii w przedzialel0 ¢ 10 3 nale»y obliczy¢ warto+¢
funkcji granicznej dlaN = 10° 10 realizacji zmiennych losowych. Czas takiej
analizy, szczeg6lnie wtedy gdy funkcja graniczna nie jestaha w sposdéb jaw-
ny i wymaga przeprowadzenia d2ugotrwa?ych oblicze« MES, @ w wijkszozci
przypadkéw trudny do zaakceptowania.

N =

(A.64)

Chocia» olbrzymi koszt obliczeniowy zwijzany z klasycznj retodj Monte
Carlo wyklucza korzystanie z tej metody w analizie niezawodozci z2o»onych
konstrukcji, ktdre modelowane sj za pomoc; tysijcy elemenbtw sko«czonych,
to w przypadku niewielkich zada« stanowi¢ mox»e ona alterngtv; dla innych
metod. Niezaprzeczalnymi zaletami klasycznej metody Mot Carlo jest jej intu-
icyjny charakter, 2atwox¢ implementacji, niewra»liwo+¢ ankszta®t obszaru awarii
oraz mo»liwot¢ przeprowadzenia symulacji w przestrzeniyginalnej, bez ko-
niecznozci transformacji do przestrzenu.

A.4.2. Metoda importance sampling

Metodj, ktéra pozwala na znaczni redukcj} wariancji estymatora prawdopo-
dobie«stwa awarii, a co za tym idzie na ograniczenie liczbyiazb}dnych symu-
lacji losowych N, jest importance sampling. Istnieje wiele odmian tej metog.
Przeglid tych, ktére znalaz®y najwijksze zastosowanie w aalizie niezawodno-
*ci konstrukcji mo»na znale'¢ w pracy [172]. Idea metody ingtance sampling
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opiera si} na spostrze»eniu, i» warto£¢ oczekiwanA(58) mo»na w sposéb row-
nowa»ny zapisa¢ jako

Z, Z,
Ex[lp, (X)] = Ip, () fx (x) dx
| {z—}
z 1 " z 1 f
_ x (V) _ fx (V)
= |1_{Z_1}| D (V) Sy (V)SV (v)dv=Ey Ip;, (V)SV V) (A.65)

n

gdziesy () jest 2jcznj gjstoxcij prawdopodobie«stwa n elementowego wektora
losowegoV, a Ex[] i Ey[] oznaczajj operacj; wartotci oczekiwanej odpowied-
nio wzglidem funkcji fx () i sy (). Poniewa» wartox¢ oczekiwana funkcji cha-
rakterystycznej rowna jest prawdopodobie«stwu awarii (zbd. (A.58)), dlatego
mo»na zapisa¢

_ _ fx(V) .
Pt = Ex[lo, (X)]= Ev Ip, (V)sv V) (A.66)
lub po transformacji zmiennych podstawowychX na standardowe zmienne nor-
malne U

_ _ "n(V50;0)
Pf - EU [I f (U )] - EV I f (V)nSVW f (A67)
gdzie | , jest funkcjj charakterystycznj obszaru awarii ¢ w przestrzeni U,

a' n(v;0;1) jest n-wymiarow;j &jcznj gjstoxcij prawdopodobie«stwa zmiennyc
normalnych o zerowych wartoxciach xrednich i jednostkowepacierzy kowarian-
cji. W takim przypadku estymator prawdopodobie«stwa awari o przyjmuje
posta¢ (por. (A.60))

(A.68)

Warto£¢ estymatora oblicza si} podstawiajjc do powy»szegevzoru realizacje
vk wektora losowegoV ¢ wygenerowane zgodnie z funkcjj gjstotcsy (), ktéra
nazywana jest gjstoxcij losujjci. Odpowiedni wybor glstozci losujjcej decyduje
o efektywnozxci metody importance sampling. Funkcja ta powina minimalizo-
wa¢ wariancj, estymatora (A.68). Mo»na pokaza¢ (zob. np. [173] strona 74), »e
je»elisy () bjdzie funkcjj proporcjonalnj do ' ,(v;0;1) w obszarze ca®kowania
(obszarze awarii), to wariancjalbf redukuje sij do zera. Warunek ten zapiszemy
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jako
I (V)" n(v;05l
sv (V) = () nvi0i1), (A.69)
Ps
lub w sposob réwnowax»ny

Z
sv(v)dv=1; i sy(v)= " n(v;0;I)I ,(v) prawie wszidziew ¢,

f
(A.70)

gdzie jest sta?j. W przypadku optymalnej gjstoxci losujjcej wystarczy tylko

jedna realizacja (w obszarze ;) aby otrzyma¢ dok®adnj wartox¢ prawdopo-
dobie«stwa awarii. Niestety, w celu znalezienia takiej gjgo+ci niezbjdna jest
uprzednia znajomo+¢ warto+cP; . Pomimo pozornej niepraktycznozxci, kryte-
rium (A.69) stanowi cennj wskazOwk! przy konstruowaniu gistozci losjjcych

bliskich optymalne;.

Cz}sto zdecydowanj popraw; efektywnozci obliczeniowej dsga si} wybiera-
jic jako gjstox¢ sy (v) n-wymiarow; gaussowsk;j funkcj} gjsto+ci o wartotciach
oczekiwanych w punkcie projektowymu , a wijc skupionj w obszarze, ktory
ma najwijkszy wp2yw na wartox¢P; (zob. rys. A.2)

Y
(vi oup): (A.71)
i=1

sv(v) = "n(v;u;l)=

W takim przypadku estymator prawdopodobie«stwa awarii przybiera posta¢

X Ve 0
b= L (Vi 0;1)

sz I, (Vi) NOTEDE (A.72)

1

Wybierajjc gaussowskj g;sto+¢ losujjcj (A.71) oszacowanie wartoxcPs nie
jest bardzo wra»liwe na kszta®t obszaru ; i za wyjjtkiem przypadkéw sil-
nie nieliniowych powierzchni granicznych prawdopodobi&stwo, »e realizacja
zmiennej losowej wygenerowanej zgodnie z gjsto+csiy ( ) znajdzie sij w obsza-
rze awarii wynosi oko2050%. Kontrastuje to z klasycznj metodj Monte Carlo
gdzie prawdopodobie«stwo tra enia realizacji w obszar avarii by2o mniej wij-
cej rowne obliczanemu prawdopodobie«stwu awarii. Liczneatwiadczenia w sto-
sowaniu metody importance sampling (w wersji A.72)) pozwalajj stwierdzi¢,
»e W wilkszozci przypadkéw zadowalajjcj estymacjiPs mo»na otrzymac¢ ju» po
wygenerowaniu od kilkuset do kilku tysilcy realizacji zmiennych. Jest to o wiele
rzjdow wielkoxci mniej ni» w przypadku klasycznego Monte Cdo.
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»

/n(u,01) =const

Uz

/o]
\

7 n(u,u’,l) =const

Ds

Rys. A.2. Metoda importance sampling. Symulacje losowe woké? punktu projektowego u
w przestrzeni standardowe;j.

Mimo niewijtpliwych zalet metody, istniejj pewne wa»ne ograniczenia, kto-
re mogj czasem utrudni¢ analiz; niezawodnozci przy pomocyaprezentowanej
techniki importance sampling (wyliczajijc za [172] te, ktore dotyczj symulacji
w przestrzeniU).

1. Gjstox¢ losujjcasy () mox»e nie by¢ dobrze dobrana.

2. Powierzchnia graniczna mo»e posiada¢ wiele punktéw pektowych (mi-
nimow lokalnych funkcji kuk pod warunkiem, »eh(u) = 0).

3. Jetli nale»y jednoczexnie rozpatrywa¢ wiele funkcji griaznych, wtedy
réwnie» mamy do czynienia z wieloma punktami projektowymi.

4. Funkcje graniczne mogj charakteryzowa¢ si} znacznj ujem;j krzywizni
w punkcie projektowym.

Sposobem przezwycij»enia wymienionych trudnozci wydajjisby¢ adaptacyjne
metody importance sampling, ktérych najwax»niejsze eleméyomowione zostady
w nastpnym podrozdziale.
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A.4.3. Metody adaptacyjne

Zgodnie z warunkiem @A.69), metoda importance sampling jest tym bardziej
efektywna im bardziej gjstox¢ losujjcasy () zbli»ona jest do oryginalnej funkcji
ajcznej gjstoxci prawdopodobie«stwa zmiennych losowych wbszarze awariiD¢
(lub ¢ jexli probki generowane sj w przestrzend). Poniewa» nie istnieje »ad-
na absolutnie skuteczna metoda doboru takiej funkcji, dlaégo zaproponowano
szereg metod dopasowania funkcgy () do hipotetycznej gistoxci idealnej.

Jednj z propozycji jest za®o»enie pewniej gjstotci losujg, wygenerowa-
nie poczjtkowej préby, a nastjpnie obliczenie wartotci tmnich oraz macierzy
kowariancji na podstawie tych realizacji, ktére znalaz®y § w obszarze awarii.
W pracy [19] jako funkcj; losujjci przyjjto wielowymiarowy rozk®ad normalny
zde niowany przez tak oszacowane momenty statystyczne. Rozez generowanie
kolejnych realizacji zmiennych losowych funkcjasy () jest cijgle udoskonalana,
gdy» parametry rozk®du estymuje si} na podstawie coraz liniejszej probki.
Przyjmuje si}, »e gjsto+¢ losujjca o tak uaktualnianym po2o>eniu oraz kszta?-
cie zbiega ostatecznie do gjstoxci idealnej. Niestety, zpnoxci tej nie mo»na
zagwarantowa¢, szczegolnie w przypadku z2ego poczjtkowegvyboru gjstoci
losujjcej.

Innym pomys@em jest przyjicie funkcji sy () jako sumy K sk2®adowych g;-
stoiciss)(v)

x
sv(v)=  wisP(v); (A.73)
i=1

jak najlepiej do fx () w obszarzeDs (lub do ' (;0;1) w ¢).

Najcz|tciej ka»da z elementarnych g:stOicSS)() we wzorze A.73) uak-
tualniana jest wraz z postjpem procesu symulacji losowychW artykule [116]
Karamchandani i in. przyjli g|stoxci SS)( ), i=1;:::;K, jako réwne oryginal-
nej jcznej gjstoxci prawdopodobie«stwa zmiennych losoveh, ktérych wartoci
oczekiwane przesuni'to do wybranych punktow®(), zwanych punktami repre-
zentatywnymi. Odpowiednie wspé2czynniki wagowe zde niowne sj wtedy jako
(w przypadku symulacji w przestrzeni standardowej)

wi = _ (0, 0:1) : (A.74)
TCARHOR))
j=1
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Oznacza to, »e wartotci wag sj proporcjonalne do wk2adu fa dany punkt
¢() wnosi do oszacowania warto+ci prawdopodobie«stwa awariirzeba tu row-
nie» podkrezli¢, i» efektywno+¢ dochodzenia do idealnegtyj+ci losujjcej zale»y
w znacznym stopniu od wyboruK poczjtkowych punktow reprezentatywnych
oraz rozk®adu prawdopodobie«stwa, z ktérego sj generowan&V podrozdzia-
le 5.1 omOwiono pewn;j wersj} powy»szego adaptacyjnego algorytmaapropo-
nowanj w pracy [278]. Po wprowadzeniu pewnych mody kacji ajorytm ten
wykorzystano w podrozdziale6.1, potwijconym analizie niezawodnozci w za-
gadnieniach dotyczijcych wytrzyma2o+ci zderzeniowej, doldiczenia prawdopo-
dobie«stwa awarii dynamicznie zgniatanej belki cienkozenne;.

W celu obliczenia warto+ci estymatora A.72) niezb}dna jest znajomo=¢ po@o-
»enia punktu projektowego. Niestety, bardzo czjsto specyka funkcji granicznej
uniemoxliwia wykorzystanie efektywnych gradientowych ajorytméw takich jak
iHLRF lub ARF w celu szybkiego i precyzyjnego znalezienia poktu u . Jed-
nym ze sposobow przezwycij»enia tego problemu jest aproksyacja oryginalnej
funkcji granicznej przy pomocy odpowiednio dobranej powiezchni odpowiedzi.

Odmiennj metod;j jest poszukiwanie punktu projektowego w trakcie samych
symulacji losowych oraz uaktualnianie funkcji gistoxci Isujjcej za ka»dym ra-
zem gdy znajdowane jest jego lepsze oszacowanie. ZazwyczaprzestrzeniU ja-
ko wyjxciowj gistox¢ losujjcj wybiera si; funkcj} 2jcznej g |stoxci standardowych
zmiennych normalnych (A.7) lub funkcj; typu ( A.71), gdzie punkt u specy -
kowany jest na podstawie pewnej wiedzy na temat analizowag® zagadnienia.
Pomijajic szczegé®y dotyczijce pierwszych krokéw algorytma i przyjmujjc, »e
aktualnie gjstox¢ losujjca skoncentrowana jest nad puntem w obszarze awa-
rii, zasada zmiany po2o»enia g;stotci losujjcej sprowadzai; do sprawdzenia,
czy wygenerowana realizacja wektora losowego prowadzi dgemnej wartozci
funkcji granicznej i czy norma tego wektorakuk jest mniejsza od normy wek-
tora przyjmowanego dotychczas jako wektor wartoxci tredci. Jezli tak jest, to
punkt ten przyjmuje si; jako nowy wektor wartoxci xrednich wde nicji gjstoxci
losujjcej, a estymator prawdopodobie«stwa awarii przybiea posta¢

' .0 . 2) .
B, = i R I (V_(l)) n(Vi(l).0,|) + Xz | (V_(z)) ”(Vi( )’0’|)
f N . f | ' V(l) (1)| ) f 1 , V(z) (2)|
i=1 (Vi u®in) s a(Vi?;u@:1)
+ i+ | f(Vi(m)), n((nlq) ;0;1) (A75)
i=1 n(Vi s umst)

gdzieN = N1+ N+  + Np, jest ca®kowitj liczbj wygenerowanych realizaciji,
m jest liczbj zmian funkcji g'stoxci losujicej, ' n(v®;u®;1) jest poczjtkow;
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funkcjj g'stoxci losujjcej (umieszczoni nad punktem u®), zgodnie z ktorj wy-
generowanoN realizacji,' n(v®;u®:;1) jest zmody kowanj g'!stocij losujicj
s2u»icj do wygenerowaniaN, realizacji itd.

Nie ulega wijtpliwozci, »e adaptacyjne techniki importancesampling, w kt6-
rych punkt projektowy lokalizowany jest zgodnie z przedstavionj powy»ej pro-
cedurj, sj znacznie mniej efektywne od metod gradientowyctw przypadku ré»-
niczkowalnych funkcji granicznych. Stanowij jednak interesujjcj alternatyw;,
gdy warunek ten nie jest spe@niony.
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B

Algorytmy tworzenia optymalnych
daci«skich hiperkostek

Plan eksperymentéw zwany 2aci«skj hiperkostkj (ang.Latin hypercube - LH)

lub te» n-wymiarowym kwadratem 2aci«skim de niuje si} za pomocj macierzy
L o N wierszach in kolumnach, gdzie ka»da z kolumn jest permutacjj liczb
ca®kowitych od 1 doN (N to ilo£¢ punktéw). Wiersze macierzyL zawierajj

dyskretne wspo6?rzjdne poszzcze%élnyzch punktow. Mo§>emy zamn zapisa¢

X1 X11 X1n
L:Q;gzﬁ : : £, (B.1)
XN XN1 XNn

gdzie x; jest j-tym punktem probki/planu eksperymentoéw. Charakterystyczni
cechj LH jest to, »e dowolnie wybrane dwa punkty nie majj »adej wspodrzidnej
takiej samej. Na rys.B.1 pokazano przyk®adowe macierze oraz odpowiadajjce
im rozk®ady punktow kwadratéw 2aci«skich.

N=6,n=2 N=8,n=4
16 2 3
1 4 12 l * 15 2 415
—L 2 5 2 2 3187
*— 3 3 ® 3 4 4371
L= L= L=
6 4 6 ® 4 1 57 37
T 5 4 5 6 6 25 6
o 61 )\ 6 3 78 4 2
8 56 4

Rys. B.1. Przyk®dowe macierze oraz uk®ady punktow 2 i 4 wymiarowych kwadra-
téw/hiperkostek 2aci«skich.

Szczegolny przypadek LH stanowij wielowymiarowe optymale kwadraty
aaci«skie, czy te» optymalne 2aci«skie hiperkostki (angoptimal Latin hypercu-
be - OLH). Sj one niezwykle wa»nym elementem omawianych w ninjezej pracy
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metod analizy niezawodnozci oraz optymalizacji odpornoitevej. W rozdziale 4
pokazano, »e estymacja momentow statystycznych funkcji Bbwych za pomo-
ci metod symulacyjnych wykorzystujicych OLH jest du»o bardziej efektywna
w poréwnaniu do klasycznych, czysto losowych metod symakyjnych. Plan
OLH posiada réwnie» w2atciwox¢ rownomiernego wype2niaraaalizowanego
obszaru, co jest nies?ychanie istotne przy konstruowaniu gwierzchni odpowie-
dzi, jak rownie» w metodach losowego przeszukiwania.

Niestety, w przypadku du»ej liczby zmiennych oraz punktéw whodzjcych
w sk?ad planowanego eksperymentu numerycznego, znalezierakiej kon gu-
racji aci«skiej hiperkostki, ktdra jest optymalna (w rozumieniu pewnego kry-
terium) nie jest 2atwe i wymaga u»ycia wyspecjalizowanych lgorytméw. Omo-
wione zostanj dwie metody budowania OLH.

Poni»ej, w podrozdzialeB.2, przedstawiona zosta?a tzw. metoda CP s2u»jca
do konstruowania optymalnych hiperkostek, a w podrozdzia B.3 omoéwiony jest
wyspecjalizowany algorytm genetyczny, ktory w przypadku di»ych wartoxciN
i n okazuje si} by¢ bardziej efektywny od CP. Prezentacja algotméw poprze-
dzona jest przeglidem kryteriébw optymalnozci oraz sformu$waniem problemu
optymalizacji. W podrozdziale B.4 omoéwione sj stosowane kryteria zbie»nozci
algorytmow.

Du»j zaletj planbw OLH jest ich uniwersalno+¢. Raz wygenemwana opty-
malna n-wymiarowa hiperkostka o N punktach mo»e by¢ zapisana i u»ywana
wielokrotnie do ro»nych zada«, w ktorych wystjpuje n-zmiennych losowych.

Ostatecznym celem przedstawianych algorytmow jest otrzyranie wspo62rzd-
nych N punktéw w przestrzeni R" (N realizacji n-wymiarowego wektora loso-
wego). Wygenerowana probka musi oczywitcie uwzglidnia¢ zk*ady prawdopo-
dobie«stwa zmiennych losowych. W podrozdzial®.7 wyjatniono w jaki spos6b
wykorzysta¢ hiperkostki 2aci«skie do generowania probelezmiennych losowych
o rozk®dach cijgdych.

Prezentowany w niniejszym dodatku materia? opiera si} w znaznym stopniu
na rozwa»aniach zamieszczonych w pracy [150].

B.1. Kryteria optymalizaciji

W celu zde niowana kryteriow, wzglidem ktérych optymalizowany bldzie
uk®ad punktéw 2aci«skiej hiperkostki, wprowad!my trzy funkcje okrexlone na
zbiorze dopuszczalnych kon guracji hiperkostek o wartotiach w R.
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Funkcja d zde niowana jest jako kwadrat najmniejszej (euklidesowe) odle-
g2ozxci pomildzy dwoma punktami planu eksperymentow

— H . L2
d(L) := . i;Jmlr,l‘;iej kxi  Xjk=: (B.2)

Przyjmijmy nastjpnie, »e ny jest liczbj wystjpie« minimalnej odleg®oxci (B.2).
Dla danej realizacji 2aci«skiej hiperkostki bjdzie to ngq(L).

Ostatnia funkcja, G, dana jest przez analogi; do sumy wzajemnych si# dzia-
dajicych na zbior elektrycznie na?adowanych czjstek (zob[7] i [11])

Y L

G(L) = P 2

i=1 j=i+1

(B.3)

Funkcje te posdu»j teraz do zaproponowania dwdch kryteriowoptymalizacji 2a-
cikskich hiperkostek.

Kryterium najmniejszej odleg@ozci

Przyjmuje sij, »e hiperkostka 2aci«skal 1 jest lepsza od.; jexlid(L1)>d (L>2).
W przypadku gdy d(L1) = d(L»), L1 jest lepsza odL > jexling(L1) <ng(L>2).

Kryterium si@

L, jest lepsza odL, jexliG(L1) < G(L>).

Nale»y zauwa»y¢, »e sprawdzenie warunku rownozci wystipog w pierw-
szym kryterium implementuje si} réwnie» jako sprawdzenie éwnozxci nawet w ra-
mach arytmetyki zmiennoprzecinkowej. Wynika to z tego, i» préwnywane sj
kwadraty odleg®oxci punktéw o wsp6?rzjdnych ca2kowitolizbowych, a wiic licz-
by ca®kowite.

Zmieniajjc kon guracj, punktow w 2aci«skich hiperkostkac h tak, by polep-
szy¢ warto+¢ danego kryterium (maksymalizowa¢ pierwszeduminimalizowa¢
drugie) otrzymuje si; w wyniku taki plan eksperymentéw, ktdry wype2nia row-
nomiernie objjto+¢ n-wymiarowej hiperkostki (ang. space lling design). Unika
sij w ten sposob koncentracji punktow w niektérych obszarak (ang. clustering),
a w konsekwencji, pozostawienia innych obszaréw niezbadgmi. Na rys. B.2 po-
kazano przyk®adowe kon guracje kwadratu 2aci«skiego przii po optymalizaciji.
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Rys. B.2. Kwadrat 2aci«ski (N =50;n = 2). Po lewej uk®d losowy, po prawej optymalny.

B.2. Algorytm CP

Metoda CP zosta®a zaproponowana przez Parka w [193], a naptlie zmo-
dy kowana w pracy [264]. Skrét CP pochodzi od pierwszych lier angielskiej
nazwy columnwise-pairwise, co mo»na przettumaczy¢ jak&olumnami i pa-

rami . Nazwa ta wynika wprost z dokonywanych w algorytmie przekszta?ce«
macierzy L.

Na potrzeby prezentacji okrexlmy mianenprostej zamiany takj mody kacj,
kolumny macierzy L, ktéra polega na zamianie miejscami dwéch elementéw
tej kolumny. Poni»ej, w postaci pseudo-kodu, przedstawioa jest operacja tzw.
przeczesywania macierzy. (ang. CP-sweep

fori=1::n
for j =1 ::liczba mo»liwych zamian
Dokonaj prostej zamiany elementéw paryj .
Oblicz wartox¢ kryterium.
Powr6¢ do stanu sprzed zamiany.
end of for-loop
Zamie« kolumn] i na t}, ktéra odpowiada najlepszejprostej zamianie

end of for-loop
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Oczywizcie, przez lepszj bjd! te» najlepszj prostj zamian;} rozumie si} tak;
zamian}, ktéra prowadzi do odpowiedniej poprawy wartoxci whbranego kryte-
rium optymalizacji. Przeczesywanie jest wijc strategij systematycznego spraw-
dzania wszystkich kolumn macierzyL pod kjtem znalezienia najlepszej mo»liwej
prostej zamiany.

W pewnym uproszczeniu, algorytm CP polega na wielokrotnym wkona-
niu operacji przeczesywania a» do spe®nienia warunku zbiex*ci (zostanie on
omowiony w punkcieB.4). Wynikiem dzia®ania algorytmu jest macierzL o opty-
malnej kon guracji, determinujjca plan eksperymentéw OLH.

Czasem dla odré»nienia od OLH oraz dla podkrezlenia, »e manap czy-
nienia z 2aci«skj hiperkostkj o losowym uk®adzie punktéw, wywa¢ bjdziemy
skrétu RLH, od angielskiej nazwy random Latin hypercube Zbudowanie RLH
jest zadaniem bardzo prostym w implementacji i polega na wygnerowaniu n
losowych permutacji liczb 1 do N, bez koniecznozci zmiany kon guracji punk-
tow.

B.3. Algorytm genetyczny

Algorytmy genetyczne sij obecnie bardzo powszechnie stosamymi meto-
dami optymalizacji globalnej. Znajdujj one zastosowanie wszerokiej klasie za-
gadnie« nauki i techniki. Najwa»niejsze operacje wchodzgw sk?ad algorytmu
genetycznego wyszczegolnione sj w poni»szym pseudo-ka&dzi

Losowo wygenerujpopulacj; poczijtkow;.

Dokonaj oceny osobnikéw populacji poczijtkowej

while ( nie jest spe®niony warunek zbie»nozci )
Dokonaj selekcji Zachowaj jedynie najlepiej przystosowane osobniki.
Na zachowanych osobnikach przeprowad! operacjkrzy»owania
Dokonaj losowychmutacji osobnikow.
Dokonaj oceny nowej populaciji.
Sprawd?! warunek zbie»nozci.

end of while-loop

W przypadku zadania optymalizacji 2aci«skich hiperkostekistniejj ré»ne
wersje algorytmu w zale»nozci od sposobu zde niowania opsaji selekcji, krzy-
»0owania, mutacji oraz wyboru populacji poczijtkowej. Na prak2ad, w pracy [11]
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u»yty zosta? standardowy algorytm genetyczny ogélnego peznaczenia do znaj-
dowania OLH wed?2ug kryterium (B.3). To podejtcie wymaga jednak specjalne-
go kodowania zmiennych projektowych, ktérymi sj wsp6?rziche punktoéw, oraz
wprowadzenia do sformu2owania funkcji celu specjalnych éanéw wymuszajj-
cych spe®nienie przez dany uk?®ad punktow za2o»e« 2aci«gkigperkostki (»adna
wspédrzjdna punktu nie powtarza si}).

W odré»nieniu od tego podejtcia, zaimplementowany przez tra algorytm
genetyczny zosta? zaprojektowany specjalnie pod kijtem spg cznego problemu
tworzenia OLH. W zainspirowanej pracj Simpsona [219] metodie wszystkie
operacje genetyczne zde niowane sij bezpozrednio na madechL, zob. (B.1),
w taki sposdb aby zachowa¢ ich charakterystycznj budow]. Wynienione powy»ej
podstawowe elementy algorytmu genetycznego okrexlone sast|pujjco:

Populacja poczjtkowa.  Dzia®anie algorytmu rozpoczyna si; od losowego
wygenerowaniaN o, macierzy L reprezentujjcych poczijtkowj populacj; hiper-
kostek 2aci«skich. Ze wzglidu na zde niowanj dalej operagjselekgji, liczba N pop
musi by¢ parzysta.

Selekcja. Uwzglidniajjc jedno z kryteriébw optymalizacji opisanych w B.1,
zatrzymuje si; Npop=2 najlepszych hiperkostek. Pozosta®e sj pomijane. Hiper-

En.. =2
pop

Krzy»owanie. W trakcie tej operacji, przedstawionej schematycznie na
rys. B.3, z Npop=2 hiperkostek wybranych na etapie selekcji (rodzicow) ge-
nerowanych jestNpop nowych hiperkostek ( dzieci).

Macierz E, odpowiadajjca najlepszej 2aci«skiej hiperkostce umieszana jest
na poczjtku nowej populacji. Oznaczamy jj jako L 1. Ta sama macierz umiesz-
czana jest rownie» na miejscWNpqp=2 + 1. W wyniku krzy»owania najlepszej
daci«skiej hiperkostki zk-tj, k 2 [2,Npop=2], powstajj dwie nowe hiperkostki.
Pierwszj hiperkostk] (w nowej populacji o indeksie k) tworzy sij przez zastjpie-
nie wybranej losowo kolumny macierzy€, odpowiednij kolumnj macierzy Ey.
Macierz drugiej hiperkostki, o indeksieNpqp,=2 + k, powstaje przez zastjpienie
losowo wybranej kolumny Ey przez odpowiednij kolumn! z E;.

Mutacja. Ta nies?ychanie istotna operacja genetyczna wykonywana e na
wszystkich hiperkostkach z populacji za wyjjtkiem najlepszej, o macierzylL ;.

ona na zamianie miejscami dwéch losowo wybranych wyrazéw konny, jezli
wygenerowana z rozk®adu jednostajnegfD; 1] liczba ma warto£¢ mniejszj ni»
za?o»ona warto+¢ progowpmyt -
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L, L,
L, L,

Rys. B.3. llustracja operacji krzy»owania algorytmu genet ycznego w przypadku Npop, = 8.
Nale»y zauwa»y¢, »e po krzy»owaniuL; i Ls sj takie same jak C1 - macierz najlepszej 2aci«-

skiej hiperkostki przed krzy»owaniem. Na etapie mutacji L1 nie jest jednak mody kowana, co
sprawia, »e jedna kopia najlepszej hiperkostki zostaje zawsze zachowana.

Po selekcji (rodzice)

i

Ls L6l

Po krzy»owaniu (dzieci)

Wystpujicy w pitli - while pseudo-kodu warunek zbie»nozxci algorytmu ge-
netycznego przedstawiony jest w podrozdzial®.4.

B.4. Warunki zbie»nozci

Warunki zbie»nozxci zaprezentowanych algorytméw oméwiorepstanj na przy-
k2adzie kryterium si® wykorzystujicego funkcj; G danj réwnaniem (B.3). Za-
réwno w przypadku metody CP, jak te» algorytmu genetycznegowarunek zbiex»-
nozxci algorytmu sprowadza si} do poréwnania aktualnej zmiay warto+ci kryte-
rium do zmiany poczjtkowej. Ze wzglidu na specy k| obydwu metod istniejj
istotne ré»nice w implementacji tego warunku i dlatego wymga on osobnego
omowienia dla ka»dego z algorytmow.

Algorytm CP
Oznaczmy przez Gi zmian] wartoxci funkcji G po pierwszej iteracji, tzn. po
pierwszej operacji przeczesywania. Warunek zbie»nozcitdky sprawdzany jest
po iteracji k ma nastjpujjcij posta¢:

Gk < Gi1: (B.4)
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gdzie Gy jest zmianj wartozci funkcji G na k-tej iteracji, a  jest parametrem.
W przyk®adach numerycznych przedstawionych w dalszej czgt tekstu przyjito

=10 5. Spe2nienie nierowno=ciR.4) powoduje zako«czenie dzia®ania algoryt-
mu. Oczywitcie, proces optymalizacji trwa tym d2u»ej, im wksze sj wartozci
N i n oraz im mniejsza jest warto+¢ . Na przykdad, utworzenie optymalnej 2a-
ci«skiej hiperkostki w przypadku N = 30 i n = 6 wymaga®o3l iteracji. Warto+¢
funkcji kryterium odpowiadajjca OLH wynosifa G(L) = 0:5331

Algorytm genetyczny

W odré»nieniu od operacji przeczesywania z metody CP, wygenowanie nowej

populacji macierzy L w zaproponowanym algorytmie genetycznym jest zada-
niem stosunkowo tanim i nie wymagajjcym d2ugiego czasu pracprocesora.

Z drugiej strony, prawdopodobie«stwo, »e nastjpna popula@ nie przyniesie

poprawy kryterium optymalizacji nie jest pomijalne, a co zatym idzie zamiast

rozpatrywa¢ zmian] warto+ci funkcji G w czasie »ycia jednej populacji nale»y
poréwnywa¢ 2jczne zmiany generowane przeg populacji (zazwyczaj zak®ada
sij sij p=50 lub 100. Jako warto+¢ odniesienia przyjmuje si} wijc

Gp= G(Lp) G(Lo); (8.5)

gdzie L, odpowiada najlepszej hiperkostce p-tej populacji, a Lo odpowiada
najlepszej hiperkostce w losowo wybranej populacji poczkowej. Jeli numer
populacji k jest wielokrotnozcij p, sprawdzany jest nastjpujjcy warunek zbie»-
Nozci:

G(Lx) G(Lk pp< G (B.6)

W obliczeniach przyjito =10 7. Stosujjc algorytm genetyczny do znalezienia
kon guracji OLH w przypadku N =30 i n =6, zbie»nox¢ rozwijzania zosta®a
osijgnijta po oko?o 3300 pokoleniach, dajjc w wyniku G(L) = 0:5326

B.5. Analiza z%»onozci obliczeniowej algorytmu CP

Dok?adna analiza z2o»onozci obliczeniowej zaréwno algomu CP jak i algo-
rytmu genetycznego wydaje si} by¢ zadaniem bardzo trudnyma wrjcz niemox»-
liwym. Jednak»e, jak to zostanie pokazane poni»ej, w przypku metody CP
jestexmy w stanie poda¢ oszacowanie czasu rozwijzania, edowinno okaza¢
sij przydatnym z punktu widzenia praktyki.

Poprzez z2o»onox¢ obliczeniowj rozumiemy asymptotycznyzwost czasu dzia-
dania algorytmu wraz ze wzrostem liczby punktéwN oraz liczby zmiennychn.
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W przypadku funkcji T(N) zapisT = O(N%) oznacza, »e istnigjj takie sta?es;
i &, dla ktérych
eN9<T < &N (B.7)

je»eliN jest dostatecznie du»j liczbj. Zale»no£¢ tj wyrazi¢ mo»nadwnie» jako
T N

W celu oszacowania z?0»onozxci obliczeniowej operacji przesywania algo-
rytmu CP (zob. pseudo kod na stronie288 nale»y pamijta¢, »e:

Zewnitrzna pitla przebiega n kolumn macierzy L.

W ka»dej kolumnie dokonuje si; sprawdzenia wszystkich mowkych pro-
stych zamian. Jest ichN (N 1)=2, a wilc O(N?).

Ka»da prosta zamiana pocijga za sobj koniecznox¢ uaktuakmia odleg?o-
*Ci pomijdzy punktami planu LH. Odleg®ozci te tworzj maciez N N.

Nale»y jednak zauwa»y¢, »e za wyjjtkiem pierwszej iteragjinie jest ko-
nieczne obliczenie wszystkich odleg2o+ci mijdzypunktovgh. Zamiana
miejscami dwdch elementéw kolumny macierzyt powoduje jedynie ko-
nieczno+¢ uaktualnienia wartoxci w dwdch wierszach oraz deh kolum-
nach macierzy odleg®ozci. Ze wzglidu na symetri; tej maciay, pocijga to

za sobj wykonanie2N 3 oblicze« odleg®o+ci punktow na jednj operacj,
prostej zamiany, a wijc wymagaO(N) operacji. Po uaktualnieniu macie-
rzy odleg?ozci nale»y nast}pnie obliczy¢ warto+¢ kryterio optymalizaciji,

co wij»e si! z przeprowadzeniemO(N ?) dodatkowych operacji. Osta-
tecznie, oszacowanie nak®adu oblicze« wykonywanych przykazji jednej

prostej zamiany Tgyap WYNosi

Towap N + N2 (B.8)

Podsumowujjc powy»sze spostrze»enia mo»na napisa¢, »e»ptw+¢ obliczenio-
wa operacji przeczesywania wyra»a si; wzorem

Tecp  nNN?(ciN + N 2): (B.9)

Jedynym elementem, ktéry nale»y jeszcze uwzglldni¢ w naszanalizie jest
(nieznana) liczba powt6rze« operacji przeczesania. Oznamy jj przez (N;n).
Na podstawie wykonanych testow wydaje si}, »e uprawnione f nast|pujjce
zafo»enie:

(N;n) N: (B.10)
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Ostatecznie, rownania B.9) oraz (B.10) prowadzi do oszacowania cakowitej
z2o»ono=ci obliczeniowej algorytmu CP jako

Tior NN 3(ciN + N 2): (B.11)

Na podstawie powy»szego wzoru nale»y podkrezxli¢ bardzasihieliniow; zalex»-

nox¢ czasu poszukiwania optymalnej kon guracji hiperkosi 2aci«skiej od liczby
punktéw N. Bardzo zgrubnie mo»na za®o»y¢, B N9 gdzieq2 (3;5). W ce-
lu wery kacji tego oszacowania przeprowadzono szereg te®t/ numerycznych
przyjmujic n = 2;3;6 oraz N = 100;120:::;200 Na rys. B.4 pokazane jest
poréwnanie z2o»onozci obliczeniowej uzyskanej z testow al@»noz+cij potjgow;

typu N9 Dopasowujjc warto+¢ wyk®adnikag do otrzymanych czaséw optyma-
lizacji (obliczonych jako warto+¢ +rednij z 10 testow dla kadej wartoxciN)

dostajemy q = 3:65; 3:95; 3:65 dla, odpowiednio, n = 3;4; 6. Konserwatywnym

podejtciem wydaje si} przyjicie np.q=4.

Rys. B.4. Wery kacja teoretycznie z%o»onozci obliczeniowej T N9 algorytmu CP.

Aby uxwiadomi¢ sobie ogromny nak®ad oblicze« zwijzany z twaeniem du-
»ych planbw OLH, mo»na oszacowa¢ czas utworzenia 2aci«gkmperkostki o
N = 1000 i n = 3 na podstawie wynikbw dlaN = 100. U»ywajjc jednego
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procesora Pentium4 3:20GHz na komputerze typu PC wygenerowanie takiej
hiperkostki zajj2oby ponad 10 dni!

B.6. Dobor parametréw algorytmu genetycznego

Na podstawie przeprowadzonych licznych testéw numeryczmh ustalono, »e
parametrami, ktére maj;j decydujjcy wp?yw na efektywno+¢ dza®ania algoryt-
mu genetycznego sj liczebnox¢ populady o, oraz prawdopodobie«stwo mutaciji
Pmut -

Optymalne wartozci tych parametréw zale»j zaréwno od liczi punktow N
jak i liczby zmiennych n. Na rys. B.5 pokazano jak zmienia si; kryterium opty-
malizacji w funkcji czasu pracy procesora w przypadku 2acikiej hiperkostki
zawierajjcej 100 punktéw w 10 wymiarach. Mo»na zauwa»y¢, »e przyjicie zbyt
ma?ego prawdopodobie«stwa mutacjipmy: = 0:01 prowadzi do bardzo wolnej
zbie»nozci algorytmu niezale»nie od wielkoxci populadjiop. Powijkszanie po-
pulacji hiperkostek zwilksza prawdopodobie«stwo wystjpenia korzystnej mo-
dy kacji w trakcie operacji krzy»owania, ale rownoczexniavyd®u»a czas trwania
tej operacji. Po wykonaniu wielu testoéw dla ré»nych hiperkastek wydaje sij, »e
wartoxci Npop = 50 i pmyt = 0:1 mo»na przyji¢ jako bezpieczne rozwijzanie
dla szerokiej klasy @aci«skich hiperkostek.

Warto w tym miejscu zaji¢ si} rownie» poréwnaniem efektywnatci algoryt-
mu genetycznego oraz algorytmu CP. O ile w zadaniu optymalicji hiperkostki
o N = 100 punktach i n = 10 wymiarach szybko+¢ zbie»nozci algorytmu CP
przewy»sza algorytm genetyczny (zob. rysB.5), o tyle dla N =300 i n =10
zbie»nox¢ algorytmu genetycznego jest znacznie lepsza wdwenaniu do CP,
rys. B.6. Na podstawie testbw numerycznych sugeruje si; korzystaei z algo-
rytmu CP w przypadku N < 150 a z algorytmu genetycznego w przypadku
wilkszych hiperkostek 2aci«skich. Oczywitcie granica tagst dosy¢ rozmyta i za-
le»y rébwnie» w pewnym stopniu od parametrun, ale ogdlny trend jest bardzo
czytelny - algorytm genetyczny jest lepszym wyborem dla duych planéw LH.
Znacznj zaletj tego algorytmu jest rownie» jego stabilno+¢Krzywe zbie»nozci
zawsze sj podobne do tych z rysunkovB.5 i B.6, a w czasie testow nigdy nie za-
obserwowano zbie»nozci do lokalnego minimum ani przypadkgdzie algorytm
CP dawa®by zasadniczo lepsze rozwijzanie.
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Rys. B.5. Krzywe zbie»nozci algorytmu CP oraz algorytmu genetycznego dla wielu kombinaciji

parametrow Npop | pmut W zadaniu optymalizacji LH o N =100 i n = 10. U»yto kryterium

si? dane funkcjj ( B.3).
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Rys. B.6. Poréwnanie zbie»noxci algorytmu CP i algorytmu genetycznego (Npop = 50 i
pmut = 0:1) w przypadku hiperkostki 2aci«skiej o N =300 punktach i n = 10 wymiarach.
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B.7. Wykorzystanie 2aci«skich hiperkostek do generguwéhigk
zmiennych losowych o dowolnych rozk®adach
prawdopodobie«stwa

Opiszemy tu, jak wykorzysta¢ otrzymanj w procesie optymalzacji macierz
L, opisujjci przy pomocy wspo6?rzjdnych ca2kowitoliczbowyd uk®ad punktow
OLH, do generowania probek zmiennych losowyctX o dowolnych funkcjach
gistoxci rozk?adu prawdopodobie«stwa. Metoda ta dotyczy®czywitcie bjdzie
wszystkich 2aci«skich hiperkostek, ktérych szczegélnymmypadkiem sj hiper-
kostki optymalne - OLH.

Przypomnijmy, »e ka»da kolumna macierzyL odpowiada jednej zmiennegj lo-
sowej 0 zadanym rozk2adzie prawdopodobie«stwa. Kolumna tgest permutacjj
liczb od 1 doN. Realizacjaxyx(m) zmiennej losowejX,, 1 k n, odpowiada-
jicej liczbie m, 1  m N, w k-tej kolumnie macierzy L wyznaczana jest przy
pomocy dystrybuanty zmiennej X w nastjpujjcy sposoéb:

Xi(m) = Fy %m); (B.12)
gdzie
m 1

Metoda kryjjca si} za powy»szymi wzorami sprowadza si} do palzielenia za-
kresu zmiennozci ka»dej zmiennej losowej Nd przedzia®6éw o réwnym praw-

nym xrodkom (medianom) zmiennejX y w tych przedzia®ach. Innym mo»liwym
rozwijzaniem jest wybor xy (i) w sposéb losowy wewnitrzi-tego przedziadu.
W pracach [119] i [100] pokazano jednak, »e wybdér median bjdte» warto-
*ci xrednich (tutaj niezbdne jest ca®kowanie numerycznezmiennych losowych
wewnitrz przedzia®éw prowadzi do bardziej precyzyjnej estmacji (mniejszej
wariancji estymatoréw). Zagadnieniom wyboru po2o»enia poktow wewnitrz

komorki 2aci«skiej hiperkostki potwijcono wijcej uwagi w ozdziale 4.

Nale»y pamijta¢, »e w ogélnym przypadku zmienne losowe mogqosiada¢
dowolne rozk®ady prawdopodobie«stwa oraz by¢ skorelowan& drugiej stro-
ny, opisana metoda generowania realizacji zmiennych losgeh na podstawie
planu eksperymentéw danego przez hiperkostk! 2aci«skj niewzglidnia »adnej
wzajemnej zale»nozxci zmiennych. Aby zatem méc wykorzystddH w symula-
cjach losowych, oryginalne zmienne muszj by¢ uprzednio petransformowane
na zbior niezale»nych zmiennych losowych. W przypadku, gdgnana jest funk-
cja #jcznej gistoxci prawdopodobie«stwa zmiennych moxligvjest zastosowanie
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transformacji Rosenblatta [209], a je»eli znane sj jedynidrzegowe rozk®ady
prawdopodobie«stwa zmiennych losowych oraz macierz wsp@/nnikéw kore-
lacji, mo»na u»y¢ transformacji Natafa [183]. Zachowujjc riar} prawdopodo-
bie«stwa, obydwie te transformacje przekszta®cajj orygialne zmienne losowe
na niezale»ne standardowe zmienne gaussowskie, zob. réGsmpodrozdzia®A.2
w dodatku A. Realizacje zmiennych wygenerowane w przestrzeni standiowej
zgodnie z regu?j B.12) sj nastipnie przy pomocy transformacji odwrotnej prze-
kszta®cane na zmienne oryginalneX. Na rys. B.7 przedstawiono przyk2adowe
plany eksperymentdw generowanych przy pomocy OLH i RLH w prgpadku
dwdch jednakowych zmiennych o rozk®adach jednostajnych ild ro»nych warto-
+ci wspbddczynnika korelacji wzajemnejxy = Cov(X;Y )T (X) (Y)] (wspé?-
czynnika Pearsona). Poréwnujijc otrzymane wykresy mo»na aava»y¢, »e nieza-
le»nie od wartoxci , uk®ad punktéw OLH charakteryzuje sij pewnj regularno-
*cij, symetrij i jednorodnozcij. Trzeba jednak zaznaczy¢pe wspomniane trans-
formacje nie gwarantujj rownomiernego roz®o»enia punktévprzy rzutowaniu na
poszczegolne osie. Inne znane autorowi metody narzucenigorelacji pomijdzy
zmiennymi losowymi, ktére zachowujj jednoczetnie réwnorerno+¢ roz2o»enia
punktéw przy rzutowaniu, polegajj na odpowiedniej zmianiekolejnozci kolumn
macierzy L, zob. [89, 100, 105]. Algorytmy te sj w wijkszo*ci przypadk& bar-
dziej zo»one obliczeniowo od metod transformacyjnych i geznaczone sj za-
zwyczaj do narzucenia warto+ci tzw. wspé3czynnika korelicSpearmana (jest
to wspéiczynnik korelacji Pearsona, liczony dla rang zmiaewych). Wydaje si}
jednak, »e podejtcie wykorzystujjce transformacj; do zmienych niezale»nych
jest bardziej uniwersalne i nie wymaga tworzenia nowej 2agskiej hiperkostki
dla ka»dej macierzy korelacji. Pozwala to na wykorzystani¢ej samej, uprzednio
przygotowanej optymalnej 2aci«skiej hiperkostki, do przyadku dowolnej kore-
lacji zmiennych losowych.

B.8. Poréwnanie kryteriow optymalizacji w zadaniu esfiymac
momentéw funkcji losowych

W podrozdziale B.1 wprowadzono dwa kryteria optymalizacji u»ywane do
znalezienia optymalnej kon guracji 2aci«skiej hiperkoski. Sj to: kryterium naj-
mniejszej odleg®ozci oraz kryterium sid. W celu poréwnanigych kryteriow oraz
aby oszacowa¢ poprawnoz¢ estymacji momentéw statystycaty funkcji loso-
wych przy u»yciu metod symulacyjnych wykorzystujjcych plany OLH, przepro-
wadzono szereg testow z tzw. funkcjj Rosenbrocka (zwanj tefeinkcjj bananowi)



B.8 Poréwnanie kryteriévx./ Optymali.z.acj.i'w zadaniu estymacj i momentow 299
i RLi;|. 0:0, ~=0:16 OL.I:| .;)0: .0.(.)(;?
: "RLH ..(.)95.... 0:943 .(.)::H: .:;);5. - 0:949

Rys. B.7. Poréwnanie rozrzutu 100 punktéw eksperymentalnych planéw OLH i RLH w przy-

padku dwéch jednakowych zmiennych o rozk®adzie jednostajnym.

oznacza zak®adany wspo6?-

czynnik korelacji, a ~ jest wspé2czynnikiem obliczonym z wygenerowanej prébki.
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b(X1;X2)=100(X2 X2)2+(1 X1)2% (B.14)

Za%0»0no, »e dwie zmienne losowe; i X, majj rozk®ad jednostajny w prze-
dziale [0; 2]. Funkcja 2jcznej gjstoxci rozk®adu prawdopodobie«stwa jgt w tym
przypadku sta?a i wynosifx,x,(X1;X2) = 1=4. Celem symulacji losowych jest
oszacowanie wartoxci tredniej funkcfi(X 1; X2). Wartot¢ ta mo»e by¢ wyzna-
czona analitycznie, co umo»liwi lepszj ocen] wynikéw symucji
2,72, 1
E[b(X 1; X2)] = b(xl;xz)zrdxldxz =187: (B.15)
0 o

Warto+¢ trednia B.15) oszacowana bjdzie za pomocj nast;pujjcych metod
symulacyjnych:

Symulacje z u»yciem OLH, kryterium si@ - OLHL1.

Symulacje z u»yciem OLH, kryterium najmniejszej odleg?oie OLH2.
Saci«ska hiperkostka bez optymalizacji - RLH.

Standardowa metoda Monte Carlo - MC.

Wyniki testow zebrane zosta?y w tabeliB.1, w ktérej przedstawiono wartozci
trednich baldow procentowych estymacjiE[b(X 1; X 2)] w funkcji wielkoxci prob-
ki N. Dla wybranej metody, wielkotci b3dow obliczane sj przez préwnanie
wartoxci +redniej oszacowania B powtérze« symulacji losowych z wartoxcij
dok®adnj

1 X

()
e P
k=1

187%; (B.16)

gdzieB(k) jest k-tj realizacjj wartotci tredniej, aM przyjito rowne 10.

Analizujic otrzymane wyniki 2atwo jest dokona¢ klasy kacji metod. Naj-
mniejszy b3jd estymacji przy ustalonym N otrzymuje sij u»ywajjc pierwszego
rodzaju symulacji OLH (wed?ug kryterium si®), nieco gorszyjest OLH z kryte-
rium minimalnej odleg®ozci, nast;pnie RLH, a najwijkszy b%d daje metoda MC.

Jak to zosta®o pokazane w punktactB.5 i B.6, koszt wygenerowania du»ych
planéw OLH (N > 500 jest bardzo wysoki. Jednak majjc na uwadze analiz|
niezawodnozci bjd! optymalizacj; odpornozciowj z2o»onyft i kosztownych ob-
liczeniowo konstrukcji oraz proceséw technologicznych,radno wyobrazi¢ sobie
mox»liwox¢ wykonania tysiicy eksperymentéw numerycznychSi#j optymalnych
aaci«skich hiperkostek jest zapewnienie wystarczajjco ddadnej estymacji przy
u»yciu niewielkich prébek.
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N |OLH1|OLH2|RLH | MC

10 | 9.1 | 125 | 20.7|37.8
20 | 3.5 79 | 143|178
50 | 15 39 |10.2|125
100 11 27 | 66 |94
200| 0.6 1.8 | 56 | 6.0
500 | 0.3 08 | 24 | 48

1000 - - 15|32
2000 - - 1122
5000 - - 0.7 |12

Tablica B.1. B%jd procentowy oszacowania wartotci +rednigj funkcji Rosenbrocka przy pomocy
ré»nych metod symulacyjnych. Plany OLH o N wilkszym ni» 500 nie by?y generowane ze
wzglidu na zbyt d2ugi czas oblicze«.
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C
Metody dyskretyzacji pol losowych

Niniejszy dodatek poxwijcony jest zagadnieniom dotyczjcyn modelowania prze-
strzennej losowej zmiennozxci parametréw uk®adow konstralgjnych przy pomo-
cy pol losowych, a w szczegdélno+ci metodom ich dyskretyzadproblematyk t|
uznano za istotnj i wymagajjcj dok®adniejszego przedstanénia przede wszyst-
kim ze wzglidu na zwijzek metody optymalnej aproksymaciji liniowej z metodi
krigingu (dominujjcj technikj powierzchni odpowiedzi sto sowanj w optymaliza-
cji odpornozciowej) oraz z u»ywanymi w przyk®adach numergnych metodami
dyskretyzowania p4l losowych.

C.1. Podstawowe de nicje

Wartoxci niektdrych parametréw opisujjcych materia?, geanetri}, wielkot¢
i rozk?®ad uszkodze« czy te» obcij»enia dzia®ajjce na uk®adohkstrukcyjny cha-
rakteryzujj sij losowj zmiennozcij nie tylko w obrjbie popu lacji, ale réwnie»
przestrzennymi losowymi uktuacjami w ramach samej konstukcji. Takie pa-
rametry modelowane mogij by¢ przy pomocypdl losowych

Skalarne pole losowe o wartotciach rzeczywistych zde ni@® mo»na jako
rodzin; jednowymiarowych zmiennych losowychH (z) indeksowanych wektorem
wspoé?rzidnych z okrezlajjcym po2o»enie wk wymiarowym obszarze R

H(z)2 R, z=fz;:11;292 RK: (C.1)

Zmienna losowaH (z), hazywana jestwartoxcij pola losowegav punkcie z. W li-
teraturze pola losowe okrexlane sj rownie» jako procesy tmge (stochastyczne).
Najczjtciej jednak termin pole losowe u»ywany jest gdk = 2 lub 3, natomiast
proces losowy odnosi si} zazwyczaj do przypadku jednowymiewego, gdzie pa-
rametr poo»enia uto»samia si} najczjtciej z czasem. Zbidealizacji zmiennych
H (z) we wszystkich punktachz 2  nazywamy realizacjj pola losowego
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Pole losoweH (z), z 2 , nazywamy polem losowym drugiego rzdu, jexeli
spe@niony jest nastjpujjcy warunek:

E[jH (2)j]]< 1 : (C.2)
W przypadku takiego pola okrexli¢ mo»ndunkcj; wartotci oczekiwanej
H(2) = E[H (2)]; (C.3)

oraz funkcj} kowariancji pola losowego (ang.auto-covariance function) danj
jako
Ku(@zz2)=EMH@ w@) HE) w(@) ; (C4)

b!dijcj w istocie kowariancjj mildzy zmiennymi losowymi H(z) i H(z% okre-
+lonymi w punktach z i z% Funkcja kowariancji zawiera informacj! na temat
przestrzennej zmiennozci pola losowego.

Pole losoweH (z) nazywamy s?abo stacjonarnym(ang. weakly homogenous
je»eli

8,2 H(z)=const oraz 8, 2+ 22 Ku(z;z+ z)= Ky( 2z): (C5)

Stacjonarne pole losowe jesizotropowe jexli jego funkcja kowariancji zale»y
jedynie od odleg®oxci pomijdzy dwoma punktami.

8,2, Ku(z;z+ 2)= Ku(k zK): (C.6)

Uzupe?niajjc, warto wprowadzi¢ réwnie» de nicj} funkcji wariancji pola lo-
sowego
VarH (2)] = Kn(z:2)= %(2=E(H(@) w(@)?; (C.7)

gdzie ﬁ(z) jest funkcjj odchylenia standardowego, oraz przy pomocy C.4) i
(C.7) de nicj; funkcji korelaciji

Ku(z:29 |

HE = e

(C.8)

W wijkszozci istotnych z praktycznego punktu widzenia przypadkéw kore-
lacja mildzy zmiennymi H (z) i H (z9 zanika wraz z odleg?ozcij punktowz i z°
Dlatego te», spoxrdd funkcji korelacji najcz)tciej u»ywarch w modelowaniu pol
losowych wymieni¢ nale»y funkcje:
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trojkitni 8
< k zk
( z):: 1 3 gdy k zk a . (C.9)

0 gdy k zk>a

gdzie parametr a jest pewnj miarj zasijgu uktuacji pola losowego
zwanj d®ugozcij korelaciji

wykaadniczj
( 2)=exp K aZk ; (C.10)
gaussowsk;j
k zk?
( 2)=exp 2 (C.11)
D3ugoz¢ korelacjia de niuje si} formalnie jako
KOl
PR AL AL (C.12)
o 1Ku()id
gdzie =k zk.
Pole losowe nazywamy gaussowskim, jexli ka»dy wektbH (z1);:::;H (zn)g,

dla dowolnegon 1, ma rozk®ad normalny. Pole to jest w sposob jednoznacz-
ny okrexlone przez jego warto+¢ +rednijy (z), wariancj| ﬁ(z) oraz funkcj;
korelacji ( z).

Reprezentowanie pola losowego jako niepoliczalnego zhiozmiennych lo-
sowych nie jest wygodne w obliczeniach numerycznych, dlage te» zazwyczaj
stosuje si} przybli»enie cijg®ego pola losowego przy pomgcsko«czonej (dys-
kretnej) liczby zmiennych losowych, tzw. dyskretyzacj, pda losowego, cf. [254].

Dyskretyzacjaskalarnego pola losowegél (z) zde niowana jest przez nast;-
pujici funkcj; aproksymuijici:

H (Z)!Dyskretyzacja IQ(Z) “H (Z; X); (C.13)

nozci funkcj; H(z; X) przedstawi¢ mo»na jako

X
H(zX)= @)+  G(@)Xi; (C.14)
i=1
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gdziec;i = 0;1;:::;n, sj funkcjami z 2 , a Xj;i = 1;:::;n, Sj zmiennymi
losowymi, na ktérych opiera sil dyskretyzacja. Istnieje wile metod dyskrety-
zacji. Wilkszo+¢ z nich wykorzystuje podzia? obszaru , na ktérym dane jest
pole losowe, na roz?jczne, przylegajjce podobszary (zwaredementami pola lo-
sowego) 7, i =1;2:::;Ne. W przypadku kiedy analiza stochastyczna, ktéra
wymaga u»ycia modeli pol losowych, stosowana jest w po?jcaiel z analizj me-
tod; elementéw sko«czonych, warto jest tak dobra¢ elementypola losowego,
aby ich siatka odpowiada?a w pewien sposob siatce MES. Za Edmo»na poda¢
nastjpujicij klasy kacjl metod dyskretyzacji p6l losowych :

Metody dyskretyzacji punktowej(ang. point discretization), w ktdrych

zmienne losowef X 1;Xo;:::; Xnhg Sj wartoxciami pola losowegoH (z;)
w wybranych punktach z;; i =1;:::;n, obszaru , np. charakterystycz-
nych punktach elementéw f,i=1;2;:::;Ne.

Metody uzredniania w ktorych zmienne X sj wa»onymi ca®kami pola
losowegoH (z) wewnitrz elementéw

Xi = H((z2)w(z)d (C.15)
Metody uxredniania, jak rownie» metody dyskretyzacji punkowej, pomi-
mo heurystycznego charakteru, sj chitnie stosowane w dyslatyzacji pol
losowych przede wszystkim ze wzgl,du na swojj prostot;.

Metody aproksymacji funkcjami kszta2ty wykorzystujjce znane z meto-
dy elementéw sko«czonych funkcje ksztadtu oraz sko«czonypibr (wjz2o-
wych) wartoxci pola losowego. Metody te mo»na traktowa¢ jakszczegol-
ny przypadek metod dyskretyzacji punktowe;j.

Metody rozwiniicia w szereg wykorzystujjce reprezentacje pola losowego
za pomocj odpowiednio obcijtego rozwinijcia w szereg funkc determi-
nistycznych ze wspé2czynnikami losowymi, zob. [73].

W kolejnych podrozdzia®ach oméwionych zostanie jedynie Ka wybranych me-
tod dyskretyzacji. Jak ju» wspomniano we wst|pie, szczegale du»o uwagi po-
twijcone zostanie metodzie optymalnej aproksymacji linivej ze wzglidu na jej
zwijzek z u»ywanj w pracy metodj krigingu, zob. podrozrdzig 3.2

C.2. Dyskretyzacja punktowa

Istotj metody dyskretyzacji punktowej jest reprezentowanie pola losowego w
ka»dym z elementow F, i =1;2;:::;Ne, przez zmienn;j losow; bjdjcj warto-
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+cij tego pola w wybranym punkcie elementu. Najpopularniegzym wariantem
metody dyskretyzacji punktowej jest tzw. metoda punktéw +rodkowych(ang.
midpoint method - MP), w ktorej pole losowe wewnitrz elementu ¢ przybli»a-
ne jest wartozcij tego pola w trodku cij»kozci elementu, zolp44].

Wprowadza si} nastjpujjcy wektor losowy:
Xwp = TH(z))iH (z5)i:: 1 H (2y,)6; (C.16)

gdzie Xi = H(z), 1 = 1;2;:::;Ne, sj wartoxciami pola losowego w *rodkach
cij»koxci elementéw. Zak®ada sij, »e w2asnozci wektobayp wynikajj bezpo-
+redniego z w2asnozci pola losowegio(z), na przyk2ad,

Cov(Xm;Xn) = Kn(zyn:zn); m;n2f12:::;Neg: (C.17)

Ostatecznie, aproksymacj, pola losowegd (z) metodj punktéw +rodkowych
zapisa¢ mo»na jako

Rup(2) = H(z); z2 & i=1;2:::;Ng (C.18)

lub inaczej
e
Rue @)= | «(@H(z); (C.19)
i=1

sowego. Realizacjelwp (z) sj funkcjami schodkowymi o wartotciach sta?ych
wewnitrz elementéw pola losowego £; i = 1;2;:::;Ng, z niecijg?oxciami na
brzegach elementow. Mo»na pokaza¢, zob. [44], »e dyskretga metodj punk-
tow trodkowych prowadzi do wilkszej losowej zmiennozci p@ v (z) wewnitrz
elementéw w poréwnaniu z oryginalnym polem losowynH (z).

Inna z wersji dyskretyzacji punktowej jest £citle zwijzana tzw. stochastycz-
nj metodj elementéw sko«czonych (ang.Stochastic Finite Element Method -
SFEM) [123]. Poniewa» wszystkie operacje ca®kowania wykgwane w trakcie
rozwijzania zadania MES przeprowadza si} obliczajjc warta:ci funkcji podca?®-
kowych w punktach Gaussa elementow sko«czonych, dyskretgizji pola losowe-
go dokonuje si} watnie w punktach ca®kowania elementéw, ko[18]. Metoda
ta pozwala otrzyma¢ bardzo dobrj aproksymacj; pola losoweg w przypadku
ma?ych wartoxci d®ugozci korelacji, lecz jej podstawow; veR jest gwadtowny
wzrost liczby zmiennych losowych wraz z wielkozcij siatki NES.
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C.3. Metoda tredniej przestrzennej

Do grupy metod uzredniania zaliczy¢ mo»na dyskretyzacj, da losowego
metod;j tredniej przestrzennej (ang.spatial average method- SA), zob. [255]
i [127]. W przeciwie«stwie do metody dyskretyzacji punktovej, gdzie pole lo-
sowe w elemencie reprezentowane jest przez wartoxci tegolgpav arbitralnie
wybranych punktach, w metodzie tredniej przestrzennej pellosowe utredniane
jest wewnitrz elementu, co prowadzi do nastjpujjcej de nicji:

R,eH(Z)d ;
Rsa(z) = —————— = Hj; z2 & i=1;2:::;Ng (C.20)

i f

zmiennych losowych stanowijcych podstaw; dyskretyzacji.Ostatecznie, podob-
nie jak w metodzie punktéw trodkowych, dyskretyzacj, pola bsowego mo»na
zapisa¢ w postaci nastjpujjcej sumy:

We
Hsa(z)= | «(2)H;: (C.21)
i=1

Niestety podejtcie to ma zastosowanie jedynie w przypadkuagssowskich pol
losowych. Tylko wtedy moxliwe jest otrzymanie funkcji gjstoxci wektoraX sa.
Wartoxci trednie oraz kowariancje zmiennyclX sa dane sj poprzez odpowiednie
ca?ki funkcji wartoxci xrednich oraz kowariancji pola losmego w elementach
dyskretyzaciji.

Aproksymacja metodj +redniej przestrzennej prowadzi do pa o wilkszej
regularnoxci w poréwnaniu z oryginalnym polem losowym. Maa zatem trak-
towa¢ t| metod} oraz metod] punktéw *rodkowych jako, odpowiednio, dolne
i gérne ograniczenia losowej zmiennozci dyskretyzowanegola.

C.4. Metoda funkcji kszta2tu

Dyskretyzacja pola losowego metod; funkcji kszta?tu (ang.shape function
method - SF), zob. [155, 156], wykorzystuje koncepcj; funkcji apr&symujjcych
znanj z metody elementéw sko«czonych. Obszar , w ktérym okrexlone jest
pole losowe, tak jak w przypadku poprzednich metod, dzielonjest na elementy

g, 1 = 1;2;:::;Ne. Aproksymacja pola wewnitrz tych elementéw dana jest
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jako
N
Hse(z) = N;j(z)H (z)); z2 §,i=1;2::1;Ne; (C.22)
ji=1

lomianowych funkcji kszta?tu w punkcie z, a z; sj wspo62rzjdnymi w;z20w. Co za
tym idzie, funkcja wartoxci oczekiwanej oraz funkcja kowadancji aproksymaciji
typu SF majj nast|pujjcj posta¢:
X

Ni(2) w(zi); (C.23)
i=1
XX

Ni (2)N; (29K w1 (zi;7); (C.24)

i=1 j=1

e (2)

Ky, (229

gdzie g jest liczbj wjz20w w elemencie zawierajjcym punktz, a ¢ jest liczbj
w!z20w w elemencie zawierajjcym punktz®. Realizacje pola losowegd? s Si
funkcjami cijg2ymi na , co stanowi niewijtpliwj zalet; tej metody dyskretyzacji
w poréwnaniu z metodj punktéw *rodkowych czy te» metod; uzréniania.

C.5. Metoda optymalnej aproksymacji liniowej

Metoda optymalnej aproksymacji liniowej (ang. optimal linear estimation
method - OLE) opisana zosta®a przez Li i Der Kiureghian'a w pracy [14]. Mo»na
ji rozpatrywa¢ jako szczegOlny przypadek metody funkcji kgta?tu, poniewa»
w dyskretyzacji metodj OLE réwnie» wykorzystuje sij wektor warto+ci pola
losowego w punktach wjz2owych

X =fH(z1);H(z2);::: H(Z9)0; (C.25)
gdziez;, i =1;:::;9 sj wspb3zjdnymi wiz3w, a aproksymacja pola losowego
zde niowana jest wzorem (por. (C.22)):

xd
Hoe (z;X) = a(z) + b (2)Xi: (C.26)
i=1
Dla ustalonegoz 2  wartoxci wspd2czynnikéwa(z) i b(z), i = 1;:::;0, wy-
Znaczane Sj przez rozwijzanie nastjpujjcego zadania optyralizacji:
znajd! minimum:  Var[H(z) Howe (z;X)]; (C.27)

przy ograniczeniu: E[H(z) Howe(z;X)]=0: (C.28)
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Poszukuje si} zatem takich wartotcia(z) i b(z), ktére minimalizujj wariancj;
badu aproksymacji przy jednoczesnym zapewnieniu, »e apksymacja HoLe
w punkcie z jest nieobcij»ona, tzn.E[H (2)] = E[MRoLe (z; X)].

Podstawiajjc (C.26) do warunku (C.28) wsp62czynnik a(z) wyznaczy¢ mo»-
na jako

xd
a(z)= (2 b (2)E[Xi]: (C.29)
i=1
Podstawiajjc nastjpnie powy»sze wyra»enie doC.26) otrzymuje si;
Xa

Hole (zX)= w(@+ b@(Xi EX]: (C.30)
i=1

Uwzglidnienie (C.30) w wyra»eniu na wariancj, przy jednoczesnym wykorzy-
staniu warunku (C.28), prowadzi do nastjpujjcej postaci funkcji celu (C.27):

h i
var Hz) Hoie() =E H@ Hoe@ =

) xa Xa X
= (@ 2 Bb(2)Cov[H(2); Xi]+ bi(z)b (z)Cov[X;; X;]: (C.31)
i=1 i=1 j=1

Wartozci funkcji I (z) powinny minimalizowa¢ funkcj; (C.31) w ka»dym punkcie
obszaru . Warunek konieczny istnienia minimum, zerowanie si} piervgzych
pochodnych (C.31) ze wzglidu na b(z), dany jest jako

xd
8i=1;2:::;q Cov[H (2); Xi] + b (z)Cov[Xi; Xj]=0: (C.32)
j=1

Ostatecznie, na podstawie C.32), wartoxcily w punkcie z oblicza sij rozwijzujjc
nastjpujjcy ukdad réwna« liniowych:

b(z) = Cy'Chx (2); (C.33)

Wykorzystujic powy»szy wynik w wyra»eniu (C.30) otrzymuje si} macierzow;
posta¢ wzoru na dyskretyzacj; pola losowego metodj OLE

Hole(z:X) = n(@)+ Cy'Cux (2) (X x)i (C.34)
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deterministycznj mo»na przedstawi¢ go w nast!pujjcej rowrowa»nej postaci:

Xa
Hole(z:X) = 1(2) Cux (2)Cx' x + Cy'Chx (2) Xi: (C.35)
i=1
Satwo zauwa»y¢, »e metoda optymalnej aproksymaciji linioydardzo podobna
jest do dyskretyzacji pola losowego metod; funkcji ksztad (C.22). Pomijajijc

wspolny sk®adnik w wyra»eniu C.35), funkcje kszta®tu odpowiadajjce punktom
wiz2owym w metodzie OLE zapisa¢ mo»na jako

xd
NiOLE(Z) — CxchX (Z) i = - (Cxl)ij H(Z) H(Zj) H[H (Z)'XJ]’ (C36)

Wariancja dyskretyzacji OLE w punkcie z wyra»a si} nastjpujjco:

h | h i
Var Hoe(z;X) = E Hoe(zX) E Howe(zX) =

E Hoe@zX) w2 ’

E Clix (Cx' (X  x)X  x)'Cyx'Cux (2)
Clix (2)Cyx*Chx (2): (C.37)

Wykorzystujjc ( C.33) wariancja b2 du aproksymaciji (C.31) dana jest w postaci
macierzowej jako

h i
VarH(z) Howe (z:X) = A(2) 2C{ix (2)Cx'Chx (2)* Clix (2)Cx'Chx (2)

= 42 Clx@Cx'Chx (2 (C.38)

Mo»na zauwa»y¢, »e drugi wyraz w wyra»eniud(38) réwna si} wariancji dys-
kretyzacji metodj OLE ( C.37). Poniewa» wariancja z de nicji przyjmuje jedynie
warto+ci nieujemne, z rownania €.38) wynika zale»no+¢
h i
Var HoLe (z;X) 4 (2); (C.39)

CO 0znacza, »e dyskretyzacja metodj OLE prowadzi do pola log/ego o wijkszej
regularnozci (mniejszej losowozci) ni» oryginalne polesowe.
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C.6. Niegaussowskie pola losowe

W wilkszozxci praktycznych zada« analizy niezawodnoz=ci katrukcji otrzy-
mywane wartoxci prawdopodobie«stwa awarii sj bardzo ma2e co za tym idzie
bardzo wra»liwe na za*o»enia dotyczjce typow rozk?adéw pralopodobie«stwa
zmiennych losowych, w szczegdllnoz*ci kszta?tu tzw. ogondunkcji gjsto+ci praw-
dopodobie«stwa. Z tego wzglidu, jest nies?ychanie istotneeby wybrana metoda
dyskretyzacji by?a w stanie jak najdok?adniej odda¢ rzecayisty kszta?t rozk2a-
du prawdopodobie«stwa zmiennych reprezentujjcych pole leowe, a nie jedynie
ich dwoch pierwszych momentéw statystycznych.

Przedstawione w tym dodatku metody dyskretyzacji spe®nigj ten warunek
tylko w przypadku gaussowskich pd6l losowych. Z drugiej stroy, mogj by¢ one
stosowane w przypadku niegaussowskich pdél losowydtiyg, je»eli istnieje na-
stipujjca nieliniowa transformacja:

Hne(2) = T [H(2)]; (C.40)

gdzie H jest polem gaussowskimHyg mo»na przybli»y¢ przez transformacj)
dyskretyzacji pola losowego.

Mane (@)= T H(z) ; (C.41)

Jednak, jak to podkrexlono w doskona2ej przeglidowej pracgudreta i Der Kiu-
reghiana [245], w przypadku transformaciji dyskretyzacji netodj OLE otrzyma-
ne przybli»enie mox»e utraci¢ w2asnox¢ minimalizacji b2|daproksymacji (C.27).

Do klasy transformaciji, ktére wykorzysta¢ mox»na w rownaniuC.40) zaliczy¢
nale»y transformacj, Natafa, zob. [151, 183], ktéra znajdje zastosowanie przy
dyskretyzacji logarytmiczno-normalnych pél losowych. Péa te sj szczegolnie
wa»ne w modelowaniu losowych w2asnozxci materia®u ze wzglida przyjmowa-
nie jedynie dodatnich realizacji.

C.7. Dobér wielkoxci elementow pola losowego

Niektére z metod dyskretyzacji, np. MP, SA i SF, wymagajj podzia®u ob-
szaru na elementy pola losowego. Ponadto, pomimo »e do zbudowardgskre-
tyzacji metodj OLE wystarczy poda¢ dowolny zbior punktow fzq;:::;zq9 2
to wybierane sj najcz|tciej wiz2y regularnych siatek opisijcych geometri; ana-
lizowanego zagadnienia.
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Poniewa» w wilkszozci przypadkéw, ktére sj istotne z punktuwidzenia prak-
tyki projektowej, do rozwijzania problemu mechanicznego wkorzystywana jest
metoda elementéw sko«czonych, wa»ne jest ze wzglidu na ptof implemen-
tacji, aby siatka elementdw sko«czonych oraz siatka elemé&iw pola losowego
by2y w pewien sposob ze sobj zwijzane. Z drugiej strony, naly pamijtat, »e
dobor wielkozci tych dwdch rodzajéw elementéw wynika z inrsh przes?anek.
Zazwyczaj nie powinno si} stosowa¢ tej samej siatki do dysletyzacji pola loso-
wego w zagadnieniu analizy stochastycznej oraz dyskretyzp pola przemiesz-
cze« lub temperatur w zadaniu MES. Siatka elementéw sko«cnych uwzglidnia
charakter pola naprj»e« i zagjszczana jest w miejscach wygiowania du»ych
gradientdw tych napri»e«, natomiast najwa»niejszj wielketcij, ktéra steruje do-
borem wymiaru elementéw pola losowego, jest d2ugo+¢ korefia(C.12) funkcji
kowariancji tego pola.

Jak wspomniano, w praktyce najczjtciej stosuje si; jednakiatki pola loso-
wego powijzane z siatkami MES. U2atwia to odwzorowanie re@acji tego pola
na parametry elementéw sko«czonych. Podstawow;j technikj gst tu sk®adanie
elementéw pola losowego z kilku elementéw MES. W zale»nozta zastosowanej
metody dyskretyzacji, w literaturze mo»na znale'¢ szeregugestii dotyczijcych
doboru wielkozci elementéw pola losowego, za [245]:

W przypadku metod uzredniania, na podstawie zada« dotyczjych ana-

lizy belek oraz jednowymiarowych po6l losowych w [161] zalecsi;, aby

odleg?oxci pomildzy trodkami cij»kozci elementow bydy wksze od tzw.

skali uktuacji (ang. scale of uctuation) zde niowanej jako (zob. [255])
Z,

= ( 2d z: (C.42)
1

Analizujic belk] o losowej sztywnozci z trojkjtnj funkcjj k orelacji (C.9),
w pracy [44] zaproponowano przyjicie d®ugozxci elementéwdowych w gra-
nicach a=4 do a=2.

U»ywanie zbyt glstej siatki elementéw pola losowego prowadd¢ mox»e do
bardzo wysokiej korelacji zmiennych losowych stosowanyclv dyskretyza-
cji pola. Powodowa¢ to mo»e problemy numeryczne, np. przy e@gacaniu
macierzy korelacji we wzorze C.34). Zatem, konstruujjc dyskretyzacj;
pola losowego powinno si; unika¢ silnego skorelowania znmeych stano-
wijcych podstaw, dyskretyzacji.



314 C. Metody dyskretyzacji pél losowych



T@umaczenia angielskich skrotow
| terminow wyst;pujjcych w tekzcie

AE-MDB Advanced European Mobile Deformable Barrier europejska za-
awansowana ruchoma odkszta?calna bariera.

AMV Advanced Mean Value udoskonalona metoda wartoxci +redniej, przy-
bli»ona metoda wyznaczania dystrybuanty funkcji losowej ¢dpowiedzi
konstrukcji), a w szczegoélnozci jej kwantyli.

APl Application Programming Interface interfejs do programowania aplikaciji.

ARF Abdo-Rackwitz-Fiessler algorithm algorytm Abdo-Rackwitza-Fiesslera
poszukiwania punktu projektowego.

BFGS Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno skrét od nazwisk twércéw, quasi-
newtonowska metoda aproksymacji hesjanu.

BST Basic Shell Triangle podstawowy trojkitny element pow2okowy.

Control parameters parametry sterowalne, okrezlenie u»ywane w metodzie
Taguchi‘ego.

CA Cluster Analysis analiza skupie«.

CP Columnwise-Parwise algorithm algorytm kolumnami i parami, metoda
optymalizacji rozmieszczenia punktow 2aci«skiej hiperkstki.
CPU Central Processing Unit procesor.

DACE Design and Analysis of Computer Experiments metoda analizy eks-
perymentéw komputerowych oparta na technice krigingu.

DFSS Design For Six Sigma nowoczesna strategia projektowania procesow
i konstrukcji gdzie g26wny nacisk k®adziony jest na spe?nige wysokich
wymaga« dotyczjcych jakozci.

DRM Dimension Reduction Method metoda redukcji wymiaréw, jedna z me-
tod szacowania statystyk funkcji losowej.
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DRS Dual Response Surface methodstrategia aproksymacji statystyk, jedna
ze strategii rozwijzania zadania optymalizacji odpornoziowej.

DS Descriptive Sampling probkowanie opisowe lub zdeterminowane, do tej
klasy mo»na zaliczy¢ tak»e metody symulacyjne wykorzystige koncep-
cj; @aci«skiej hiperkostki.

EPP Expanded PolyPropylene foam pianka polipropylenowa.

ESS Explained Sum of Squareswyjatniona suma kwadratéw, pojicie u»ywane
w liniowej analizie regresiji.

FORM First Order Reliability Method metoda analizy niezawodnozci pierw-
szego rzidu.

GPU Graphics Processing Unit procesor kart gra cznej.

HMV  Hybrid Mean Value algorithm hybrydowy algorytm wartotci tredniej,
metoda rozwijzywania zadania odwrotnego analizy niezawatb+ci w ra-
mach podejtcia PMA.

iHLRF improved Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler algorithm udoskonalony al-
gorytm Hasofera-Linda-Rackwitza-Fiesslera poszukiwari punktu projek-
towego.

Inner array  wewn,trzna tablica ortogonalna, okrexlenie u»ywane w mebdzie
Taguchi'ego.

IS Importance Sampling metody redukcji wariancji, rodzina symulacyjnych
metod analizy niezawodnozci.

LH Latin Hypercube 2aci«ska hiperkostka.

MLE Maximum Likelihood Estimation metoda najwijkszej wiarygodnozci,
u»ywana do wyznaczania wspéczynnikdéw réwnania krigingu.

MLS Moving Least Squares method lokalna metoda najmniejszych kwadra-
téw, metoda aproksymaciji lokalnej oparta ha metodzie wa»og regres;ji
liniowe;j.

MC Monte Carlo simulation podstawowa symulacyjna metoda Monte Carlo,
zwana czasem klasycznj ¢lassical) lub zgrubnj ( crude).

MOGA Multi Objective Genetic Algorithm  wielokryterialny algorytm gene-
tyczny.

MP Midpoint method metoda punktéw *rodkowych, metoda dyskretyzacji
pola losowego.

MPP Most Probable Pointlub Most Probable failure Point punkt projektowy
zwany te» punktem beta.
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MSE Mean Squared Error b?jd xredniokwadratowy.

MVFO Mean Value First Order zgrubna metoda szacowania prawdopodo-
bie«stwa awarii polegajjca na liniowej aproksymacji funkgi granicznej w
wartoxciach oczekiwanych zmiennych losowych.

Noise parameters parametry zak®bcajjce, okretlenie u»ywane w metodzie
Taguchi'ego.

Nugget e ect efekt grudki z%ta, metoda umoxliwiajjca uzyskanie rowna«
krigingu w wersji aproksymacyjne;.

OLE Optimal Linear Estimation method metoda optymalnej aproksymacii
liniowej, metoda dyskretyzacji pola losowego.

OLH Optimal Latin Hypecube optymalna hiperkostka 2aci«ska, 2aci«ska hi-
perkostka o réwnomiernym rozmieszczeniu punktéw, np. takaktéra mak-
symalizuje minimalnj odleg®o+¢ mijdzy punktami.

Outer array  zewnitrzna tablica ortogonalna, okreztlenie u»ywane w metdzie
Taguchi'ego.

Parallel coordinate plot wykres wieloosiowy do wizualizacji danych wielo-
wymiarowych.

PCA Principal Component Analysis analiza g2déwnych sk®adowych.

PCE Polynomial Chaos Expansion metoda rozwinijcia funkcji losowej w cha-
0s wielomianowy.

PMA Performance Measure Approach metoda minimum funkcji granicznej,
jedno z alternatywnych sformu?owa« zadania optymalizacjiodpornozcio-
wej.

RDO Robust Design Optimization optymalizacja odpornozciowa konstrukciji.

RBDO Reliability Based Design Optimization optymalizacja niezawodnozcio-
wa konstrukcji.

Response surface  powierzchnia odpowiedzi, metamodel (model modelu).

RIA Reliability Index Approach metoda wskatnika niezawodnozci, jedno z al-
ternatywnych sformu®owa« zadania optymalizacji odpornogiowej.

RLH Random Latin Hypecube losowa hiperkostka 2aci«ska, nazwa ma pod-
kretla¢, »e uk®ad punktow hiperkostki jest przypadkowy (abcia» zgodny
z koncepcjj LH) i nie podlega® »adnym mody kacjom.

RMSE Root Mean Squared Error pierwiastek b2 du +redniokwadratowego.

Robust design in»ynieria jakoxci, metodologia projektowania konstrulcii,
urzijdze« lub proceséw produkcyjnych, w ktorej, zachowujjcfunkcjonal-
not¢ projektowanego systemu, dj»y si} do znalezienia rozyania jak
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najmniej wrax»liwego (jak najbardziej odpornego) na zmianywartoxci je-
go parametrow.

RSS Residual Sum of Squares suma kwadratow reszt, pojicie u»ywane w li-
niowej analizie regresiji.

SA Spatial Average method metoda tredniej przestrzennej, metoda dyskrety-
zacji pola losowego.

Scatter plot  wykres punktowy.

SF Shape Function method metoda funkcji kszta?tu, metoda dyskretyzacji
pola losowego.

SFEM Stochastic Finite Element Method metoda stochastycznych elementow
sko«czonych.

S/N Signal to Noise ratio stosunek sygna?u do zak2dcenia, okrexlenie u»ywane
w metodzie Taguchi'ego.

SORA Sequential Optimization and Reliability Assessment metoda sekwen-
cyjnej optymalizacji i analizy niezawodnozci, strategia ealizacji zadania
optymalizacji niezawodnozciowej z grupy metod rozprz}»oych.

SORM Second Order Reliability Method metoda analizy niezawodnozci dru-
giego rzjdu.

Space lling design wype?niajjcy plan eksperymentéw (taki jak OLH albo
cijg Sobola), pseudolosowy eksperyment, ktéry réwnomietie wype?nia
dany obszar.

SVD Singular Value Decomposition method metoda dekompozycji na warto-
*ci singularne.

SVM Support Vector Machine method metoda maszyny wektoréw noznych,
metoda klasy kacji.

Trust region obszar dopuszczalny.

TSS Total Sum of Squares ca?kowita suma kwadratéw, pojicie u»ywane w li-
niowej analizie regresiji.
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