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1

Wst¦p

Nieustanny rozwój techniki obliczeniowej pozwala obecniena tworzenie coraz
wi¦kszych i bardziej dokªadnych modeli nieliniowych zjawisk �zycznych. Po-
wszechn¡ praktyk¡ staje si¦ np. komputerowa analiza zderze« pojazdów, zob.
rysunki 1.1 i 1.2. Modele sko«czenie elementowe mog¡ zawiera¢ setki tysi¦cy
a nawet miliony elementów sko«czonych, a do symulacji u»ywasi¦ maszyn
wieloprocesorowych o olbrzymiej mocy. Symulacje numeryczne umo»liwiaj¡

Rys. 1.1. Chrysler Neon, model MES (okoªo 300 000 elementów sko«czonych). Rysunek po-
chodzi z raportu projektu APROSYS, zob. [198].
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Rys. 1.2. Porównania deformacji samochodu Chrysler Neon w te±cie zderzenia czoªowego z
przesuni¦ciem, uzyskanych do±wiadczalnie i przy pomocy symulacji MES. Rysunek pochodzi
z raportu projektu APROSYS, zob. [46].

dokªadne zbadanie wszelkich charakterystyk danego problemu in»ynierskiego,
zanim jeszcze ostateczny produkt lub nawet jego prototyp zostan¡ wykonane.
Znaczenie tego procesu, zwanegowirtualnym prototypowaniem, ci¡gle wzrasta.
Zwi¡zane jest to z potrzeb¦ skracania czasu trwania cykli projektowych, która
podyktowana jest przede wszystkim presj¡ rynku i wymogami konkurencyjno±ci.
Wirtualne symulacje pozwalaj¡ na szybk¡ analiz¦ wielu alternatywnych rozwi¡-
za«, przyczyniaj¡c si¦ do podniesienia efektywno±ci procesu projektowego oraz
redukuj¡c koszty poprzez zmniejszenie liczby niezb¦dnychtestów �zycznych.
Ponadto, modelowanie komputerowe uªatwia zastosowanie szeregu metod opty-
malizacyjnych.
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Wynikiem przeprowadzonej optymalizacji, jest konstrukcja/produkt/proces
technologiczny, które charakteryzuj¡ si¦ optymalnymi cechami ze wzgl¦du na
kryteria przyj¦te jako miara ich jako±ci. O przydatno±ci tak otrzymanego roz-
wi¡zania w sposób oczywisty decyduj¡ dwa czynniki. Jednym znich jest ade-
kwatno±¢ samego modelu numerycznego, który musi dobrze odzwierciedla¢ rze-
czywiste zjawisko �zyczne. Niespeªnienie tego warunku prowadzi do powa»nych
bª¦dów, a w konsekwencji zªych decyzji. Drugi czynnik to wªa±ciwe sformu-
ªowania zadania optymalizacji. Nietrafny dobór funkcji celu oraz ogranicze«
projektowych mo»e ªatwo sprawi¢, »e rozwi¡zanie optymalneb¦dzie zupeªnie
nieprzydatne.

Z drugiej strony, co wydaje si¦ by¢ ju» powszechnie podzielan¡ opini¡, nie-
odzownym skªadnikiem wirtualnego prototypowania powinnasta¢ si¦ analiza
wpªywu, jaki na modelowane zjawisko ma losowy charakter opisuj¡cych je pa-
rametrów. Nie rozpatruj¡c tego zagadnienia, projektant traci niezwykle istotn¡
informacj¦ dotycz¡c¡ jako±ci, a co si¦ z tym wi¡»e, niezawodno±ci tworzonego
produktu. Rozwi¡zania, które speªniaj¡ swoj¡ funkcj¦ dla n ominalnych warto-
±ci parametrów mog¡ okaza¢ si¦ nie do zaakceptowania je±li we¹mie si¦ pod
uwag¦ imperfekcje parametrów modelu oraz oddziaªywa« zewn¦trznych. Nie-
unikniony losowy rozrzut wielko±ci parametrów materiaªowych, wymiarów czy
te» dziaªaj¡cych obci¡»e« mo»e mie¢ znacz¡cy wpªyw na zachowanie si¦ kon-
strukcji czy poprawne dziaªanie procesu technologicznego. Jest to wyj¡tkowo
istotne w przypadku ukªadów wysoce nieliniowych oraz projektów b¦d¡cych wy-
nikiem optymalizacji deterministycznej. To wªa±nie tzw. konstrukcje optymalne
s¡ zazwyczaj szczególnie wra»liwe na imperfekcje parametrów. Umiejscowione
na granicy obszaru dopuszczalnego rozwi¡zania optymalne mog¡ stosunkowo ªa-
two okaza¢ si¦ caªkowicie nieprzydatnymi je±li warto±ci parametrów b¦d¡ ró»ni¢
si¦ od zaªo»onych warto±ci nominalnych. Naturalnym wydajesi¦ zatem roz-
szerzenie sformuªowania optymalizacji deterministycznej, w którym uwzgl¦dnia
si¦ niepewno±¢ warto±ci parametrów. Sformuªowania takie oferuje optymalizacja
niezawodno±ciowa oraz optymalizacja odporno±ciowa [252]. Miar¡ wpªywu loso-
wo±ci parametrów mo»e by¢ natomiast prawdopodobie«stwo awarii. Do szaco-
wania wielko±ci tego prawdopodobie«stwa sªu»¡ metody komputerowej analizy
niezawodno±ci [143,173].

Pomimo do±¢ powszechnego rozumienia znaczenia analizy stochastycznej
oraz potrzeby racjonalnego uwzgl¦dniania losowego charakteru parametrów kon-
strukcji, analiza ta jednak nie jest ogólnie przyj¦t¡ prakt yk¡ projektow¡. Nieste-
ty, do±¢ cz¦sto dla prostoty lub w celu zredukowania kosztu oblicze«, rezygnuje
si¦ z dokªadnego badania efektów rozrzutu warto±ci parametrów. Do oblicze«
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przyjmuje si¦ zazwyczaj takie miary statystyczne jak warto±¢ ±rednia czy kwan-
tyle rozkªadów prawdopodobie«stwa pomno»one przez odpowiednie wspóªczyn-
niki bezpiecze«stwa. Wymieni¢ mo»na szereg przyczyn tego stanu rzeczy. Naj-
istotniejszymi wydaj¡ si¦ by¢:

� trudno±ci w zebraniu odpowiednich danych do przygotowaniaprobabili-
stycznego opisu zagadnienia,

� ci¡gle niski poziom wiedzy na temat analizy niedeterministycznej w±ród
projektantów i in»ynierów,

� wysoki koszt takiej analizy w porównaniu do tradycyjnej analizy deter-
ministycznej,

� ograniczony dost¦p do wyspecjalizowanych, przyjaznych u»ytkownikowi
programów, które umo»liwiaj¡ np. analiz¦ niezawodno±ci, optymalizacj¦
niezawodno±ciow¡ lub optymalizacj¦ odporno±ciow¡.

Z punktu widzenia projektanta wa»ne jest te» aby oprogramowanie do analizy
stochastycznej mo»na byªo ªatwo integrowa¢ z programami doanalizy struktu-
ralnej, w szczególno±ci z komercyjnymi programami metody elementów sko«-
czonych.

Efektywne uwzgl¦dnienie losowej natury parametrów modelowanych ukªa-
dów w procesie projektowania wymaga zatem ci¡gªego udoskonalania metod
analizy stochastycznej, jak równie» prac nad oprogramowaniem umo»liwiaj¡-
cym tak¡ analiz¦. Problemy z brakiem dostatecznych danych statystycznych
do stworzenia ª¡cznych rozkªadów prawdopodobie«stwa zmiennych narzucaj¡
konieczno±¢ u»ycia dostosowanych sformuªowa« zadania optymalizacji, np. sfor-
muªowania optymalizacji odporno±ciowej.

Udoskonalanie algorytmów i sformuªowa« jest niew¡tpliwiekoniecznym ele-
mentem poprawy efektywno±ci analizy stochastycznej. Realizacja tego celu staje
si¦ jednak du»o ªatwiejsza dzi¦ki post¦powi, a nawet skokowi jako±ciowemu, jaki
dokonuje si¦ w rozwoju techniki obliczeniowej. Od momentu powstania pierw-
szych elektronicznych komputerów opartych na ukªadach scalonych a» do chwili
obecnej, obserwuje si¦ wykªadniczy wzrost ich mocy obliczeniowej. W zwi¡zku ze
zbli»aniem si¦ do granicy mo»liwo±ci miniaturyzacji, mierzonej umieszczeniem
jak najwi¦kszej liczby tranzystorów w ukªadzie scalonym, zob. rys. 1.3, trend
caªego przemysªu komputerowego skierowany jest teraz na tworzenie ukªadów
wieloprocesorowych (lub wielordzeniowych) i na przetwarzanie równolegªe, któ-
re stosowano do tej pory w wydajnych serwerach i superkomputerach. Maszy-
ny wieloprocesorowe staj¡ si¦ du»o bardziej dost¦pne. Nikogo obecnie nie dziwi
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czterordzeniowy komputer osobisty czy te» 64-ro procesorowy serwer na wyposa-
»eniu �rmy czy niewielkiej grupy badawczej. Coraz powszechniejsze rozwi¡zania
gridowe daj¡ dost¦p do setek, a nawet tysi¦cy w¦zªów obliczeniowych. Niespo-
dziewany przeªom w popularyzacji przetwarzania równolegªego wi¡»e si¦ równie»
z rozwojem kart gra�cznych. Wykonywanie oblicze« ogólnegoprzeznaczenia za
pomoc¡ procesora karty gra�cznej (tzw. GPU), to nowy kierunek bada« w in»y-
nierii komputerowej. Wspóªczesne GPU posiadaj¡ architektur¦ masowo równo-
legª¡ z setkami rdzeni obliczeniowych, a ich teoretyczna moc obliczeniowa si¦ga
1 TFLOPS (bilion operacji zmiennoprzecinkowych na sekund¦).

Rys. 1.3. Prawo Moore'e na przykªadzie wzrostu liczby tranz ystorów w procesorach �rmy Intel
w latach 1971-2008 (¹ródªo Wikimedia Commons).

Opisana tendencja rozwoju sprz¦tu komputerowego bardzo sprzyja szersze-
mu upowszechnianiu si¦ analizy stochastycznej w in»ynierskiej praktyce projek-
towej. Renesans prze»ywaj¡ obecnie metody symulacji losowych, w szczególno-
±ci efektywne metody symulacji pseudolosowych, np. wykorzystuj¡ce koncep-
cj¦ ªaci«skiej hiperkostki. Analiza stochastyczna wkracza do zupeªnie nowych
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dziedzin, gdzie jeszcze niedawno, ze wzgl¦du na olbrzymi koszt pojedynczej sy-
mulacji, nie do pomy±lenia byªa jakakolwiek analiza niedeterministyczna. Kom-
puterowa analiza niezawodno±ci jak równie» optymalizacjaodporno±ciowa za-
czynaj¡ by¢ stosowane nawet w zagadnieniach dotycz¡cych projektowania kon-
strukcji samochodowych pod k¡tem ich wytrzymaªo±ci zderzeniowej, czy te»
w procesach gª¦bokiego tªoczenia blach. Metodom komputerowej realizacji wªa-
±nie takich zagadnie« po±wi¦cona jest niniejsza praca.

1.1. Optymalizacja odporno±ciowa jako nowoczesna koncepcja
projektowania

Poniewa» rozwi¡zania optymalne klasycznej-deterministycznej optymaliza-
cji mog¡ by¢ bardzo wra»liwe na niewielkie zmiany parametrów opisuj¡cych
je modeli, dlatego bardziej racjonalnym celem, do którego powinno si¦ d¡»y¢
w procesie projektowania, jest zapewnienie wystarczaj¡cowysokiego poziomu
odporno±ci konstrukcji/procesu na te zmiany, zob. [13]. A zatem, d¡»¡c do mi-
nimalizacji lub maksymalizacji wybranych charakterystyk konstrukcji, powin-
no d¡»y¢ si¦ jednocze±nie do znalezienia rozwi¡zania, które jest niewra»liwe na
trudne do kontrolowania imperfekcje parametrów modelu oraz zewn¦trznych od-
dziaªywa«. Najwi¦ksz¡ zalet¡ optymalizacji odporno±ciowej jest wªa±nie to, »e
prowadzi ona do rozwi¡za«, które zachowuj¡ swoj¡ jako±¢ i zaªo»on¡ funkcjo-
nalno±¢ w szerokim zakresie warunków pracy.

D¡»enie do rozwoju technik optymalizacji odporno±ciowej nie jest jednak po-
dyktowane jedynie potrzeb¡ zmniejszenia wra»liwo±ci funkcji celu oraz funkcji
ogranicze« na losowe zmiany parametrów. Je±li zmienne projektowe opisuj¡ je-
dynie cz¦±¢ wi¦kszej caªo±ci - systemu, niezb¦dne jest poczynienie zaªo»e« doty-
cz¡cych zachowania wszystkich jego elementów dla danych realizacji zmiennych.
Wymaga to b¡d¹ przeprowadzania symulacji odpowiedzi caªego zintegrowanego
systemu, b¡d¹ zaªo»enia pewnych zakresów wielko±ci oddziaªywania pozostaªych
cz¦±ci na cz¦±¢ optymalizowan¡, co w sposób naturalny prowadzi do sformuªo-
wania optymalizacji odporno±ciowej. Z podobn¡ sytuacj¡ mamy do czynienia,
gdy kilka zespoªów projektantów tworzy zªo»ony system optymalizuj¡c niezale»-
nie jego poszczególne elementy. Ze wzgl¦du na stopie« skomplikowania systemu
oraz ograniczenia czasowe wynikaj¡ce z narzuconych terminów, zespoªy cz¦sto
musz¡ optymalizowa¢ swoje elementy bez peªnej informacji na temat pozosta-
ªych elementów, których odpowiedzi stanowi¡ dane wej±ciowe optymalizowanego
podsystemu.
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Ciekaw¡, �lozo�czn¡ argumentacj¦ wyja±niaj¡c¡ zalety sfo rmuªowania opty-
malizacji odporno±ciowej w stosunku do optymalizacji niezawodno±ciowej przed-
stawiª Hurtado w pracy [102]. Ze wzgl¦du na mo»liwo±¢ u»yciauproszczonego
modelu niepewno±ci parametrów, optymalizacja ta w du»o wi¦kszym stopniu od-
powiada oczekiwaniom (i mo»liwo±ciom) ±rodowiska in»ynierów projektantów.
Niektórzy z nich ceni¡ bowiem du»o wy»ej koncepcj¦ odporno±ci, rozumianej
jako bezpiecze«stwo w przypadku nieprzewidzianych odst¦pstw parametrów od
zaªo»onych warto±ci nominalnych, ni» znajomo±¢ prawdopodobie«stwa awarii,
którego maªe warto±ci nie maj¡, ich zdaniem, istotnego praktycznego znaczenia.
Nie podzielaj¡c do ko«ca tej opinii, jako nieuwzgl¦dniaj¡cej wszystkich wyzwa«
stawianych przy projektowaniu nowoczesnych konstrukcji,w pracy przedstawio-
ne zostan¡ równie» nowe metody umo»liwiaj¡ce ocen¦ niezawodno±ci w zªo»o-
nych zagadnieniach mechaniki, modelowanych przy pomocy metody elementów
sko«czonych.

1.2. Cel i zakres pracy

Za gªówny cel pracy nale»y uzna¢ opracowanie sformuªowa« teoretycznych
oraz algorytmów numerycznych, które umo»liwiaj¡ analiz¦ stochastyczn¡ zªo-
»onych konstrukcji i procesów technologicznych. Przez analiz¦ stochastyczn¡
rozumie¢ b¦dziemy tu szereg zagadnie«, a w szczególno±ci:

� analiz¦ losowego charakteru odpowiedzi ukªadów konstrukcyjnych, wy-
znaczenie parametrów rozkªadu prawdopodobie«stwa odpowiedzi,

� analiz¦ niezawodno±ci, tj. oszacowanie prawdopodobie«stwa awarii kon-
strukcji, b¡d¹ procesu technologicznego,

� optymalizacj¦ odporno±ciow¡, gdzie oprócz warto±ci ±rednich wybranych
kryteriów minimalizuje si¦ wariancje tych kryteriów.

Podkre±lenie, i» opisana analiza stochastyczna dotyczy¢ ma zªo»onych konstruk-
cji i procesów sªu»y w istocie zaakcentowaniu konieczno±ciopracowania wyspe-
cjalizowanych, nieklasycznych metod rozwi¡zania. Jako przykªady zaawansowa-
nych zagadnie« mechaniki, które uzna¢ mo»na za reprezentatywne dla zªo»ono-
±ci obliczeniowej wspóªcze±nie przeprowadzanych analiz numerycznych, wybrano
zagadnienia wytrzymaªo±ci zderzeniowej elementów konstrukcji pojazdów oraz
proces gª¦bokiego tªoczenia blachy. Jako±ciowy charakterodpowiedzi tego typu
konstrukcji modelowany równie» b¦dzie za pomoc¡ szeregu specjalnie dobranych
przykªadów analitycznych, jak równie» mniejszych, testowych zada« mechaniki
konstrukcji.
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Pomimo nieustannego post¦pu techniki komputerowej, sam wzrost mocy ob-
liczeniowej nie jest wystarczaj¡cym ±rodkiem do zapewnienia �ekspansji� analizy
stochastycznej na nowe, niedost¦pne dotychczas obszary zastosowa«. W dalszym
ci¡gu, szczególnie gdy problemy mechaniki reprezentowanes¡ przy pomocy zªo-
»onych modeli MES, u»ycie klasycznych metod symulacji Monte Carlo wi¡»e
si¦ z ogromnym nakªadem obliczeniowym. W wi¦kszo±ci przypadków dodatko-
wy koszt generowany przez analiz¦ stochastyczn¡ jest niewspóªmiernie wysoki,
co podwa»a zasadno±¢ przeprowadzania tego typu pogª¦bionej analizy. Z dru-
giej strony, np. w analizie niezawodno±ci zªo»onych konstrukcji i procesów tech-
nologicznych, najcz¦±ciej nie jest mo»liwe bezpo±rednie zastosowanie bardziej
efektywnych metod oszacowania warto±ci prawdopodobie«stwa awarii, takich
które wykorzystuj¡ koncepcj¦ punktu projektowego. U»ycie gradientowych al-
gorytmów lokalizacji punktu projektowego w analizie niezawodno±ci elementów
absorbuj¡cych energi¦ zderze«, skazane jest z góry na niepowodzenie. Funkcje
graniczne, z którymi ma si¦ tam do czynienia, zazwyczaj nie s¡ ró»niczkowal-
ne, a obserwowany numeryczny szum skutecznie utrudnia zastosowanie jakich-
kolwiek metod niesymulacyjnych. Nieró»niczkowalne, a jednocze±nie kosztowne
obliczeniowo, s¡ tak»e funkcje celu i funkcje ogranicze« zadania optymaliza-
cji odporno±ciowej. Wszystko to sprawia, »e niezb¦dnym skªadnikiem efektyw-
nej analizy stochastycznej zªo»onych konstrukcji s¡ wyspecjalizowane algoryt-
my, które nie s¡ wra»liwe na silnie nieliniowy charakter odpowiedzi konstrukcji,
a jednocze±nie s¡ w stanie wykorzysta¢ mo»liwo±ci przetwarzania równolegªego
oferowane przez wspóªczesne komputery.

W niniejszej pracy szczególny nacisk poªo»ony zostanie na nast¦puj¡ce ele-
menty budowanych algorytmów:

� Efektywne symulacyjne metody analizy losowego rozrzutu odpowiedzi
konstrukcji. Zastosowane b¦d¡ metody typu �descriptive sampling�, wy-
korzystuj¡ce koncepcj¦ ªaci«skiej hiperkostki oraz optymalnej ªaci«skiej
hiperkostki. Metody te ª¡cz¡ dobr¡ efektywno±¢ estymacji momentów sta-
tystycznych funkcji losowych z maª¡ wra»liwo±ci¡ na charakter zmienno-
±ci tych funkcji oraz na typy rozkªadów prawdopodobie«stwazmiennych
losowych. U»yte zostan¡ efektywne algorytmy tworzenia optymalnych hi-
perkostek (ang.optimal Latin hypercube - OLH).

� Nowoczesne techniki aproksymacji nieliniowych funkcji wielu zmiennych
(metody powierzchni odpowiedzi). Wykorzystywane b¦d¡ przede wszyst-
kim: metoda wa»onej liniowej regresji oraz metoda krigingu. To wªa±nie
metoda krigingu, obok efektywnych technik symulacji losowych, stanowi¢
b¦dzie kluczowy element algorytmu rozwi¡zania zadania optymalizacji
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odporno±ciowej. Jako dominuj¡cy plan eksperymentów u»ywany b¦dzie
plan punktów generowanych przez optymalne ªaci«skie hiperkostki.

� Wykorzystanie rozwi¡za« niewra»liwych na szum numeryczny, charakte-
rystyczny dla jawnego schematu caªkowania równa« ruchu oraz algoryt-
mów kontaktu stosowanych w modelach MES. Jest to niezb¦dny warunek
zapewnienia zbie»no±ci zarówno algorytmów analizy niezawodno±ci jak
te» optymalizacji odporno±ciowej.

Ponadto, dodatkowym celem autora byªo bli»sze przedstawienie koncepcji
optymalizacji odporno±ciowej. Ten typ optymalizacji jest jeszcze ci¡gle maªo
znany, szczególnie w polskiej literaturze, i czasami mylony z optymalizacj¡ nie-
zawodno±ciow¡. Nawet zaproponowana przez autora nazwa �optymalizacja od-
porno±ciowa� nie jest jeszcze powszechnie przyj¦tym tªumaczeniem angielskiego
terminu robust optimization. Maj¡c to na uwadze, w niniejszej pracy podj¦to
prób¦ usystematyzowania wiedzy na temat alternatywnych sformuªowa« zada-
nia niedeterministycznej optymalizacji konstrukcji. Przedstawione b¦d¡ sformu-
ªowania oraz zaproponowane zostan¡ strategie rozwi¡zaniazadania optymaliza-
cji odporno±ciowej.

Wszystkie rozwijane w pracy metody zaimplementowano w obiektowo zorien-
towanym programie STAND, który wspóªtworzony jest przez autora w ramach
bada« prowadzonych w Pracowni Niezawodno±ci i Optymalizacji IPPT PAN.
Efektywne tworzenie du»ego programu do analizy stochastycznej konstrukcji,
przeznaczonego zarówno do analizy niezawodno±ci jak i optymalizacji odporno-
±ciowej, a tak»e zadanie jego integracji z zewn¦trznymi pakietami obliczeniowy-
mi MES, stanowi¡ ciekawe i nietrywialne problemy informatyczne. Zagadnienia
te, o niebagatelnym znaczeniu w praktyce, zostan¡ w pracy szczegóªowo omówio-
ne. Zaproponowanych b¦dzie szereg rozwi¡za« programistycznych dotycz¡cych
architektury kodu programu STAND.

Praca skªada si¦ z o±miu rozdziaªów i trzech dodatków.

Rozdziaª1 zawiera mi¦dzy innymi uzasadnienie decyzji podj¦cia rozwa»anej
tematyki badawczej, jej cel i zakres, a tak»e przegl¡d literatury. Podkre±lono
korzy±ci pªyn¡ce ze stosowania ró»nych form analizy stochastycznej w procesie
projektowania konstrukcji, a jednocze±nie ukazano trudno±ci zwi¡zane z szer-
szym upowszechnieniem takiego podej±cia. Zwrócono szczególn¡ uwag¦ na re-
nesans metod symulacyjnych wynikaj¡cy z gwaªtownego rozwoju i dost¦pno±ci
rozwi¡za« wieloprocesorowych oraz z u»ycia zaawansowanych technik symulacji
pseudolosowych. Przegl¡d literatury dotyczy w szczególno±ci prac zwi¡zanych
z analiz¡ niezawodno±ci zªo»onych konstrukcji, których zachowanie modelowa-
ne jest przy pomocy metody elementów sko«czonych, jak równie» zagadnie«
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optymalizacji odporno±ciowej oraz technik aproksymacji odpowiedzi ukªadów
konstrukcyjnych. Wspomniano najwa»niejsze publikacje, które charakteryzuj¡
rozwój oraz obecny stan wiedzy w wymienionych dziedzinach.Literatura do-
tycz¡ca bardziej szczegóªowych zagadnie« jest przedstawiona w poszczególnych
rozdziaªach pracy.

Rozdziaª2 po±wi¦cony jest sformuªowaniu zadania optymalizacji konstrukcji
o parametrach losowych. Przedstawiono dwa najbardziej znane sformuªowania:
optymalizacj¦ niezawodno±ciow¡ i optymalizacj¦ odporno±ciow¡. W przypad-
ku optymalizacji niezawodno±ciowej, obszernie omówiono najwa»niejsze strate-
gie rozwi¡zania, przede wszystkim pod k¡tem ich efektywno±ci obliczeniowej.
Omówiono równie» problemy zwi¡zane z szerszym zastosowaniem optymalizacji
niezawodno±ciowej w praktyce. Problemy te spowodowane s¡ gªównie koniecz-
no±ci¡ precyzyjnej znajomo±ci rozkªadów prawdopodobie«stwa zmiennych loso-
wych. Jako bardziej realistyczne podej±cie do zagadnienianiedeterministycznej
optymalizacji konstrukcji uznano sformuªowanie optymalizacji odporno±ciowej.
Przedstawiono trzy strategie aproksymacji funkcji wchodz¡cych w skªad tego
sformuªowania. Po analizie wad i zalet ka»dej z nich zaproponowano u»ycie tzw.
strategii aproksymacji funkcji celu i ogranicze« odporno±ciowych.

Tematem rozdziaªu 3 jest zastosowanie metod powierzchni odpowiedzi w
aproksymacji zachowania ukªadów konstrukcyjnych, które modelowane s¡ kom-
puterowo. Omówiono specy�k¦ eksperymentów komputerowychoraz problemy
ze speªnieniem zaªo»e« klasycznej metody regresji liniowej. Pokazano, »e me-
tod¡, która jest najlepiej dostosowana do analizy nielinowych odpowiedzi kon-
strukcji jest metoda krigingu. Planuj¡c wykorzystanie tej metody do aproksyma-
cji funkcji zawieraj¡cych skªadnik szumowy (jak ma to miejsce w optymalizacji
odporno±ciowej) zaprezentowano jak zmody�kowa¢ równaniakrigingu interpo-
luj¡cego w celu otrzymania techniki aproksymacyjnej. Zbadano wpªyw równo-
mierno±ci rozªo»enia punktów eksperymentalnych na bª¡d dopasowania. Przed-
stawiono równie» metod¦ aproksymacji lokalnej wykorzystuj¡c¡ koncepcj¦ tzw.
wa»onej regresji liniowej. Zarówno kriging, jak te» metodaaproksymacji lokalnej
stanowi¡ podstaw¦ proponowanych w pracy algorytmów analizy niezawodno±ci
oraz optymalizacji odporno±ciowej. Pokazano, »e w przypadku krigingu, wy-
korzystanie omówionych w dodatkuB planów eksperymentów OLH poprawia
dopasowanie funkcji aproksymuj¡cej.

Rozdziaª 4 po±wi¦cono analizie metod estymacji momentów statystycznych
odpowiedzi konstrukcji. Obok metod aproksymacji, jest to kluczowe zagadnie-
nie, które decyduje o efektywno±ci rozwi¡zania zadania optymalizacji odpor-
no±ciowej. W rozdziale skupiono si¦ na bardzo dokªadnym omówieniu metod
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symulacyjnych, uznaj¡c je za najbardziej uniwersalne i wiarygodne. Przedsta-
wiono ide¦ symulacyjnych metod descriptive sampling i porównano je z kla-
sycznymi metodami Monte Carlo. Przeanalizowano wªa±ciwo±ci estymatorów
warto±ci ±redniej i wariancji w przypadku próbek czysto losowych oraz gene-
rowanych przez ªaci«skie hiperkostki. Porównano efektywno±¢ ró»nych metod
symulacyjnych dla szeregu analitycznych losowych funkcjitestowych, a tak»e
dwóch problemów mechaniki. Wyniki testów pozwalaj¡ zaproponowa¢ reguª¦
doboru wielko±ci próbki na potrzeby zadania optymalizacjiodporno±ciowej. Dla
kompletno±ci prezentacji omówiono wady i zalety alternatywnych metod szaco-
wania momentów statystycznych funkcji losowych.

W rozdziale 5 przedstawiono propozycj¦ dwóch algorytmów wykorzystuj¡-
cych metody symulacji losowych w zadaniach analizy niezawodno±ci z zaszumio-
n¡ funkcj¡ graniczn¡. Próbki losowe tworzone s¡ najcz¦±ciej przy pomocy ªaci«-
skich hiperkostek. Pierwszy, dwuetapowy algorytm Z3M stanowi uniwersalne
narz¦dzie do szacowania prawdopodobie«stwa awarii konstrukcji reprezentowa-
nych przy pomocy zªo»onych modeli sko«czenie elementowych. Bardzo cz¦sto
w takich przypadkach mamy do czynienia z nieró»niczkowaln¡funkcj¡ awarii,
co wynika z natury samego problemu lub z szumu numerycznego generowanego
przez metod¦ rozwi¡zania zadania MES. Przeznaczeniem drugiego algorytmu
jest szybka poprawa niezawodno±ci konstrukcji, jedynie zapomoc¡ symulacji
OLH, bez u»ycia metod powierzchni odpowiedzi.

Przykªady zastosowania algorytmów omówionych w rozdziale5 zaprezento-
wano w rozdziale6. Dotyczy on analizy niezawodno±ci i optymalizacji odpor-
no±ciowej w zagadnieniach zwi¡zanych z wytrzymaªo±ci¡ zderzeniow¡. Zarówno
funkcje awarii jak te» funkcje tworz¡ce sformuªowanie zadania optymalizacji za-
wieraj¡ wpªyw szumu. W rozdziale przedstawiono: przykªad analizy niezawod-
no±ci dynamicznie zgniatanej belki cienko±ciennej, gdzieuwzgl¦dnia si¦ losowe
awarie poª¡cze« zgrzewanych, zadanie optymalizacji odporno±ciowej tej belki,
jak równie» przykªad zastosowania symulacyjnego algorytmu poprawy jej nie-
zawodno±ci. Ponadto, pokazano przykªad jako±ciowej analizy zachowania zgnia-
tanego elementu tylnej ramy pojazdu. Metoda ta wykorzystuje prosty algorytm
klasy�kacji wyników eksperymentów numerycznych. Zaprezentowano równie»
zastosowanie sformuªowania optymalizacji odporno±ciowej w zadaniu kalibra-
cji parametrów modelu numerycznego, u»ywanego w komputerowej symulacji
standardowych testów zderzeniowych.

Rozdziaª 7 po±wi¦cony jest w caªo±ci analizie niezawodno±ci procesówtªo-
czenia blach. Po krótkim wst¦pie dotycz¡cym komputerowegomodelowania tych
procesów, zaprezentowano de�nicj¦ funkcji granicznej. Funkcja ta, bazuj¡ca na
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analizie wykresu odksztaªce« granicznych, jest nieró»niczkowalna. Do oszacowa-
nia warto±ci prawdopodobie«stwa awarii zaproponowano wykorzystanie adapta-
cyjnej metody Monte Carlo. W zwi¡zku z niemo»no±ci¡ precyzyjnego wyznacze-
nia krzywej odksztaªce« granicznych, cz¦sto nie jest mo»liwe jednoznaczne okre-
±lenie stanu awarii procesu tªoczenia. Trudno±ci te byªy powodem wprowadzenia
koncepcji rozmytego prawdopodobie«stwa awarii. Proces analizy niezawodno±ci
zilustrowano na testowym przykªadzie symulacji tªoczeniaz konferencji NUMI-
SHEET'93.

W rozdziale 8 rozwa»ane s¡ problemy dotycz¡ce efektywnej komputerowej
implementacji algorytmów analizy niezawodno±ci oraz optymalizacji konstruk-
cji. Poszczególne rozwi¡zania omawiane s¡ na przykªadzie programu STAND.
Obok obiektowo zorientowanej architektury kodu, szczególnie szeroko przedsta-
wione zostaªy metody ª¡czenia programu z zewn¦trznymi moduªami oblicze-
niowymi. Omówiono przykªady wykorzystania w analizie niezawodno±ci komer-
cyjnych pakietów metody elementów sko«czonych ABAQUS i RADIOSS. Du-
»o uwagi po±wi¦cono równie» rozwi¡zaniom maj¡cym na celu stworzenie funk-
cjonalnego interfejsu u»ytkownika. Program STAND u»ywanybyª do realizacji
wi¦kszo±ci zaprezentowanych w pracy przykªadów obliczeniowych.

Dodatek A stanowi wybór zagadnie« dotycz¡cych komputerowej analizynie-
zawodno±ci konstrukcji. Znajomo±¢ tej tematyki jest niezb¦dna do dobrego rozu-
mienia metod oraz przykªadów numerycznych przedstawionych w gªównej cz¦±ci
niniejszego opracowania. Obok ogólnego sformuªowania zadania analizy nieza-
wodno±ci, znale¹¢ tam mo»na omówienie metod transformacjizmiennych loso-
wych, prezentacj¦ klasycznych metod poszukiwania punktu projektowego oraz
przegl¡d popularnych metod symulacji losowych.

Kluczowym elementem wielu omawianych w pracy algorytmów jest plan eks-
perymentów generowany przez optymaln¡ hiperkostk¦ ªaci«sk¡ - OLH. W do-
datku B obszernie zaprezentowano koncepcj¦ OLH oraz metody znalezienia
optymalnego rozkªadu punktów ªaci«skiej hiperkostki. Przedstawiono metod¦
systematycznego przegl¡du mo»liwych poªo»e« punktów orazmetod¦ wykorzy-
stuj¡c¡ specjalnie zaprojektowany algorytm genetyczny. Okre±lono zªo»ono±¢
obliczeniow¡ tych metod. Przeprowadzono szereg testów w celu odpowiedniego
doboru metody oraz jej parametrów w zale»no±ci od wielko±cipróbki i liczby
zmiennych losowych. Zaprezentowano równie» sposób uwzgl¦dnienia korelacji
mi¦dzy zmiennymi.

Dodatek C po±wi¦cono wybranym metodom dyskretyzacji pól losowych.
Chocia», za wyj¡tkiem jednego przykªadu w rozdziale4, modele stochastycz-
ne rozpatrywanych problemów skªadaªy si¦ jedynie ze zmiennych losowych, to
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znajomo±¢ podstaw teoretycznych teorii dyskretyzacji póllosowych jest bar-
dzo pomocna w zrozumieniu wyprowadzenia równa« metody krigingu. To wªa-
±nie zaprezentowana dyskretyzacja metod¡ optymalnej aproksymacji liniowej
jest podstaw¡ tej techniki aproksymacji.

Dobre zrozumienie tre±ci rozdziaªów wymaga znajomo±ci zagadnie« doty-
cz¡cych metod komputerowej analizy niezawodno±ci oraz koncepcji ªaci«skiej
hiperkostki. Je±li czytelnikowi tematyka ta nie jest dostatecznie znana, sugeruje
si¦ rozpocz¦cie lektury od dodatków A i B.

1.3. Przegl¡d literatury

1.3.1. Analiza niezawodno±ci w zagadnieniach z niejawn¡ funkcj¡ graniczn¡

Za pierwszy wa»ny krok w kierunku wspóªczesnych metod komputerowej
analizy niezawodno±ci konstrukcji nale»y uzna¢ prac¦ Hasofera i Linda [86]
z 1974 roku. Zawarto w niej koncepcj¦ lokalizacji tzw. punktu projektowego,
to jest takiej realizacji zmiennych losowych z obszaru awarii, której odpowiada
najwi¦ksza warto±¢ funkcji g¦sto±ci prawdopodobie«stwa.Linearyzacja funkcji
granicznej w punkcie projektowym pozwalaªa otrzyma¢ miar¦niezawodno±ci,
która jest niezmiennicza ze wzgl¦du na równowa»ne sformuªowania warunku
granicznego. Jest to tzw. wska¹nik niezawodno±ci Hasofera-Linda. Ide¦ wska¹-
nika Hasofera-Linda wykorzystali w 1978 roku Rackwitz i Fiessler w pracy [200].
Zastosowali oni ponadto transformacj¦ niezale»nych zmiennych losowych o do-
wolnych rozkªadach prawdopodobie«stwa do standardowych zmiennych normal-
nych oraz przedstawili iteracyjny algorytm poszukiwania punktu projektowego.
W pracy [93] Hohenbichler i Rackwitz zaproponowali wykorzystanie w analizie
niezawodno±ci transformacji Rosenblatta [209] w celu transformacji zale»nych
zmiennych losowych do przestrzeni standardowej. Transformacja Rosenblatta
oraz, wykorzystana po raz pierwszy przez Der Kiureghiana i Liu w pracy [45],
transformacja Natafa nale»¡ obecnie do najcz¦±ciej stosowanych metod trans-
formacji. Aproksymacja funkcji granicznej w punkcie projektowym wielomia-
nem pierwszego lub drugiego stopnia prowadzi odpowiednio do metod anali-
zy niezawodno±ci pierwszego rz¦du (FORM) lub drugiego rz¦du (SORM), zob.
np. [48,143,173]. Chocia» w porównaniu z SORM, czas oblicze« numerycznych
zwi¡zany z metod¡ FORM jest du»o krótszy, to w wielu przypadkach jest on
nadal zbyt dªugi z punktu widzenia praktyki projektowej. Jest tak zazwyczaj,
je±li obliczenie warto±ci funkcji granicznej wi¡»e si¦ z czasochªonn¡, nielinio-
w¡ analiz¡ za pomoc¡ programu elementów sko«czonych lub je±li gradienty tej
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funkcji obliczane s¡ ró»nicowo. Niestety, w wielu przypadkach komputerowej
analizy niezawodno±ci zªo»onych konstrukcji i procesów technologicznych, cha-
rakter funkcji granicznej uniemo»liwia lokalizacj¦ punkt u projektowego za po-
moc¡ efektywnych metod gradientowych.

Odr¦bn¡ grup¦ metod analizy niezawodno±ci stanowi¡ metody symulacyj-
ne. Do ich zalet nale»¡ niew¡tpliwie: ªatwo±¢ implementacji, mo»liwo±¢ uzy-
skania wyników z dowoln¡ dokªadno±ci¡ oraz niewra»liwo±¢ na nieró»niczko-
walno±¢ funkcji granicznej czy te» na istnienie wielu punktów projektowych.
Najlepiej znana, klasyczna metoda Monte Carlo jest jednak bardzo rzadko sto-
sowana w obliczeniach niezawodno±ciowych. Przy bardzo maªych warto±ciach
prawdopodobie«stwa awarii rzeczywistych konstrukcji, liczba koniecznych sy-
mulacji dyskwali�kuje przydatno±¢ tej metody w praktycznych zastosowaniach.
Lata osiemdziesi¡te ubiegªego wieku przyniosªy jednak rozwój metod redukcji
wariancji, ang. importance sampling. Poprzez odpowiedni dobór funkcji g¦sto±ci
prawdopodobie«stwa, wedªug której generuje si¦ zmienne losowe, mo»na znacz-
nie zmniejszy¢ obszar próbkowania oraz liczb¦ symulacji. Metoda ta ma wiele
odmian. Stosowana jest te» cz¦sto w poª¡czeniu z FORM lub SORM. Spo±ród
prekursorskich prac jej po±wi¦conych, warto wymieni¢ artykuªy Schuëllera i Sti-
xa [217], Hohenbichlera i Rackwitza [94] oraz Doli«skiego [51]. Przegl¡d oraz
omówienie ró»nych metod symulacyjnych stosowanych w analizie niezawodno±ci
znale¹¢ mo»na w pracach Melchersa [172,173].

We wczesnych zastosowaniach metod FORM i SORM przyjmowano najcz¦-
±ciej, »e funkcja graniczna jest jawn¡ funkcj¡ zmiennych losowych. Niestety, za
wyj¡tkiem akademickich przykªadów, takiej zale»no±ci funkcyjnej nie mo»na po-
da¢, a w wi¦kszo±ci przypadków dana jest ona za po±rednictwem okre±lonej pro-
cedury numerycznej, np. metody elementów sko«czonych. Poczynaj¡c jednak od
pierwszych prac Der Kiureghiana oraz wspóªpracowników [42,43], w poªowie lat
osiemdziesi¡tych problematyka wykorzystania metody elementów sko«czonych
w ramach metod analizy niezawodno±ci zacz¦ªa by¢ bardzo intensywnie rozwi-
jana. Jej rozwój wi¡»e si¦ m.in. z rozwojem metod analizy wra»liwo±ci. Mo»na
wymieni¢ wiele prac z ostatniego dziesi¦ciolecia ubiegªego wieku, gdzie bardzo
silnie podkre±lano konieczno±¢ implementacji efektywnych analitycznych metod
analizy wra»liwo±ci w zadaniu szacowania prawdopodobie«stwa awarii konstruk-
cji modelowanych z u»yciem metody elementów sko«czonych. S¡ to m.in. prace
ameryka«skich grup badawczych z uniwersytetów w San Antonio [205], Berke-
ley [154, 245, 276], Boulder [49], a tak»e uniwersytetu w Delft w Holandii [83]
czy Clermont-Ferrand we Francji [144,145].
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Przy du»ej liczbie zmiennych losowych, zagadnienie efektywnego i dokªad-
nego obliczania gradientów funkcji granicznej ma kluczoweznaczenie z punktu
widzenia numerycznej efektywno±ci analizy niezawodno±ci. Niestety, podej±cie
bazuj¡ce na dost¦pno±ci pochodnych funkcji granicznej po wszystkich zmien-
nych losowych, w sposób zasadniczy ogranicza zakres mo»liwych zastosowa«.
Przy tworzeniu programu umo»liwiaj¡cego analiz¦ niezawodno±ci z wykorzysta-
niem metody elementów sko«czonych, najkorzystniejsz¡ sytuacj¡ jest posiadanie
dost¦pu zarówno do kodu ¹ródªowego MES, jak i programu niezawodno±ciowe-
go. Oczywi±cie, szczególnie w przypadku du»ych komercyjnych pakietów ana-
lizy sko«czenie elementowej, jest to warunek nie do speªnienia. Je±li przyj¡¢
jednak, »e taki dost¦p jest mo»liwy, to implementacja analitycznych procedur
analizy wra»liwo±ci odpowiedzi konstrukcji wzgl¦dem wszelkich interesuj¡cych
projektanta parametrów modelu jest zadaniem niezmiernie czasochªonnym i wy-
magaj¡cym bardzo wysokich kompetencji. Szczególnie du»ymwyzwaniem jest
implementacja metod analizy wra»liwo±ci dla zada« mechaniki nieliniowej oraz
gdy rozpatrywane parametry dotycz¡ ksztaªtu konstrukcji.

Sposobem na przezwyci¦»enie tych trudno±ci jest zast¡pienie rzeczywistej
funkcji granicznej analitycznym metamodelem (modelem modelu) zwanym te»
powierzchni¡ odpowiedzi. W oparciu o odpowiednio dobrany zbiór eksperymen-
tów numerycznych, funkcja graniczna przybli»ana jest za pomoc¡ funkcji wielo-
mianowej lub sieci neuronowej. Skonstruowana w ten sposób zale»no±¢ stanowi
jawn¡, a przez to tani¡ w obliczeniach, funkcj¦ zmiennych losowych, co znako-
micie uªatwia zastosowanie metod pierwszego lub drugiego rz¦du czy te» metod
symulacyjnych (najcz¦±ciej s¡ to metody typu `importance sampling'). Jednak,
aby niezawodno±¢ konstrukcji obliczona dla danej powierzchni odpowiedzi nie
byªa obarczona zbyt du»ym bª¦dem, powierzchnia ta musi dobrze aproksymo-
wa¢ rzeczywist¡ funkcj¦ graniczn¡ w okolicy punktu projekt owego. Poªo»enie
tego punktu niestety nie jest zazwyczaj znane.

W±ród pierwszych prac dotycz¡cych metod tworzenia powierzchni odpowie-
dzi oraz jej zastosowa« w analizie niezawodno±ci nale»y wymieni¢ prace Faravel-
li [68], Buchera i Bourgunda [20], Rajashekhara i Ellingwooda[202], El-Tawila
i in. [62] czy Gopalakrishny i Donaldsona [80]. W wi¦kszo±citych prac propono-
wano aproksymacj¦ z u»yciem wielomianów drugiego stopnia dopasowywanych
do punktów eksperymentalnych za pomoc¡ liniowej regresji.W ostatnim dziesi¦-
cioleciu obserwowa¢ mo»na rozwój metod, które wykorzystuj¡ metod¦ wa»onej
liniowej regresji [117,128] oraz sztuczne sieci neuronowe[39,103] do aproksyma-
cji funkcji granicznej.
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Pomimo tak wielu opracowa« nie zostaªa zaproponowana uniwersalna meto-
da, a wi¦c i oprogramowanie, które ª¡czyªoby szybko±¢ oblicze« z dokªadno±ci¡
uzyskanych wyników. Cz¦sto sformuªowanie rozwa»anego zagadnienia determi-
nuje przyj¦te w analizie niezawodno±ci rozwi¡zania. W pracy Stockiego, Tau-
zowskiego i Knabla [238], na przykªadzie zadania analizy niezawodno±ci zgnia-
tanej dynamicznie belki cienko±ciennej, przedstawiono koncepcj¦ dwuetapowej
metody analizy niezawodno±ci wykorzystuj¡cej algorytm Z3M z pracy [278].
Oryginalny algorytm zmody�kowano u»ywaj¡c w etapie poszukiwania punk-
tu projektowego adaptacyjnej metody powierzchni odpowiedzi. Powierzchnia
ta budowana byªa na bazie eksperymentów OLH, przy zastosowaniu techniki
aproksymacji lokalnej (ang. moving least squares). Zalety przedstawionego po-
dej±cia omówione zostan¡ szeroko w niniejszej pracy.

Na koniec nale»y wspomnie¢, »e w Polsce problemami analizy niezawodno±ci
konstrukcji zajmowali si¦ m.in. Murzewski [176, 177], ‘niady [223, 224], Jendo
i Putresza [107,199] i Biegus [14].

1.3.2. Optymalizacja odporno±ciowa

Koncepcja projektowania konstrukcji i procesów technologicznych, które s¡
odporne na losowe imperfekcje parametrów, przypisywana jest cz¦sto Genichi
Taguchi'emu - japo«skiemu in»ynierowi i badaczowi zagadnie« poprawy jako-
±ci. Chocia» stworzona przez niego w latach pi¦¢dziesi¡tych, a szeroko rozpro-
pagowana w latach osiemdziesi¡tych ubiegªego stulecia, metodologia in»ynierii
jako±ci (ang.robust design) nie jest bezpo±rednio stosowana w niniejszej pracy,
to ze wzgl¦du na jej historyczne znaczenie warto tu przytoczy¢ podstawowe in-
formacje na temat metody Taguchi'ego. W ostatnich dekadachmetodologia ta
znalazªa zastosowanie w wielu dziedzinach projektowania in»ynierskiego, pro-
wadz¡c do redukcji liczby wykonywanych eksperymentów �zycznych, zob. [247].

Metoda Taguchi'ego

Przewodni¡ ide¡ klasycznej metody Taguchi'ego jest doprowadzenie do po-
prawy jako±ci produktów lub caªych procesów przemysªowychnie tylko poprzez
zapewnienie osi¡gni¦cia wymaganych warto±ci nominalnychprzez opisuj¡ce je
charakterystyki, ale tak»e poprzez minimalizacj¦ wariancji tych warto±ci. Mini-
malizacja wariancji realizowana jest bez eliminowania przyczyn obserwowanych
rozrzutów.
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Taguchi wyodr¦bniª trzy grupy parametrów. S¡ to: parametry sterowalne
(ang. control parameters), których warto±ci mog¡ by¢ zmieniane w czasie pro-
jektowania lub w procesie optymalizacji,parametry zakªócaj¡ce (ang. noise
parameters) - niemo»liwe do kontroli i b¦d¡ce ¹ródªem wariancji odpowiednich
charakterystyk oraz parametry niesterowalne - odpowiadaj¡ce ustalonym
parametrom deterministycznym.

Celem zaproponowanej metody jest takie dobranie warto±ci parametrów ste-
rowalnych, aby uczyni¢ charakterystyki produktu/procesu jak najmniej czuªymi
na wariancje parametrów zakªócaj¡cych. Metoda ta bazuje naustaleniu - za-
równo dla parametrów sterowalnych, jak i zakªócaj¡cych - pewnej liczby pozio-
mów ich warto±ci, zawartych w dopuszczalnych (w przypadku parametrów stero-
walnych) i obserwowanych (w przypadku parametrów zakªócaj¡cych) zakresach
zmienno±ci. Kombinacje poziomów parametrów sterowalnychtworz¡ tzw. we-
wn¦trzn¡ tablic¦ ortogonaln¡ (ang. inner array ), natomiast kombinacje po-
ziomów parametrów zakªócaj¡cych tworz¡ zewn¦trzn¡ tablic¦ ortogonaln¡
(ang. outer array). De�niuje si¦ równie» funkcj¦ strat jako±ci , która okre±la
straty ponoszone przez producenta lub przez spoªecze«stwo, wywoªane odmien-
nymi od zaªo»onych cechami szeroko rozumianego produktu.

Inn¡ wprowadzon¡ przez Taguchi'ego miar¡ jako±ci projektu jest stosunek
sygnaªu do zakªócenia S=N (ang. signal to noise ratio). Wyra»a on przyj¦t¡
zasad¦ mierzenia jako±ci, jak¡ jest minimalizacja zmienno±ci dziaªania produktu
w odpowiedzi na czynniki zakªócaj¡ce, przy jednoczesnej maksymalizacji zmien-
no±ci w odpowiedzi na czynniki sterowalne. StosunekS=N zde�niowany jest jako
pewna statystyka warto±ci wybranej charakterystyki, obliczona dla ka»dej kom-
binacji parametrów sterowalnych z wewn¦trznej tablicy ortogonalnej przy prób-
kach generowanych przez kombinacje poziomów parametrów zakªócaj¡cych da-
ne w tablicy zewn¦trznej. Rozró»nia si¦ trzy gªówne typy wspóªczynnikówS=N:
dla charakterystyk o po»¡danej najmniejszej warto±ci, po»¡danej najwi¦kszej
warto±ci i po»¡danej nominalnej warto±ci. Maksymalizuj¡cwspóªczynnik S=N
minimalizuje si¦ jednocze±nie funkcj¦ strat. Im wi¦ksza jest warto±¢S=N tym
wi¦ksza jest te» odporno±¢ na zakªócenia.

Podsumowuj¡c, procedura in»ynierii jako±ci Taguchi'ego skªada si¦ z nast¦-
puj¡cych etapów:

1. Sformuªowanie problemu i okre±lenie funkcji kryterium/charakterystyki.

2. Ustalenie parametrów sterowalnych i zakªócaj¡cych orazwybór liczby
i warto±ci ich poziomów.

3. Budowa tablic ortogonalnych: wewn¦trznej i zewn¦trznej.
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4. Przeprowadzanie zaplanowanych eksperymentów, wybór optymalnych war-
to±ci poziomów parametrów sterowalnych.

5. Wery�kacja otrzymanych wyników.

6. Je±li projekt optymalny nie speªnia zaªo»e« nast¦puje powrót do etapu 2.
Je±li zaªo»enia s¡ speªnione, to projekt zostaje przyj¦ty.

Pomimo, i» metoda Taguchi'ego zyskaªa du»¡ popularno±¢ w±ród projektan-
tów, to jest te» do±¢ cz¦sto przedmiotem krytyki, zob. [180]. W±ród jej gªównych
niedoskonaªo±ci, wymieni¢ nale»y:

� Ograniczenie mo»liwych rozwi¡za« do arbitralnie wybranych poziomów
parametrów sterowalnych, gdy tymczasem zmienne projektowe zadania
optymalizacji mog¡ przyjmowa¢ warto±ci z ci¡gªego zakresu.

� Metoda dostosowana jest do eksperymentów �zycznych, których ze wzgl¦-
du na koszt nie mo»na przeprowadzi¢ zbyt wiele. Poniewa» analiza pracy
projektowanej konstrukcji wykonywana jest zazwyczaj metod¡ elemen-
tów sko«czonych, dlatego korzystniejsze jest u»ycie metodpozwalaj¡cych
na dokªadniejsze zbadanie przestrzeni mo»liwych rozwi¡za«.

� Ze wzgl¦du na to, i» odpowiedzi analizowanych ukªadów konstrukcyjnych
i procesów technologicznych s¡ najcz¦±ciej nieliniowymi funkcjami ich pa-
rametrów, zaproponowane przez Taguchi'ego tablice ortogonalne mog¡
okaza¢ si¦ niewystarczaj¡cym narz¦dziem do zbadania tych zale»no±ci.

� Informacja probabilistyczna dotycz¡ca parametrów zakªócaj¡cych jest cz¦-
sto niewykorzystywana. U»ywa si¦ jej jedynie do ustalenia przedziaªów
zmienno±ci tych parametrów. Nie jest mo»liwe uwzgl¦dnienie wiedzy na
temat wzajemnej korelacji parametrów zakªócaj¡cych.

� Brak mo»liwo±ci uwzgl¦dnienia funkcji ogranicze« projektowych.

Strategia Taguchi'ego nie jest w istocie strategi¡ optymalizacyjn¡, mimo
to jej elementy wykorzystywane s¡ w wielu pracach dotycz¡cych optymalizacji
odporno±ciowej konstrukcji, zob. [29,104,149].

Poni»ej przedstawiony zostanie wybór tych prac, w których poprawa jako-
±ci/odporno±ci konstrukcji uzyskana zostaje przy u»yciu metod optymalizacji.
Doskonaªy przegl¡d obecnego stanu wiedzy w tej dziedzinie zawarto w pracy
Beyera i Sendho�a [13]. Warto wspomnie¢ równie» przegl¡dow¡prac¦ Zanga
i in. [272].
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Podej±cie optymalizacyjne

W odró»nieniu od dobrze zde�niowanego sformuªowania zadania optymali-
zacji niezawodno±ciowej (zob. podrozdziaª2.3), gdzie centralne miejsce zajmuje
prawdopodobie«stwo niespeªnienia ogranicze«, spotykanesformuªowania opty-
malizacji odporno±ciowej cz¦sto ró»ni¡ si¦ stosowan¡ miar¡ odporno±ci konstruk-
cji na imperfekcje. Obok wprowadzonego przez Taguchi'ego stosunku sygnaªu
do zakªóceniaS=N, jako miary odporno±ci przyjmuje si¦ wariancje charaktery-
stycznych odpowiedzi konstrukcji b¡d¹ ró»nice wybranych percentyli tych odpo-
wiedzi. Prezentowane w literaturze zadania optymalizacjiodporno±ciowej ró»ni¡
si¦ tak»e sposobem sformuªowania ogranicze«, metodami obliczania wariancji,
typem stosowanej aproksymacji i wreszcie sam¡ metod¡ optymalizacji.

Je±li chodzi o metody szacowania momentów statystycznych odpowiedzi kon-
strukcji, wyst¦puj¡cych zarówno w funkcji celu, jak i ogran iczeniach zadania
optymalizacji odporno±ciowej, to w dost¦pnych autorowi publikacjach dominuje
tzw. podej±cie perturbacyjne. Bazuje ono na rozwini¦ciu funkcji wokóª warto-
±ci ±rednich zmiennych losowych w szereg Taylora. Mo»na wymieni¢ wiele prac,
gdzie zastosowano metod¦ perturbacyjn¡, zob. np. [28,54,108,129,138,139,203].
Dokªadno±¢ takiego szacowania warto±ci oczekiwanych orazwariancji funkcji
celu i ogranicze« zale»y zarówno od wspóªczynników zmienno±ci zmiennych lo-
sowych, stopnia nieliniowo±ci badanej funkcji, jak i od dokªadno±ci obliczenia
jej gradientów. Mo»liwo±¢ wykorzystania dokªadnych, analitycznych metod ró»-
niczkowania odpowiedzi konstrukcji pozwala na bardzo znaczn¡ popraw¦ efek-
tywno±ci procesu optymalizacji odporno±ciowej. Doltsinis i Kang w serii publika-
cji [54�56,115] zaprezentowali korzy±ci pªyn¡ce ze stosowania metody bezpo±red-
niego ró»niczkowania w zadaniach optymalizacji odporno±ciowej dotycz¡cych
liniowych, jak równie» �zycznie nieliniowych konstrukcji i procesów technolo-
gicznych. Przedstawione przez nich przykªady dotyczyªy konstrukcji pr¦towych,
ramowych oraz procesów obróbki plastycznej - wyciskania i kucia metali. Wady
i zalety metod szacowania momentów statystycznych bazuj¡cych na rozwini¦-
ciu funkcji w szereg Taylora omówiono w podrozdziaªach4.2 i 4.3 Wyja±niono
tam równie» dlaczego postanowiono nie wykorzystywa¢ tych metod w niniejszej
pracy.

Alternatywn¡ metod¡ obliczenia momentów jest metoda symulacji losowych.
Chocia» nieumiej¦tnie stosowane techniki symulacyjne mog¡ prowadzi¢ do znacz-
nego wzrostu zarówno czasu jak i kosztu rozwi¡zania, to zalety tych metod
sprawiaj¡, i» s¡ one równie» ch¦tnie u»ywane w ramach optymalizacji odporno-
±ciowej, zob. np. [114,118,191,212].
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W wi¦kszo±ci prac dotycz¡cych odporno±ciowej optymalizacji konstrukcji,
w celu redukcji zªo»ono±ci numerycznej stosuje si¦ aproksymacje tych funkcji
wchodz¡cych w skªad sformuªowania zadania, które wymagaj¡czasochªonnych
oblicze«, np. wymagaj¡ u»ycia metody elementów sko«czonych. Wykorzystuje
si¦ zarówno wielomianowe powierzchnie odpowiedzi [28,29,133], technik¦ krigin-
gu [26,139], jak te» sztuczne sieci neuronowe [108,118,191]. Doskonaªe omówienie
ró»nych technik powierzchni odpowiedzi (ró»nych metamodeli), szczególnie pod
k¡tem ich przydatno±ci w optymalizacji odporno±ciowej, znale¹¢ mo»na w pra-
cy doktorskiej Floriana Jurecki z 2007 roku [113]. Jednoznacznie preferuje on
metod¦ krigingu w stosunku do sieci neuronowych, które bardzo cz¦sto okazuj¡
si¦ by¢ rozwi¡zaniem nieefektywnym. To wªa±nie, bazuj¡ca na teorii procesów
losowych, metoda krigingu w wersji aproksymacyjnej u»yta zostaªa przez autora
niniejszej pracy jako metamodel dla warto±ci ±rednich i odchyle« standardowych
funkcji celu i ogranicze«, zob. równie» [236].

Prace dotycz¡ce optymalizacji odporno±ciowej konstrukcji podzieli¢ mo»na
równie» w zale»no±ci od sposobu wyra»enia tzw. ogranicze« odporno±ciowych.
Ograniczenia te formuªowane s¡ zgodnie z podej±ciem perturbacyjnym
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lub w ramach ��lozo�i� DFSS ( design for six sigma) jako

E[g(d; X ; P)] � ~� � [g(d; X ; P)] � 0; (1.2)

gdzie E(�) i � (�) s¡ odpowiednio operatorami warto±ci oczekiwanej i odchyle-
nia standardowego, a wszystkie pozostaªe symbole omówionow rozdziale 2. To
pierwsze sformuªowanie, które spotka¢ mo»na w wielu pracach [29,30,108,138],
wymaga znajomo±ci gradientów funkcji ogranicze«, natomiast wielko±ci pertur-
bacji � x i i � pi ustalane s¡ jako wielokrotno±ci odchyle« standardowych odpo-
wiednich zmiennych losowych. Sformuªowanie (1.2), które stosowane jest tak»e
w niniejszej pracy, wydaje si¦ by¢ naturalnym odpowiednikiem ogranicze« pro-
babilistycznych w niezawodno±ciowej optymalizacji konstrukcji, zob. [129, 133,
212,218].

Zadanie optymalizacji odporno±ciowej jest zadaniem optymalizacji wielokry-
terialnej. O ile zazwyczaj autorzy prac nie po±wi¦caj¡ temu problemowi zbyt
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wiele uwagi, koncentruj¡c si¦ na innych aspektach zagadnienia i u»ywaj¡c naj-
prostszej techniki skalaryzacji przy pomocy metody wspóªczynników wagowych,
o tyle w niektórych pracach temat poprawnego i efektywnego wyznaczenia zbio-
ru rozwi¡za« kompromisowych analizowany jest du»o dokªadniej. Warto tu wy-
mieni¢ prace grupy badawczej kierowanej przez prof. Wei Chen z University
of Illinois w Chicago [30,273] dotycz¡ce mi¦dzy innymi tzw. programowania �-
zycznego, jak równie» prace [118,218], gdzie zastosowano wielokryterialn¡ wersj¦
algorytmu genetycznego (MOGA).

Na koniec, nale»y wspomnie¢ o ciekawym artykule Kocha i in. [132], w któ-
rym dokªadnie omówiono znaczenie, jakie dla efektywno±ci algorytmów opty-
malizacji niezawodno±ciowej oraz odporno±ciowej ma realizacja zadania na ma-
szynach o architekturze równolegªej.

1.3.3. Metody powierzchni odpowiedzi

Termin �powierzchnia odpowiedzi� wykorzystywany jest w niniejszej pracy
w szerokim sensie do okre±lenia przybli»onej analitycznejzale»no±ci pomi¦dzy
parametrami (zmiennymi) wej±ciowymi, a wielko±ciami wyj±ciowymi (wynika-
mi). Jako powierzchni¦ odpowiedzi rozumie¢ b¦dziemy zale»no±¢ aproksymuj¡-
c¡ otrzyman¡ zarówno przez dopasowywanie metod¡ najmniejszych kwadratów
wspóªczynników równa« wielomianowych, jak równie» technik¦ krigingu, sztucz-
n¡ sie¢ neuronow¡, metod¦ aproksymacji lokalnej czy aproksymacj¦ z wykorzy-
staniem radialnych funkcji bazowych. Przyj¦ta konwencja jest bardziej ogólna
w stosunku do angielskiej terminologii, gdzie przezresponse surfacerozumie
si¦ przede wszystkim wielomianowe funkcje odpowiedzi stworzone za pomoc¡
metod regresji w oparciu o odpowiednio zaprojektowany planeksperymentów,
zob. [58] i [179] - klasyczne ju» monogra�e. Okre±leniapowierzchnia odpowiedzi,
u»ywa¢ b¦dziemy zast¦pczo z okre±leniemmetamodel.

Obszerne omówienie stosowanych w niniejszej pracy metod powierzchni od-
powiedzi wraz z odno±nymi pozycjami literatury zamieszczono w rozdziale 3,
natomiast publikacje dotycz¡ce zastosowa« w analizie niezawodno±ci wymienio-
no wcze±niej, w podrozdziale1.3.1. Poni»ej, w krótkim przegl¡dzie, wspomniane
zostan¡ jedynie prace, które wydaj¡ si¦ by¢ istotne z punktu widzenia rozwoju
tej dziedziny oraz jej zastosowa« w optymalizacji odporno±ciowej.

W pracy Barthelemy'ego i Haftki [8] rozró»niono trzy typy aproksymacji.
W zale»no±ci od obszaru jej wa»no±ci wymienia si¦ tam aproksymacj¦ punk-
tow¡, aproksymacj¦ w ograniczonym obszarze i aproksymacj¦globaln¡. O ile
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aproksymacja punktowa poprawnie przybli»a oryginaln¡ funkcj¦ tylko w bezpo-
±rednim s¡siedztwie badanego punktu, o tyle drugi typ aproksymacji jest dobrze
zde�niowany ju» w pewnym podobszarze przestrzeni zmiennych projektowych.
Aproksymacja globalna ma za zadanie przybli»a¢ badan¡ funkcj¦ w caªej dzie-
dzinie okre±lono±ci zmiennych. Metody aproksymacji punktowej wykorzystuj¡
informacje na temat warto±ci i pochodnych funkcji w jednym punkcie, metody
aproksymacji w ograniczonym obszarze bazuj¡ za± na informacji o warto±ciach
funkcji w wielu punktach. Obydwie te metody wykorzystywane s¡ w iteracyj-
nych algorytmach optymalizacji, gdzie obszar wa»no±ci danego modelu (obszar
zaufania) przesuwa si¦ w obr¦bie granic wyznaczonych przezograniczenia pro-
ste zmiennych projektowych. W przypadku gdy koszt obliczenia pojedynczej
warto±ci funkcji celu jest zbyt wysoki i nie mo»na pozwoli¢ sobie na rozwi¡zanie
wykorzystuj¡ce adaptacyjn¡ powierzchni¦ odpowiedzi, wtedy stosuje si¦ metody
aproksymacji globalnej.

W dalszym ci¡gu du»¡ popularno±ci¡ ciesz¡ si¦ wielomianowepowierzchnie
odpowiedzi, których wspóªczynniki ustalane s¡ na podstawie zbioru ekspery-
mentów, za pomoc¡ liniowej regresji. Aby zminimalizowa¢ liczb¦ wspóªczynni-
ków, których warto±ci trzeba wyznaczy¢, przyjmuje si¦ zazwyczaj wielomiany
pierwszego lub drugiego stopnia. W celu poprawy jako±ci aproksymacji, stosu-
je si¦ równie» transformacj¦ zmiennych, np. transformacj¦ logarytmiczn¡ lub
transformacj¦ typu 1=x. Do wspomnianych w poprzednim podrozdziale prac
z zakresu optymalizacji odporno±ciowej, wykorzystuj¡cych wielomianowe funk-
cje aproksymuj¡ce, doda¢ nale»y równie» caªy szereg artykuªów, gdzie u»ywana
jest tzw. strategia aproksymacji statystyk (ang. dual response surface- DRS),
zob. [149,248,265].

W przeciwie«stwie do eksperymentów �zycznych, eksperymenty kompute-
rowe (wyniki komputerowych symulacji) nie s¡ obci¡»one ani bª¦dem pomia-
rowym, ani te» losowym rozrzutem, charakterystycznym dla zmieniaj¡cych si¦
warunków do±wiadczenia. Zaªo»enie na temat obecno±ci losowego bª¦du wyni-
ków do±wiadczenia jest podstaw¡ liniowej regresji, która wykorzystuje meto-
d¦ najmniejszych kwadratów. Dlatego te», metamodel zast¦puj¡cy determini-
styczn¡ analiz¦ komputerow¡ powinien w istocie interpolowa¢ wyniki otrzymane
w punktach eksperymentalnych. Wªa±nie takie podej±cie zaproponowali w 1989
roku Sacks i in. w pracy [210]. Przedstawiona przez nich metoda nazywana jest
DACE (ang. design and analysis of computer experiments) lub te» kriging od
Daniela Krige'a, który podobn¡ metod¦ stworzyª na potrzeby analizy geostaty-
stycznej [36].
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W analizie porównawczej przeprowadzonej w [110] testowanoprzydatno±¢
poszczególnych rodzajów aproksymacji w optymalizacji odporno±ciowej. Porów-
nywano klasyczn¡ aproksymacj¦ wielomianow¡, metod¦ radialnych funkcji ba-
zowych i kriging. Testowano dokªadno±¢ tak zbudowanych metamodeli oraz ich
zdolno±¢ do odwzorowywania wariancji oryginalnych funkcji. Technika krigingu
dawaªa najlepsze rezultaty zarówno w przypadku sªabo, jakii silnie nieliniowych
funkcji. Zauwa»ono jednak tak»e, »e jest ona wra»liwa na szum, którym obar-
czone mog¡ by¢ dane eksperymentalne. Maj¡c to na uwadze orazze wzgl¦du
na stosowane sformuªowanie optymalizacji odporno±ciowej, w niniejszej pracy
zastosowano �wygªadzon¡� wersj¦ krigingu, nie jako funkcji interpoluj¡cej lecz
aproksymuj¡cej.

Warto równie» jeszcze raz wymieni¢ prac¦ Jurecki [113], gdzie oprócz analizy
ró»nych typów metamodeli, znale¹¢ mo»na ciekawy przegl¡d zastosowa« opty-
malizacji konstrukcji, w których wykorzystywana byªa koncepcja powierzchni
odpowiedzi. W±ród innych interesuj¡cych prac przegl¡dowych dotycz¡cych me-
tamodeli na uwag¦ zasªuguj¡ artykuª Jin i in. [109] oraz seria prac Simpsona
i wspóªpracowników [220�222].
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2

Optymalizacja konstrukcji
o parametrach losowych

W rozdziale omówione zostan¡ trzy ró»ne sformuªowania orazwybrane metody
rozwi¡zania zadania optymalizacji konstrukcji. Pierwsze sformuªowanie doty-
czy klasycznego zadania optymalizacji skalarnej (jednokryterialnej), w którym
zakªada si¦, »e wszystkie zmienne i parametry opisuj¡ce model analizowanego
ukªadu konstrukcyjnego maj¡ charakter deterministyczny. Dwa pozostaªe, po-
zwalaj¡ce na uwzgl¦dnienie niedeterministycznej natury parametrów konstruk-
cji, opisuj¡ zadania tzw. optymalizacji niezawodno±ciowej oraz optymalizacji
odporno±ciowej. Ze wzgl¦du na zwi¡zek ze sformuªowaniem problemu optyma-
lizacji odporno±ciowej, krótki fragment tekstu po±wi¦cony zostanie równie» de-
terministycznej optymalizacji wielokryterialnej (wekto rowej).

Pomimo i» opis niektórych z wymienionych zada« optymalizacji wymaga
wprowadzenia specjalnej terminologii, to wiele poj¦¢ jestwspólnych dla wszyst-
kich sformuªowa«. I tak, przezzmienne projektowe/decyzyjnerozumie¢ b¦dziemy
te parametry konstrukcji, których warto±ci ustala si¦ w procesie optymalizacji
w celu osi¡gni¦cia oczekiwanej charakterystyki jej pracy. Funkcja, która sªu»y
do oceny danego rozwi¡zania nazywana jest najcz¦±ciejfunkcj¡ celu lub funk-
cj¡ kryterium . Optymalizowana konstrukcja speªnia¢ musi liczneograniczenia
projektowe, które de�niuj¡ obszar rozwi¡za« dopuszczalnychD. W przypad-
ku wi¦kszo±ci nieakademickich zada« optymalizacji zarówno funkcje celu, jak
i funkcje ogranicze« dane s¡ w sposób niejawny, a obliczenieich warto±ci wyma-
ga przeprowadzenia oddzielnej analizy MES. Ograniczeniami, które de�niowane
s¡ w sposób jawny s¡ tzw. ograniczenia proste/brzegowe. Okre±laj¡ one zakres
zmienno±ci poszczególnych zmiennych projektowych.

Istnieje obecnie kilka dominuj¡cych metod opisu niepewno±ci parametrów
ukªadów konstrukcyjnych. Wymieni¢ tu nale»y przede wszystkim podej±cie pro-
babilistyczne, gdzie niepewno±ci te modeluje si¦ na gruncie teorii prawdopo-
dobie«stwa przy pomocy zmiennych losowych oraz procesów losowych. Jako
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alternatywne podej±cia, stosowane cz¦sto do modelowania niepewno±ci w za-
gadnieniach sztucznej inteligencji, wspomnie¢ trzeba koncepcj¦ zbioru rozmyte-
go [271] oraz przedziaªu [27,85]. W niniejszej pracy przyj¦to klasyczne, a zarazem
najbardziej popularne w analizie konstrukcji in»ynierskich, podej±cie probabili-
styczne.

2.1. Optymalizacja deterministyczna

Typowe sformuªowanie zadania skalarnej optymalizacji deterministycznej
wyrazi¢ mo»na nast¦puj¡co:

znajd¹ warto±ci zmiennych: d; (2.1)

minimalizuj¡ce: f (d); (2.2)

przy ograniczeniach: gi (d) � 0; i = 1 ; : : : ; kg; (2.3)

ci (d) = 0 ; i = 1 ; : : : ; kc; (2.4)
ldj � dj � udj ; j = 1 ; : : : ; n; (2.5)

gdzie d 2 Rn jest wektorem zmiennych projektowych, f jest funkcj¡ celu, gi ,
i = 1 ; : : : ; kg, s¡ ograniczeniami nierówno±ciowymi,ci , i = 1 ; : : : ; kc, s¡ ogra-
niczeniami typu równo±ciowego, aldj i udj , j = 1 ; : : : ; n, stanowi¡ odpowied-
nio dolne i górne ograniczenia proste. Wn-wymiarowej przestrzeni zmiennych
projektowych ograniczenia przedstawiaj¡ hiperpowierzchnie zawieraj¡ce punkty
speªniaj¡ce te ograniczenia w postaci równo±ci. W powy»szym sformuªowaniu
zarówno zmienne projektowe, jak równie» wszystkie parametry de�niuj¡ce mo-
del konstrukcji oraz funkcje celu i ogranicze«, maj¡ charakter deterministyczny,
tzn. reprezentowane s¡ przez jedn¡, nominaln¡ warto±¢.

Istnieje bardzo bogata literatura dotycz¡ca teorii optymalizacji, jak te» me-
tod rozwi¡zywania ró»norodnych zagadnie« optymalizacji.W±ród znanych mo-
nogra�i po±wi¦conych tej tematyce wspomnie¢ mo»na prace Arory [6], Haftki
i Gürdala [84], Gilla i in. [75] czy Parka [192].

Dominuj¡cymi metodami rozwi¡zania zadania (2.1)�( 2.5) s¡ metody progra-
mowania matematycznego, liniowego lub nieliniowego � w zale»no±ci od postaci
funkcji celu i ogranicze«. Rozwi¡zanie optymalne poszukiwane jest najcz¦±ciej
w sposób iteracyjny, a spo±ród najpopularniejszych algorytmów wymieni¢ na-
le»y algorytmy gradientowe, takie jak metoda gradientu sprz¦»onego, metoda
sekwencyjnego programowania kwadratowego czy metoda sekwencyjnego pro-
gramowania liniowego. Porównania ró»nych metod programowania matematycz-
nego dokonano m.in. w pracy [216].
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Ponadto, ze wzgl¦du na szybko rosn¡c¡ moc obliczeniow¡ wspóªczesnych
komputerów oraz dost¦pno±¢ rozwi¡za« bazuj¡cych na obliczeniach równole-
gªych, coraz wi¦ksz¡ popularno±¢ zyskuj¡ bezgradientowe metody optymaliza-
cji, które inspirowane s¡ zjawiskami z dziedziny �zyki lub biologii. Przykªadowo,
sposób dziaªania algorytmu symulowanego wy»arzania [121]przypomina proces
wy»arzania w metalurgii, metoda roju cz¡stek [69] na±laduje zachowania spo-
ªeczne osobników tworz¡cych zorganizowane populacje, np.kolonii owadów lub
ªawicy ryb, a dziaªanie algorytmu genetycznego [78] wzorowane jest na zjawisku
ewolucji biologicznej. Niew¡tpliw¡ zalet¡ tych metod jest mo»liwo±¢ okre±lenia
optimum globalnego.

Wspomniane algorytmy bezgradientowe wymagaj¡ z reguªy obliczenia warto-
±ci funkcji celu oraz ogranicze« dla bardzo du»ej liczby realizacji zmiennych pro-
jektowych. Niestety, w przypadku gdy funkcje wchodz¡ce w skªad sformuªowania
optymalizacji s¡ zde�niowane w sposób niejawny (np. dane s¡przez rozwi¡zanie
zªo»onego zadania MES), stanowi¢ to mo»e istotn¡ przeszkod¦ w bezpo±rednim
stosowaniu tych metod do optymalizacji konstrukcji.

W celu przezwyci¦»enia trudno±ci zwi¡zanych z wysokim kosztem numerycz-
nej realizacji optymalizacji rzeczywistych konstrukcji in»ynierskich, oryginalne
funkcje celu i ograniczenia projektowe zast¦powane s¡ zazwyczaj przez pewne
przybli»one modele - powierzchnie odpowiedzi (zob. np. [179] oraz rozdziaª3).
Dzi¦ki jawnemu sformuªowaniu problemu, rozwi¡zanie tak uproszczonego za-
dania optymalizacji jest mo»liwe do przeprowadzenia w krótkim czasie nawet
przy u»yciu metod bezgradientowych. Stosuj¡c powierzchnie odpowiedzi, niesªy-
chanie istotna jest jednak wery�kacja wiarygodno±ci otrzymywanych optimów,
co prowadzi najcz¦±ciej do iteracyjnej procedury, któr¡ bardzo ogólnie opisa¢
mo»na jako:1) budowa aproksymacji funkcji celu i funkcji ogranicze« na pod-
stawie ograniczonej liczby eksperymentów numerycznych,2) rozwi¡zanie tak
uproszczonego zadania optymalizacji,3) wery�kacja otrzymanego rozwi¡zania,
4) sprawdzenie warunku zbie»no±ci.

2.2. Optymalizacja wielokryterialna - rozwi¡zanie Pareto

Zasadnicz¡ cech¡ odró»niaj¡c¡ optymalizacj¦ wielokryter ialn¡, zwan¡ tak»e
optymalizacj¡ wektorow¡ lub polioptymalizacj¡, od optyma lizacji z jedn¡ funk-
cj¡ celu (skalarnej) jest konieczno±¢ uwzgl¦dnienia wielukryteriów optymalno±ci.
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Problem optymalizacji wektorowej sformuªowa¢ mo»na jako

znajd¹ warto±ci zmiennych: d; (2.6)

minimalizuj¡ce: f (d) = f f 1(d); : : : ; f m (d)g; (2.7)

przy ograniczeniach: gi (d) � 0; i = 1 ; : : : ; kg; (2.8)

ci (d) = 0 ; i = 1 ; : : : ; kc; (2.9)
ldj � dj � udj ; j = 1 ; : : : ; n: (2.10)

Mamy zatem do czynienia z wektorem funkcji celuf (d), którego realizacje two-
rz¡ m-wymiarow¡ przestrze« celów F . Rozwi¡zuj¡c tak postawiony problem
optymalizacji d¡»y si¦ wi¦c do zminimalizowania �najlepie j jak to mo»liwe� war-
to±ci ró»nych funkcji kryteriów. Zazwyczaj kryteria te s¡ wzajemnie kon�ik-
towe, tzn. zmniejszenie warto±ci jednego z nich prowadzi dowzrostu warto±ci
drugiego. Z tej te» przyczyny rozwi¡zanie problemu optymalizacji wielokryterial-
nej prawie nigdy nie jest jednoznaczne. Niemo»liwym jest znalezienie unikalnej
kombinacji warto±ci zmiennych projektowych minimalizuj¡cej wszystkie funk-
cje celu. Otrzymuje si¦ przewa»nie zbiór rozwi¡za«, które minimalizuj¡c pewne
kryteria, prowadz¡ do zwi¦kszenia warto±ci innych. Rozwi¡zania takie okre±la-
ne s¡ mianem rozwi¡za« Pareto, zwanych te» rozwi¡zaniami niezdominowanymi
(zob. [35, 166, 187]). Na rys.2.1 w sposób schematyczny, dla dwóch zmiennych
projektowych i dwóch funkcji celu, zademonstrowano wszystkie podstawowe po-
j¦cia optymalizacji wielokryterialnej. Jako FD oznaczono obszar celów, b¦d¡cy
t¡ cz¦±ci¡ przestrzeni celów, która stanowi odwzorowanie obszaru rozwi¡za«
dopuszczalnychD z przestrzeni zmiennych projektowych w przestrze« celów.
Na zbiorze dopuszczalnymD przez D � oznaczono rozwi¡zania niezdominowa-
ne. Wektor zmiennych projektowych d0 jest rozwi¡zaniem niezdominowanym,
je±li nie mo»na znale¹¢ »adnego wektorad 2 D i d 6= d0, który nie prowadzi
do zwi¦kszenia warto±ci chocia» jednego kryterium w stosunku do rozwi¡zania
odpowiadaj¡cego d0. W przestrzeni celów zaznaczono równie» tzw. rozwi¡za-
nie idealne. Odpowiada ono minimalnym warto±ciom wszystkich funkcji celu,
ale zazwyczaj ze wzgl¦du na kon�iktowy charakter kryteriów jest rozwi¡zaniem
czysto hipotetycznym, niemo»liwym do otrzymania. W niektórych metodach
rozwi¡zanie idealne sªu»y do wyboru rozwi¡zania preferowanego z tzw. zbioru
kompromisów. Rozwi¡zania kompromisowe (oznaczone przezFD na rys. 2.1) s¡
zbiorem ocen rozwi¡za« niezdominowanych. Spo±ród nich, napodstawie dodat-
kowego kryterium wybiera si¦ rozwi¡zanie preferowane.

Istnieje wiele metod wyznaczania zbioru rozwi¡za« niezdominowanych i od-
powiadaj¡cych im kompromisów. Pomimo swoich niedoskonaªo±ci, ci¡gle du»¡
popularno±ci¡ (przede wszystkim ze wzgl¦du na ªatwo±¢ implementacji) ciesz¡
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Rys. 2.1. Przeksztaªcenie obszaru rozwi¡za« dopuszczalnych D z przestrzeni zmiennych pro-
jektowych w obszar celów F D .

si¦ tzw. metody skalaryzacji. Polegaj¡ one na zamianie zadania optymalizacji
wektorowej na szereg zada« optymalizacji z jedn¡ funkcj¡ celu, które rozwi¡zy-
wane by¢ mog¡ przez standardowe algorytmy optymalizacji skalarnej. Wymie-
ni¢ tu mo»na metod¦ wspóªczynników wagowych (zwan¡ te» metod¡ wa»onych
kryteriów), metod¦ mini-max, metod¦ programowania celów czy te» metod¦
" -ogranicze«, zob. [35,167]. I tak, idea metody wspóªczynników wagowych pole-
ga na utworzeniu zast¦pczej funkcji celu w postaci sumy iloczynu poszczególnych
kryteriów i wspóªczynników wagowych

~f (d) =
mX

i =1

wi f i (d); (2.11)

gdzie
mX

i =1

wi = 1 ; wi � 0: (2.12)

Rozwi¡zuj¡c zadanie optymalizacji skalarnej z funkcj¡ celu dan¡ równaniem
(2.11) przy ograniczeniach (2.8)�( 2.10) dla ró»nych warto±ci wagwi , otrzymu-
je si¦ kolejne punkty zbioru kompromisów. W praktyce stosuje si¦ najcz¦±ciej
znormalizowan¡ wersj¦ metody wa»onych kryteriów przyjmuj¡c

~f (d) =
mX

i =1

wi
f i (d)

f 0
i

; (2.13)



38 2. Optymalizacja konstrukcji o parametrach losowych

gdzie f 0
i , i = 1 ; : : : ; m, s¡ wielko±ciami odniesienia, np. najwi¦kszymi dopusz-

czalnymi warto±ciami funkcji celu. Inn¡ mo»liwo±ci¡ jest normalizacja uwzgl¦d-
niaj¡ca zakresy zmian warto±ci poszczególnych kryteriów (zob. [191])

~f (d) =
mX

i =1

wi
f i (d) � min f i (d)

max f i (d) � min f i (d)
: (2.14)

Warto±ci ilorazów wyst¦puj¡cych w równaniu ( 2.14) zmieniaj¡ si¦ w przedzia-
le [0; 1]. Wad¡ metody wspóªczynników wagowych jest niemo»no±¢ uzyskania
peªnego zbioru rozwi¡za« kompromisowych w przypadku niewypukªych obsza-
rów FD .

Bardzo szerok¡ i dynamicznie rozwijaj¡ si¦ klas¦ metod rozwi¡zywania zada«
optymalizacji wielokryterialnej stanowi¡ algorytmy ewol ucyjne i heurystyczne,
takie jak algorytm genetyczny czy algorytm symulowanego wy»arzania [35,188].

2.3. Optymalizacja niezawodno±ciowa

W tradycyjnym uj¦ciu, losowy charakter zmiennych projekto wych oraz in-
nych parametrów wchodz¡cych w skªad sformuªowania (2.1)�( 2.5) uwzgl¦dniany
byª w optymalizacji deterministycznej za pomoc¡ tzw. cz¦±ciowych wspóªczynni-
ków bezpiecze«stwa. Wspóªczynniki te, specy�kowane przezodpowiednie normy
projektowe, kalibruje si¦ zazwyczaj tak, aby mo»na byªo je stosowa¢ w jak naj-
szerszym zakresie zada« projektowych zwi¡zanych z danym typem konstrukcji.
Niestety, takie podej±cie prowadzi cz¦sto do zbyt �konserwatywnych� i zacho-
wawczych rozwi¡za«, poniewa» cz¦±ciowe wspóªczynniki bezpiecze«stwa nie s¡
w sposób bezpo±redni zwi¡zane z losowym rozrzutem warto±cizmiennych pro-
jektowych, a co za tym idzie, konstrukcje optymalne nie zapewniaj¡ w sposób
automatyczny zaªo»onego poziomu niezawodno±ci, zob. [230].

W przypadku gdy zagwarantowanie odpowiednio wysokiego poziomu bez-
piecze«stwa jest jednym z najwa»niejszych wymaga« stawianych projektowanej
konstrukcji, problem optymalizacji formuªowany jest jako zadanie optymalizacji
niezawodno±ciowej (ang.reliability-based design optimization- RBDO). W ra-
mach RBDO, ograniczenia projektowe formuªowane s¡ przy pomocy prawdo-
podobie«stw wyst¡pienia awarii lub innych, równowa»nych miar niezawodno-
±ci. Pod poj¦ciem prawdopodobie«stwa awarii rozumie si¦ prawdopodobie«stwo
przekroczenia pewnych dopuszczalnych stanów dotycz¡cychwytrzymaªo±ci lub
u»ytkowania konstrukcji, które de�niowane s¡ przez odpowiednie funkcje gra-
niczne (zob. dodatekA).



2.3. Optymalizacja niezawodno±ciowa 39

Maj¡c swoje pocz¡tki w latach osiemdziesi¡tych ubiegªego wieku, niezawod-
no±ciowa optymalizacja konstrukcji jest obecnie dobrze ugruntowan¡ dziedzin¡
nauki z literatur¡ obejmuj¡c¡ setki publikacji w czasopism ach naukowych oraz
materiaªach konferencyjnych. Szczególnie istotny wpªyw na rozwój zarówno sfor-
muªowa«, jak i metod rozwi¡zania problemów RBDO wywarªy prace badaczy
z du«skich uniwersytetów w Aalborgu i Lyngby [64�67,159,250], z politechniki
w Monachium [134, 135, 239, 240], a ostatnio z uniwersytetu wIowa [267�270]
i Uniwersytetu Illinois w Chicago [59, 60, 266]. Pewne podsumowanie obecnego
stanu wiedzy na temat optymalizacji niezawodno±ciowej stanowi wydana w 2007
roku monogra�a [252].

Ogólne sformuªowanie zadania optymalizacji niezawodno±ciowej wyrazi¢ mo»-
na nast¦puj¡co:

znajd¹ warto±ci zmiennych: d; � X ; (2.15)

minimalizuj¡ce: f (d; � X ; � P ); (2.16)

przy ograniczeniach: P[gi (d; X ; P) � 0] � �( � � t
i ) � 0; i = 1 ; : : : ; kg; (2.17)

ldj � dj � udj ; j = 1 ; : : : ; nd; (2.18)

l � X r � � X r � u � X r ; r = 1 ; : : : ; nX ; (2.19)

gdzieX = f X 1; : : : ; X nX g oraz P = f P1; : : : ; PnP g s¡ wektorami zmiennych loso-
wych o warto±ciach oczekiwanych odpowiednio� X i � P , P i

f = P[gi (d; X ; P) � 0]
jest prawdopodobie«stwem awarii odpowiadaj¡cymi -tej funkcji granicznej gi (�),
�( �) jest dystrybuant¡ standardowego rozkªadu normalnego, a� t

i , i = 1 ; : : : ; kg,
s¡ minimalnymi, ustalonymi przez projektanta wska¹nikami niezawodno±ci, zob.
(A.5). Wyra»enia �( � � t

i ) s¡ zatem dopuszczalnymi maksymalnymi warto±ciami
prawdopodobie«stwa awarii. Rozró»nienie oznacze« wektorów losowych wyni-
ka z ich odmiennego charakteru. ZmienneX okre±li¢ mo»na jako projektowe
zmienne losowe, poniewa» ich warto±ci oczekiwane� X zmieniaj¡ si¦ w proce-
sie optymalizacji, prowadz¡c (w przypadku staªych warto±ci innych parame-
trów opisuj¡cych rozkªad) do przesuni¦cia funkcji g¦sto±ci prawdopodobie«stwa
f X (X ). Inaczej ni» w przypadku zmiennychX , rozkªad prawdopodobie«stwa
wektora P nie zmienia si¦ podczas optymalizacji i dlatego, w kontek±cie zadania
optymalizacji niezawodno±ciowej, zmienne te nazywane s¡ niekiedy parametra-
mi losowymi. W przeciwie«stwie do warto±ci oczekiwanych� X , bardzo rzadko
w pracach dotycz¡cych RBDO uwzgl¦dnia si¦ jako zmienne projektowe inne
parametry rozkªadów prawdopodobie«stwa zmiennych losowych. Rozszerzenie
zbioru zmiennych projektowych o odchylenia standardowe zmiennych losowych
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(por. [52]) wymaga odpowiedniego sformuªowania funkcji celu, które uwzgl¦d-
niaªoby wzrost kosztu projektu zwi¡zany z u»yciem np. materiaªów o lepszej
jako±ci, b¡d¹ zastosowania bardziej precyzyjnych technologii wytworzenia lub
monta»u elementów optymalizowanej konstrukcji.

kierunek wzrostu 
funkcji celu 

� �

� �

minimum 
deterministyczne 

minimum 
RBDO 

� � � �

� � � �

obszar 
dopuszczalny 

Rys. 2.2. Porównanie rozwi¡zania optymalnego z optymaliza cji deterministycznej - punkt A
oraz optymalizacji niezawodno±ciowej - punkt B .

Idea optymalizacji niezawodno±ciowej przedstawiona zostaªa schematycznie
na rys. 2.2. W przypadku hipotetycznego problemu optymalizacji z dwiema
zmiennymi projektowymi oraz trzema ograniczeniami, rozwi¡zaniem tego zada-
nia w wersji deterministycznej jest punkt A. Pisz¡c o optymalizacji determi-
nistycznej mamy na my±li takie sformuªowanie, w którym w »aden sposób nie
uwzgl¦dnia si¦ losowo±ci zmiennych projektowych. Tak jak to przedstawiono na
rysunku, w znajduj¡cym si¦ na granicy obszaru dopuszczalnego punkcie opty-
malnym aktywne s¡ dwa ograniczenia. Zaªó»my nast¦pnie, »e zmienne projekto-
we nie s¡ wielko±ciami deterministycznymi, lecz cechuj¡ si¦ pewnym rozrzutem,
a wspóªrz¦dne punktu A tworz¡ wektor warto±ci oczekiwanych odpowiednich
zmiennych losowych. W takim przypadku, wi¦kszo±¢ mo»liwych realizacji tych
zmiennych znajdzie si¦ w pewnym ograniczonym obszarze wokóª optimum deter-
ministycznego. Dla prostoty prezentacji oznaczmy ten obszar jako koªo o ±rod-
ku w punkcie A. Jak mo»na zobaczy¢ na rys.2.2, bardzo du»a cz¦±¢ realizacji
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zmiennych projektowych znajduje si¦ poza obszarem dopuszczalnym, tak wi¦c
rozwi¡zanie A trudno jest uzna¢ za bezpieczne. W celu zapewnienia wyma-
ganego poziomu niezawodno±ci, koªo otaczaj¡ce punkt A nale»y przesun¡¢ do
wn¦trza obszaru dopuszczalnego tak, aby jego nowy ±rodek B wyznaczyª roz-
wi¡zanie gwarantuj¡ce wy»sz¡ niezawodno±¢. Operacja ta prowadzi oczywi±cie
do zwi¦kszenia warto±ci funkcji celu, a o tym jak daleko od granicy obszaru
dopuszczalnego musi znajdowa¢ si¦ rozwi¡zanie B decyduje zaªo»ony margi-
nes bezpiecze«stwa. Je±li przyj¡¢, »e masa prawdopodobie«stwa odpowiadaj¡ca
oczekiwanej niezawodno±ci rozwi¡zania w sposób symboliczny ograniczona jest
przez koªo na rys.2.2, to w punkcie optymalnym koªo to b¦dzie styczne do
wybranych powierzchni (krzywych) ogranicze«. Takie ograniczenia nazywa si¦
wtedy probabilistycznie aktywnymi. Proces poszukiwania rozwi¡zania B o opi-
sanych wªa±ciwo±ciach nosi nazw¦ optymalizacji niezawodno±ciowej i sprowadza
si¦ do rozwi¡zania problemu (2.15)�( 2.19).

Obliczenie warto±ci prawdopodobie«stwP i
f , które wyst¦puj¡ w ogranicze-

niach (2.17), wymaga przeprowadzenia analizy niezawodno±ci przy pomocy od-
powiedniej procedury numerycznej. Wybór metody zale»y od wielko±cinX + nP

oraz zªo»ono±ci obliczeniowej rozpatrywanego zadania. Krótki opis kilku naj-
bardziej popularnych metod komputerowej analizy niezawodno±ci przedstawio-
no w dodatku A. Poniewa» szacowanie prawdopodobie«stwa przy pomocy me-
tod symulacyjnych jest zazwyczaj bardzo czasochªonne, dlatego najcz¦±ciej, ze
wzgl¦du na swoj¡ prostot¦ i efektywno±¢, w algorytmach optymalizacji nieza-
wodno±ciowej stosuje si¦ metody analizy niezawodno±ci pierwszego rz¦du (FORM
- ang. �rst order reliability method ).

Wysoki koszt oblicze« sprawia, »e rozpatruj¡c metody rozwi¡zywania zada-
nia RBDO porównuje si¦ je przede wszystkim ze wzgl¦du na ich efektywno±¢,
dokªadno±¢ i stabilno±¢. Za doskonaª¡ prac¡ Aouesa i Chateauneufa [4] metody
optymalizacji niezawodno±ciowej podzieli¢ mo»na na trzy kategorie: metody za-
gnie»d»one lub dwupoziomowe (ang.nested/two-level), metody jednopoziomowe
(ang. mono-level/single loop) i metody rozprz¦»one (ang.decoupled). Metody te
scharakteryzowa¢ mo»na nast¦puj¡co:

� Zagnie»d»ony charaktermetody dwupoziomowejwynika z tego, i» obli-
czenie warto±ci ogranicze« niezawodno±ciowych (2.17) wi¡»e si¦ w isto-
cie z rozwi¡zaniem zadania optymalizacji z ograniczeniami, jakim jest
poszukiwanie punktu projektowego (zob. dodatekA, a w szczególno±ci
podrozdziaª A.3). Na ka»dym kroku iteracyjnego procesu wyznaczania
optymalnych warto±ci zmiennychd i � X (zewn¦trznej p¦tli optymaliza-
cyjnej) realizowanych jestkg zada« analizy niezawodno±ci (wewn¦trznych
p¦tli optymalizacyjnych).
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� Celem metod jednopoziomowychjest wyeliminowanie wewn¦trznej p¦tli
zwi¡zanej z analiz¡ niezawodno±ci poprzez rozszerzenie zbioru zmien-
nych decyzyjnych oraz zast¡pienie ogranicze« niezawodno±ciowych po-
przez kryteria optymalno±ci zada« poszukiwania punktów projektowych.
Wyznaczaj¡c optymalny wektor zmiennych decyzyjnych, wyznacza si¦
jednocze±nie wspóªrz¦dne punktów projektowych dla ogranicze« nieza-
wodno±ciowych odpowiadaj¡cych projektowi optymalnemu.

� Podej±cie stosowane wmetodach rozprz¦»onychsprowadza si¦ do transfor-
macji zadania optymalizacji niezawodno±ciowej do szereguzada« optyma-
lizacji deterministycznej z ograniczeniami, które maj¡ zapewni¢ równo-
wa»no±¢ rozwi¡zania tak sformuªowanego zadania i zadania oryginalnego.

Literatura dotycz¡ca metod analizy niezawodno±ci z ka»dejz wymienionych
powy»ej grup jest bardzo bogata i dlatego warto w ramach tegoopracowania
omówi¢ dokªadniej przykªady metod reprezentuj¡cych poszczególne podej±cia.
Przed dokonaniem takiego przedstawienia nale»y jednak pokusi¢ si¦ o bardziej
ogóln¡ re�eksj¦ dotycz¡c¡ samej �natury� optymalizacji ni ezawodno±ciowej. Nie-
stety, czasem zapomina si¦, »e wiarygodno±¢ wyników RBDO uwarunkowana jest
precyzyjn¡ znajomo±ci¡ rozkªadów prawdopodobie«stwa zmiennych losowych,
a taki dokªadny model stochastyczny obci¡»e« czy te» parametrów materiaªo-
wych dost¦pny jest w praktyce niesªychanie rzadko. Jak to zostaªo pokazane
w ksi¡»ce Ben-Haima i Elishako�a [12], nieprawidªowe zaªo»enia dotycz¡ce typu
i parametrów funkcji g¦sto±ci prawdopodobie«stwa prowadzi¢ mog¡ do znacz¡-
cych bª¦dów w analizie niezawodno±ci. Z uwagi na to, przydatno±¢ optymalizacji
niezawodno±ciowej, jako bazuj¡cej na informacji zgromadzonej w ogonach roz-
kªadów prawdopodobie«stwa, jest znacznie ograniczona.

2.3.1. Metody rozwi¡zania

2.3.1.1. Metoda dwupoziomowa

Metoda dwupoziomowa jest algorytmem bezpo±redniego rozwi¡zania zada-
nia (2.15)�( 2.19), gdzie w obr¦bie pierwszego poziomu (zewn¦trznej p¦tli) po-
szukiwane s¡ optymalne warto±ci zmiennych decyzyjnychd i � X , a drugi poziom
(p¦tla wewn¦trzna), realizowany w przestrzeni zmiennych losowych, dotyczy
obliczania warto±ci ogranicze« niezawodno±ciowych (2.17). W ramach metody
dwupoziomowej wyró»ni¢ mo»na dwa dominuj¡ce podej±cia:
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Metoda wska¹nika niezawodno±ci . Znana w literaturze naukowej pod
nazw¡ reliability index approach (RIA) metoda ta sprowadza si¦ najcz¦±ciej do
szacowania prawdopodobie«stw awarii wyst¦puj¡cego we wzorze (2.17) za po-
moc¡ przybli»enia pierwszego rz¦du � FORM, zob. (A.4). Ograniczenia nieza-
wodno±ciowe wyrazi¢ wtedy mo»na w alternatywnej formie poprzez wska¹niki
niezawodno±ci

� FORM
i (d; X ; P) � � t

i ; i = 1 ; : : : ; kg; (2.20)

gdzie � FORM
i s¡ wska¹nikami pierwszego rz¦du odpowiadaj¡cymi punktom pro-

jektowym funkcji granicznych hi (d; U ) = gi (d; T (X ; P)) , i = 1 ; : : : ; kg. Przez
T (X ; P) oznaczono transformacj¦ do gaussowskiej przestrzeni standardowej U,
zob. podrozdziaªA.2.

Zadanie lokalizacji punktu projektowego, który w przestrzeni U oznaczany
jest najcz¦±ciej jakou � , powtarzanekg razy na ka»dym kroku zewn¦trznej p¦tli
optymalizacyjnej, stanowi o zªo»ono±ci obliczeniowej RIA. Zaproponowane przez
Nikolaidisa i Burdisso w 1988 roku [185], podej±cie to podlegaªo szeregowi mody-
�kacji maj¡cych na celu podniesienie efektywno±ci jego numerycznej realizacji.
Mody�kacje dotyczyªy przede wszystkim u»ycia lepiej dostosowanych algoryt-
mów optymalizacji [131, 233], zastosowania aproksymacji metod¡ powierzchni
odpowiedzi (w analizie niezawodno±ci stosowano tak»e metod¦ Monte Carlo za-
miast FORM) [71,72] czy budowy rozwi¡za« interaktywnych pozwalaj¡cych na
aproksymacj¦ lub rezygnacj¦ z obliczania wybranych wska¹ników niezawodno±ci
w trakcie trwania procesu optymalizacji [126,225,230,235]

Niew¡tpliw¡ zalet¡ podej±cia RIA jest wzgl¦dna ªatwo±¢ implementacji dzi¦ki
mo»liwo±ci bezpo±redniego poª¡czenia moduªu analizy niezawodno±ci z dowol-
nym programem optymalizacyjnym ogólnego przeznaczenia.

Metoda minimum funkcji granicznej . Opracowana przez Tu i Choi'a
[253] jako performance measure approach(PMA) metoda ta bazuje na spo-
strze»eniu, »e minimalizacja zªo»onej funkcji przy prostych ograniczeniach jest
bardziej efektywna numerycznie ni» minimalizacja prostejfunkcji na obszarze
o zªo»onym ksztaªcie. Ograniczenia niezawodno±ciowe (2.17) zast¦puje si¦ tu
przez

Gi = F � 1
gi

(�( � � t
i )) � 0; i = 1 ; : : : ; kg; (2.21)

gdzie Fgi jest dystrybuant¡ funkcji granicznej gi , a Gi jest warto±ci¡ funkcji
granicznej odpowiadaj¡c¡ dopuszczalnej niezawodno±ci wyra»onej wska¹nikiem
� t

i . W ramach PMA, Gi wyznacza si¦ jako rozwi¡zanie odwrotnego zadania ana-
lizy niezawodno±ci (por. (A.6)) poszukuj¡c w przestrzeni standardowej punktu
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poªo»onego na hipersferzekuk = � t
i , dla którego funkcja graniczna przyjmuje

warto±¢ minimaln¡

Gi = h(u �
� = � t

i
);

h(u �
� = � t

i
) = min h(u) pod warunkiem: kuk = � t

i :
(2.22)

Tak wi¦c, algorytm lokalizacji punktu u �
� = � t

i
, i = 1 ; : : : ; kg sprowadza si¦ do prze-

szukiwania hipersfery o promieniu� t
i , w odró»nieniu od podej±cia RIA, gdzie

punkt u � poszukiwany jest na granicy obszaru awarii. W celu rozwi¡zania zada-
nia minimalizacji ( 2.22) zaproponowano szereg wyspecjalizowanych algorytmów,
z których najpopularniejszym wydaje si¦ by¢ algorytm HMV (ang. hybrid mean
value) [33]. W przeciwie«stwie do metod iHLRF lub ARF (zob. podrozdziaª
A.3), HMV nie wymaga procedury minimalizacji kierunkowej (w celu znale-
zienia wielko±ci przyrostu). W szeregu prac porównawczychwykazano lepsz¡
efektywno±¢ i stabilno±¢ metody PMA w stosunku do RIA, zob. np. [4,263].

Rozwi¡zanie zadania (2.15)�( 2.19) przy u»yciu efektywnych algorytmów gra-
dientowych wymaga obliczenia wra»liwo±ci funkcji celu, a tak»e wra»liwo±ci
ogranicze« niezawodno±ciowych wzgl¦dem zmiennych decyzyjnych oraz zmien-
nych losowych. Ze wzgl¦du na zagnie»d»ony charakter sformuªowania, sposób
wyznaczania gradientów stanowi o zªo»ono±ci obliczeniowej przyj¦tej metody
rozwi¡zania. Niestety, w przypadku modelowania zªo»onychkonstrukcji i proce-
sów technologicznych, gdzie mamy do czynienia z du»ym zró»nicowaniem typów
zmiennych decyzyjnych i zmiennych losowych, efektywne, analityczne metody
obliczenia gradientów nie zawsze s¡ dost¦pne. W takiej sytuacji odpowied¹ ba-
danego ukªadu mechanicznego modelowana jest cz¦sto za pomoc¡ odpowiednio
dobranej funkcji aproksymacyjnej.

2.3.1.2. Metoda jednopoziomowa

Jedn¡ z niedoskonaªo±ci metod dwupoziomowych jest brak matematycznego
dowodu ich zbie»no±ci. Dowód ten jest niesªuchanie trudny do przeprowadze-
nia poniewa» obszary awarii okre±laj¡ce ograniczenia niezawodno±ciowe (2.17),
a w konsekwencji obszar dopuszczalny zadania optymalizacji, zale»¡ od zmien-
nych decyzyjnych.

Ch¦¢ przezwyci¦»enia problemów ze zbie»no±ci¡ byªa motywacj¡ do poszu-
kiwania alternatywnych sformuªowa« zadania optymalizacji niezawodno±ciowej,
w których unika si¦ zagnie»d»enia p¦tli optymalizacyjnych. Podej±cie takie,



2.3. Optymalizacja niezawodno±ciowa 45

w odró»nieniu od przestawionego wcze±niej, okre±la si¦ mianem jednopoziomo-
wego. Twórcy tej metody, Madsen i Friis Hansen [159], a nast¦pnie Kuschel
i Rackwitz [134,135], zaproponowali zast¡pienie ogranicze« niezawodno±ciowych
warunkami Kuhna-Tuckera odpowiednich zada« poszukiwaniapunktu projek-
towego (A.33)�( A.35). W ramach podej±cia jednopoziomowego rozpatruje si¦
rozszerzony zbiór zmiennych decyzyjnych, gdzie oprócz warto±ci zmiennychd
i � X w tej samej p¦tli optymalizacyjnej poszukuje si¦ wspóªrz¦dnych punk-
tów projektowych u i , i = 1 ; : : : ; kg, w standardowej przestrzeni gaussowskiej po
transformacji U = T (X ; P) oryginalnych zmiennych losowychX i P. Zmiany
te prowadz¡ do nast¦puj¡cego przeformuªowania zadania (2.15)�( 2.19):

znajd¹ warto±ci zmiennych: d; � X ; u1; : : : ; ukg ; (2.23)

minimalizuj¡ce: f (d; � X ; � P ); (2.24)

przy ograniczeniach:

(u i )T r u hi (d; u i ) + ku i kkr u hi (d; u i )k = 0 ; i = 1 ; : : : ; kg; (2.25)

hi (d; u i ) = gi (d; T � 1(u i )) = 0 ; i = 1 ; : : : ; kg; (2.26)

sgn[hi (d; 0)] ku i k � � t
i ; i = 1 ; : : : ; kg; (2.27)

ldj � dj � udj ; j = 1 ; : : : ; nd; (2.28)
l � X r � � X r � u � X r ; r = 1 ; : : : ; nX ; (2.29)
l uik � uik � uuik ; i = 1 ; : : : ; kg; k = 1 ; : : : ; nX + nP ; (2.30)

gdzie hi , i = 1 ; : : : ; kg, s¡ funkcjami granicznymi w przestrzeni standardowej,
a r u hi s¡ ich gradientami wzgl¦dem zmiennych u. Warunki Kuhna-Tuckera
(2.25) i ( 2.26) maj¡ jasn¡ interpretacj¦ geometryczn¡. Wynika z nich, »e nX +nP

elementowy wektor u i jest prostopadªy w punkcie projektowym do powierzch-
ni granicznej hi (d; u i ) = 0 , i = 1 ; : : : ; kg. Ograniczenia (2.27) otrzyma¢ mo»na
wprost z ogranicze« (2.20) i de�nicji wska¹nika niezawodno±ci pierwszego rz¦-
du (A.6).

Niew¡tpliw¡ zalet¡ sformuªowania jednopoziomowego jest mo»liwo±¢ zasto-
sowania standardowych algorytmów optymalizacyjnych, dlaktórych istniej¡ do-
wody zbie»no±ci. Jednak z drugiej strony, sformuªowanie (2.23)�( 2.30) poci¡ga
za sob¡ szereg niedogodno±ci praktycznych, które w znacz¡cy sposób ograni-
czy¢ mog¡ jego szersze zastosowanie. Przyj¦ta koncepcja wi¡»e si¦ z konieczno-
±ci¡ rozpatrywania zadania optymalizacji znd + nX + kg(nX + nP ) zmiennymi.
Šatwo sprawdzi¢, »e nawet przy umiarkowanej liczbie zmiennych decyzyjnych,
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zmiennych losowych i ogranicze« niezawodno±ciowych, caªkowity wymiar zada-
nia okaza¢ si¦ mo»e bardzo du»y. Ponadto, w przypadku stosowania algorytmów
gradientowych, posta¢ ogranicze« (2.25) narzuca konieczno±¢ obliczania macie-
rzy drugich pochodnych, co najcz¦±ciej mo»liwe jest jedynie za pomoc¡ sche-
matów ró»nicowych, prowadz¡c do znacznego wzrostu zªo»ono±ci numerycznej
algorytmu i utrudniaj¡c jego zbie»no±¢. Dla przezwyci¦»enia tych trudno±ci sto-
suj¦ si¦ czasami iteracyjny schemat aproksymacji hesjanu BFGS, zob. [6]. Wiele
szczegóªów dotycz¡cych implementacji metody jednopoziomowej przedstawiono
w pracach Straichera i Rackwitza [239,240].

Znane s¡ tak»e inne sformuªowania, które uzna¢ mo»na jako jednopozio-
mowe. Dokªadna ich analiza wykracza jednak znacznie poza zakres niniejszego
opracowania. Takie omówienie oraz porównanie efektywno±ci algorytmów zna-
le¹¢ mo»na np. w pracach [2,4,262].

2.3.1.3. Metoda rozprz¦»ona

Idea rozprz¦»onego podej±cia w optymalizacji niezawodno±ciowej polega na
sformuªowaniu problemu RBDO jako sekwencji niezale»nych zada« optymaliza-
cji deterministycznej oraz zada« analizy niezawodno±ci. Na danym kroku algo-
rytmu, na postawie analizy niezawodno±ci przeprowadzanejna kroku poprzed-
nim, mody�kuje si¦ funkcje ogranicze« zadania optymalizacji deterministycznej.
Mody�kacje te maj¡ prowadzi¢ do speªnienia ogranicze« niezawodno±ciowych
przez rozwi¡zanie deterministyczne i do otrzymania zbie»no±ci do rozwi¡zania
optymalnego zadania RBDO po niewielkiej liczbie iteracji.

Wydaje si¦, i» obecnie najbardziej efektywn¡ metod¡ z grupy metod roz-
prz¦»onych jest metoda SORA (ang. Sequential Optimization and Reliability
Assessment) zaproponowana przez Du i Chen [59] w 2002 roku. Podej±cie to
zyskaªo ju» do±¢ du»¡ popularno±¢, a przeprowadzone porównania przemawiaj¡
cz¦sto na korzy±¢ tej metody, zob. [261,262,266,275].

Przyjmuj¡c, »e mamy do czynienia zkg ograniczeniami niezawodno±ciowy-
mi, iteracje (cykle) metody SORA skªadaj¡ si¦ z zadania optymalizacji deter-
ministycznej oraz z kg odwrotnych zada« analizy niezawodno±ci (2.22), gdzie
poszukuje si¦ punktów projektowych u �

� = � t
i
, i = 1 ; : : : ; kg. Obrazami tych punk-

tów w przestrzeni oryginalnej s¡ f x �
� = � t

i
; p �

� = � t
i
g = T � 1(u �

� = � t
i
). Wektory x �

� = � t
i
,

p �
� = � t

i
i u �

� = � t
i

zawieraj¡ odpowiednionX , np i nX + nP elementów. Na podstawie
znajomo±ci wspóªrz¦dnych wektorax �

� = � t
i

otrzymanego w poprzednim kroku ite-
racyjnym, ograniczenia zadania optymalizacji deterministycznej przesuwane s¡
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w gª¡b obszaru dopuszczalnego. Na pierwszym kroku, jako przybli»enie punktów
projektowych x �

� = � t
i

przyjmuje si¦ wektor warto±ci oczekiwanych� X , natomiast
zadanie optymalizacji deterministycznej dane na krokuk + 1 ma posta¢:

znajd¹ warto±ci zmiennych: d; � X ; (2.31)

minimalizuj¡ce: f (d; � X ; � P ); (2.32)

przy ograniczeniach: gi
�
d; � X � s(k+1)

i ; p � (k)
� = � t

i

�
� 0; i = 1 ; : : : ; kg; (2.33)

ldj � dj � udj ; j = 1 ; : : : ; nd; (2.34)
l � X r � � X r � u � X r ; r = 1 ; : : : ; nX ; (2.35)

gdzie s(k+1)
i = � (k)

X � x � (k)
� = � t

i
, � (k)

X jest wektorem optymalnych warto±ci zmien-

nych � X na k-tym kroku iteracyjnym, a x � (k)
� = � t

i
wektorem wspóªrz¦dnych punk-

tu projektowego odpowiadaj¡cych zmiennym X w przestrzeni oryginalnej dla
i -tego ograniczenia niezawodno±ciowego.

U»ycie w metodzie SORA zadania odwrotnego analizy niezawodno±ci prowa-
dzi do poprawy efektywno±ci rozwi¡zania, szczególnie wtedy gdy wiele spo±ród
ogranicze« niezawodno±ciowych nie jest aktywnych. Podej±cie to jest równie»
stosunkowo ªatwe w implementacji.

2.4. Optymalizacja odporno±ciowa

Charakterystyki pracy ukªadów konstrukcyjnych podlegaj¡ cz¦sto istot-
nym losowym rozrzutom na ró»nych etapach zaplanowanego okresu eksploatacji.
W szczególno±ci odpowiedzi ukªadów nieliniowych cechowa¢si¦ mog¡ znaczn¡
wariancj¡. Losowa zmienno±¢ odpowiedzi konstrukcji nie tylko obni»a jako±¢ sa-
mej konstrukcji, powoduj¡c odchyªki od zaªo»onej funkcjonalno±ci, lecz prowa-
dzi tak»e do zwi¦kszenia kosztów eksploatacji � inspekcji,napraw i utrzymania.
Dobrze zaprojektowana konstrukcja powinna zatem minimalizowa¢ wymienione
koszty poprzez zapewnienie poprawnego funkcjonowania, pomimo losowej na-
tury parametrów determinuj¡cych jej prac¦. Dla przykªadu, w przypadku roz-
wi¡za« konstrukcyjnych maj¡cych zapewni¢ bezpiecze«stwopasa»erów w czasie
zderzenia, du»e rozrzuty rejestrowanych kryteriów obra»e« spowodowane nie-
wielkimi zmianami warunków pocz¡tkowych oznacza¢ mog¡, »e�nominalnie�
bezpieczny samochód nie gwarantuje dostatecznej ochrony pasa»erom podczas
rzeczywistego wypadku. Tak wi¦c, nadmierna wariancja okre±lonych odpowiedzi
ukªadu konstrukcyjnego jest zazwyczaj oznak¡ jego niskiejjako±ci.
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Potrzeba zapewnienia wymaganego poziomu jako±ci konstrukcji byªa moto-
rem rozwoju odpowiednich metod i procedur projektowania, które powszechnie
okre±la si¦ jako robust design. Angielski termin robust design odnosi sie do sze-
roko rozumianej metodologii projektowania konstrukcji, urz¡dze« lub procesów
produkcyjnych, w której, zachowuj¡c funkcjonalno±¢ projektowanego systemu,
d¡»y si¦ do znalezienia rozwi¡zania jak najmniej wra»liwego (jak najbardziej
odpornego) na zmiany warto±ci jego parametrów.

Jednym ze sposobów na redukcj¦ wariancji wielko±ci charakteryzuj¡cych pra-
c¦ konstrukcji jest ograniczenie lub wr¦cz eliminacja rozrzutu warto±ci parame-
trów wej±ciowych. Niestety, post¦powanie to jest w praktyce najcz¦±ciej nie-
mo»liwe do przeprowadzenia lub te» generowane dodatkowe koszty przekre±la-
j¡ zasadno±¢ podejmowanych dziaªa«. Inn¡ metod¡ jest takiemody�kowanie
wybranych zmiennych projektowych, by nie zmieniaj¡c wariancji losowych pa-
rametrów konstrukcji otrzyma¢ projekt odporny na te wariancje. Cz¦±ci¡ tak
okre±lonej metodologii jest wªa±nie optymalizacja odporno±ciowa.

Je±li przeanalizowa¢ jeszcze raz rysunek2.2 ilustruj¡cy ide¦ optymalizacji
niezawodno±ciowej, a w szczególno±ci ukªad warstwic funkcji celu, mo»na za-
uwa»y¢, »e warto±¢ tej funkcji w punkcie B (optymalnym rozwi¡zaniu RBDO)
zmienia si¦ do±¢ gwaªtownie przy przej±ciu do punktów poªo»onych w bliskim
s¡siedztwie. Punkt B nie jest zatem dobrym rozwi¡zaniem bior¡c pod uwag¦
odporno±¢ na losowe imperfekcje zmiennych. W optymalizacji odporno±ciowej,
je±li nie wi¡»e si¦ to ze zbyt znacznym zwi¦kszeniem warto±ci funkcji celu, d¡»y
si¦ do umiejscowienia rozwi¡zania w obszarze �spªaszczenia� jej wykresu, tak aby
losowe realizacje parametrów konstrukcji wokóª tego rozwi¡zania prowadziªy do
podobnych warto±ci funkcji celu. W przypadku zadania optymalizacji z jedn¡
zmienn¡ projektow¡ � X ide¦ t¦ przedstawiono na rys. 2.3. Zakªadaj¡c staªo±¢
wariancji zmiennej losowejX , mo»na zauwa»y¢, »e zalet¡ rozwi¡zania w punk-
cie � (2)

X jest du»o mniejsza wariancja funkcji celu w porównaniu z� (1)
X , gdzie

redukcji warto±ci ±redniej funkcji celu towarzyszy znaczny wzrost wariancji.

Koncepcja projektowania odpornego na imperfekcje jest bardzo dobrze znana
i stanowi wa»ny element procesu tworzenia wyrobów, np. w przemy±le elektro-
nicznym czy przemy±le maszynowym, zob. [247]. Ugruntowanaw tych gaª¦ziach
przemysªu strategia projektowania, maj¡cego przy mo»liwie najmniejszych kosz-
tach zapewni¢ akceptowaln¡ przez klientów jako±¢ produktów, nazywana jestin-
»ynieri¡ jako±ci. Niestety, standardowe procedury in»ynierii jako±ci nie daj¡ si¦
zawsze w bezpo±redni sposób przenie±¢ do zagadnie« optymalizacji konstrukcji.
Dlatego, w przeciwie«stwie do precyzyjnie zde�niowanego zadania optymaliza-
cji niezawodno±ciowej, istnieje wiele sformuªowa« odporno±ciowej optymalizacji
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Rys. 2.3. Idea optymalizacji odporno±ciowej: rozwi¡zanie � (2)
X pomimo i» odpowiada mu wi¦k-

sza warto±¢ ±rednia funkcji celu jest preferowane ze wzgl¦du na redukcj¦ wariancji.

konstrukcji, w których stosuje si¦ ró»norodne postacie funkcji celu, a tak»e ró»ne
miary odporno±ci konstrukcji na imperfekcje.

W klasycznym podej±ciu Taguchi'ego rozró»nia si¦ trzy etapy projektowania
in»ynierskiego, por. [120]. S¡ to: projektowanie systemu,projektowanie parame-
trów i projektowanie tolerancji. Optymalizacja odporno±ciowa stosowana mo»e
by¢ zarówno przy projektowaniu parametrów jak i projektowaniu tolerancji.
W bie»¡cym opracowaniu etapy te nie b¦d¡ jednak rozró»niane, gdy» z punktu
widzenia realizacji numerycznej ró»nica pomi¦dzy nimi dotyczy jedynie dopusz-
czalnych zakresów zmiennych decyzyjnych.

Zarówno niezawodno±ciowa optymalizacja konstrukcji jak iodporno±ciowa
optymalizacja konstrukcji s¡ przykªadami niedeterministycznych sformuªowa«
optymalizacji. Poniewa» w ramach obydwu tych podej±¢ uwzgl¦dnia si¦ wpªyw
losowego charakteru parametrów konstrukcji na rozrzut jejodpowiedzi, dlate-
go s¡ one niekiedy mylone. Jednak sformuªowania te ró»ni¡ si¦ do±¢ istotnie,
pomimo, i» zazwyczaj rozwi¡zanie optymalizacji odporno±ciowej prowadzi do
zwi¦kszenia niezawodno±ci.

Odporno±¢ konstrukcji na losow¡ zmienno±¢ jej parametrów szacowana jest
przy pomocy wybranej miary rozrzutu odpowiedzi wokóª warto±ci ±redniej, na-
tomiast niezawodno±¢ konstrukcji okre±lana jest na podstawie prawdopodobie«-
stwa awarii (o warto±ciach rz¦du 10� 7 � 10� 3). Gªównym celem RBDO jest
speªnienie ogranicze« niezawodno±ciowych, nie za± ograniczenie wariancji funk-
cji celu, a podstawowym zadaniem optymalizacji odporno±ciowej jest minimali-
zacja tej wariancji. Funkcja celu zadania optymalizacji niezawodno±ciowej, która
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wyra»ona jest najcz¦±ciej przez warto±ci ±rednie odpowiedzi konstrukcji, mini-
malizowana jest pod warunkiem speªnienia ogranicze« naªo»onych na dopusz-
czalne warto±ci prawdopodobie«stwa awarii. Z drugiej strony, typowa funkcja ce-
lu w optymalizacji odporno±ciowej zawiera zazwyczaj czªony dotycz¡ce wariancji
funkcji odpowiedzi konstrukcji, a ograniczenia mog¡ mie¢ charakter determini-
styczny lub wyra»one by¢ mog¡ przez pierwsze dwa momenty statystyczne od-
powiedzi. Tak wi¦c, o ile w optymalizacji niezawodno±ciowej nacisk kªadziony
jest na zapewnienie bezpiecze«stwa konstrukcji w sytuacjach krytycznych, o tyle
w optymalizacji odporno±ciowej wi¦ksz¡ uwag¦ zwraca si¦ naodpowiedni¡ prac¦
konstrukcji poddanych mniejszym �uktuacjom warto±ci parametrów.

Ponadto, to co stanowi zasadnicz¡, koncepcyjn¡, ró»nic¦ pomi¦dzy omawia-
nymi sformuªowaniami optymalizacji, to zaªo»enia dotycz¡ce modelu stocha-
stycznego. Jak ju» wspomniano w poprzednim podrozdziale (zob. strona 42),
rozwi¡zanie RBDO silnie zale»y od dokªadnej znajomo±ci funkcji ª¡cznej g¦sto-
±ci rozkªadu prawdopodobie«stwa zmiennych losowych, poniewa» to wªa±nie in-
formacja zawarta w ogonach tych rozkªadów determinuje wielko±¢ prawdopodo-
bie«stwa awarii. W przypadku optymalizacji odporno±ciowej problem nieprecy-
zyjnego okre±lenia typów rozkªadów prawdopodobie«stwa nie jest jednak bardzo
istotny. Jako »e warto±ci pierwszych momentów statystycznych odpowiedzi kon-
strukcji zale»¡ przede wszystkim od pierwszych momentów zmiennych losowych,
dlatego cz¦sto przy braku odpowiednich danych zakªada si¦ rozkªad jednostajny
lub normalny zmiennych. Mo»na zatem zaryzykowa¢ twierdzenie, »e koncepcja
optymalizacji odporno±ciowej jest spójna z zazwyczaj bardzo uproszczonym mo-
delem stochastycznym rozpatrywanego zagadnienia, natomiast w sformuªowaniu
optymalizacji niezawodno±ciowej model ten w sposób sztuczny si¦ rozbudowuje.

Poniewa» omówieniu aktualnego stanu prac w dziedzinie optymalizacji od-
porno±ciowej po±wi¦cono podrozdziaª1.3.2 we wst¦pie, poni»ej przedstawione
zostanie jedynie to sformuªowanie i algorytmy rozwi¡zania, które wybrano oraz
rozwijano w niniejszym opracowaniu. Zaproponowane metodyrealizacji zada«
optymalizacji odporno±ciowej u»yte zostaªy w rozdziale6 w przykªadach opty-
malizacji dotycz¡cych wytrzymaªo±ci zderzeniowej elementów konstrukcji pojaz-
dów, a tak»e w pracy autora na temat optymalizacji waªów urz¡dze« wirniko-
wych, zob. [236].

2.4.1. Sformuªowanie problemu

Zgodnie z �lozo�¡ in»ynierii jako±ci, konstrukcja lub proc es technologiczny
oceniane s¡ nie tylko na podstawie ±rednich warto±ci opisuj¡cych je charakte-
rystyk, lecz tak»e na podstawie ich rozrzutów. Tak wi¦c, celem optymalizacji
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odporno±ciowej powinna by¢ jednoczesna minimalizacja zarówno warto±ci ±red-
niej jak i losowej zmienno±ci funkcji kryterium. Pewn¡ zgrubn¡, lecz mimo to
cz¦sto stosowan¡, miar¡ rozrzutu jest odchylenie standardowe.

Zadanie optymalizacji odporno±ciowej sformuªowa¢ mo»na zatem jako na-
st¦puj¡ce zadanie optymalizacji wielokryterialnej:

znajd¹ warto±ci zmiennych: d; � X ; (2.36)

minimalizuj¡ce: f E[f (d; X ; P)]; � [f (d; X ; P)]g ; (2.37)

przy ograniczeniach:

E[gi (d; X ; P)] � ~� i � [gi (d; X ; P)] � 0; i = 1 ; : : : ; kg; (2.38)

� [ck (d; X ; P)] � u� k ; k = 1 ; : : : ; kc; (2.39)

ldj � dj � udj ; j = 1 ; : : : ; nd; (2.40)

l � X r � � X r � u � X r ; r = 1 ; : : : ; nX ; (2.41)

gdzie, tak jak w zadaniu optymalizacji deterministycznej (2.1)�( 2.5), f i gi ;
i = 1 ; : : : ; kg, s¡ odpowiednio funkcj¡ celu oraz funkcjami ogranicze«,ck , k =
1; : : : ; kc, s¡ funkcjami, których odchylenia standardowe nie mog¡ przekroczy¢
dopuszczalnych warto±ciu� k , a wspóªczynniki ~� i > 0 odpowiadaj¡ce ogranicze-
niom gi � 0 reprezentuj¡ margines bezpiecze«stwa, z jakim speªnione by¢ musz¡
te ograniczenia. W powy»szym sformuªowaniu mamy do czynienia z dwuelemen-
towym wektorem kryteriów optymalizacji: warto±ci¡ ±redni¡ E[f (d; X ; P)] i od-
chyleniem standardowym � [f (d; X ; P)] =

p
Var[f (d; X ; P)], co czyni (2.36)�

(2.41) sformuªowaniem zadania optymalizacji wielokryterialnej.

Koncepcja ogranicze« (2.38) pokazana zostaªa na rys.2.4. Rozwi¡zuj¡c pro-
blem optymalizacji odporno±ciowej d¡»y si¦ do tego, aby w punkcie optymalnym
warto±ci ±rednie funkcji ogranicze«gi , i = 1 ; : : : ; kg, odsuni¦te byªy od zera o co
najmniej ~� i odchyle« standardowych. Ograniczenia (2.38) zapisa¢ mo»na w rów-
nowa»nej postaci


 i � ~� i ; i = 1 ; : : : ; kg; (2.42)

gdzie
 i = E(gi )=� (gi ). Nierówno±¢ (2.42) mo»na potraktowa¢ jako odpowiednik
ogranicze« niezawodno±ciowych (2.20), jednak jedynie w przypadku nieskorelo-
wanych zmiennych losowych o rozkªadzie normalnym oraz liniowej funkcji gra-
nicznej warto±¢
 i b¦dzie równa wska¹nikowi niezawodno±ci pierwszego rz¦du
� FORM

i , zob. [230]. Chocia» zadanie optymalizacji odporno±ciowej nie obejmuje
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Rys. 2.4. Ograniczenia zadania optymalizacji odporno±ciowej. Punkt f d (1) ; � (1)
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ogranicze«, poniewa» margines bezpiecze«stwa jest mniejszy od ~� odchyle« standardowych. W
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sªu»y podkre±leniu zale»no±ci rozkªadów prawdopodobie«stwa zmiennych X od zmiennych
projektowych.

szacowania prawdopodobie«stwa awarii, to naturaln¡ konsekwencj¡ zwi¦kszania
warto±ci ~� i jest wzrost niezawodno±ci rozwi¡zania.

Dwa kryteria minimalizowane w sformuªowaniu (2.36)�( 2.41) s¡ na ogóª kon-
�iktowe, dlatego mamy wtedy do czynienia nie z jednym rozwi¡zaniem, a ze
zbiorem rozwi¡za« niezdominowanych (Pareto). Poniewa» zgodnie z de�nicj¡,
przy przej±ciu z jednego punktu zbioru Pareto do drugiego ulega pogorszeniu
warto±¢ co najmniej jednej funkcji celu (w naszym przypadkudokªadnie jednej),
dlatego o ostatecznym wyborze rozwi¡zania decyduj¡ dodatkowe kryteria.

Jak to zostaªo ju» omówione w podrozdziale2.2, pomimo swoich niedoskona-
ªo±ci, bardzo popularn¡ metod¡ wyznaczenia punktów zbioruPareto jest metoda
skalaryzacji zadania optymalizacji wielokryterialnej, w której jako funkcj¦ celu
stosuje si¦ liniow¡ kombinacj¦ kryteriów. Zmieniaj¡c wspó ªczynniki (wagi) przy
poszczególnych skªadowych wektora (2.37) otrzymuje si¦ punkty zbioru Pareto.
Rozpatrywane warto±ci wag zmienia¢ si¦ mog¡ w sposób systematyczny, aby
dokªadnie wyznaczy¢ zbiór rozwi¡za« niezdominowanych. Wynika¢ te» mog¡
z zaªo»onych a priori preferencji projektanta co do znaczenia, jakie przykªa-
dane jest do minimalizacji warto±ci ±redniej i wariancji. Zadanie (2.36)�( 2.41)
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transformuje si¦ wi¦c do nast¦puj¡cego zadania optymalizacji skalarnej:

znajd¹ warto±ci zmiennych: d; � X ; (2.43)

minimalizuj¡ce: ~f =
1 � �

� � E[f (d; X ; P)] +
�
� � � [f (d; X ; P)]; (2.44)

przy ograniczeniach:

E[gi (d; X ; P)] � ~� i � [gi (d; X ; P)] � 0; i = 1 ; : : : ; kg; (2.45)

� [ck (d; X ; P)] � u� k ; k = 1 ; : : : ; kc; (2.46)
ldj � dj � udj ; j = 1 ; : : : ; nd; (2.47)
l � X r � � X r � u � X r ; r = 1 ; : : : ; nX : (2.48)

Wyst¦puj¡cy we wzorze ( 2.44) wspóªczynnik wagowy� 2 [0; 1] okre±la znaczenie
ka»dego z kryteriów, a� � and � � s¡ staªymi normalizuj¡cymi, por. ( 2.13). Jak
ju» wspomniano na stronie38, czasami lepsze wyniki daje metoda normalizacji
(2.14), gdzie uwzgl¦dnia si¦ zakres zmienno±ci warto±ci kryterium. Przyjmuj¡c
� = 0 problem optymalizacji (2.43)�( 2.48) przeksztaªca si¦ w zwykªe zadanie
minimalizacji warto±ci ±redniej natomiast� = 1 prowadzi do zadania minimali-
zacji wariancji funkcji celu.

Do±¢ cz¦sto problem optymalizacji odporno±ciowej formuªowany jest jako:
minimalizuj wariancj¦ przy warto±ci ±redniej jak najbli»ej nominalnej. Wtedy
zlinearyzowana funkcja celu przybiera posta¢ (zob. [133])

�f =
1 � �

� � f E[f (d; X ; P)] � M g2 +
�
� � � [f (d; X ; P)]; (2.49)

gdzie M jest warto±ci¡ nominaln¡. Obydwa typy funkcji celu, ( 2.44) i ( 2.49),
zostaªy zaimplementowane przez autora w omawianym w rozdziale 8 progra-
mie STAND, który posªu»yª do realizacji wszystkich zamieszczonych w pracy
przykªadów optymalizacji odporno±ciowej.

W sformuªowaniach odporno±ciowej optymalizacji konstrukcji, spotka¢ mo»-
na równie» inne miary rozrzutu odpowiedzi analizowanego ukªadu konstrukcyj-
nego. W pracy [175] do opisu zmienno±ci u»yto ró»nicy warto±ci wybranych
percentyli funkcji celu, które obliczane s¡ przy pomocy metody AMV (ang.
advanced mean value) zaproponowanej w [257]. Ró»nic¦ t¦ de�niuje si¦ jako
� Rf = f R2 � f R1 , gdzie f R1 i f R2 s¡ odpowiednio dolnym i górnym percen-
tylem funkcji celu f . Zazwyczaj przyjmuje si¦ percentyle rz¦du 5 i 95. Zwo-
lennicy takiego modelowania rozrzutu w zadaniu optymalizacji odporno±ciowej
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podkre±laj¡ szereg zalet miary� Rf w stosunku do odchylenia standardowego.
Stosowane warto±ci percentyli pozwalaj¡ lepiej pozna¢ rozkªad prawdopodo-
bie«stwa funkcji celu, uwzgl¦dni¢ sko±no±¢ funkcji g¦sto±ci prawdopodobie«stwa
oraz prawdopodobie«stwo zawarte w jej ogonach. Jest to oczywi±cie du»o wi¦-
cej ni» wielko±¢ rozrzutu wokóª warto±ci ±redniej oferowana przez odchylenie
standardowe. Nale»y jednak zwróci¢ uwag¦, »e takie post¦powanie stoi nieco
w sprzeczno±ci z �lozo�¡ optymalizacji odporno±ciowej, gdzie zakªada si¦ ogra-
niczon¡ wiedz¦ na temat modelu stochastycznego konstrukcji, i mo»e sprawia¢
wra»enie sztucznego generowania bogatego opisu probabilistycznego odpowiedzi
konstrukcji na podstawie ubogich danych wej±ciowych.

Analizuj¡c sformuªowanie (2.43)�( 2.48) nietrudno zauwa»y¢, »e kluczowym
elementem algorytmu realizacji zadania optymalizacji odporno±ciowej jest efek-
tywna metoda szacowania warto±ci ±rednich i odchyle« standardowych funkcji
celu oraz ogranicze«. Przegl¡d takich metod przedstawionyzostaª w rozdziale
4 ze szczególnym uwzgl¦dnieniem metod symulacyjnych wykorzystuj¡cych kon-
cepcj¦ ªaci«skiej hiperkostki. W opinii autora, wªa±nie ten typ technik symu-
lacyjnych stanowi dobry kompromis pomi¦dzy zªo»ono±ci¡ obliczeniow¡, a do-
kªadno±ci¡ oszacowania oraz jest praktycznie niewra»liwyna charakter rozpa-
trywanych funkcji losowych. Uniwersalno±¢ metod symulacyjnych w poª¡cze-
niu z nieustannym wzrostem mocy obliczeniowej komputerów oraz dost¦pno±ci¡
rozwi¡za« wieloprocesorowych, a ponadto specy�ka analizowanych w niniejszej
pracy przykªadów optymalizacji odporno±ciowej, skªoniªyautora do wyboru tej
metody obliczania momentów statystycznych odpowiedzi konstrukcji.

2.4.2. Metody rozwi¡zania

W teorii, do rozwi¡zania zadania optymalizacji odporno±ciowej zastosowa¢
mo»na wiele standardowych algorytmów optymalizacji. Jednak przyj¦cie symu-
lacyjnych metod analizy rozrzutu warto±ci funkcji celu i ogranicze« oraz gene-
rowany przez te metody szum numeryczny zwi¡zany z bª¦dem estymacji, wy-
magaj¡ u»ycia wyspecjalizowanych algorytmów obliczeniowych. Bezpo±rednie
zastosowanie metod Monte Carlo w ramach algorytmu optymalizacji, np. al-
gorytmu genetycznego [218], jest mo»liwe jedynie w przypadku gdy wszystkie
funkcje losowe wchodz¡ce w skªad sformuªowania dane s¡ w sposób jawny.

Poniewa» efektywno±¢ estymacji momentów decyduje o powodzeniu optyma-
lizacji odporno±ciowej, dlatego wi¦kszo±¢ znanych metod realizacji tego zadania
wykorzystuje techniki aproksymacji niejawnych funkcji zmiennych projektowych
i zmiennych losowych - powierzchnie odpowiedzi. Wyró»ni¢ mo»na nast¦puj¡ce
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strategie zastosowania powierzchni odpowiedzi w zadaniu optymalizacji odpor-
no±ciowej:

2.4.2.1. Podstawowa strategia aproksymacji

Naturalnym rozwi¡zaniem jest stworzenie powierzchni odpowiedzi bezpo-
±rednio dla niejawnych funkcji f , gi , i = 1 ; : : : ; kg, i ck , k = 1 ; : : : ; kc, w prze-
strzeni zmiennychd, X i P. Konieczne jest zatem zaplanowanie eksperymentu
w przestrzeni ndXP = nd + nX + nP wymiarowej. W zale»no±ci od wielko-
±cindXP oraz specy�ki optymalizowanego zagadnienia istnieje wiele mo»liwo±ci
wyboru funkcji aproksymuj¡cej. Omówieniu ró»nych technik powierzchni odpo-
wiedzi pod k¡tem ich przydatno±ci do analizy eksperymentówkomputerowych
po±wi¦cono rozdziaª3. Spo±ród przedstawionych tam rozwi¡za« najwierniej-
sze odwzorowanie wydaje si¦ zapewnia¢ metoda krigingu (zob. podrozdziaª3.2,
a tak»e [110]).

Utworzone powierzchnie odpowiedzi u»ywa si¦ nast¦pnie w poª¡czeniu z wy-
bran¡ metod¡ szacowania momentów funkcji losowych do obliczania warto±ci
momentów funkcji celu i ogranicze« w (2.44)�( 2.46). Gªówne kroki algorytmu
opartego na podstawowej strategii aproksymacji dane s¡ zatem nast¦puj¡co:

1. Zde�niowanie obszaru dopuszczalnego zgodnie z(2.47) i (2.48). Wybór wspóª-
czynnika wagowego� .

2. Wybór planu eksperymentów numerycznych wndXP wymiarowej przestrzeni
zmiennychd, X i P.

W wi¦kszo±ci przypadków dobrym rozwi¡zaniem jest u»ycie planu gene-
rowanego przez optymaln¡ hiperkostk¦ ªaci«sk¡ (zob. dodatek B). Ob-
szar pokrywany przez plan eksperymentów odpowiada zakresowi aktual-
nego obszaru dopuszczalnego w przypadku zmiennychd oraz zakresom
[ l� X � 3� X ; u� X + 3 � X ] i [� P � 3� P ; � P + 3 � P ] w przypadków zmien-
nych X i P o obustronnie nieograniczonych funkcjach g¦sto±ci prawdopo-
dobie«stwa, gdzie� X i � P s¡ wektorami odchyle« standardowych. Je±li
zakresy okre±lono±ci zmiennych losowych s¡ ograniczone, to granice te
musz¡ by¢ równie» uwzgl¦dnione w de�nicji obszaru, w którym genero-
wane s¡ eksperymenty.

3. Budowa powierzchni odpowiedzîf dla funkcji celuf oraz powierzchnîgi ,
i =1 ; : : : ; kg, i ĉk , k =1 ; : : : ; kc dla funkcji ogranicze« odpowiedniogi i ck .

Na podstawie testów przeprowadzonych w rozdziale3 sugeruje si¦ wybór
aproksymacji metod¡ krigingu. Jednak w przypadku wielu zmiennych,
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wielu punktów eksperymentalnych oraz wielu funkcji ogranicze« proces
wyznaczenia optymalnych wspóªczynników równania krigingu mo»e by¢
czasochªonny i wtedy uzasadnione jest przyj¦cie innej metody, np. aprok-
symacji lokalnej (zob. podrozdziaª3.3).

4. Przy pomocy wybranego algorytmu optymalizacji deterministycznej rozwi¡-
zanie zadania(2.43)� (2.48), gdzie niejawne funkcjef , gi i ck zast¦puje si¦
odpowiednimi powierzchniami odpowiedzif̂ , ĝi i ĉk .

Za ka»dym razem gdy algorytm wymaga obliczenia warto±ci wagowej
funkcji celu (2.44) lub warto±ci ogranicze« odporno±ciowych (2.45) i ( 2.46)
momenty statystyczne szacowane s¡ przy pomocy metod symulacyjnych.
Ze wzgl¦du na analityczn¡ posta¢ funkcji aproksymuj¡cych, w oszaco-
waniu skorzysta¢ mo»na z próbek o du»ej liczebno±ci, redukuj¡c dzi¦ki
temu bª¡d estymacji. Poniewa» ze wzgl¦du na niewielki szum numerycz-
ny, zwi¡zany ze stosowaniem metod symulacyjnych, mog¡ wyst¦powa¢
problemy ze zbie»no±ci¡ algorytmów gradientowych, dlatego du»o lepiej
zdaj¡ egzamin bezgradientowe algorytmy optymalizacji globalnej, takie
jak algorytm genetyczny czy metoda symulowanego wy»arzania.

5. Sprawdzenie warunku zbie»no±ci. Je±li jest on speªniony, to zako«czenie dzia-
ªania algorytmu.

Oprócz typowych kryteriów zbie»no±ci, takich jak wielko±¢zmiany poªo»e-
nia punktu optymalnego na dwóch ostatnich iteracjach, ze wzgl¦du na sto-
sowanie aproksymacji funkcji celu i ogranicze« powinno si¦dokona¢ wery-
�kacji ich warto±ci w punkcie optymalnym, np. za pomoc¡ symulacji loso-
wych. W przypadku znacz¡cej rozbie»no±ci wyników w stosunku do war-
to±ci aproksymowanych proces iteracyjny powinien by¢ kontynuowany.

6. Przesuni¦cie obszaru dopuszczalnego nad wyznaczony na kroku 4 punkt opty-
malny. Redukcja obszaru dopuszczalnego. Powrót do2.

Pomimo prostej koncepcji, realizacja numeryczna powy»szej strategii roz-
wi¡zania zadania optymalizacji odporno±ciowej wi¡»e si¦ zszeregiem trudno±ci.
Wymiar ndXP w wielu przypadkach mo»e by¢ bardzo du»y, co poci¡ga koniecz-
no±¢ generowania wi¦kszej liczby punktów eksperymentalnych w celu odpowied-
niego dopasowania powierzchni odpowiedzi. W konsekwencji, nieuniknione bª¦-
dy aproksymacji prowadzi¢ mog¡ do znacznych niedokªadno±ci przy obliczaniu
momentów statystycznych utrudniaj¡c zbie»no±¢ algorytmu. Co za tym idzie,
redukcja czasu oblicze« wynikaj¡ca z szacowania momentów woparciu o ana-
lityczne powierzchnie odpowiedzi mo»e by¢ zniwelowana poprzez konieczno±¢
stosowania bardziej licznych planów eksperymentów oraz wi¦kszej liczby iteracji.



2.4. Optymalizacja odporno±ciowa 57

2.4.2.2. Strategia aproksymacji statystyk

Znana w literaturze angielskoj¦zycznej jakodual response surface approach
(DRS) [149,248,256,265], strategia ta polega na tworzeniupowierzchni odpowie-
dzi nie dla funkcji f , gi i ck (jak w przypadku podstawowej strategii aproksyma-
cji), lecz dla ich momentów statystycznych. Przyjmuj¡c sformuªowanie (2.43)�
(2.48), b¦d¡ to zatem powierzchnie aproksymuj¡ce warto±ci ±rednie i odchylenia
standardowe odpowiednich funkcji. Ze znanych autorowi prac, powierzchnie te
przyjmowane byªy zawsze w nast¦puj¡cej postaci wielomianowej:
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b�
i zi +

ndXX
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gdzie ŷ� aproksymuje warto±ci ±rednie, ây� odchylenia standardowe funkcjiy
(mo»e to by¢ funkcjaf , g lub c), zi , i = 1 ; : : : ; ndX , s¡ zmiennymi projektowymi
(d i � X ), a ndX = nd + nX jest liczb¡ tych zmiennych.

W zaimplementowanej przez autora wersji procedury DRS, zamiast typowej
powierzchni wielomianowej drugiego stopnia u»ywa si¦ aproksymacji metod¡
krigingu lub lokalnej aproksymacji metod¡ wa»onej regresji (zob. podrozdziaªy
3.2 i 3.3). Najwa»niejsze etapy algorytmu wyrazi¢ mo»na nast¦puj¡co:

1. Zde�niowanie obszaru dopuszczalnego zgodnie z(2.47) i (2.48). Wybór wspóª-
czynnika wagowego� .

2. WygenerowanieN realizacji wektora zmiennych projektowych, równomiernie
w aktualnym obszarze dopuszczalnym, zgodnie z planem OLH.
Liczba N punktów planu OLH (zob. dodatek B) powinna by¢ wi¦ksza od
wielokrotno±ci liczby zmiennychndX . W przypadku umiarkowanej liczby
zmiennych (ndX < 10), N = 4ndX wydaje si¦ by¢ minimaln¡ wielko±ci¡
tego planu eksperymentów.

3. Wyznaczenie momentów statystycznych funkcji celuf oraz funkcji ogranicze«
gi , i = 1 ; : : : ; kg i ck , k = 1 ; : : : ; kc, dla ka»dej zN realizacji wektora
f d; � X g.
Obliczanie warto±ci ±rednich i odchyle« standardowych funkcji losowych
przeprowadzi¢ mo»na na wiele sposobów, zob. rozdziaª4. Jednak ze wzgl¦-
du na specy�k¦ rozpatrywanych w tej pracy zagadnie« optymalizacji
odporno±ciowej, szacowanie momentów statystycznych wykonywane jest
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przy pomocy metod symulacyjnych dla próbek generowanych przez hi-
perkostki ªaci«skie. Wielko±¢ próbek powinna by¢ wielokrotno±ci¡ liczby
zmiennych losowychnXP = nX + nP . Obszerne studia nad doborem wiel-
ko±ci hiperkostek przeprowadzono w podrozdziale4.1.

4. Budowa powierzchni odpowiedzi (technik¡ krigingu lub wa»onej regresji) mo-
deluj¡cych nieznan¡ zale»no±¢ momentów statystycznych wyst¦puj¡cych we
wzorach(2.44)� (2.46) od zmiennych projektowychd i � X .
Budowanych jest w sumie 2(kg + 1) + kc powierzchni odpowiedzi dla
funkcji � f (d; � X ), � f (d; � X ), � gi (d; � X ), � gi (d; � X ), i = 1 ; : : : ; kg i
� cj (d; � X ), j = 1 ; : : : ; kc. Aproksymacje te dane s¡ odpowiednio jako
�̂ f (d; � X ), �̂ f (d; � X ), �̂ gi (d; � X ), �̂ gi (d; � X ), i = 1 ; : : : ; kg i �̂ ck (d; � X ),
k = 1 ; : : : ; kc.

5. Rozwi¡zanie nast¦puj¡cego zadania optymalizacji deterministycznej:

znajd¹ warto±ci zmiennych: d; � X ; (2.52)

minimalizuj¡ce: ~f DRS =
1 � �

� � �̂ f (d; � X ) +
�
� � �̂ f (d; � X ); (2.53)

przy ograniczeniach:

�̂ gi (d; � X ) � ~� i �̂ gi (d; � X ) � 0; i = 1 ; : : : ; kg; (2.54)

�̂ ck (d; � X ) � u� k ; k = 1 ; : : : ; kc; (2.55)
l ~dj � dj � u~dj ; j = 1 ; : : : ; nd; (2.56)
l ~� X r � � X r � u ~� X r ; r = 1 ; : : : ; nX ; (2.57)

gdzie l ~dj , u~dj , j = 1 ; : : : ; nd, oraz l~� X r , u~� X r , r = 1 ; : : : ; nX , s¡ aktu-
alnymi granicami obszaru dopuszczalnego. Wspóªczynniki normuj¡ce � �

i � � wyznaczane s¡ na podstawie ekstremalnych warto±ci odpowiednich
momentów otrzymanych w punkcie3.
Tak jak w przypadku podstawowej strategii aproksymacji, zewzgl¦du
na jawn¡ posta¢ funkcji wyst¦puj¡cych w sformuªowaniu ( 2.52)�( 2.57),
w rozwi¡zaniu wskazane jest zastosowanie bezgradientowych metod opty-
malizacji globalnej.

6. Sprawdzenie warunku zbie»no±ci. Je±li jest on speªniony, to zako«czenie dzia-
ªania algorytmu.

7. Przesuni¦cie obszaru dopuszczalnego nad wyznaczony na kroku 5 punkt opty-
malny. Redukcja obszaru dopuszczalnego. Powrót do2.
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Niew¡tpliw¡ przewag¡ metody DRS w stosunku do poprzedniej strategii jest bu-
dowanie powierzchni odpowiedzi bezpo±rednio dla poszczególnych momentów
statystycznych. Pomini¦cie etapu uprzedniego tworzenia aproksymacji funkcji
f , gi i ck wi¡»e si¦ z popraw¡ dokªadno±ci oszacowania. Poza tym, metamodele
�̂ f , �̂ f , �̂ gi , �̂ gi i �̂ ck s¡ funkcjami w przestrzeni ndX � ndXP wymiarowej, co
równie» sprzyja zapewnieniu jako±ci aproksymacji. Trzebajednak zdawa¢ so-
bie spraw¦, »e nieunikniony bª¡d estymacji momentów, charakterystyczny dla
metod symulacyjnych, wymusza stosowanie nieinterpoluj¡cych technik aprok-
symacji. Maj¡c to na uwadze, w podrozdziale3.2 zaprezentowano mody�kacj¦
standardowej metody krigingu, która umo»liwia otrzymanie jej wersji aproksy-
muj¡cej, zob. (3.39).

Za wad¦ strategii aproksymacji statystyk uzna¢ nale»y stosunkowo du»¡ licz-
b¦ powierzchni odpowiedzi (2(kg + 1) + kc), które nale»y utworzy¢. Szczególnie
dla wielowymiarowych wektorów zmiennych projektowych, mo»e wi¡za¢ si¦ to
ze znacznym wydªu»eniem tego etapu dziaªania algorytmu.

2.4.2.3. Strategia aproksymacji funkcji celu i ogranicze«odporno±ciowych

Sposobem na popraw¦ efektywno±ci strategii opisanej w poprzednim punkcie
jest ograniczenie liczby zada« aproksymacji, poprzez zbudowanie powierzchni
odpowiedzi jedynie dla wagowej funkcji celu (2.44) oraz funkcji ogranicze« (2.45)
i (2.46). Zadanie doboru parametrów funkcji aproksymuj¡cej rozwi¡zywane jest
wtedy kg + kc+1 razy, czyli tyle, ile w przypadku strategii podstawowej. Poni»ej
przedstawiono poszczególne etapy algorytmu:

1. Zde�niowanie obszaru dopuszczalnego zgodnie z(2.47) i (2.48). Wybór wspóª-
czynnika wagowego� .

2. WygenerowanieN realizacji wektora zmiennych projektowych.

Tak jak w przypadku strategii aproksymacji momentów, eksperymenty
generowane s¡ zgodnie z planem OLH, równomiernie w aktualnym ob-
szarze dopuszczalnym. LiczbaN powinna gwarantowa¢ odpowiednie wy-
peªnienie badanego obszaru.

3. Wyznaczenie momentów statystycznych funkcji celuf oraz funkcji ogranicze«
gi , i = 1 ; : : : ; kg i ck , k = 1 ; : : : ; kc, dla ka»dej zN realizacji wektora
f d; � X g.

Poza tym, na podstawie oszacowanych warto±ci momentów, dlaka»de-
go z punktów eksperymentalnych obliczane s¡ równie» warto±ci wa»onej
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funkcji celu ~f , danej wzorem (2.44), oraz funkcji

~gi (d; � X ) = E[gi (d; X ; P)] � ~� i � [gi (d; X ; P)]; i = 1 ; : : : ; kg; (2.58)

~ck (d; � X ) = u� k � � [ck (d; X ; P)]; k = 1 ; : : : ; kc: (2.59)

Uwagi dotycz¡ce metod szacowania momentów zamieszczone w2.4.2.2
w punkcie 3 dotycz¡ tak»e bie»¡cej strategii.

4. Budowa powierzchni odpowiedzi (technik¡ krigingu lub wa»onej regresji) dla
funkcji ~f oraz funkcji ogranicze«~gi (d; � X ), i = 1 ; : : : ; kg, i ~ck (d; � X ), k =
1; : : : ; kc.
Budowanych jest 1 + kg + kc powierzchni odpowiedzi, oznaczanych od-

powiednio ~̂f , w przypadku funkcji celu, oraz ~̂gi (d; � X ), i = 1 ; : : : ; kg,
i ~̂ck (d; � X ), k = 1 ; : : : ; kc, w przypadku funkcji ogranicze«.

5. Rozwi¡zanie nast¦puj¡cego zadania optymalizacji deterministycznej:

znajd¹ warto±ci zmiennych: d; � X ; (2.60)

minimalizuj¡ce: ~̂f (d; � X ); (2.61)

przy ograniczeniach:

~̂gi (d; � X ) � 0; i = 1 ; : : : ; kg; (2.62)

~̂cl (d; � X ) � 0; k = 1 ; : : : ; kc; (2.63)
l ~dj � dj � u~dj ; j = 1 ; : : : ; nd; (2.64)
l ~� X r � � X r � u ~� X r ; r = 1 ; : : : ; nX : (2.65)

Podobnie jak w strategii aproksymacji momentów, wspóªczynniki normu-
j¡ce � � i � � , które wyst¦puj¡ w de�nicji wa»onej funkcji celu wyznacza
si¦ na podstawie ekstremalnych warto±ci odpowiednich momentów obli-
czonych w punkcie3.
W przykªadach numerycznych optymalizacji odporno±ciowejprezentowa-
nych w rozdziale6 oraz innych publikacjach autora [38,236] do rozwi¡za-
nia zadania (2.60)�( 2.65) u»ywano dwustopniowego algorytmu optyma-
lizacyjnego. Na pierwszym etapie stosowany byª algorytm optymalizacji
globalnej. W zale»no±ci od wielko±ci zadania byª to algorytm symulowa-
nego wy»arzania, algorytm genetyczny b¡d¹ algorytm losowego przeszu-
kiwania. Nast¦pnie, poªo»enie otrzymanego w ten sposób punktu opty-
malnego, korygowane byªo przy pomocy lokalnej metody optymalizacji,
zazwyczaj byª to simpleksowy algorytm Nedlera Meada [184].
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6. Sprawdzenie warunku zbie»no±ci. Je±li jest on speªniony, to zako«czenie dzia-
ªania algorytmu.

7. Przesuni¦cie obszaru dopuszczalnego nad wyznaczony na kroku 5 punkt opty-
malny. Redukcja obszaru dopuszczalnego. Powrót do2.

Chocia» wprowadzone mody�kacje poprawiaj¡ efektywno±¢ algorytmu w sto-
sunku do DRS, to jednak kluczowymi elementami efektywnej metody rozwi¡za-
nia zadania s¡: odpowiednio dobrana metoda aproksymacji funkcji zmiennych
projektowych i efektywna metoda szacowania momentów statystycznych. Za-
gadnieniom tym po±wi¦cono obszern¡ cz¦±¢ niniejszej pracy.

PODSUMOWANIE

W niniejszym rozdziale podj¦to prób¦ usystematyzowania wiedzy na temat
alternatywnych sformuªowa« zadania niedeterministycznej optymalizacji kon-
strukcji. Rozpatrywano jedynie takie przypadki, gdzie zarówno parametry kon-
strukcji, jak i dziaªaj¡ce na ni¡ obci¡»enia, modelowane s¡w ramach teorii praw-
dopodobie«stwa za pomoc¡ zmiennych losowych. Po krótkim omówieniu typo-
wego sformuªowania zadania optymalizacji deterministycznej, zarówno w wer-
sji jedno jak i wielokryterialnej, oraz najbardziej znanych metod rozwi¡zania,
przedstawiono dwa najistotniejsze sformuªowania stochastycznej optymalizacji
konstrukcji - optymalizacj¦ niezawodno±ciow¡ i optymalizacj¦ odporno±ciow¡.

Optymalizacja niezawodno±ciowa, w sformuªowaniu której ograniczenia pro-
jektowe wyra»a si¦ najcz¦±ciej jako funkcje prawdopodobie«stwa awarii kon-
strukcji, jest przedmiotem bada« ju» od ponad trzech dziesi¦cioleci. Jest to ju»
zatem �niemªoda� dziedzina o bardzo bogatej literaturze, która jednak ci¡gle
si¦ rozwija przyci¡gaj¡c zainteresowanie wielu badaczy. Znaczna cz¦±¢ dorobku
naukowego autora byªa równie» po±wi¦cona tej problematyce, zob. [52,125,126,
207,230,232,233,235]. W rozdziale omówiono trzy gªówne rodziny metod kom-
puterowej realizacji zadania optymalizacji niezawodno±ciowej. S¡ to: metody
dwupoziomowe, metody jednopoziomowe i metody rozprz¦»one. Po przeanali-
zowaniu wad i zalet poszczególnych metod, na podstawie porówna« przepro-
wadzonych w licznych pracach, za najbardziej efektywn¡ numerycznie nale»y
uzna¢ sekwencyjn¡ metod¦ SORA, z grupy metod rozprz¦»onych.

Mo»liwo±¢ zastosowania optymalizacji niezawodno±ciowejw praktyce pro-
jektowej jest bardzo silnie uwarunkowana dost¦pno±ci¡ funkcji ª¡cznej g¦sto-
±ci rozkªadu prawdopodobie«stwa parametrów konstrukcji iobci¡»e«. Od pre-
cyzyjnego modelu stochastycznego zale»y wiarygodno±¢ szacowanych warto±ci
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prawdopodobie«stwa awarii. Niestety bardzo cz¦sto, ze wzgl¦du na brak odpo-
wiednich danych statystycznych, model ten sprowadza si¦ jedynie do pierwszych
dwóch momentów zmiennych losowych. U»ywanie w takim przypadku aparatu
optymalizacji niezawodno±ciowej wydaje si¦ by¢ nieuprawnione.

Sformuªowaniem optymalizacji niedeterministycznej, które lepiej dopasowa-
ne jest do realiów projektowych, jest optymalizacja odporno±ciowa. W odró»-
nieniu od optymalizacji niezawodno±ciowej, sformuªowanie to nie wymaga sza-
cowania prawdopodobie«stwa awarii. Losowy charakter odpowiedzi konstrukcji
uwzgl¦dniany jest poprzez de�nicje funkcji celu oraz ogranicze«, które zawie-
raj¡ warto±ci ±rednie oraz wariancje tych odpowiedzi. Zadanie optymalizacji
odporno±ciowej jest zazwyczaj zadaniem optymalizacji wielokryterialnej ponie-
wa» oprócz nominalnej (±redniej) warto±ci funkcji celu, minimalizacji podlega
równie» jej rozrzut.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa zadania optymalizacji odporno±ciowej wi¡»e si¦ z ko-
nieczno±ci¡ zastosowania odpowiednich aproksymacji nieznanych odpowiedzi
konstrukcji, a tak»e z u»yciem efektywnych metod szacowania momentów sta-
tystycznych. Zagadnienia te omówione zostan¡ w rozdziaªach 3 i 4. W niniej-
szym rozdziale zaprezentowano trzy mo»liwe strategie aproksymacji: podstawo-
w¡ strategi¦ aproksymacji, strategi¦ aproksymacji statys tyk i strategi¦ aproksy-
macji funkcji celu i ogranicze« odporno±ciowych. Wszystkie trzy zostaªy zaim-
plementowane w tworzonej przez autora bibliotece optymalizacyjnej programu
STAND, zob. rozdziaª 8. Na podstawie licznych testów stwierdzi¢ mo»na, »e
ostatnia strategia (omówiona w punkcie2.4.2.3), wydaje si¦ by¢ rozwi¡zaniem
najbardziej efektywnym.



3

Metody powierzchni odpowiedzi
w analizie eksperymentów
komputerowych

W przypadku wielu in»ynierskich problemów optymalizacji, jak równie» analizy
niezawodno±ci, liczba mo»liwych do przeprowadzenia oblicze« warto±ci funkcji
(celu, ogranicze« projektowych, awarii) jest w znaczny sposób limitowana b¡d¹
to przez koszt analizy, b¡d¹ te» przez czas jej trwania. Przykªadowo, czas po-
trzebny do przeprowadzenia pojedynczej symulacji MES zderzenia pojazdów
albo gª¦bokiego tªoczenia blachy mo»e niejednokrotnie wynosi¢ od kilku do kil-
kudziesi¦ciu godzin. Jednym ze sposobów na przezwyci¦»enie tych trudno±ci
jest zast¡pienie rzeczywistych, trudnych obliczeniowo niejawnych funkcji wcho-
dz¡cych w skªad analizowanego problemu przez analityczne metamodele - po-
wierzchnie odpowiedzi (ang.response surface). Powierzchnie te tworzone s¡ po-
przez odpowiednie dopasowanie funkcji aproksymuj¡cych dozbioru punktów
eksperymentalnych.

Problematyka tworzenia dokªadnych, a jednocze±nie efektywnych obliczenio-
wo metamodeli jest wspóªcze±nie przedmiotem zainteresowania bardzo szerokie-
go grona badaczy, reprezentuj¡cych ró»norodne gaª¦zie nauki oraz przemysªu.
Obecny stan wiedzy oraz gªówne trendy w tych badaniach opisane zostaªy w cie-
kawych pracach przegl¡dowych [220,222]. W niniejszym rozdziale zaprezentowa-
ne zostan¡ wybrane techniki powierzchni odpowiedzi, któremog¡ by¢ przydatne
w aproksymacji szerokiej klasy funkcji nieliniowych. Szczególnie du»o miejsca
po±wi¦cone zostanie metodzie krigingu. Podstawow¡ ide¦ tej metody, maj¡cej
swoj¡ genez¦ w geostatystyce, zob. [36, 168], okre±li¢ mo»na jako modelowanie
nieznanej funkcji za pomoc¡ realizacji procesu losowego. Koncepcja ta, z pozoru
do±¢ zawiªa i nienaturalna, okazuje si¦ by¢ w istocie bardzociekawym rozwi¡-
zaniem. Dopasowuj¡c realizacj¦ procesu do danych do±wiadczalnych ustala si¦
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typowe zachowanie funkcji, takie jak oczekiwany przyrost jej warto±ci przy ró»-
nych przyrostach poszczególnych zmiennych. Inaczej mówi¡c, warto±¢ funkcji
w nowym punkcie wyznaczana jest tak, aby jak najlepiej pasowa¢ do typowej
realizacji procesu.

O ile w swych pierwotnych, geologicznych zastosowaniach technika krigin-
gu dostosowana byªa do zagadnie« dwu lub trójwymiarowych oraz do danych
obarczonych pewnym szumem (co jest zrozumiaªe, je±li modeluje si¦ zawarto±¢
zªota w skale jako funkcj¦ jej poªo»enia w analizowanym zªo»u), o tyle w przy-
padku symulacji komputerowych mamy zazwyczaj do czynieniaz wi¦ksz¡ liczb¡
wymiarów, a rozpatrywane funkcje maj¡ charakter deterministyczny.

Jak dot¡d, podstawowym narz¦dziem do tworzenia powierzchni odpowiedzi
jest analiza regresji liniowej, zob. [179]. Prezentuj¡c dla kompletno±ci wywodu
w podrozdziale3.1 podstawowe równania tej metody, podkre±lono jedno z za-
sadniczych zaªo»e« analizy regresji, które nie jest prawdziwe w przypadku eks-
perymentów numerycznych. Utworzona w celu analizy wynikówrzeczywistych
(nie wirtualnych) do±wiadcze« metoda regresji zakªada, »ebª¦dy poszczególnych
eksperymentów s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie normalnym.
W przypadku danych pochodz¡cych z analizy komputerowej, twierdzenie, i» bª¦-
dy aproksymacji nie s¡ skorelowane jest zazwyczaj nieuprawnione. Problemy te
zostan¡ szczegóªowo omówione w dalszej cz¦±ci tekstu.

W podrozdziale 3.2 po±wi¦conym krigingowi poka»emy, »e jest to w isto-
cie metoda interpolacji �przeprowadzaj¡ca� tworzon¡ powierzchni¦ odpowiedzi
przez wszystkie punkty eksperymentalne. W przypadku optymalizacji odpor-
no±ciowej, ze wzgl¦du na pewien rozrzut warto±ci funkcji zwi¡zany ze stosowa-
n¡ technik¡ symulacji losowych, zasadne jest jednak modelowanie funkcji celu
i ogranicze« za pomoc¡ aproksymuj¡cych/wygªadzonych powierzchni odpowie-
dzi. Za prac¡ [213] zaprezentowana zostanie mody�kacja podstawowych równa«
metody krigingu maj¡ca na celu otrzymanie wersji aproksymuj¡cej. Zachowuje
si¦ w ten sposób doskonaªe odwzorowanie wªa±ciwego ksztaªtu funkcji, od�ltro-
wuj¡c jednocze±nie niepo»¡dany szum.

Na koniec przedstawiona zostanie metoda aproksymacji lokalnej wykorzy-
stuj¡ca koncepcj¦ tzw. wa»onej regresji liniowej. Podej±cie to znane jest pod
angielsk¡ nazw¡ moving least squares- MLS, co przetªumaczy¢ mo»na jako lo-
kalna metoda najmniejszych kwadratów. Ze wzgl¦du na ªatwo±¢ implementacji
oraz stosunkowo du»¡ szybko±¢ dziaªania, MLS zastosowano wzaproponowanym
adaptacyjnym algorytmie poszukiwania punktu projektowego (podrozdziaª5.1).
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3.1. Liniowa analiza regresji

Zaªó»my, »e dysponujemy wynikamiN eksperymentów przeprowadzonych
w celu zbadania nieznanej zale»no±ciy = f (x), gdziex s¡ wspóªrz¦dnymi punk-
tów w przestrzeni n wymiarowej. Nasze dane tworzy zatemN par f x i ; yi g,
i = 1 ; : : : ; N , gdzie yi = f (x i ). Jednym z podstawowych zada« liniowej ana-
lizy regresji, zob. [58, 178], jest znalezienie funkcji aproksymuj¡cej ŷ = f̂ (x)
(powierzchni regresji) przyjmuj¡c, »e dane te wygenerowano przy pomocy na-
st¦puj¡cego modelu:

f (x) =
p� 1X

i =0

B i qi (x) + "; (3.1)

gdzie B i , i = 0 ; 1; : : : ; p � 1, s¡ nieznanymi parametrami (wspóªczynnikami)
równania, qi (x) s¡ funkcjami bazowymi, przy czym q0(x) = 1 , a " jest bª¦dem
uwzgl¦dniaj¡cym rozrzut warto±ci yi poza powierzchni¡ regresji. Mo»na wobec
tego zapisa¢:
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lub w postaci macierzowej
y = QB + " ; (3.3)

gdzie B p� 1 jest wektorem wspóªczynników,yN � 1 jest wektorem warto±ci funk-
cji f (x i ), i = 1 ; : : : ; N , odpowiadaj¡cych N przeprowadzonym eksperymentom,
a " N � 1 jest losowym wektorem bª¦dów. MacierzQN � p zawiera warto±ci funkcji
bazowychqi (x j ), i = 0 ; : : : ; p� 1, j = 1 ; : : : ; N . Pierwsza kolumnaQ odpowiada
staªej równania regresjiB0. W zale»no±ci od przyj¦tego typu aproksymacji oraz
stosowanego planu eksperymentów, jako funkcje bazowe wybiera si¦ najcz¦±ciej
wielomiany pierwszego lub drugiego stopnia. Nazwa �regresja liniowa� ±wiadczy
zatem o zale»no±ci funkcyjnej wzgl¦dem wspóªczynnikówB , a nie o rodzaju
funkcji bazowych, które mog¡ by¢ nieliniowe. Oczywi±cie, liczba funkcji bazo-
wych (parametrów modelu)p mo»e by¢ nieograniczona, nale»y jednak pami¦ta¢,
»e powinna by¢ znacznie mniejsza od liczby punktów eksperymentalnych.

Zakªada si¦, »e" � N (0; � 2I ), a wi¦c, »e bª¦dy losowe maj¡ rozkªad nor-
malny o zerowych warto±ciach oczekiwanych i staªej wariancji oraz »e s¡ niesko-
relowane. Jak to zostanie dokªadniej omówione poni»ej, zaªo»enia te potrzebne
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s¡ aby zagwarantowa¢ odpowiednie wªasno±ci estymatorówb parametrów B ,
wyznaczanych poprzez minimalizacj¦ reszt z modelu, zde�niowanych jako

r = y � Qb : (3.4)

Minimalizowana jest funkcja celu S(b) równa sumie kwadratów reszt

S(b) = r T r = ( y � Qb )T (y � Qb ) = yT y � 2bT QT y + bT QT Qb : (3.5)

Z warunku pierwszego rz¦du dla min S(b), zerowania si¦ pochodnych S(b)
wzgl¦dem bi , i = 0 ; : : : ; p � 1, otrzymuje si¦ tzw. ukªad równa« normalnych,

(QT Q)b = QT y: (3.6)

którego rozwi¡zaniem s¡ estymatory bp� 1 = f b0; b1; : : : ; bp� 1g,

b = ( QT Q)� 1QT y: (3.7)

Warunki drugiego rz¦du istnienia minimum dotycz¡ dodatnie j okre±lono±ci ma-
cierzy hesjanu funkcji S(b)

@2S(b)
@b@bT = 2QT Q: (3.8)

Ze wzgl¦du na liniow¡ niezale»no±¢ równa« normalnych, warunek ten jest speª-
niony dzi¦ki dodatniej okre±lono±ci macierzy(QT Q)p� p. W przypadku gdy rów-
nania normalne s¡ zale»ne, macierzQT Q staje si¦ osobliwa. Macierz ta mo»e
by¢ równie» ¹le uwarunkowana. W tej sytuacji cz¦sto rozwi¡zaniem jest u»ycie
metody dekompozycji na warto±ci singularne (ang.singular value decomposi-
tion - SVD), zob. [197], i redukcja wyj±ciowego modelu poprzez eliminacj¦ tych
wierszy i kolumn macierzy, które powoduj¡ jej osobliwo±¢.

Ostatecznie, powierzchnia regresji dopasowana do danych za pomoc¡ metody
najmniejszych kwadratów przybiera posta¢

ŷ = f̂ (x) = [1 q1(x) � � � qp� 1(x)]b = qT (x)b: (3.9)

W praktyce, ka»da powierzchnia odpowiedzi stanowi jedynieaproksymacj¦ rze-
czywistej funkcyjnej zale»no±ci pomi¦dzy zmiennymi wej±cia i wyj±cia (cz¦sto
spotyka si¦ okre±lenia zmienna wyja±niaj¡ca i wyja±niana). Poniewa» zawsze
mamy do czynienia z pewnym niedopasowaniem funkcji (3.9) do danych ekspe-
rymentalnych, konieczna jest wery�kacja poprawno±ci tegorozwi¡zania. Wpro-
wadzaj¡c nast¦puj¡ce de�nicje:
caªkowita suma kwadratów (Total Sum of Squares)

T SS = ( y � y )T (y � y ); (3.10)
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wyja±niona suma kwadratów (Explained Sum of Squares)

ESS = ( ŷ � y )T (ŷ � y ); (3.11)

suma kwadratów reszt (Residual Sum of Squares)

RSS = r T r ; (3.12)

gdzie ŷ = Qb , y = ey, eN � 1 = f 1; : : : ; 1g, a y jest warto±ci¡ ±redni¡ y , mo»na
pokaza¢ [58], »e

T SS = ESS + RSS: (3.13)

Sumy kwadratów (3.10)�( 3.12) wykorzystuje si¦ w de�nicji tzw. wspóªczynnika
determinacji R2

R2 =
ESS
T SS

= 1 �
RSS
T SS

; (3.14)

przy czym
0 � R2 � 1: (3.15)

Po dokonaniu pewnych podstawowych przeksztaªce« wspóªczynnik ten przed-
stawi¢ mo»na w alternatywnej postaci jako

R2 =
bT QT y � N y2

yT y � N y2 : (3.16)

R2 interpretuje si¦ jako procent zmienno±ci warto±ci funkcji yi , i = 1 ; : : : ; N ,
która wyja±niona jest przez model. WspóªczynnikR2 jest równy jeden je±li
r = 0 ) y = Qb . Warto±ci R2 bliskie jedno±ci s¡ zazwyczaj oznak¡ dobrego
dopasowania modelu do obserwacji, a warto±ci maªe (znacz¡co mniejsze od1)
±wiadcz¡ o zªym doborze modelu.

Statystyka R2 ma jednak istotn¡ wad¦. Dodanie kolejnych zmiennych do
modelu daje w rezultacie model o wy»szymR2, nawet je±li zmienne te s¡ nie-
istotne, a ich doª¡czenie prowadzi do zwi¦kszenia wariancji estymatora b. Z tego
powodu R2 mo»na stosowa¢ jedynie jako statystyk¦ opisow¡. Nie mo»e ona sªu-
»y¢ do ustalenia, które zmienne w modelu s¡ istotne statystycznie. Lepsz¡ miar¡
dopasowania jest skorygowaneR2, zob. [82,178],

R
2

= 1 �
N � 1
N � p

(1 � R2); (3.17)

które zaprojektowano w ten sposób, »e warto±¢R
2

spada, gdy warto±¢ bez-
wzgl¦dna statystyki t dla usuni¦tej zmiennej jest wi¦ksza od 1.
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Na koniec, warto przypomnie¢ zaªo»enia klasycznego modeluregresji liniowej
oraz to, co te zaªo»enia implikuj¡ w przypadku estymatorów uzyskanych przy
pomocy metody najmniejszych kwadratów. Przyjmuj¡c, »e warto±¢ oczekiwana
bª¦du losowego jest równa zeroE(" i ) = 0 , i = 1 ; : : : ; N , bª¦dy te s¡ nieskorelowa-
ne E(" i " i ) = 0 oraz, »e wariancja bª¦du pozostaje staªaVar(" i ) = � 2 twierdze-
nie Gaussa-Markowa, zob. [81, 178], mówi, »e wektorb dany wzorem (3.7) jest
najlepszym (o najmniejszej wariancji) liniowym i nieobci¡»onym estymatorem
parametrów B w klasycznym modelu regresji liniowej. Pod poj¦ciem estymatora
liniowego rozumie si¦ taki estymator, który mo»na przedstawi¢ w postaci Ay ,
gdzieA jest dowoln¡ p � N elementow¡ macierz¡ nielosowych wspóªczynników.
Zakªadaj¡c ponadto, »e" � N (0; � 2I ) zakªadamy rozkªad prawdopodobie«stwa
obserwowanych warto±ciy jako y � N (QB ; � 2I ).

W przypadkach kiedy istniej¡ przesªanki ku temu, aby preferowa¢ wyniki
wybranych eksperymentów lub gdy nie ma si¦ zaufania do pewnych wyników,
mody�kuje si¦ zaªo»enie dotycz¡ce postaci macierzy kowariancji bª¦dów. Przyj-
muj¡c nadal, »e jest to macierz diagonalna, nie zakªada si¦ ju» staªo±ci warian-
cji. Do rozwi¡zania tak postawionego zadania liniowej regresji stosuje si¦ wte-
dy wa»on¡ metod¦ najmniejszych kwadratów. Wyprowadzenie ukªadu równa«
normalnych tej metody mo»na znale¹¢ w [58]. Bazuje ono na transformacji wy-
ników eksperymentów na takie zmienne, które speªniaj¡ podstawowe zaªo»enia
metody najmniejszych kwadratów, aby móc nast¦pnie zastosowa¢ standardowe
procedury rozwi¡zania. Poszukiwany wektor estymatorówb mo»na wtedy po-
nownie wyrazi¢ za pomoc¡ pierwotnych danych. Rozwi¡zanie ukªadu równa«
normalnych (3.7) przyjmuje nast¦puj¡c¡ posta¢

b = ( QT WQ )� 1QT Wy ; (3.18)

gdzie W jest kwadratow¡ macierz¡ wagow¡

W =

2

6
6
6
4

w1

w2
. . .

wN

3

7
7
7
5

: (3.19)

a wi , i = 1 ; : : : ; N s¡ wagami odpowiadaj¡cymi poszczególnym eksperymen-
tom. Przyjmuj¡c wszystkie wagi równe 1 otrzymujemy oczywi±cie standardowe
rozwi¡zanie metody najmniejszych kwadratów.
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3.2. Kriging

Przed zaprezentowaniem formalnego wyprowadzenia równa« krigingu jako
metody aproksymacji funkcji przy pomocy realizacji procesów losowych, warto
jest dokªadniej wyja±ni¢ dlaczego metoda ta � w przeciwie«stwie do przedsta-
wionej w poprzednim podrozdziale liniowej regresji � tak dobrze nadaje si¦ do
budowania modeli opartych na deterministycznych eksperymentach numerycz-
nych. Bardzo interesuj¡ce i przyst¦pne omówienie tego tematu znale¹¢ mo»na
w pracy [112]. Poni»ej przytoczmy jedynie najwa»niejsze z przedstawionych tam
zagadnie«.

Podstawowa trudno±¢, jak¡ napotykamy stosuj¡c liniow¡ analiz¦ regresji do-
tyczy doboru odpowiednich funkcji bazowychqi (x), i = 0 ; : : : ; p � 1, zob. (3.1).
Zwi¦kszanie ich liczby w celu lepszego dopasowywania ksztaªtu funkcji do punk-
tów eksperymentalnych poci¡ga za sob¡ nieunikniony wzrostliczby parame-
trów, do wyznaczenia których potrzeba z kolei coraz wi¦kszej liczby ekspery-
mentów. Ponadto, w przypadku powtarzalnych eksperymentównumerycznych
mocno dyskusyjne wydaje si¦ by¢ zaªo»enie dotycz¡ce niezale»no±ci bª¦dów"
wyst¦puj¡cych w równaniu ( 3.3). Bª¦dy, z którymi mamy tu do czynienia wyni-
kaj¡ caªkowicie z nieodpowiedniego doboru bazowych funkcji aproksymuj¡cych,
a nie z bª¦du pomiarowego lub szumu (przykªady symulacji komputerowych,
gdzie z pewnych wzgl¦dów korzystne jest uwzgl¦dnienie sztucznego �skªadni-
ka szumowego� oraz zastosowa« specy�cznych dla optymalizacji odporno±cio-
wej omówione zostan¡ oddzielnie w dalszej cz¦±ci rozdziaªu). Tak wi¦c mo»na
stwierdzi¢, »e bª¡d niedopasowania powierzchni odpowiedzi jest funkcj¡ poªo»e-
nia punktu, " i = "(x i ). Je±li funkcja f (x) jest ci¡gªa, wtedy "(x) jest równie»
funkcj¡ ci¡gª¡. Wynika z tego, »e je»eli dwa punkty x i i x j poªo»one s¡ blisko
siebie, wtedy tak»e bª¦dy"(x i ) i " (x j ) powinny mie¢ zbli»one warto±ci. Zamiast
zatem zakªada¢ ich statystyczn¡ niezale»no±¢, bardziej racjonalne jest przyj¦-
cie, »e wielko±ci bª¦dów s¡ skorelowane, a korelacja ta jestwysoka gdy x i i x j

znajduj¡ si¦ w bliskim s¡siedztwie, za± niska gdy s¡ od siebie oddalone.

Spostrze»enie to jest fundamentem technik aproksymacji wykorzystuj¡cych
teori¦ procesów losowych. W podej±ciu tym wprowadza si¦ funkcj¦ korelacji bª¦-
dów zale»n¡ od odlegªo±ci pomi¦dzy dwoma punktami eksperymentalnymi. Za-
zwyczaj nie u»ywa si¦ jednak zwykªej euklidesowej miary odlegªo±ci, przyjmuj¡c
nast¦puj¡c¡ odlegªo±¢ wa»on¡:

d(x i ; x j ) =
nX

k=1

� k jx ik � x jk j2; (3.20)
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gdzie � = f � 1; : : : ; � ng jest wektorem nieujemnych parametrów wagowych, ax ik

jest k-t¡ wspóªrz¦dn¡ punktu x i . Przy pomocy powy»szej de�nicji korelacj¦
pomi¦dzy bª¦dami aproksymacji w punktach x i i x j wyrazi¢ mo»na jako

R["(x i ); " (x j )] = exp[ � d(x i ; x j )] = exp
�
�

nX

k=1

� k jx ik � x jk j2
�
: (3.21)

Zgodnie z zaªo»eniami, warto±¢ funkcjiR[" (x i ); " (x j )] d¡»y do jedno±ci gdyx i

d¡»y do x j oraz maleje do zera gdy odlegªo±¢ mi¦dzy tymi punktami ro±nie.
Oczywi±cie mo»na zaproponowa¢ wiele innych funkcji korelacji speªniaj¡cych
powy»sze wymagania, jednak funkcja (3.21) jest najcz¦±ciej spotykan¡ w litera-
turze, zob. [219,221]. Parametry� k , k = 1 ; : : : ; n, mog¡ by¢ interpretowane jako
miara �aktywno±ci� danej zmiennejxk . Du»a warto±¢ odpowiedniego parametru
oznacza, »e nawet maªa ró»nicajx ik � x jk j prowadzi¢ mo»e do istotnych zmian
warto±ci aproksymowanej funkcji z uwagi na wymuszenie szybkiego spadku ko-
relacji w tym kierunku.

Powy»szy sposób opisu korelacji pozwala postulowa¢, i» wyniki eksperymen-
tów f x i ; yi g, i = 1 ; : : : ; N , mo»na wyja±ni¢ przy pomocy nast¦puj¡cego modelu

yi = f (x i ) = B + "(x i ); i = 1 ; : : : ; N; (3.22)

gdzie B jest staª¡, bª¦dy "(x i ) s¡ zmiennymi losowymi o rozkªadzie normalnym
N (0; � 2), a korelacja mi¦dzy nimi nie jest zerowa, lecz dana za pomoc¡wzo-
ru (3.21). Zapisuj¡c inaczej, poszukujemy parametrów funkcji aproksymuj¡cej
postaci

y = f (x) = B + H (x); (3.23)

gdzie H (x) jest realizacj¡ gaussowskiego procesu losowego o zerowej warto±ci
±redniej i nieznanej wariancji� 2 oraz funkcji kowariancji. Parametry, które na-
le»y wyznaczy¢ na podstawie przeprowadzonych eksperymentów to B , � 2 oraz
wspóªczynniki � k , k = 1 ; : : : ; n, w de�nicji funkcji korelacji ( 3.21). O ile staª¡
B mo»na traktowa¢ jako pewien najprostszy model globalnej aproksymacji n
wymiarowej funkcji, o tyle H (x) zapewnia �doci¡gni¦cie� funkcji do punktów
eksperymentalnych.

W metodzie krigingu proces losowyH (x) dyskretyzowany jest przy pomocy
jego realizacji w punktach x i , i = 1 ; : : : ; N , zgodnie z omówion¡ w dodatkuC
technik¡ optymalnej aproksymacji liniowej. Wprowadzaj¡c nast¦puj¡ce de�nicje
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macierzy korelacji i macierzy kowariancji:

R =

2

6
6
6
4

R(x1; x1) R(x1; x2) � � � R(x1; xN )
R(x2; x1) R(x2; x2) � � � R(x1; xN )

...
... � � �

...
R(xN ; x1) R(xN ; x2) � � � R(xN ; xN )

3

7
7
7
5

; (3.24)

C = � 2R; (3.25)

gdzie u»yto skróconego zapisuR(x i ; x j ) = R(H (x i ); H (x j )) = R("(x i ); " (x j )) ,
oraz de�niuj¡c wektor korelacji pomi¦dzy realizacj¡ pola w punkcie x a realiza-
cjami w punktach eksperymentalnych jako

r T (x) = [ R(x; x1); : : : ; R(x; xN )]; (3.26)

wykorzystuj¡c wzory ( C.34), (3.23) i ( 3.25) oraz pami¦taj¡c, »e H (x) jest jed-
norodnym procesem losowym o zerowej warto±ci oczekiwanej,otrzymuje si¦ wy-
ra»enie na dyskretyzacj¦ tego procesu w postaci

H (x)
dyskretyzacja
���������! Ĥ (x) = r T (x)R � 1(y � eB̂ ); (3.27)

gdzie y jest N elementowym wektorem warto±ci funkcjif (x i ), i = 1 ; : : : ; N , e
jest wektorem jedynek, aB̂ jest estymatorem parametru B . Ostatecznie wzór
(3.23) przybiera posta¢

ŷ(x) = B̂ + r T (x)R � 1(y � eB̂ ): (3.28)

Metod¡ estymacji nieznanych parametrów � , B̂ i �̂ 2 jest opisana mi¦dzy
innymi w pracach [70, 76] metoda najwi¦kszej wiarygodno±ci(ang. maximum
likelihood estimation - MLE). W podej±ciu tym zakªada si¦, »e wektor(y � eB̂ )
jest realizacj¡ gaussowskiego wektora losowego i dlatego d¡»y si¦ do znalezienia
takich warto±ci parametrów, które maksymalizuj¡ nast¦puj ¡c¡ funkcj¦ wiary-
godno±ci:

L (� jy ) =
1

p
(2� �̂ 2)N jR (� )j

exp

"

�
(y � eB̂ )T R � 1(� )(y � eB̂ )

2�̂ 2

#

: (3.29)

Dla wygody, w wyprowadzeniach korzysta si¦ z logarytmu powy»szej funkcji
otrzymuj¡c

l(� jy ) =
� (y � eB̂ )T R � 1(� )(y � eB̂ )

2�̂ 2 �
N ln(2� �̂ 2) + ln( jR (� )j)

2
: (3.30)
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Z warunku pierwszego rz¦du, przyrównuj¡c pochodne funkcji (3.30) wzgl¦dem
B̂ oraz �̂ 2 do zera otrzymuje si¦ wyra»enia na trendB̂ i wariancj¦ �̂ 2 w funkcji
parametrów �

B̂ (� ) =
�
eT R � 1(� )e

� � 1eT R � 1(� )y ; (3.31)

�̂ 2(� ) =
1
N

h
(y � eB̂ )T R � 1(� )(y � eB̂ )

i
: (3.32)

Ostatecznie, parametry funkcji korelacji � znajdowane s¡ jako rozwi¡zanie na-
st¦puj¡cego problemu maksymalizacji logarytmicznej funkcji wiarygodno±ci:

znajd¹: � ; (3.33)

maksymalizuj¡ce: �
N ln( �̂ (� )2) + ln( jR (� )j)

2
; (3.34)

pod warunkiem: 0 � � i � 1 ; i = 1 ; : : : ; n: (3.35)

Mamy zatem do czynienia zn wymiarowym zadaniem optymalizacji. Nale»y
zauwa»y¢, »e model (3.28) mo»na zbudowa¢ dla dowolnych warto±ci wspóª-
czynników � speªniaj¡cych warunki (3.35), rozwi¡zanie zadania (3.33)�( 3.35)
zapewnia jednak najlepszy dobór tych parametrów. W praktyce, poszukuj¡c
optymalnego wektora � macierz korelacji R mo»e sta¢ si¦ ¹le uwarunkowana.
W pracach [157,158] Lophaven i in. opisali szereg technik numerycznych pozwa-
laj¡cych przezwyci¦»y¢ te trudno±ci.

Problem (3.33)�( 3.35) nie jest na ogóª ªatwy do rozwi¡zania ze wzgl¦du na
lokalne minima funkcji wiarygodno±ci lub te» rozlegªy obszar parametrów bli-
skich warto±ciom optymalnym. W celu znalezienia maximum globalnego bardzo
cz¦sto stosowane s¡ metody losowego przeszukiwania, algorytmy ewolucyjne lub
heurystyczne. Na przykªad w pracy [219] zastosowano algorytm symulowanego
wy»arzania zaproponowany przez Go�e'go i in. [77]. Algorytm ten udost¦pniony
jest równie» w Internecie na stroniehttp://netlib2.cs.utk.edu/opt . O ile wymie-
nione metody teoretycznie s¡ w stanie wyznaczy¢ maksimum globalne, o tyle s¡
one zazwyczaj ogromnie kosztowne i wymagaj¡ o rz¦dy wielko±ci wi¦kszej liczby
oblicze« funkcji (3.34) ni» w przypadku wi¦kszo±ci metod optymalizacji lokalnej,
które oczywi±cie nie gwarantuj¡ znalezienia optimum globalnego. Rozwa»ania
na temat przydatno±ci ró»nych algorytmów optymalizacji w wyznaczaniu naj-
lepszych warto±ci parametrów� znale¹¢ mo»na w pracy [70]. W algorytmie
metody krigingu zaimplementowanym w programie STAND zastosowano dwu-
etapow¡ technik¦ rozwi¡zywania zadania (3.33)�( 3.35). Na pocz¡tku, za pomo-
c¡ umiarkowanej liczby iteracji algorytmu symulowanego wy»arzania znajdowa-
ny jest punkt startowy dla algorytmu nieliniowego symplexu Nedlera-Meed'a,
zob. [184,243], który kontynuowany jest nast¦pnie a» do osi¡gni¦cia zbie»no±ci.
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Analizuj¡c wzór ( 3.28) mo»na zauwa»y¢, »e zaªo»enie braku korelacji pomi¦-
dzy warto±ci¡ funkcji w punkcie x, a warto±ciami w punktach eksperymental-
nych (r = 0) prowadzi w konsekwencji do aproksymacjiŷ(x) = B̂ . Z drugiej
strony, aby przekona¢ si¦, »e zaªo»enie istnienia takiej korelacji daje w wyniku
funkcj¦ interpoluj¡c¡, obliczmy zgodnie ze wzorem (3.28) prognozowan¡ war-
to±¢ funkcji w jednym z punktów z bazy eksperymentów, np.x = x i . W tym
przypadku wektor r b¦dzie taki sam jak i -ta kolumna macierzy R . Oznaczaj¡c
j¡ jako R i dostajemy

r T (x i )R � 1 =
�
R � 1r (x i )

� T =
�
R � 1R i

� T = eT
i ; (3.36)

gdzie wektor ei jest wektorem o zerowych elementach za wyj¡tkiem elementui
równego1. Na podstawie równania (3.28) otrzymujemy wtedy

ŷ(x i ) = B̂ + eT
i (y � eB̂ ) = B̂ + ( yi � B̂ ) = yi ; (3.37)

co potwierdza, i» mamy do czynienia z interpolacj¡.

W pracy [210] wyprowadzono wzór na bª¡d ±redniokwadratowy (ang. Mean
Squared Error - MSE) aproksymacji metod¡ krigingu

MSE[ŷ(x)] = � 2
�
1 � r T R � 1r +

(1 � eT R � 1r )2

eT R � 1e

�
: (3.38)

Post¦puj¡c podobnie jak w przypadku poprzedniego wyprowadzenia mo»na po-
kaza¢, »e bª¡d ±redniokwadratowy obliczony w punktach zbioru danych wynosi0.

Do tego miejsca przyjmowali±my, »e rozpatrywane przez nas dane ekspe-
rymentalne nie s¡ obarczone »adn¡ niepewno±ci¡. Chocia» takie zaªo»enie jest
prawdziwe w przypadku wi¦kszo±ci symulacji numerycznych (wielokrotne po-
wtarzanie oblicze«, na tym samym komputerze i dla takich samych danych
wej±ciowych prowadzi do tych samych wyników) to istniej¡ zastosowania kie-
dy wyniki, z którymi mamy do czynienia, obarczone s¡ pewnym szumem i gdy
nieracjonalnym jest stosowanie interpoluj¡cych powierzchni odpowiedzi. Bar-
dzo dobrym przykªadem takiej sytuacji jest optymalizacja odporno±ciowa, gdzie
punkty buduj¡ce baz¦ eksperymentów s¡ wynikami symulacji M onte Carlo, np.
momentami statystycznymi funkcji celu i ogranicze«. Ze wzgl¦du na sko«czo-
n¡ wielko±¢ próbek u»ywanych w symulacjach obserwuje si¦ rozrzut tych wy-
ników. Czasem te», wobec braku mo»liwo±ci wªa±ciwego modelowania wpªywu
wybranych losowych parametrów na warto±¢ analizowanej funkcji, wpªyw ten
uwzgl¦dnia si¦ poprzez dodanie do funkcji skªadnika szumowego.

Poniewa» zaprezentowana metoda krigingu jest metod¡ interpolacji, dlate-
go aby uzyska¢ kriging w wersji aproksymacyjnej wprowadza si¦ nast¦puj¡c¡
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mody�kacj¦ funkcji korelacji, zob. [213],

R[x i ; x j ] = (1 � � ) exp
�
�

nX

k=1

� k jx ik � x jk j2
�
; (3.39)

gdzie 0 � � < 1 ma w zamy±le modelowa¢, to co w angielskoj¦zycznej literatu-
rze z zakresu geostatystyki nazywane jestnugget e�ect, czyli efekt grudki zªota.
Dotyczy on nieci¡gªo±ci funkcji kowariancji gdyjx i � x j j d¡»y do zera. Parametr
� dobierany jest w procesie maksymalizacji funkcji wiarygodno±ci razem z para-
metrami � . Zerowa warto±¢� oznacza, »e powierzchnia odpowiedzi przechodzi
przez wszystkie punkty danych. Zwi¦kszanie� prowadzi do wygªadzenia funkcji
aproksymuj¡cej poniewa» warto±ci funkcji w punktach poªo»onych bardzo blisko
siebie s¡ sªabiej skorelowane. Dla� = 1 funkcja aproksymuj¡ca degeneruje si¦ do
czªonu staªegoB̂ . Nale»y zaznaczy¢, »e wspóªczynnik skaluj¡cy(1 � � ) nie jest
u»ywany w przypadku wyrazów diagonalnych macierzyR , ale stosuje si¦ go do
wszystkich elementów wektorar , nawet wtedy gdy punkt, w którym obliczana
jest warto±¢ aproksymacji pokrywa si¦ z jednym z punktów z bazy danych. Robi
si¦ tak przyjmuj¡c, »e punkt eksperymentalny jest doskonale skorelowany sam
ze sob¡, natomiast jego korelacja z innym punktem poªo»onymw tym samym
miejscu nie jest równa1 ze wzgl¦du na istniej¡c¡ niepewno±¢/bª¡d pomiarowy.

Na rys. 3.1 przedstawiono porównanie dziaªania krigingu w wersji interpo-
luj¡cej oraz aproksymuj¡cej, na przykªadzie funkcji jednowymiarowej. Warto±ci
funkcji w punktach eksperymentalnych obliczane s¡ wedªug wzoru

y(x) = 2 sin( x) exp(� 0:05x2) + a; (3.40)

gdzie a jest realizacj¡ zmiennej losowejA o rozkªadzie jednostajnym w prze-
dziale [� 0:1; 0:1], któr¡ mo»na interpretowa¢ jako bª¡d pomiarowy. 21 punktów
wygenerowano w równych odst¦pach pomi¦dzyx = 0 a x = 2 � , dodano równie»
6 punktów w pobli»u x = �= 2. Jak mo»na zauwa»y¢, rozrzut warto±ci funk-
cji na stosunkowo maªym obszarze zag¦szczenia punktów do±¢silnie wpªywa
na posta¢ funkcji korelacji, prowadz¡c w rezultacie do oscylacyjnego charakteru
funkcji interpoluj¡cej (zielony wykres). Wprowadzaj¡c, t ak jak we wzorze (3.39),
parametr � do funkcji korelacji otrzymujemy w wyniku funkcj¦ aproksym uj¡c¡,
która na rys. 3.1 oznaczona jest kolorem czerwonym. Mody�kacja ta prowadzi
do niemal idealnego odwzorowania oryginalnej funkcji (czarny wykres).

Co ciekawe, odrzucaj¡c6 dodatkowych punktów uzyskujemy du»¡ popraw¦
dopasowania. Na rysunkach3.2 oraz 3.3 pokazano wynik dziaªania dwóch wersji
krigingu na, odpowiednio, licznym (21 punktów) i rzadkim (11 punktów) zbiorze
danych eksperymentalnych.
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Rys. 3.1. Ró»ne typu krigingu w analizie �niepewnych� danyc h. Nierównomierny rozkªad punk-
tów eksperymentalnych.
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Rys. 3.2. Ró»ne typu krigingu w analizie �niepewnych� danyc h. Równomierny g¦sty rozkªad
punktów eksperymentalnych.
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Rys. 3.3. Ró»ne typu krigingu w analizie �niepewnych� danyc h. Równomierny rzadki rozkªad
punktów eksperymentalnych.

Zagadnienie doboru planu eksperymentów okazuje si¦ mie¢ bardzo istotny
wpªyw na jako±¢ tworzonej powierzchni odpowiedzi. Wielu autorów podziela
opini¦, zob. np. [74,222], »e tzw. plany wypeªniaj¡ce (ang.space �lling design),
w przypadku deterministycznych, komputerowo generowanych danych ekspery-
mentalnych, prowadz¡ do minimalizacji ±redniego bª¦du kwadratowego aprok-
symacji metod¡ krigingu. Zaliczy¢ do nich mo»na m.in. optymalne ªaci«skie
hiperkostki (zob. dodatek B) - plany, gdzie punkty eksperymentalne rozmiesz-
czane s¡ w sposób jak najbardziej równomierny wn wymiarowej przestrzeni
parametrów.

W celu zbadania wpªywu optymalizacji uªo»enia punktów hiperkostki ªaci«-
skiej, sªu»¡cej jako plan eksperymentów w metodzie krigingu, na jako±¢ aprok-
symacji, wykonano test porównuj¡cy pierwiastek ±redniegobª¦du kwadratowego
dopasowania (ang.root mean square error - RMSE) dla ró»nych hiperkostek,
na przykªadzie aproksymacji tzw. funkcji Schwefel'a

f (x) =
nX

i =1

h
� x i sin

� p
jx i j

�i
: (3.41)
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Jest to funkcja testowa wykorzystywana cz¦sto do badania algorytmów opty-
malizacji globalnej bez ogranicze«. Na rys.3.4 pokazano t¦ funkcj¦ dla przypad-
ku dwuwymiarowego.
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Rys. 3.4. Funkcja Schwefel'a (3.41) dla n = 2 .

Przyjmuj¡c, »e zmiennex i ; i = 1 ; : : : ; n okre±lone s¡ na przedziaªach[� 30; 30],
rozpatrywano przypadki n = 2 oraz n = 4 . W przypadku dwóch zmiennych
przyj¦to dwie wielko±ci próbki, N = 20 i N = 40, a dla n = 4 próbki N = 40
i N = 80. Odsyªaj¡c do rozdziaªu4 w celu szczegóªowego omówienia wariantów
planów wykorzystuj¡cych ªaci«skie hiperkostki (zob. opisna stronach 95 i 96),
zaznaczmy tutaj jedynie, »e plany RLH-m odpowiadaj¡ kon�guracjom bez opty-
malizacji rozmieszczenia punktów eksperymentalnych, a plany OLH-m gwaran-
tuj¡ wi¦ksz¡ równomierno±¢ wypeªnienia zadanej przestrzeni poprzez maksy-
malizowanie odlegªo±ci pomi¦dzy punktami. Oczywi±cie, napotrzeby budowa-
nia planu eksperymentów stanowi¡cego baz¦ do aproksymacjifunkcji, przyjmu-
je si¦, »e zmiennex maj¡ rozkªad jednostajny na odpowiednich przedziaªach.
Wykonuj¡c dla ka»dego rozmiaru i typu hiperkostki po 100 powtórze« cyklu
1) generacja planu eksperymentów,2) dopasowanie powierzchni interpoluj¡cego
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krigingu, 3) obliczenie RMSE na bazie regularnej siatki20n punktów testowych,
otrzymuje si¦ ±rednie warto±ci RMSE, które przedstawiono wtab. 3.1.

Tablica 3.1. Aproksymacja metod¡ krigingu funkcji Schwefe l'a ( 3.41). Porównanie warto±ci
±rednich RMSE dla planów eksperymentów opartych na ªaci«skich hiperkostkach z (OLH-m)
i bez (RLH-m) optymalizacji rozmieszczenia punktów.

n = 2 n = 4
N = 20 N = 40 N = 40 N = 80

RLH-m 6.27 2.08 17.43 15.44
OLH-m 4.10 0.98 14.41 13.96

Tak wi¦c, we wszystkich analizowanych przypadkach krigingwykorzystuj¡cy
plany OLH daje lepsze oszacowanie badanej funkcji ni» w przypadku hiperkostek
bez optymalizacji.

Warto wspomnie¢ jeszcze o pewnych rozwi¡zaniach maj¡cych na celu popra-
wienie dokªadno±ci aproksymacji w przypadku gdy charakterzmienno±ci bada-
nej funkcji nie jest jednorodny w caªym obszarze jej okre±lono±ci. Mo»e zdarzy¢
si¦, »e funkcja jest gwaªtownie zmienna, np. oscyluje w pewnym podobszarze,
a poza nim ma ustalony charakter, np. zbli»ony do liniowego.W takiej sytuacji
zaªo»enie dotycz¡ce stacjonarno±ci korelacji (3.21), która jest funkcj¡ jedynie
odlegªo±ci pomi¦dzy punktami, a nie zale»y od poªo»enia tych punktów, mo»e
prowadzi¢ do niekorzystnego zaburzenia ksztaªtu poszukiwanej aproksymacji.
Niektórzy autorzy, zob. np. [258], postuluj¡ wtedy wprowadzenie niestacjonar-
nego modelu korelacji. Pokazano, »e nawet w przypadku zastosowania pewnych
zaªo»e« uproszczaj¡cych, model niestacjonarny prowadzi zawsze do aproksy-
macji nie gorszych ni» model stacjonarny. Niestety, nawet wswojej najprostszej
postaci, kriging bazuj¡cy na niestacjonarnej funkcji korelacji wi¡»e si¦ z koniecz-
no±ci¡ wyznaczenia warto±ci dwa razy wi¦kszej liczby nieznanych parametrów
(poprzez maksymalizacj¦ funkcji wiarygodno±ci) ni» w przypadku funkcji sta-
cjonarnej. Jest to szczególnie trudne dla problemów wielowymiarowych i m.in.
dlatego metoda ta nie zostaªa zastosowana w niniejszej pracy.

3.3. Metoda aproksymacji lokalnej

Przez aproksymacj¦ lokaln¡ rozumie¢ tu b¦dziemy metod¦ wykorzystuj¡c¡
zaprezentowan¡ wcze±niej koncepcj¦ wa»onej regresji liniowej (3.18). Podej±cie
to okre±li¢ mo»na równie» jako lokaln¡ metod¦ najmniejszych kwadratów, ang.
moving least squares- MLS (zob. np. [34,113]).
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W metodzie MLS warto±ci wag w macierzy (3.19) obliczane s¡ jako funkcja
odlegªo±ci pomi¦dzy punktemx, w którym poszukuje si¦ warto±ci aproksymacji,
a punktami z bazy eksperymentów. Poprzez zastosowanie odpowiednio dobranej
funkcji wagowej, wi¦ksze znaczenie w zadaniu analizy regresji przypisywane jest
tym spo±ród eksperymentówx i , i = 1 ; : : : ; N , które znajduj¡ si¦ w pobli»u x.
Za ka»dym razem kiedy poªo»eniex zmienia si¦ (np. podczas procesu optyma-
lizacji, gdy funkcja celu przybli»ana jest za pomoc¡ powierzchni odpowiedzi),
warto±ci wszystkich wag,w1; : : : ; wN , s¡ ponownie przeliczane i ponownie roz-
wi¡zywany jest ukªad równa« regresji prowadz¡c do lokalnielepiej dopasowanej
aproksymacji funkcji. Jak to zostanie pokazane na przykªadach poni»ej, dzi¦ki
metodzie MLS mo»liwa jest dokªadna aproksymacja silnie nieliniowych funkcji
za pomoc¡ modeli liniowych lub kwadratowych. Analogiczniedo równania (3.9)
posta¢ funkcji aproksymuj¡cej dana jest nast¦puj¡co:

ŷ = f̂ (x) = [1 q1(x) � � � qp� 1(x)]b(x) = qT (x)b(x); (3.42)

gdzie wektor nieznanych parametrów regresjib(x), którego elementy s¡ tym
razem funkcjami poªo»enia punktu, wyra»a si¦ wzorem (por. (3.18))

b(x) =
�
QT W (x)Q

� � 1
QT W (x)y : (3.43)

Podobnie jak w przypadku �zwykªej� analizy regresji, macierz QN � p zawiera
warto±ci liniowo niezale»nych funkcji bazowychqi (x j ), i = 0 ; : : : ; p � 1, j =
1; : : : ; N . Elementy diagonalnej macierzyW (x) obliczane s¡ najcz¦±ciej przy
pomocy nast¦puj¡cej funkcji wagowej:

wii (x) = exp

2

4�
nX

j =1

(x ij � x j )2=(2n� 2)

3

5 ; � > 0; (3.44)

gdzie n jest liczb¡ zmiennych, x ij oznaczaj -t¡ wspóªrz¦dn¡ i -tego punktu eks-
perymentalnego,x j jest j -t¡ wspóªrz¦dn¡ punktu x, a � jest parametrem kon-
troluj¡cym ksztaªt funkcji.

W celu zilustrowania omawianej metody aproksymacji, na rys. 3.5 przedsta-
wiono porównanie wykresów funkcji aproksymuj¡cych w przypadku u»ycia we
wzorze (3.42) ró»nych funkcji bazowych. Kolorem czerwonym oznaczono wykres
odpowiadaj¡cy funkcji liniowej, qT (x) = [1 x], a kolorem niebieskim funkcji
kwadratowej, qT (x) = [1 x x 2]. Na rysunku umieszczono te» wykres aproksy-
macji metod¡ krigingu (zielony), a czarnymi punktami oznaczono punkty eks-
perymentalne. Mo»na zauwa»y¢ bardzo dobre dopasowanie aproksymacji kwa-
dratowej do funkcji oryginalnej, szczególnie w prawej cz¦±ci wykresu, natomiast
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lewa cz¦±¢ wykresu, o zdecydowanie odmiennym, oscylacyjnym charakterze nie
jest wiernie odwzorowywana przez metody aproksymacji lokalnej. Prowadz¡ one
w tym obszarze do wygªadzenia funkcji oryginalnej. Przy punktach eksperymen-
talnych danych tak jak na rys. 3.5, jedynie interpoluj¡cy kriging prowadzi do
doskonaªego odtworzenia rzeczywistej zale»no±ciy = f (x). Z drugiej strony, kie-
dy zaburzenia takie jak oscylacje na pocz¡tku wykresu s¡ wynikiem szumu, to
dziaªanie metod aproksymacji lokalnej mo»e mie¢ korzystnywpªyw na zacho-
wanie algorytmów wykorzystuj¡cych tak budowane powierzchnie odpowiedzi.

Na koniec, na rys.3.6pokazano jak �niebezpieczne� mo»e by¢ stosowanie glo-
balnych technik aproksymacji porównuj¡c wa»on¡ (3.42) i standardow¡ metod¦
liniowej regresji (3.9).
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Rys. 3.5. Porównanie metody aproksymacji lokalnej dla lini owych i kwadratowych funkcji
bazowych oraz krigingu.
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Rys. 3.6. Porównanie metody aproksymacji lokalnej dla lini owych i kwadratowych funkcji
bazowych oraz aproksymacji globalnej.

PODSUMOWANIE

Rozpatrywane w niniejszej pracy funkcje zmiennych losowych i zmiennych
projektowych, które tworz¡ sformuªowanie zadania analizyniezawodno±ci, jak
równie» optymalizacji odporno±ciowej konstrukcji, ze wzgl¦du na swój nieliniowy
charakter oraz du»¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ reprezentowane s¡ przy pomocy ana-
litycznych metamodeli. Odpowiednia aproksymacja funkcjigranicznej w analizie
niezawodno±ci oraz funkcji celu i ogranicze« w zadaniu optymalizacji, ma klu-
czowe znaczenie dla efektywno±ci oraz zbie»no±ci tych analiz.

W rozdziale omówiono zastosowanie metod powierzchni odpowiedzi w aprok-
symacji zachowania ukªadów konstrukcyjnych, które modelowane s¡ komputero-
wo. Specy�ka eksperymentów komputerowych nie przystaje dozaªo»e« klasycz-
nej analizy regresji, gdzie zakªada si¦ statystyczn¡ niezale»no±¢ bª¦dów ekspery-
mentalnych. W przypadku tych eksperymentów, bardziej racjonalne jest przyj¦-
cie, »e wielko±ci bª¦dów s¡ skorelowane, a korelacja jest wysoka gdy wspóªrz¦d-
ne dwóch eksperymentów znajduj¡ si¦ w bliskim s¡siedztwie,a niska gdy s¡ od
siebie oddalone. Spostrze»enie to jest fundamentem metod aproksymacyjnych,
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które wykorzystuj¡ teori¦ procesów losowych. Przykªadem takiej metody jest
kriging. Wykorzystuj¡c opisan¡ w dodatku C dyskretyzacj¦ pola losowego przy
pomocy metody optymalnej aproksymacji liniowej, przedstawiono wyprowadze-
nie równania krigingu. Bardzo dobre wªa±ciwo±ci dopasowywania si¦ powierzch-
ni krigingu do danych eksperymentalnych mog¡ stanowi¢ jednak pewn¡ wad¦,
je±li, tak jak w optymalizacji odporno±ciowej, mamy do czynienia z szumem ge-
nerowanym przez wyniki symulacji losowych. Zaprezentowano jak zmody�kowa¢
równania krigingu interpoluj¡cego w celu otrzymania techniki aproksymacyjnej.
Zbadano wpªyw równomierno±ci rozªo»enia punktów eksperymentalnych na bª¡d
dopasowania. Pokazano, »e w przypadku krigingu, wykorzystanie planów ekspe-
rymentów OLH poprawia dopasowanie funkcji aproksymuj¡cej. Przedstawiono
równie» metod¦ aproksymacji lokalnej wykorzystuj¡c¡ koncepcj¦ tzw. wa»onej
regresji liniowej. Metoda ta, chocia» nie tak dokªadna jak kriging, nie wyma-
ga jednak przeprowadzenia zadania minimalizacji funkcji wiarygodno±ci w celu
znalezienia parametrów równania. Zarówno kriging jak te» metoda aproksymacji
lokalnej stanowi¡ podstaw¦ proponowanych w pracy algorytmów analizy nieza-
wodno±ci oraz optymalizacji odporno±ciowej.

Moduª powierzchni odpowiedzi programu STAND, który powstaª w wyni-
ku kierowanych przez autora prac, zawiera zarówno klasyczne metody liniowej
regresji dla liniowych i kwadratowych funkcji bazowych, jak i metody liniowej
regresji wa»onej oraz aproksymacj¦ za pomoc¡ krigingu.
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Efektywne metody szacowania
momentów statystycznych odpowiedzi
konstrukcji

Rozwi¡zanie zadania optymalizacji odporno±ciowej, któresformuªowane zostaªo
w podrozdziale2.4, wymaga wielokrotnego obliczania momentów statystycznych
funkcji celu oraz funkcji ogranicze«. W konsekwencji, wybór metod szacowa-
nia warto±ci ±rednich oraz odchyle« standardowych tych funkcji ma decyduj¡cy
wpªyw na efektywno±¢ algorytmów poszukiwania optimum.

Ze wzgl¦du na swój uniwersalny charakter i ªatwo±¢ implementacji, meto-
dy symulacji losowych zostaªy u»yte do obliczania momentówstatystycznych
w wi¦kszo±ci przykªadów numerycznych prezentowanych w niniejszej pracy. Uni-
wersalno±¢ tych metod polega mi¦dzy innymi na braku jakichkolwiek zaªo»e«
dotycz¡cych ró»niczkowalno±ci lub stopnia nieliniowo±cibadanej funkcji, a tak-
»e braku ogranicze« dotycz¡cych warto±ci parametrów rozkªadów prawdopo-
dobie«stwa zmiennych losowych. W szczególno±ci, metody symulacji losowych
nadaj¡ si¦ doskonale do obliczania momentów statystycznych losowych funkcji
ze skªadnikiem szumowym. Zaobserwowano, »e metody symulacyjne wykorzy-
stuj¡ce koncepcj¦ ªaci«skiej hiperkostki, a zwªaszcza optymalnej ªaci«skiej hi-
perkostki (ang. optimal Latin hypercube - OLH) prowadz¡ do niezwykle efek-
tywnej estymacji momentów statystycznych, o wiele bardziej efektywnej ni»
w przypadku klasycznej metody symulacji Monte Carlo. Zagadnieniom budowa-
nia planów OLH po±wi¦cony zostaª dodatekB. Poni»ej, na licznych przykªadach
analitycznych funkcji testowych, jak te» niejawnych funkcji odpowiedzi ukªadów
konstrukcyjnych, pokazano porównanie bª¦dów estymacji otrzymywanych przy
u»yciu ró»nych metod symulacyjnych.

W pewnych szczególnych przypadkach, zdecydowanie bardziej efektywne mo-
»e by¢ u»ycie innych metod szacowania momentów funkcji losowych. Dla kom-
pletno±ci prezentacji na ko«cu rozdziaªu omówione zostan¡wybrane metody
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niesymulacyjne. I tak, w podrozdziale4.2 przedstawiono metody bazuj¡ce na
rozwini¦ciach funkcji w szereg Taylora wokóª warto±ci ±rednich zmiennych loso-
wych, w 4.3 omówiono zaproponowane stosunkowo niedawno przez Xu i Rahma-
na [259] metody redukcji wymiarów, a w podrozdziale4.4przedstawiono metody
rozwini¦cia funkcji w tzw. chaos wielomianowy.

4.1. Metody symulacyjne

Komputerowe symulacje losowe, zwane te» symulacjami MonteCarlo, s¡
najbardziej znan¡ metod¡ badania wpªywu losowego charakteru parametrów
modelowanego ukªadu konstrukcyjnego na rozrzut warto±ci parametrów wyniko-
wych (odpowiedzi konstrukcji). Najcz¦±ciej przy pomocy metod symulacyjnych
estymowane s¡ warto±¢ oczekiwana oraz wariancja lub odchylenie standardowe
odpowiedzi. Metody te stanowi¡ te» podstaw¦ do analizy gªównych skªadowych,
która zostanie krótko omówiona w dalszej cz¦±ci tekstu.

W zale»no±ci od estymowanej wielko±ci, dokªadne oszacowanie warto±ci mo-
mentów odpowiedzi konstrukcji przy pomocy metody Monte Carlo wymaga
najcz¦±ciej od kilkudziesi¦ciu do wielu tysi¦cy wywoªa« programu metody ele-
mentów sko«czonych lub innego programu modeluj¡cego prac¦konstrukcji. Po-
mimo ci¡gªego rozwoju dost¦pnej mocy obliczeniowej komputerów, koszt ten
jest cz¦sto zbyt wysoki. Ma to szczególne znaczenie wtedy gdy, tak jak to jest
w przypadku optymalizacji odporno±ciowej, symulacje Monte Carlo musz¡ by¢
przeprowadzone wielokrotnie. Dlatego te» do szacowania momentów statystycz-
nych odpowiedzi konstrukcji u»ywa si¦ nieraz alternatywnych metod symulacyj-
nych. W±ród nich nale»y wymieni¢ metody z grupy metoddescriptive sampling
(DS), co mo»na przetªumaczy¢ jako próbkowanie opisowe lub zdeterminowane,
oraz metody wykorzystuj¡ce koncepcj¦ ªaci«skiej hiperkostki, a w szczególno±ci
optymalnej hiperkostki ªaci«skiej - OLH. Jak to zostanie wyja±nione w dal-
szej cz¦±ci rozdziaªu, metody wykorzystuj¡ce ªaci«skie hiperkostki mo»na przy
pewnych dodatkowych zaªo»eniach równie» zaliczy¢ do rodziny metod descrip-
tive sampling. W odró»nieniu od zwykªej metody Monte Carlo oraz losowej
hiperkostki ªaci«skiej (ang.random Latin hypercube- RLH), plany eksperymen-
tów numerycznych OLH s¡ do±¢ trudne do wyznaczenia w przypadku próbek
zawieraj¡cych du»¡ liczb¦ punktów w przestrzeniach wielowymiarowych. Jest
zatem niezwykle istotnym, aby móc okre±li¢ wielko±¢ próbkiOLH, która dla
danej liczby zmiennych losowych mo»e zagwarantowa¢ dostateczn¡ jako±¢ osza-
cowania momentów statystycznych odpowiedzi konstrukcji.O ile w przypadku
klasycznej metody Monte Carlo mo»na spotka¢ pewne wskazówki co do doboru



4.1. Metody symulacyjne 85

wielko±ci próbki w funkcji liczby wymiarów zadania, zob. np. [53], o tyle nie ma
wielu takich prac dla symulacji gdzie u»ywa si¦ ªaci«skich hiperkostek. Problem
ten wydaje si¦ by¢ do±¢ trudny przede wszystkim gdy punkty generowane s¡
zgodnie z planem OLH.

Poni»ej, gªównie za pomoc¡ do±wiadcze« numerycznych, podj¦ta zostanie
próba okre±lenia zakresu przydatno±ci planów RLH i OLH w estymacji momen-
tów statystycznych odpowiedzi konstrukcji, jak równie» okre±lenia potrzebnej
ilo±ci punktów eksperymentalnych. Na pocz¡tku jednak omówione zostan¡ pod-
stawowe ró»nice pomi¦dzy klasycznymi metodami Monte Carloa metodami DS
oraz przytoczone zostan¡ podstawowe informacje na temat stosowanych esty-
matorów, por. [195].

4.1.1. Metodydescriptive samplinga klasyczna metoda Monte Carlo

Mo»na pokaza¢, »e techniki symulacji losowych, w których próbki generowa-
ne s¡ za pomoc¡ ªaci«skich hiperkostek, s¡ pewnym szczególnym przypadkiem
metod DS. Bardzo przejrzyste i zwi¦zªe przedstawienie koncepcji descriptive
sampling oraz wyja±nienie czym ró»ni si¦ to podej±cie od �czysto losowych� sy-
mulacji Monte Carlo znale¹¢ mo»na w pracy [211] Eduardo Saliby, który jest
prekursorem tej metody.

Descriptive sampling zaproponowano jako metod¦ redukcji wariancji staty-
styk obliczanych na podstawie próbki z populacji. U»ywaj¡cklasycznej metody
Monte Carlo mo»na mówi¢ o dwóch rodzajach niepewno±ci charakteryzuj¡cych
losow¡ prób¦. Pierwszy dotyczy rozrzutu warto±ci zmiennych w próbce, a drugi,
sekwencji w jakiej warto±ci te s¡ generowane. W przypadku DSmamy do czy-
nienia jedynie z niepewno±ci¡ sekwencji, warto±ci poszczególnych zmiennych s¡
natomiast zdeterminowane. Schematycznie ró»nice te przedstawi¢ mo»na nast¦-
puj¡co:

klasyczna metoda Monte Carlo = losowe warto±ci+ losowa sekwencja,
metoda descriptive sampling = ustalone warto±ci+ losowa sekwencja.

Ponadto, w przeciwie«stwie do metody Monte Carlo, DS wymagaokre±lenia
z góry wielko±ci próbki. Gdy jest ona znana, wtedy zbiór realizacji xk(m) ka»-
dej zmiennej losowejX k , k = 1 ; : : : ; n, gdzie m jest numerem punktu w N
elementowej próbce,m = 1 ; : : : ; N , wyznaczany jest jako

xk (m) = F � 1
X k

�
m � 0:5

N

�
; m = 1 ; : : : ; N; k = 1 ; : : : ; n: (4.1)
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W powy»szym wzorzeF � 1
X k

oznacza funkcj¦ odwrotn¡ do dystrybuanty k-tej
zmiennej losowej. Jako realizacje przyjmowane s¡ wi¦c mediany zmiennych lo-
sowych wN przedziaªach o równym prawdopodobie«stwie, na które dzielony jest
zakres zmienno±ci ka»dej zmiennej (por. punktB.7 w dodatku B). Powtarzaj¡c
wielokrotnie N punktowe eksperymenty DS u»ywamy za ka»dym razem tych sa-
mych dyskretnych zbiorów warto±ci dla poszczególnych zmiennych. Losowa jest
natomiast sekwencja, w której warto±ci te pobierane s¡ ze zbiorów w celu utwo-
rzenia n wymiarowych punktów eksperymentalnych (realizacji wektora losowe-
go). Idea metody DS opiera si¦ na zaskakuj¡cym z pozoru twierdzeniu, i» losowy
charakter stosowanych próbek wynika przede wszystkim z losowo±ci sekwencji,
a niepewno±¢ dotycz¡ca samych warto±ci nie prowadzi do poprawy efektywno-
±ci metod symulacji losowych. Twierdzi si¦, »e warto±ci realizacji zmiennych
losowych powinny by¢ precyzyjnie ustalone aby jak najlepiej dopasowa¢ si¦ do
rozkªadów prawdopodobie«stwa tych zmiennych.

Poka»emy teraz, »e symulacje losowe wykorzystuj¡ce koncepcj¦ LH lub OLH
mieszcz¡ si¦ w zaªo»eniach descriptive sampling. W klasycznej ju» pracy [170]
McKay i in. zaproponowali wykorzystanie hiperkostki ªaci«skiej jako metody
redukcji wariancji, w której pomimo i» pozwala si¦ na pewien losowy rozrzut
warto±ci realizacji zmiennych, to jednak podlegaj¡ one ±cisªej kontroli. W ra-
mach tego podej±cia zakresy zmienno±ci poszczególnych zmiennych losowych
dzielone s¡ na przedziaªy (warstwy) o równym prawdopodobie«stwie, a punk-
ty wybierane s¡ w sposób losowy wewn¡trz tych warstw. Wzór (4.1) przyjmuje
w tym wypadku posta¢

xLH
k (m) = F � 1

X k

�
m � r

N

�
; m = 1 ; : : : ; N; k = 1 ; : : : ; n; (4.2)

gdzie r jest realizacj¡ zmiennej losowej o rozkªadzie jednostajnym w przedziale
[0; 1]. Istniej¡ tak»e inne wersje wyboru warto±ci zmiennej wewn¡trz warstwy,
które pozwalaj¡ zaklasy�kowa¢ metody symulacji losowych wykorzystuj¡cych
LH jako nale»¡ce do rodziny descriptive sampling. Obecnie,jako warto±¢ repre-
zentatywn¡ dla danego przedziaªu najcz¦±ciej wybiera si¦ b¡d¹ median¦, por.
(4.1), b¡d¹ warto±¢ oczekiwan¡ zmiennej w tym przedziale [100, 119]. W tych
przypadkach zbiór u»ywanych w symulacjach warto±ci jest caªkowicie zdetermi-
nowany, a losowo±¢ uzyskuje si¦ jedynie poprzez przypadkowy charakter �skªa-
dania� z nich n wymiarowych punktów N elementowej próbki.

Chocia» sposób wyboru warto±ci wewn¡trz warstwy mo»e mie¢ wpªyw na
dokªadno±¢ estymacji (szczególnie przy maªo licznych próbkach), to hiperkostka
ªaci«ska jest przede wszystkim pewnym sposobem rozmieszczenia N punktów
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w przestrzeni n wymiarowej. Dziel¡c zakres okre±lono±ci ka»dej skªadowejwek-
tora X na N przedziaªów o jednakowym prawdopodobie«stwie równym1=N
i wykonuj¡c nast¦pnie na zbiorach tych przedziaªów operacj¦ iloczynu karte-
zja«skiego, dzielimy przestrze« realizacji zmiennych naN n obszarów (komórek)
o jednakowym prawdopodobie«stwieN � n . Ka»da komórka identy�kowana by¢
mo»e przez wektorn wspóªrz¦dnych c(i ) = f c(i )

1 ; c(i )
2 ; : : : ; c(i )

n g, gdzie c(i )
j jest

numerem warstwy zmiennejX j odpowiadaj¡cym komórce i . N elementow¡ hi-
perkostk¦ ªaci«sk¡ tworzy si¦ przez wybranie N komórek, c(1) ; : : : ; c(N ) , spo±ród
N n komórek w taki sposób, »e dla dowolnego indeksuj zbiór f c(i )

j gN
i =1 jest per-

mutacj¡ liczb 1; : : : ; N . W ka»dej z wybranych komórek dokonuje si¦ jednej
obserwacji. Funkcja ª¡cznej g¦sto±ci prawdopodobie«stwawektora losowegoX
wewn¡trz i -tej komórki wynosi

f c( i ) (x) =
�

N n f X (x) x jest wewn¡trz komórki c(i ) ;
0 x jest poza komórk¡ c(i ) :

(4.3)

Przewaga metod symulacyjnych wykorzystuj¡cych ide¦ hiperkostki ªaci«-
skiej, jak równie» i innych metod, w których dokonuje si¦ podziaªu zakresu
poszczególnych zmiennych na warstwy o jednakowym prawdopodobie«stwie,
manifestuje si¦ szczególnie wtedy gdy funkcja losowa� (X ), której momenty
statystyczne chcemy estymowa¢, jest �zdominowana� jedynie przez kilka skªa-
dowych wektora X . Metody symulacji warstwowych gwarantuj¡ odpowiedni¡
reprezentacj¦ wszystkich zmiennych, co wyklucza pomini¦cie w próbce realiza-
cji istotnych zmiennych losowych.

4.1.2. Podstawowe informacje na temat estymatorów

Je±li przez� (X ) oznaczymy funkcj¦ zmiennych losowychX o ª¡cznej g¦sto±ci
prawdopodobie«stwaf X (x), to rozpatrywan¡ tutaj klas¦ estymatorów zapisa¢
mo»na w ogólnej postaci jako

T(Y1; : : : ; YN ) =
1
N

NX

i =1

h(Yi ); (4.4)

gdzieY = � (X ), a h(�) jest dowoln¡ funkcj¡. Przyjmuj¡c h(Y ) = Y uzyskujemy
±redni¡ arytmetyczn¡ z próbki b¦d¡c¡ estymatorem warto±ci oczekiwanej � Y .
Przez podstawienieh(Y ) = Y r otrzymuje si¦ wzór na estymator momentu r -tego
rz¦du. Je±li próbki generowane byªy w sposób czysto losowy,zgodnie z �lozo�¡
podej±cia Monte Carlo, to odpowiadaj¡ce im estymatory oznacza¢ b¦dziemy
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indeksem dolnymR, a w przypadku gdy poªo»enie punktów okre±lano za pomoc¡
ªaci«skiej hiperkostki, indeksemL.

Estymator warto±ci oczekiwanej funkcji losowej
‘rednia arytmetyczna �YR (empiryczna warto±¢ przeci¦tna) dana jako

�YR =
1
N

NX

i =1

Yi =
1
N

NX

i =1

� (X i ); (4.5)

gdzieN jest wielko±ci¡ próbki, a X i s¡ niezale»nymi wektorami losowymi o funk-
cji g¦sto±ci f X (x), jest nieobci¡»onym estymatorem warto±ci oczekiwanej� Y

poniewa»

E( �YR) = E

 
1
N

NX

i =1

Yi

!

=
1
N

NX

i =1

E(Yi ) =
1
N

N E(Y) = � Y : (4.6)

Warto±¢ oczekiwana estymatora (4.5) równa jest zatem warto±ci oczekiwanej
funkcji, co jest warunkiem niebci¡»ono±ci estymatora. Obliczaj¡c nast¦pnie wa-
riancj¦ ±redniej arytmetycznej otrzymujemy

Var( �YR )= Var

 
1
N

NX

i =1

Yi

!

=
1

N 2

NX

i =1

Var(Yi ) =
1

N 2 N Var(Y )=
Var(Y )

N
; (4.7)

a wi¦c estymator �YR jest tak»e estymatorem zgodnym warto±ci oczekiwanej po-
pulacji generalnej, poniewa» wraz ze wzrostem wielko±ci próbki N wariancja
estymatora zbiega do0, a warto±¢ �YR d¡»y do � Y . W powy»szych przeksztaªce-
niach wykorzystano fakt niezale»no±ci zmiennychYi (wynikaj¡cy z niezale»no±ci
wektorów X i ) oraz to, »e

8i E(Yi ) = E(Y ); Var(Yi ) = Var(Y ): (4.8)

Je±li eksperymenty numeryczne generowane s¡ zgodnie z planem okre±lonym
przez hiperkostk¦ ªaci«sk¡, to uwzgl¦dniaj¡c charakterys tyczny dla tej metody
sposób tworzenia próbki losowej, estymator (4.5) wygodnie jest zapisa¢ nast¦-
puj¡co

�YL =
1
N

N nX

i =1

wi Yi =
1
N

N nX

i =1

wi � (X i ); (4.9)
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gdzie realizacje wektoraX i generowane s¡ w komórcei , a wi jest zmienn¡ o roz-
kªadzie zero-jedynkowym postaci

wi =
�

1 je±li punkt z komórki i wchodzi w skªad próbki;
0 w przeciwnym wypadku:

(4.10)

Z de�nicji ( 4.10) oraz z wªasno±ci ªaci«skiej hiperkostki w sposób naturalny
wynika, »e

P(wi = 1) =
N
N n =

1
N n� 1 = E(wi ): (4.11)

Poniewa» zmiennewi i Yi s¡ niezale»ne, oraz wykorzystuj¡c funkcj¦ g¦sto±ci
prawdopodobie«stwa (4.3) warto±¢ oczekiwan¡ estymatora �YL obliczy¢ mo»na
w nast¦puj¡cy sposób:

E( �YL ) = E

 
1
N

N nX

i =1

wi Yi

!

=
1
N

N nX

i =1

E(wi )E(Yi ) =
1
N

N nX

i =1

1
N n� 1 E(Yi )

=
1

N n

N nX

i =1

Z


 i

yi N n f X (x)dx = E(Y ) = � Y ;

(4.12)

gdzie 
 i jest obszarem zajmowanym przezi -t¡ komórk¦ hiperkostki. Estymator
(4.9) jest zatem nieobci¡»onym estymatorem warto±ci oczekiwanej. Mo»na wy-
kaza¢, »e w ogólno±ci estymatory (4.4) � w przypadku gdy próbki generowane
s¡ za pomoc¡ ªaci«skich hiperkostek � s¡ nieobci¡»onymi estymatorami � , gdzie
� jest warto±ci¡ oczekiwan¡ TR .

W pracy [170] wyprowadzono wzór na wariancj¦ estymatora warto±ci ocze-
kiwanej �YL w funkcji wariancji �YR

Var( �YL ) = Var( �YR ) +
N � 1

N n+1 (N � 1)n

X

P

(� i � � Y )( � j � � Y ); (4.13)

gdzie � i = E(Y jX 2 komórka i ), a P jest zbiorem wszystkich par� i ; � j odpo-
wiadaj¡cych komórkom nie maj¡cym »adnej wspólnej wspóªrz¦dnej. Wyra»enie
(4.13) jest szczególnym przypadkiem wzoru na wariancj¦ dowolnego estymatora
typu ( 4.4) postaci

Var(TL ) = Var(TR ) +
N � 1

N n+1 (N � 1)n

X

P

(� i � � )( � j � � ); (4.14)

gdzie � i = E[h(Y )jX 2 komórka i ]. Mo»na udowodni¢ nast¦puj¡ce twierdzenie
(zob. [170]):
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Twierdzenie 4.1: Je±li funkcja Y = � (X 1; : : : ; X n ) jest monotoniczna ze
wzgl¦du na ka»dy ze swoich argumentów, a tak»eh(Y ) jest monotoniczn¡ funk-
cj¡ Y , to Var(TL ) � Var(TR ).

Poniewa» powy»sze warunki speªnia bardzo wiele funkcji modeluj¡cych za-
chowanie rzeczywistych ukªadów konstrukcyjnych, dlategojest to niesªycha-
nie wa»na wªa±ciwo±¢ metod symulacyjnych wykorzystuj¡cych plany LH, do-
brze uzasadniaj¡ca celowo±¢ ich stosowania. W pracy [96] wymaganie zawarte
w twierdzeniu 4.1zostaªo nieznacznie zªagodzone. Pokazano, »e redukcj¦ warian-
cji uzyskuje si¦ ju» wtedy gdy funkcja Y = � (X ) jest monotoniczna wzgl¦dem
n � 1 zmiennych.

Estymator wariancji funkcji losowej
Do oszacowania warto±ci wariancji funkcji losowej elementów populacji general-
nej Var(Y ) = Var[� (X )] = � 2

Y u»ywana jest zazwyczaj tzw. wariancja empi-
ryczna dana wzorem

s2 =
1
N

NX

i =1

�
Yi � �Y

� 2 ; (4.15)

gdzie w zale»no±ci od stosowanej metody za�Y podstawia si¦ �YR lub �YL .

W przypadku próbek generowanych w sposób losowy, warto±¢ oczekiwan¡
tego estymatora oblicza si¦ nast¦puj¡co:

E(s2
R) = E

"
1
N

NX

i =1

�
Yi � �YR

� 2

#

;

mo»na zauwa»y¢, »e

NX

i =1

�
Yi � �YR

� 2 =
NX

i =1

�
(Yi � � Y ) � ( �YR � � Y )

� 2

=
NX

i =1

h
(Yi � � Y )2 + ( �YR � � Y )2 � 2(Yi � � Y )( �YR � � Y )

i

=
NX

i =1

(Yi � � Y )2 � N ( �YR � � Y )2; (4.16)

poniewa»

NX

i =1

2(Yi � � Y )( �YR � � Y ) = 2( �YR � � Y )
NX

i =1

(Yi � � Y ) = 2 N ( �YR � � Y )2;
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co daje w rezultacie

E(s2
R ) = E

"
1
N

NX

i =1

(Yi � � Y )2

#

� E
�
( �YR � � Y )2�

:

Poniewa» ostatni czªon powy»szego równania jest wariancj¡warto±ci ±redniej
�YR , dlatego na podstawie (4.7) mo»na zapisa¢

E
�
( �YR � � Y )2�

=
Var(Y )

N
:

Przeksztaªcaj¡c nast¦pnie pierwszy czªon wyra»enia naE[s2
R ]

E

"
1
N

NX

i =1

(Yi � � Y )2

#

=
1
N

NX

i =1

E
�
(Yi � � Y )2�

=
1
N

N Var[Y ] = Var[Y ];

otrzymujemy ostatecznie

E(s2
R ) =

N � 1
N

Var[Y ]: (4.17)

Estymator (4.15) jest wi¦c obci¡»onym estymatorem wariancji (jest nieobci¡»o-
ny asymptotycznie), dlatego te» cz¦±ciej u»ywa si¦ nieobci¡»onego estymatora

~s2
R =

1
N � 1

NX

i =1

�
Yi � �YR

� 2 ; (4.18)

dla którego
E(~s2

R) = Var[Y ]: (4.19)

Mo»na pokaza¢, »e wariancja powy»szych estymatorów d¡»y dozera gdy N
wzrasta do niesko«czono±ci. S¡ to zatem estymatory zgodne.

Gdy plan eksperymentów generowany jest przez ªaci«sk¡ hiperkostk¦, to po-
dobnie jak w przypadku estymatora warto±ci ±redniej, w celusprawdzenia ob-
ci¡»enia estymatora wariancji wygodnie jest posªu»y¢ si¦ alternatywn¡ form¡
estymatora (4.15)

s2
L =

1
N

N nX

i =1

wi
�
Yi � �YL

� 2 =
1
N

N nX

i =1

wi
�
� (X i ) � �YL

� 2 ; (4.20)
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gdzie realizacjeX i generowane s¡ w komórcei , a zmiennewi , i = 1 ; : : : ; N n ,
dane s¡ wzorem (4.10). Przeksztaªcenia analogiczne do tych w (4.12) prowadz¡
do wyra»enia

E(s2
L ) = E

�
(Y � �YL )2�

; (4.21)

i dalej, tak jak w ( 4.16),

E(s2
L ) = E

n�
(Y � � Y ) � ( �YL � � Y )

� 2
o

= Var(Y ) � Var( �YL ): (4.22)

Niestety, w przeciwie«stwie do estymatora�YR nie jest znane wyra»enie na wa-
riancj¦ �YL . Nie wyprowadzono równie» wyra»e« na wariancj¦ estymatorów wa-
riancji ( 4.15) i ( 4.20).

Estymator odchylenia standardowego
Jako estymator odchylenia standardowego funkcji losowej najcz¦±ciej u»ywany
jest pierwiastek estymatora nieobci¡»onego wariancji (4.18)

s =

s P N
i =1

�
Yi � �Y

� 2

N � 1
: (4.23)

W odró»nieniu od estymatora wariancji nie jest to estymator nieobci¡»ony.
W wi¦kszo±ci przypadków (4.23) daje zani»one wyniki w porównaniu z estymo-
wan¡ wielko±ci¡, ró»nica ta jednak d¡»y do zera wraz ze wzrostem liczebno±ci
próbki, mo»na wi¦c powiedzie¢, »e estymator ten jest asymptotycznie nieobci¡-
»ony.

4.1.3. Analiza gªównych skªadowych

Zazwyczaj celem losowych symulacji pracy konstrukcji przeprowadzanych
z udziaªem modelu komputerowego jest obliczenie pierwszych momentów staty-
stycznych odpowiedzi konstrukcji oraz oszacowanie korelacji pomi¦dzy losowymi
parametrami modelu, a wybranymi wielko±ciami wynikowymi.Z drugiej stro-
ny, bardziej zaawansowana analiza statystyczna wyników symulacji prowadzi¢
mo»e do lepszego zrozumienia gªównych przyczyn ich wariancji, co z kolei daje
mo»liwo±¢ wprowadzenia odpowiednich zmian w projektowanej konstrukcji.

Jedn¡ z metod sªu»¡cych temu celowi jest analiza gªównych skªadowych (ang.
principal component analysis- PCA), zob. np. [53]. Identy�kuj¡c zmienne loso-
we, które wnosz¡ najwi¦kszy wkªad w rozrzut wielko±ci odpowiedzi konstrukcji,
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PCA pozwala na redukcj¦ rozmiaru modelu stochastycznego poprzez elimina-
cj¦ maªo �istotnych� zmiennych losowych. Szczególnie w przypadkach, gdy ana-
lizowany model zawiera wiele zmiennych wej±ciowych, wygodnie jest móc go
upro±ci¢ poprzez rozpatrywanie jedynie ograniczonej liczby liniowych kombina-
cji tych zmiennych, takich kombinacji, które reprezentuj¡ znaczn¡ cz¦±¢ losowej
zmienno±ci reprezentowanej przez macierz kowariancji.

Okre±lmy dalej mianem parametrów zbiór wszystkich zmiennych losowych
oraz wybranych odpowiedzi konstrukcji, które brane s¡ pod uwag¦ w zadaniu
symulacji losowych. Ze wzgl¦du na ró»norodn¡ natur¦ �zyczn¡ tych wielko±ci,
wygodnie jest u»y¢ w analizie gªównych skªadowych macierzykorelacji R , która
jest macierz¡ kowariancji standaryzowanych parametrów. Analiza PCA bazuje
na rozwi¡zaniu nast¦puj¡cego problemu wªasnego:

(R � � i I )v i = 0 ; i = 1 ; : : : ; np ; (4.24)

gdzie np jest liczb¡ parametrów, a � i i v i s¡ odpowiednio warto±ciami oraz
wektorami wªasnymi. Przyjmijmy nast¦pnie, »e warto±ci wªasne (rzeczywiste
i dodatnie) s¡ uporz¡dkowane w kolejno±ci malej¡cej, zaczynaj¡c od najwi¦k-
szej. Prosta przechodz¡ca przez pocz¡tek wyznaczonego przez parametry ukªadu
wspóªrz¦dnych i skierowana zgodnie zv1 nazywana jest pierwsz¡ osi¡ gªówn¡.
Analogiczna prosta skierowana zgodnie z wektoremv2 nazywana jest drug¡
osi¡ gªówn¡ itd. Gªówne skªadowe okre±laj¡ pozycj¦ punktóww przestrzeni np

wymiarowej (zmienne losowe + wybrane odpowiedzi) w ukªadzie gªównych osi.
Wykorzystuj¡c macierz V , której kolumny utworzone s¡ z wektorów wªasnych,
warto±ci skªadowych gªównych dla parametrów odpowiadaj¡cych punktom z lo-
sowej próbki wyznacza si¦ za pomoc¡ transformacji

F =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

x11 � �X 1

sX 1

x12 � �X 2

sX 2

� � �
x1np � �X np

sX n p

x21 � �X 1

sX 1

x22 � �X 2

sX 2

� � �
x2np � �X np

sX n p
...

...
. . .

...
xN 1 � �X 1

sX 1

xN 2 � �X 2

sX 2

� � �
xNn p � �X np

sX n p

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

V ; (4.25)

gdzie N jest liczb¡ punktów w próbce, F jest macierz¡ o wymiarze N � np

zawieraj¡c¡ wspóªrz¦dne parametrów w przestrzeni gªównych skªadowych, a �X i

i sX i , i = 1 ; : : : ; np, s¡ warto±ciami ±rednimi oraz odchyleniami standardowymi
parametrów, obliczonymi z próbki. Mo»na pokaza¢, »e wspóªczynnik korelacji
pomi¦dzy i -tym parametrem j -t¡ skªadow¡ gªówn¡ dany jest wzorem
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� ij = uij
p

� j ; (4.26)

gdzie� j jest warto±ci¡ wªasn¡ odpowiadaj¡c¡ j -tej skªadowej gªównej, auij jest
i -tym wyrazem zwi¡zanego z ni¡ wektora wªasnego.

Je±li z rozwi¡zania zadania wªasnego (4.24) wynika, »e jest kilka dominuj¡-
cych warto±ci wªasnych� i , to silna korelacja pomi¦dzy parametrem zwi¡zanym
z pewn¡ zmienn¡ losow¡, a odpowiedni¡ skªadow¡ gªówn¡ jest dobrym wska¹ni-
kiem wpªywu tej zmiennej na obserwowany rozrzut odpowiedzianalizowanego
ukªadu konstrukcyjnego.

W prezentowanym dalej przykªadzie pªyty spr¦»ystej o losowej grubo±ci (zob.
pkt. 4.1.6) przeanalizowana zostanie efektywno±¢ poszczególnych metod symu-
lacji losowych w estymacji warto±ci ±redniej pierwszej gªównej skªadowej.

4.1.4. Przykªady numeryczne: Analityczne funkcje testowe

4.1.4.1. Monotoniczna funkcja dwóch zmiennych

Sprawdzenie efektywno±ci omówionych metod symulacyjnychrozpoczniemy
od funkcji testowej przedstawionej w pracy [89]

f 1(X; Y ) = X + Y + XY + X 2 + Y 2 + X min[exp(3Y); 10]; (4.27)

gdzie X i Y s¡ zmiennymi losowymi o rozkªadzie jednostajnym okre±lonymi
odpowiednio na przedziaªach[1; 1:5] i [0; 1]. Jak to mo»na zobaczy¢ na rys.4.1,
funkcja (4.27) jest na tym obszarze monotoniczna. Zgodnie z twierdzeniem4.1
(strona 90) nale»y si¦ zatem spodziewa¢, »e zastosowanie symulacji losowych,
w których próbki generowane s¡ przez ªaci«skie hiperkostki, prowadzi¢ b¦dzie
do poprawy efektywno±ci w stosunku do zwykªej metody Monte Carlo.

Ze wzgl¦du na jawn¡ posta¢ funkcji f 1, jej warto±¢ oczekiwana oraz odchyle-
nie standardowe oszacowane by¢ mog¡ z do±¢ du»¡ dokªadno±ci¡ na podstawie
symulacji Monte Carlo. Przyjmuj¡c wielko±¢ próbki N = 106 otrzymano

E[f 1(X; Y )] = 10 :947; � [f 1(X; Y )] = 5 :344: (4.28)

Do warto±ci tych odnosi¢ si¦ b¦dziemy okre±laj¡c ±redni bª¡d estymacji war-
to±ci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego za pomoc¡szeregu technik
symulacji losowych. Brano pod uwag¦ nast¦puj¡ce metody:
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Rys. 4.1. Funkcja testowa f 1(X; Y ) = X + Y + XY + X 2 + Y 2 + X min[exp(3Y ); 10]

MC Klasyczna metoda symulacji Monte Carlo.

RLH-r Próbki generowane s¡ przez losowe hiperkostki ªaci«skie, tzn. takie,
w których nie optymalizowano rozmieszczenia komórek zawieraj¡cych
punkty (realizacje wektora losowego), a poªo»enie punktu wewn¡trz ko-
mórki hiperkostki wybierane jest w sposób losowy zgodnie z rozkªadem
prawdopodobie«stwa zmiennych w komórce.

RLH-m Próbki generowane s¡ przez losowe hiperkostki ªaci«skie, apunkty
wybierane s¡ w medianach zmiennych losowych wewn¡trz komórek.

RLH- � Podobnie jak RLH-m, ale zamiast median przyjmowane s¡ warto±ci
oczekiwane zmiennych. O ile w przypadku zmiennych o obci¦tym rozkªa-
dzie normalnym oraz rozkªadzie jednostajnym znane s¡ wzoryna warto±¢
oczekiwan¡, to dla wi¦kszo±ci pozostaªych rozkªadów prawdopodobie«-
stwa w celu znalezienia tej warto±ci konieczne jest zastosowanie caªko-
wania numerycznego. Oczywi±cie, gdy wszystkie zmienne losowe maj¡
rozkªad jednostajny to metody RLH-� oraz RLH-m prowadz¡ do takich
samych wyników.

OLH-r W metodzie tej do wygenerowania próbki stosuje si¦ optymalne hiper-
kostki ªaci«skie (zob. dodatekB). Pomimo swojej nazwy, w rzeczywisto-
±ci ten optymalny ukªad punktów eksperymentalnych nie jestunikalny.
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Optymalna hiperkostka przedstawiona mo»e by¢ nan! sposobów przez
zwykª¡ zamian¦ kolejno±ci wspóªrz¦dnych punktów z próbki, zachowuj¡c
staª¡ warto±¢ kryterium odlegªo±ci mi¦dzy punktami b¡d¹ te» kryterium
siª (zob. podrozdziaªB.1). Mechanizm ten zilustrowano na rys.4.2 na
przykªadzie planu OLH dla dwóch zmiennych. Inn¡ przyczyn¡, dla której
mo»na mówi¢ o rozrzucie warto±ci statystyk uzyskiwanych przy pomocy
próbek OLH, jest sam proces tworzenia optymalnej hiperkostki. Poniewa»
proces optymalizacyjny rozpoczyna si¦ od utworzenia losowej ªaci«skiej
hiperkostki oraz zatrzymywany jest po speªnieniu pewnego arbitralnie
przyj¦tego kryterium zbie»no±ci, dlatego te» w rzeczywisto±ci mo»na mó-
wi¢ o pewnej populacji planów OLH. Co jest zrozumiaªe, im wi¦ksza
próbka oraz im wi¦cej zmiennych losowych, tym mniejsze jestprawdo-
podobie«stwo uzyskania dwóch identycznych OLH w dwóch niezale»nych
procesach optymalizacji. Przez OLH-r, analogicznie jak RLH-r, oznaczo-
no metod¦, w której realizacja wektora losowego wewn¡trz komórki OLH
wybierana jest w sposób losowy, zgodnie z funkcj¡ g¦sto±ci prawdopodo-
bie«stwa (4.3).

OLH-m Próbki generowane s¡ przez optymalne hiperkostki ªaci«skie, a punkty
planu OLH umiejscowione s¡ w medianach zmiennych losowych wewn¡trz
wybranych komórek.

OLH- � Próbki generowane s¡ przez optymalne hiperkostki ªaci«skie, a punkty
planu OLH okre±lone s¡ przez warto±ci oczekiwane zmiennychlosowych
w wybranych komórkach.

X 1 � X 2

Rys. 4.2. Zmiana ukªadu punktów kwadratu ªaci«skiego w wyni ku zamiany kolejno±ci wspóª-
rz¦dnych punktów.
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W tabeli 4.1 przedstawiono warto±ci ±rednie oraz odchylenia standardowe
wzgl¦dnych bª¦dów procentowych popeªnianych przy estymacji warto±ci ocze-
kiwanych oraz odchyle« standardowych funkcji (4.1) za pomoc¡ wymienionych
powy»ej metod symulacyjnych. Rozpatrywano szereg wielko±ci próbek, od za-
wieraj¡cych N = 4n = 8 do N = 30n = 60 punktów eksperymentalnych.
Warto±ci w tabeli otrzymano na podstawie100 powtórze« zadania symulacji
losowych ka»dego typu dla wszystkich zaªo»onych liczebno±ci próbek. Te same
wyniki przedstawiono równie» w formie wykresów na rysunkach 4.3 i 4.4. Na
ich podstawie ªatwo mo»na oceni¢ efektywno±¢ poszczególnych metod. W anali-
zowanym przykªadzie, niezale»nie od wielko±ci próbki, techniki wykorzystuj¡ce
koncepcj¦ ªaci«skiej hiperkostki prowadz¡ do znacznie mniejszych bª¦dów es-
tymacji ni» standardowa metoda Monte Carlo. Ta dominacja jest szczególnie
widoczna przy szacowaniu warto±ci oczekiwanej funkcjif 1. Spo±ród czterech
metod generuj¡cych próbki za pomoc¡ hiperkostek, najlepsz¡ okazaªa si¦ me-
toda OLH-m, która nawet dla maªych N oferuje doskonaª¡ jako±¢ estymacji.
Mo»na równie» zauwa»y¢, »e wraz ze wzrostem liczebno±ci próbki zaciera si¦
ró»nica mi¦dzy wariantami wyboru realizacji zmiennych wewn¡trz komórki hi-
perkostki.

Tablica 4.1. Warto±ci ±rednie oraz odchylenia standardowewzgl¦dnych bª¦dów procentowych
popeªnianych przy estymacji warto±ci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego funkcji
(4.27) przy u»yciu ró»nych technik symulacji losowych i dla ró»ny ch wielko±ci próbek N .
Przyj¦to jednostajny rozkªad zmiennych losowych. Odchyle nia standardowe bª¦dów podane
s¡ kursyw¡.

MC err[%] RLH-r err[%] RLH-m err[%] OLH-r err[%] OLH-m err[%]
N � f 1 � f 1 � f 1 � f 1 � f 1 � f 1 � f 1 � f 1 � f 1 � f 1

4n =8 14.33 15.48 2.11 11.20 1.44 10.31 1.68 6.91 0.67 5.97
10.51 12.55 1.61 7.55 1.07 7.17 1.19 4.95 0.20 4.20

6n =12 11.37 11.24 1.58 8.05 1.26 8.68 0.90 4.46 0.14 4.08
8.62 8.98 1.08 5.52 0.84 5.51 0.64 2.06 0.17 1.34

8n =16 9.81 9.72 1.26 7.02 0.97 6.51 0.68 3.18 0.23 3.19
7.14 7.45 0.81 4.54 0.73 4.62 0.47 1.99 0.16 1.73

10n =20 8.65 8.56 1.07 6.10 0.83 5.24 0.43 2.55 0.20 2.63
6.50 6.58 0.73 4.02 0.64 4.00 0.32 1.54 0.13 1.42

15n =30 7.16 7.08 0.71 4.21 0.73 4.50 0.28 1.71 0.15 1.77
5.35 5.21 0.55 3.19 0.53 3.18 0.18 1.03 0.09 0.92

20n =40 6.18 6.05 0.61 3.62 0.57 3.46 0.19 1.38 0.11 1.20
4.89 4.48 0.47 2.74 0.46 2.73 0.13 0.76 0.07 0.65

30n =60 5.11 4.82 0.48 2.80 0.49 2.89 0.11 0.89 0.08 0.77
3.79 3.50 0.39 2.22 0.38 2.30 0.07 0.47 0.06 0.49
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Rys. 4.3. Warto±¢ ±rednia wzgl¦dnego bª¦du procentowego przy estymacji warto±ci oczekiwanej
funkcji ( 4.27) dla zmiennych losowych o rozkªadzie jednostajnym.
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Rys. 4.4. Warto±¢ ±rednia wzgl¦dnego bª¦du procentowego przy estymacji odchylenia standar-
dowego funkcji (4.27) dla zmiennych losowych o rozkªadzie jednostajnym.
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Nast¦pnie, to samo zadanie powtórzono zakªadaj¡c, »e zmienne losoweX i Y
maj¡ rozkªad normalny o identycznych warto±ciach oczekiwanych jak w przy-
padku zmiennych jednostajnych oraz tak dobranych odchyleniach standardo-
wych, aby zakres(� 3�; +3 � ) pokrywaª si¦ z przedziaªami okre±lono±ci zmien-
nych jednostajnych. Dostajemy zatem � X = 1 :25, � X = 0 :083, � Y = 0 :5
i � Y = 0 :17. I tym razem, w celu dokªadnego oszacowania warto±ci oczekiwanej
oraz odchylenia standardowego funkcji (4.27) przeprowadzono symulacje Mon-
te Carlo przyjmuj¡c wielko±¢ próbki losowej N = 106. Otrzymano nast¦puj¡ce
warto±ci:

E[f 1(X; Y )] = 10 :409; � [f 1(X; Y )] = 3 :504: (4.29)

W przypadku zmiennych losowych o rozkªadzie normalnym warto±¢ ±rednia
zmiennej w komórce ªaci«skiej hiperkostki nie pokrywa si¦ zjej median¡, dlatego
w tabeli 4.2 podano oddzielnie wyniki dla metod LH-m i LH-� .

Tablica 4.2. Warto±ci ±rednie oraz odchylenia standardowewzgl¦dnych bª¦dów procentowych
popeªnianych przy estymacji warto±ci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego funkcji
(4.27) przy u»yciu ró»nych technik symulacji losowych i dla ró»ny ch wielko±ci próbek N .
Przyj¦to gaussowski rozkªad zmiennych losowych. Odchylen ia standardowe bª¦dów podane
s¡ kursyw¡.

MC err[%] RLH-m err[%] RLH- � err[%] OLH-m err[%] OLH-� err[%]
N � f 1 � f 1 � f 1 � f 1 � f 1 � f 1 � f 1 � f 1 � f 1 � f 1

4n = 8 9.85 20.05 0.73 9.77 0.85 11.70 0.54 6.98 0.74 8.67
6.74 13.93 0.53 7.18 0.60 8.64 0.26 3.57 0.279 3.64

6n = 12 8.30 17.05 0.49 6.94 0.47 7.36 0.12 3.21 0.11 4.57
6.14 12.95 0.32 4.73 0.31 4.80 0.069 1.45 0.081 1.56

8n = 16 6.55 15.76 0.41 5.18 0.43 6.16 0.09 2.20 0.08 2.72
4.75 12.31 0.27 3.50 0.31 4.38 0.065 1.32 0.061 1.38

10n = 20 6.28 12.84 0.32 4.32 0.37 5.41 0.08 1.62 0.07 2.31
4.66 10.06 0.23 3.19 0.26 3.89 0.063 1.15 0.052 1.21

15n = 30 4.88 9.74 0.27 3.58 0.30 4.07 0.06 1.25 0.06 1.52
3.66 7.71 0.20 2.71 0.21 2.93 0.048 0.87 0.050 0.94

20n = 40 4.20 7.98 0.23 3.15 0.22 3.00 0.05 0.93 0.05 1.25
3.11 5.72 0.16 2.27 0.17 2.24 0.041 0.66 0.038 0.73

30n = 60 3.87 6.85 0.21 2.79 0.18 2.52 0.04 0.74 0.04 0.98
2.88 5.67 0.16 2.32 0.13 1.88 0.031 0.48 0.033 0.58

Podobnie jak poprzednio, warto±ci z tabeli przedstawiono tak»e na wykre-
sach, zob. rys.4.5 i rys. 4.6. I w tym przypadku bardzo silnie uwidoczniªa si¦
dominacja metod wykorzystuj¡cych ªaci«skie hiperkostki nad zwykªymi symu-
lacjami Monte Carlo. Ciekawe jednak jest, i» inaczej ni» to opisywano w pra-
cach [100] oraz [119], zauwa»alna jest lepsza dokªadno±¢ estymacji przy wyborze
median, a nie warto±ci ±rednich zmiennych losowych w komórkach hiperkostek.
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Rys. 4.5. Warto±¢ ±rednia wzgl¦dnego bª¦du procentowego przy estymacji warto±ci oczekiwanej
funkcji ( 4.27) dla zmiennych losowych o rozkªadzie normalnym.
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Rys. 4.6. Warto±¢ ±rednia wzgl¦dnego bª¦du procentowego przy estymacji odchylenia standar-
dowego funkcji (4.27) dla zmiennych losowych o rozkªadzie normalnym.
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4.1.4.2. Niemonotoniczna funkcja dwóch zmiennych

Jak pami¦tamy, na podstawie twierdzenia 4.1 mo»na stwierdzi¢, »e metody
symulacji losowych wykorzystuj¡ce koncepcj¦ ªaci«skiej hiperkostki zapewnia-
j¡ lepsz¡ jako±¢ estymacji (mniejsz¡ wariancj¦ estymatora) je»eli rozpatrywana
funkcja zmiennych losowych speªnia pewne wymagania dotycz¡ce jej monoto-
niczno±ci. Interesuj¡ce jest zatem porównanie efektywno±ci ró»nych metod sy-
mulacji dla funkcji niemonotonicznej. Ponownie, za prac¡ [89], przyj¦to nast¦-
puj¡c¡ funkcj¦ dwóch zmiennych losowych X i Y :

f 2(X; Y ) = X + Y + XY + X 2 + Y 2 + Xg(Y ); (4.30)

gdzie
h(Y ) = ( Y � 11=43)� 1 + ( Y � 22=43)� 1 + ( Y � 33=43)� 1;

g(Y ) = h(Y ) je±li jh(Y )j < 10;

g(Y ) = 10 je±li h(Y ) � 10;

g(Y ) = � 10 je±li h(Y ) � � 10:

Tak jak w poprzednim zadaniu, zmienneX i Y maj¡ rozkªad jednostajny, od-
powiednio na przedziaªach[1; 1:5] i [0; 1], Wykres funkcji pokazano na rys.4.7.

f2(X,Y)= X + Y + XY + X^2 + Y^2 + Xg(Y)
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Rys. 4.7. Funkcja testowa f 2(X; Y ) = X + Y + XY + X 2 + Y 2 + Xg (Y )
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Obliczaj¡c uprzednio za pomoc¡ symulacji Monte Carlo (N = 107) warto±ci
statystyk funkcji f 2

E[f 2(X; Y )] = 4 :075; � [f 2(X; Y )] = 11 :750; (4.31)

w tabeli 4.3 zebrano wyniki dotycz¡ce wzgl¦dnych bª¦dów procentowych popeª-
nianych przy estymacjiE(f 2) i � (f 2), przy u»yciu rozpatrywanych technik symu-
lacji losowych. Z uwagi na przyj¦ty typ rozkªadu prawdopodobie«stwa zmien-
nych, nie jest zasadne w tym przypadku rozró»nianie metod LH-m i LH- � . Na
rysunkach 4.8 i 4.9 przedstawiono te same rezultaty w formie wykresów.

Tablica 4.3. Warto±ci ±rednie oraz odchylenia standardowewzgl¦dnych bª¦dów procentowych
popeªnianych przy estymacji warto±ci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego funkcji
(4.30) przy u»yciu ró»nych technik symulacji losowych i dla ró»ny ch wielko±ci próbek N .
Przyj¦to jednostajny rozkªad zmiennych losowych. Odchyle nia standardowe bª¦dów podane
s¡ kursyw¡.

MC err[%] RLH-r err[%] RLH-m err[%] OLH-m err[%] OLH-m err[%]
N � f 2 � f 2 � f 2 � f 2 � f 2 � f 2 � f 2 � f 2 � f 2 � f 2

4n = 8 82.20 10.73 37.60 7.26 29.55 11.45 37.09 7.37 29.89 11.43
60.76 9.86 29.21 4.88 12.57 2.42 28.92 4.80 6.22 2.11

6n = 12 66.55 7.61 28.38 4.58 16.28 5.35 31.57 4.49 17.10 5.31
49.28 6.42 20.55 3.01 9.14 2.02 23.37 2.99 10.58 2.00

8n = 16 57.12 6.19 24.00 3.38 20.50 3.63 22.34 3.32 20.61 3.55
42.67 5.02 16.59 2.27 8.22 1.70 15.08 2.48 9.05 1.61

10n = 20 51.68 5.43 19.84 2.72 21.21 2.48 19.27 2.55 21.36 2.41
38.77 4.42 14.07 1.83 7.39 1.41 12.03 1.76 6.52 1.24

15n = 30 41.89 4.16 12.62 1.85 4.95 1.99 11.60 1.83 3.15 1.88
31.72 3.25 9.61 1.26 3.65 1.18 9.34 1.08 2.28 0.83

20n = 40 36.62 3.51 10.99 1.44 6.80 1.47 10.51 1.29 6.30 1.29
27.67 2.76 7.89 0.99 4.43 0.94 7.33 0.79 3.03 0.60

30n = 60 29.53 2.77 6.74 1.03 3.41 0.99 5.63 0.91 1.98 0.90
22.07 2.10 5.09 0.73 2.55 0.70 4.52 0.57 1.47 0.43

Przed omówieniem otrzymanych wyników warto jest przyjrze¢si¦ uwa»niej
wykresowi funkcji f 2 na rys. 4.7. Mo»na spostrzec, i» dla wybranej warto±ciy
zmienno±¢ funkcji w kierunku osix jest nieznaczna, a wykres funkcji skªada si¦
w wi¦kszej cz¦±ci z prawie poziomych segmentów poª¡czonychpowierzchniami
o gwaªtownym spadku. Rzut �stromych� fragmentów wykresu napªaszczyzn¦
xy zajmuje stosunkowo maª¡ powierzchni¦ w porównaniu do elementów pozio-
mych. Pami¦taj¡c tak»e o warstwowej naturze ªaci«skich hiperkostek, ªatwiej
jest zinterpretowa¢ wyniki symulacji.
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Rys. 4.8. Warto±¢ ±rednia wzgl¦dnego bª¦du procentowego przy estymacji warto±ci oczekiwanej
funkcji ( 4.30) dla zmiennych losowych o rozkªadzie jednostajnym.

���

���

���

���

���

���

���

	��


��

���

����

����

����


 �� �� �� �� �
 �� �� �� �� �
 �� �� �� �� �
 �� �� �� �� �
 �� �� �� �� �
 ��

ssss f2 � �������	
��
	��

�


�����

�����

�����

�����

N

���

Rys. 4.9. Warto±¢ ±rednia wzgl¦dnego bª¦du procentowego przy estymacji odchylenia standar-
dowego funkcji (4.30) dla zmiennych losowych o rozkªadzie jednostajnym.
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Pomimo niemonotonicznego charakteru funkcji, bª¡d estymacji zwykª¡ me-
tod¡ Monte Carlo jest w wi¦kszo±ci przypadków wielokrotnie wi¦kszy od bª¦-
dów popeªnianych przy u»yciu pozostaªych metod. Jedynym przypadkiem kie-
dy zaobserwowano odwrotn¡ sytuacj¦ jest estymacja odchylenia standardowego
funkcji za pomoc¡ próbek generowanych przez hiperkostki z realizacjami wek-
tora losowego w medianach dlaN = 8 . Co ciekawe, ze wzgl¦du na omówiony
powy»ej charakterystyczny ksztaªt wykresu funkcji, nie zaobserwowano znacz¡-
cych ró»nic pomi¦dzy podej±ciem RLH a OLH. Trudno jest te» jednoznacznie
stwierdzi¢, czy korzystniejszy jest losowy wybór realizacji zmiennych wewn¡trz
komórki, czy te» wybór median. Pierwsza z tych koncepcji jest bowiem lep-
sza przy estymacji odchylenia standardowego, a druga przy estymacji warto±ci
±redniej. W przypadku realizacji zmiennych losowych w medianach hiperkostki
zastanawiaj¡ca jest niemonotoniczna zbie»no±¢ bª¦du estymacji warto±ci ±red-
niej wraz ze wzrostem wielko±ci próbki. Mo»na to tªumaczy¢ wten sposób,
i» przy pewnych g¦sto±ciach podziaªu ªaci«skiej hiperkostki, zdeterminowany
medianami komórek ukªad punktów eksperymentalnych systematycznie pomija
pewne istotne dla warto±ci ±redniej obszary dziedziny funkcji (4.30), co w rezul-
tacie prowadzi do wi¦kszego bª¦du estymacji, ni» w przypadku mniejszych lecz
bardziej �reprezentatywnie� rozªo»onych próbek.

4.1.4.3. Wielowymiarowa funkcja Rosenbrocka

W poni»szym przykªadzie, za pomoc¡ rozpatrywanych techniksymulacji lo-
sowych, przetestowano dokªadno±¢ estymacji warto±ci oczekiwanej oraz odchy-
lenia standardowego uogólnionej wielowymiarowej funkcjiRosenbrocka ( [226]
strona 49), która dla parzystej liczby zmiennych losowychn ma posta¢

f 3(X ) =
n=2X

i =1

[100(X 2i � X 2
2i � 1)2 + (1 � X 2i � 1)2]: (4.32)

Przyj¦to n = 10 zmiennych losowych o rozkªadzie jednostajnym na przedzia-
le [0; 2]. Obliczone na podstawie symulacji Monte Carlo (N = 107) warto±ci
odniesienia wynosz¡

E[f 3(X )] = 935:0; � [f 3(X )] = 571:75: (4.33)

Ze wzgl¦du na typ rozkªadu prawdopodobie«stwa zmiennych losowych rozpa-
trywano jedynie metody LH-r oraz LH-m. W tabeli 4.4 oraz na wykresach4.10
i 4.11 zebrano wszystkie wyniki symulacji.
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Tablica 4.4. Warto±ci ±rednie oraz odchylenia standardowewzgl¦dnych bª¦dów procentowych
popeªnianych przy estymacji warto±ci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego wielowy-
miarowej funkcji Rosenbrocka ( 4.32) przy u»yciu ró»nych technik symulacji losowych i dla
ró»nych wielko±ci próbek N . Przyj¦to jednostajny rozkªad zmiennych losowych. Odchyl enia
standardowe bª¦dów podane s¡ kursyw¡.

MC err[%] RLH-r err[%] RLH-m err[%] OLH-r err[%] OLH-m err[%]
N � f 3 � f 3 � f 3 � f 3 � f 3 � f 3 � f 3 � f 3 � f 3 � f 3

4n = 40 7.67 10.96 4.20 9.46 4.20 9.46 0.75 13.11 0.60 12.92
5.79 8.28 3.18 7.25 3.16 7.21 0.57 6.48 0.45 6.54

6n = 60 6.28 8.94 3.42 7.72 3.41 7.71 0.41 13.03 0.38 13.44
4.74 6.72 2.58 5.87 2.58 5.85 0.31 4.42 0.27 4.54

8n = 80 5.45 7.76 2.95 6.69 2.93 6.66 0.31 14.13 0.26 14.18
4.11 5.85 2.23 5.08 2.22 5.06 0.22 3.44 0.19 3.53

10n = 100 4.87 6.93 2.64 5.94 2.64 5.95 0.21 13.23 0.18 13.26
3.68 5.24 2.00 4.49 1.99 4.51 0.16 2.90 0.13 2.95

15n = 150 3.97 5.68 2.15 4.86 2.14 4.88 0.14 13.02 0.13 13.06
3.00 4.27 1.62 3.67 1.62 3.68 0.10 2.18 0.10 2.23

20n = 200 3.43 4.90 1.85 4.21 1.86 4.18 0.11 13.30 0.11 13.36
2.59 3.71 1.40 3.18 1.40 3.17 0.08 1.60 0.08 1.56

30n = 300 2.81 4.00 1.51 3.44 1.52 3.44 0.10 13.18 0.09 13.19
2.12 3.02 1.14 2.61 1.15 2.60 0.07 1.25 0.07 1.30
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Rys. 4.10. Warto±¢ ±rednia wzgl¦dnego bª¦du procentowego przy estymacji warto±ci ocze-
kiwanej wielowymiarowej funkcji Rosenbrocka ( 4.32) dla zmiennych losowych o rozkªadzie
jednostajnym.
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Rys. 4.11. Warto±¢ ±rednia wzgl¦dnego bª¦du procentowego przy estymacji odchylenia stan-
dardowego wielowymiarowej funkcji Rosenbrocka (4.32) dla zmiennych losowych o rozkªadzie
jednostajnym.

Pomimo niemonotonicznego charakteru funkcji mo»na zauwa»y¢, »e nieza-
le»nie odN , metody wykorzystuj¡ce próbki generowane przez RLH prowadz¡
do mniejszych bª¦dów estymacji ni» zwykªa metoda Monte Carlo. Zupeªnie nie-
istotny jest te» sposób wyboru realizacji wektoraX wewn¡trz komórek ªaci«-
skich hiperkostek � metody LH-r i LH-m daj¡ tu praktycznie ta kie same wyniki.
Symulacje oparte na optymalnych hiperkostkach zapewniaj¡wy±mienite osza-
cowanie warto±ci oczekiwanej (±redni bª¡d nawet dlaN = 4n nie przekracza
1%!). Zaskakuj¡co zªe s¡ niestety wyniki estymacji OLH odchylenia standardo-
wego funkcji Rosenbrocka. W przypadku metod MC oraz RLH widoczny jest
wyra¹ny trend malej¡cy funkcji bª¦du wraz ze wzrostem wielko±ci próbki, zob.
rys. 4.11, natomiast w przypadku OLH bª¡d ten ustabilizowaª si¦ na poziomie
okoªo 13% bez widocznej tendencji spadkowej. Spostrze»enie to prowadzi¢ mo-
»e do wniosku, i» dla pewnych funkcji estymatory odchyleniastandardowego
przy próbkach generowanych przez optymalne hiperkostki ªaci«skie mog¡ by¢
w sposób istotny obci¡»one (w odró»nieniu od estymatora wariancji estyma-
tor ( 4.23) jest obci¡»ony). Ze wzgl¦du na dªugotrwaªy proces tworzenia planów
OLH, trudne jest obliczenie warto±ci bª¦du estymacji odchylenia standardowego
dla bardzo du»ychN . Jest to tak»e w sprzeczno±ci z ide¡ samej metody, która
ma za zadanie zapewnia¢ wystarczaj¡co dobr¡ dokªadno±¢ statystyk dla maªych
próbek.
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4.1.4.4. Funkcja wykªadnicza

Ostatni¡ funkcj¡ testow¡, jakiej u»yjemy do naszych porówn a« jest funkcja

f 4(X ) = exp
�

� 0:2
nX

i =1

X 2
i

�
: (4.34)

Przyj¦to n = 6 zmiennych losowych o identycznych gaussowskich rozkªadach
prawdopodobie«stwa danych przez� X i = 1 :0 i � X i = 1 :0, i = 1 ; : : : ; 6. Na
podstawie symulacji Monte Carlo (N = 107) ustalono nast¦puj¡ce warto±ci
odniesienia:

E[f 4(X )] = 0 :1546; � [f 4(X )] = 0 :1459: (4.35)

Podobnie jak w przypadku funkcji (4.27), ze wzgl¦du na zaªo»ony rozkªad zmien-
nych, zasadne jest rozró»nienie dwóch wariantów wyboru ichrealizacji wewn¡trz
komórek ªaci«skiej hiperkostki, tj. realizacji w medianach i warto±ciach oczeki-
wanych. Rozpatrywane s¡ zatem metody MC, RLH-m, RLH-� , OLH-m i OLH- � .
Warto±ci bª¦dów estymacji szacowanych statystyk, odpowiadaj¡ce wymienio-
nym metodom dla ró»nych wielko±ci próbek, otrzymane na postawie stukrotne-
go powtórzenia ka»dego zadania symulacji losowych zebranow tabeli 4.5 oraz
na wykresach4.12 i 4.13.

Tablica 4.5. Warto±ci ±rednie oraz odchylenia standardowewzgl¦dnych bª¦dów procentowych
popeªnianych przy estymacji warto±ci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego funkcji
(4.34) przy u»yciu ró»nych technik symulacji losowych i dla ró»ny ch wielko±ci próbek N .
Przyj¦to gaussowski rozkªad zmiennych losowych. Odchylen ia standardowe bª¦dów podane s¡
kursyw¡.

MC err[%] RLH-m err[%] RLH- � err[%] OLH-m err[%] OLH-� err[%]
N � f 4 � f 4 � f 1 � f 4 � f 1 � f 4 � f 4 � f 4 � f 1 � f 4

4n =24 14.99 17.84 8.04 15.43 7.70 15.51 3.34 5.81 5.97 7.01
11.55 12.80 6.13 11.13 5.81 11.09 1.95 4.38 2.48 4.52

6n =36 12.76 14.41 6.09 12.34 6.34 12.67 4.04 4.66 6.42 6.00
9.45 10.28 4.77 9.08 4.78 9.26 1.91 3.32 2.31 3.92

8n =48 10.70 11.96 5.30 10.92 5.20 10.51 4.99 4.39 6.16 4.55
8.29 9.09 3.84 7.62 3.89 7.73 1.72 3.17 1.99 3.66

10n =60 9.13 10.51 4.91 9.70 4.90 9.51 5.70 4.60 5.99 3.77
7.25 8.01 3.58 7.06 3.64 7.12 1.52 3.32 1.46 3.15

15n =90 7.79 8.94 3.98 7.80 3.94 7.75 5.52 2.80 6.22 3.52
6.00 6.56 2.93 5.76 2.86 5.76 0.94 2.59 1.06 2.67

20n =120 6.73 7.63 3.37 6.52 3.47 6.94 5.91 2.79 6.30 3.06
5.16 5.84 2.62 5.01 2.50 5.01 0.87 2.22 0.82 2.44

30n =180 5.53 5.95 2.67 5.30 2.73 5.29 5.42 2.65 6.21 2.90
4.24 4.71 2.03 4.04 2.13 4.15 0.82 2.15 0.75 2.10
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Rys. 4.12. Warto±¢ ±rednia wzgl¦dnego bª¦du procentowego przy estymacji warto±ci oczekiwa-
nej wielowymiarowej funkcji ( 4.34) dla zmiennych losowych o rozkªadzie normalnym.
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Rys. 4.13. Warto±¢ ±rednia wzgl¦dnego bª¦du procentowego przy estymacji odchylenia stan-
dardowego wielowymiarowej funkcji ( 4.34) dla zmiennych losowych o rozkªadzie normalnym.
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Analizuj¡c uzyskane wyniki mo»na spostrzec, »e i w tym przypadku metoda
RLH góruje dokªadno±ci¡ estymacji nad zwykª¡ metod¡ Monte Carlo. Zaska-
kuj¡ce s¡ natomiast oszacowania otrzymane przy u»yciu hiperkostek optymal-
nych. W przeciwie«stwie do poprzedniego przykªadu, metodyOLH prowadz¡ do
bardzo dobrej estymacji odchylenia standardowego, zob. rys. 4.13, a estymator
warto±ci oczekiwanej jest wyra¹nie obci¡»ony ze ±rednim bª¦dem stabilizuj¡cym
si¦ na okoªo 6%, rys. 4.12. Nie zaobserwowano wyra¹nej jako±ciowej ró»nicy
pomi¦dzy wersjami LH-m i LH- � .

4.1.5. Przykªad: Kratownica Misesa

Poni»szy przykªad analizy dokªadno±ci oszacowania momentów statystycz-
nych odpowiedzi konstrukcji za pomoc¡ symulacji losowych zaczerpni¦ty zostaª
z pracy [237]. Model konstrukcji stanowi maªowyniosªa jednopr¦towa kratow-
nica Misesa pokazana na rys.4.14. Jest to ukªad skªadaj¡cy si¦ z odpowiednio
zamocowanego pr¦ta obci¡»onego w w¦¹le siª¡ pionow¡ oraz zespr¦»yny. W przy-
padku obci¡»enia skierowanego w dóª ukªad podatny jest na utrat¦ stateczno±ci
w postaci przeskoku do innego poªo»enia równowagi.

S

Konfiguracja poczatkowa (S=0)

z

w

Ks

q

Rys. 4.14. Kratownica Misesa. Pokazana siªaS ma znak dodatni.

Nieliniowe zachowanie kratownicy wynika z zaªo»e« kinematycznych (du»e
przemieszczenia), a nie ze zwi¡zków konstytutywnych, które przyj¦to jako li-
niowo spr¦»yste. Poszukiwan¡ wielko±ci¡ jest przemieszczenie pionowe prawego
ko«ca pr¦ta w b¦d¡ce funkcj¡ moduªu Younga E, pola przekroju pr¦ta A i jego
dªugo±ci pocz¡tkowejl , poªo»enia prawego w¦zªa przed przyªo»eniem obci¡»enia
z > 0, sztywno±ci spr¦»ynyK s oraz siªyS. Przemieszczeniew wyznaczy¢ mo»na
z nast¦puj¡cego równania (por. [37]):
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S =
EA
l3

�
z2w +

3
2

zw2 +
1
2

w3
�

+ K sw: (4.36)

Wyprowadzaj¡c t¦ zale»no±¢ zaªo»ono maªy wymiar k¡ta� (zob. rys. 4.14),
z czego wynikaz; w � l . Równanie (4.36) jest wielomianem trzeciego stopnia
zmiennej w. Mo»na pokaza¢, »e w zale»no±ci od warto±ci parametrów (wspóª-
czynników) równanie to ma jedno albo trzy miejsca zerowe. W przypadku trzech
pierwiastków jako rozwi¡zanie przyjmowany jest ten pierwiastek, który odpo-
wiada najmniejszej wielko±ci przemieszczenia. Ma to miejsce gdy skierowana do
doªu siªaS jest mniejsza od krytycznej warto±ci powoduj¡cej przeskokukªadu
pr¦t-spr¦»yna do nowego poªo»enia równowagi. Przypadek, gdy równanie (4.36)
ma tylko jeden pierwiastek odpowiada b¡d¹ kon�guracji konstrukcji po przesko-
ku, b¡d¹ te» takiej pracy konstrukcji, w której ten typ utrat y stateczno±ci nie
wyst¦puje ze wzgl¦du na du»¡ sztywno±¢ spr¦»ynyK s.

Zaªó»my nast¦pnie, »e parametry konstrukcji s¡ niezale»nymi zmiennymi lo-
sowymi o rozkªadach wymienionych w tab.4.6. W przypadku zmiennych o roz-
kªadzie normalnym w tabeli podano ich warto±¢ ±redni¡ oraz wspóªczynnik
zmienno±ci, a w przypadku zmiennych o rozkªadzie jednostajnym lew¡ i pra-
w¡ granic¦.

Tablica 4.6. Kratownica Misesa: zmienne losowe

Zmienna Rozkªad E(X )/Lewa granica � (X )/Prawa granica

E normalny 5 � 105 N=mm2 0:02
A normalny 100mm2 0:02
l normalny 2500mm 0:03
z jednostajny 15mm 27mm

K s normalny 0:9N=mm 0:2
S jednostajny � 40N � 30N

W celu oceny dokªadno±ci oszacowania wybranych losowych charakterystyk
przemieszczeniaw na podstawie statystyk, których warto±ci generowane s¡ przez
ró»ne metody symulacji losowych, nale»y najpierw jak najdokªadniej okre±li¢
ich rzeczywist¡ warto±¢. Niestety, w tym przypadku jest to mo»liwe jedynie
za pomoc¡ symulacji Monte Carlo, przyjmuj¡c jak najlicznie jsz¡ próbk¦. Na
podstawie N = 100 000 losowo wygenerowanych punktów eksperymentalnych
obliczono nast¦puj¡ce warto±ci odniesienia dla statystyk:
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� warto±¢ oczekiwana wielko±ci przemieszczeniaw

E(jwj) = 40 :49mm; (4.37)

� odchylenie standardowe wielko±ci przemieszczeniaw

� (jwj) = 5 :89mm; (4.38)

� macierz korelacji

E A l z K s jSj jwj
E 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
A 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
l 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 -0.01
z 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.67

K s 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 -0.65
jSj 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.26
jwj 0.0 0.0 -0.01 0.67 -0.65 0.26 1.0

(4.39)

Analizuj¡c macierz (4.39) mo»na spostrzec, »e dzi¦ki zastosowaniu dostatecz-
nie du»ej próbki nie pojawiªy si¦ w macierzy nieprawdziwe, niezerowe warto±ci
wspóªczynników korelacji dla zmiennych niezale»nych. Ponadto, na podstawie
warto±ci wspóªczynników w ostatnim wierszu/kolumnie wywnioskowa¢ mo»na,
i» wielko±¢ ugi¦cia kratownicy jest dodatnio skorelowana zjej wyniosªo±ci¡ z,
ujemnie skorelowana ze sztywno±ci¡ spr¦»ynyK s oraz prawie zupeªnie nieskore-
lowana z pozostaªymi zmiennymi losowymi. Relacje te s¡ oczywi±cie w pewnym
stopniu zale»ne od przyj¦tych zakresów zmienno±ci parametrów konstrukcji.

Porównanie ró»nych metod symulacji losowych przeprowadzimy estymuj¡c
E(jwj), � (jwj) oraz dwa �znacz¡ce� wspóªczynniki korelacji� jwjK s i � jwjz za po-
moc¡ zwykªej metody Monte Carlo, symulacji losow¡ hiperkostk¡ ªaci«sk¡ (wer-
sja RLH-m) oraz symulacji optymaln¡ hiperkostk¡ ªaci«sk¡ ( wersja OLH-m).
Przyjmuj¡c za dokªadne warto±ci odniesienia (4.37)-(4.39), w tabeli 4.7 oraz na
wykresach 4.15-4.18 przedstawiono warto±ci ±rednich wzgl¦dnych bª¦dów pro-
centowych otrzymanych na podstawie100 powtórze« symulacji ka»d¡ z wymie-
nionych metod.
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Tablica 4.7. Kratownica Misesa. ‘redni bª¡d procentowy est ymacji przy u»yciu ró»nych metod
symulacji losowych oraz dla próbek o ró»nej wielko±ci. W przypadku N > 500 symulacje OLH-
m nie zostaªy wykonane z uwagi na dªugi czas tworzenia planówOLH.

N 10 50 100 500 1000 5000

E(jwj) MC 3:59 2:70 1:01 0:79 0:39 0:17
err [%] RLH-m 0:32 0:22 0:21 0:12 0:06 0:04

OLH-m 0:28 0:15 0:1 0:09 - -

� jwj MC 12:29 5:68 3:92 2:46 1:65 1:09
err [%] RLH-m 11:76 3:66 3:50 1:73 1:06 0:65

OLH-m 4:63 2:24 1:65 1:57 - -

� jwjK s MC 22:01 9:62 7:58 4:20 1:79 1:07
err [%] RLH-m 16:45 7:02 4:70 2:99 1:35 0:55

OLH-m 7:56 2:16 1:48 0:84 - -

� jwjz MC 33:45 14:75 8:09 4:35 3:61 1:32
err [%] RLH-m 15:95 9:51 6:58 3:80 1:78 0:89

OLH-m 8:07 5:10 4:09 3:70 - -
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Rys. 4.15. Kratownica Misesa: Estymacja warto±ci ±redniej ugi¦cia. ‘redni wzgl¦dny bª¡d
procentowy w przypadku ró»nych metod symulacyjnych i ró»ny ch wielko±ci próbki.
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Rys. 4.16. Kratownica Misesa: Estymacja odchylenia standardowego ugi¦cia. ‘redni wzgl¦dny
bª¡d procentowy w przypadku ró»nych metod symulacyjnych i r ó»nych wielko±ci próbki.
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Rys. 4.17. Kratownica Misesa: Estymacja wspóªczynnika � j w j K s . ‘redni wzgl¦dny bª¡d pro-
centowy w przypadku ró»nych metod symulacyjnych i ró»nych w ielko±ci próbki.
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Rys. 4.18. Kratownica Misesa: Estymacja wspóªczynnika � j w j z . ‘redni wzgl¦dny bª¡d procen-
towy w przypadku ró»nych metod symulacyjnych i ró»nych wiel ko±ci próbki.

Porównuj¡c otrzymane warto±ci bª¦dów mo»na stwierdzi¢, »ew rozpatrywa-
nym przypadku:

� Symulacje z wykorzystaniem OLH prowadz¡ do najdokªadniejszej esty-
macji. W zale»no±ci od statystyki oraz wielko±ci próbki (w szczególno-
±ci dla maªych próbek) bª¡d estymacji metod¡ OLH-m jest wielokrotnie
mniejszy od bª¦du MC. Na przykªad, przy oszacowaniu warto±ci ±redniej
ugi¦cia, próbka N = 10 daje trzynastokrotnie mniejszy bª¡d estymacji.

� Bª¦dy estymacji metod¡ OLH-m s¡ zawsze mniejsze ni» bª¦dy otrzymane
przy u»yciu hiperkostki ªaci«skiej bez optymalizacji (nawet trzykrotnie
w przypadku � jwjK s ). O ile zysk ze stosowania OLH przy estymacji war-
to±ci ±redniej jest niewielki to w przypadku momentów statystycznych
wy»szych rz¦dów jest ju» znacz¡cy (szczególnie dlaN < 100).

Wydaje si¦, »e warto w tym miejscu zastanowi¢ si¦ nad �poziomem optymal-
no±ci� planów OLH, który zapewnia metodom korzystaj¡cym z optymalnych
hiperkostek istotn¡ przewag¦ (mierzon¡ bª¦dem estymacji) w stosunku do tych
metod symulacyjnych, gdzie próbki generowane s¡ przez RLH.Na podstawie
licznych testów numerycznych zauwa»ono, »e zarówno w przypadku algorytmu
CP jak równie» algorytmu genetycznego (zob. dodatekB) najwi¦ksza redukcja
warto±ci kryterium optymalizacji ( B.3) wyst¦puje na pierwszych iteracjach algo-
rytmu CP lub po stosunkowo niedu»ej liczbie populacji algorytmu genetycznego.
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Z drugiej strony, etap dochodzenia do ko«cowej postaci planu OLH trwa znacz-
nie dªu»ej ni» pocz¡tkowe iteracje, prowadz¡c w wi¦kszo±ciprzypadków do nie-
wielkiej poprawy warto±ci kryterium. Niesªychanie wa»ny jest zatem taki dobór
parametrów zbie»no±ci metod tworzenia planów OLH, aby ªaci«skie hiperkost-
ki byªy optymalne równie» ze wzgl¦du na czas trwania procesuminimalizacji
kryterium ( B.3).

Na rys. 4.19 pokazano wykresy zmiany dokªadno±ci estymacji wybranych
statystyk w funkcji czasu trwania algorytmu CP u»ytego do optymalizacji poªo-
»enia punktów ªaci«skiej hiperkostki dlaN = 100 i n = 6 . Dokªadno±¢ estymacji
mierzona jest przy pomocy nast¦puj¡cego wska¹nika:

QLH (t) = 1 �
Err LH (t) � Err OLH

Err RLH � Err OLH
; (4.40)

gdzie Err RLH jest ±rednim wzgl¦dnym bª¦dem procentowym odpowiadaj¡cym
metodzie RLH-m, Err OLH jest takim bª¦dem w przypadku zoptymalizowanej
hiperkostki OLH-m, a Err LH odpowiada bª¦dowi estymacji gdy jako próbk¦
u»yto �nie w peªni optymalnej� hiperkostki (algorytm CP przerwano po czasiet).
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Rys. 4.19. Zmiany dokªadno±ci estymacji w funkcji czasu pracy procesora (CPU) u»ytego do
poprawienia przestrzennej jednorodno±ci próbki w celu otrzymania planu OLH. Dolna krzywa
przedstawia histori¦ zmian warto±ci kryterium optymaliza cji ( B.3) dla hiperkostki 100 � 6
(N = 100, n = 6 ).
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Analizuj¡c powy»sze wykresy ªatwo zauwa»y¢, »e zasadnicz¡popraw¦ do-
kªadno±ci estymacji uzyskuje si¦ ju» na pocz¡tku procesu optymalizacji. Nieste-
ty, trudno jest zaproponowa¢ ogóln¡ reguª¦ uzale»niaj¡c¡ dokªadno±¢ estymacji
od warto±ci kryterium (B.3), a tym bardziej od czasu trwania procesu opty-
malizacji. Dokªadno±¢ (4.40) zale»y zarówno od rozmiaru zadania i liczebno±ci
próbki, jak te» od typu estymowanej wielko±ci. Na pewno jednak mo»na stwier-
dzi¢, i» w przypadkach gdy losowanie typu OLH prowadzi do dokªadniejszych
oszacowa« w stosunku do RLH, to nawet ograniczona liczba iteracji np. algo-
rytmu CP, mo»e pomóc w znacznym polepszeniu jako±ci estymacji.

4.1.6. Przykªad: Pªyta wspornikowa

Przykªadem niejawnej funkcji wielu skorelowanych zmiennych losowych mo-
»e by¢ ugi¦cie spr¦»ystej pªyty wspornikowej o losowej grubo±ci. Rozpatrywana
tutaj pªyta przedstawiona jest na rys. 4.20. Podobnie jak w przypadku kratow-
nicy Misesa zadanie to pochodzi z artykuªu autora [237] i jest zmody�kowan¡
wersj¡ przykªadu zaprezentowanego przez Alonso i Collado wpracy [3].
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Rys. 4.20. Siatka elementów sko«czonych oraz posta¢ odksztaªcona pªyty

Poza mo»liwo±ci¡ dokonania porównania efektywno±ci ró»nych metod symu-
lacji losowych przykªad ten wybrano równie» w celu zademonstrowania zastoso-
wania analizy gªównych skªadowych (zob. podrozdziaª4.1.3) do analizy wyników
symulacji oraz do redukcji modelu stochastycznego.
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Kwadratowa pªyta, 3m� 3m, dyskretyzowana przy pomocy elementów sko«-
czonych, utwierdzona jest wzdªu» jednej kraw¦dzi oraz obci¡»ona dwiema siªami:
F1 - przyªo»on¡ do w¦zªa 17 i skierowan¡ w gór¦ oraz F2 - przyªo»on¡ do w¦zªa
49 i skierowan¡ w dóª.

Probabilistyczny opis zadania stanowi¡ nast¦puj¡ce zmienne losowe: siªa w¦-
zªowa F1 o normalnym rozkªadzie prawdopodobie«stwa danym przez warto±¢
oczekiwan¡ � F1 = 80kN i odchylenie standardowe� F1 = 15kN , siªa w¦zªowa
F2 - rozkªad normalny, � F2 = 60kN , � F2 = 10kN , moduª Younga E - roz-
kªad log-normalny, � E = 210000MPa, � E = 21000MPa, wspóªczynnik Poissona
� - rozkªad log-normalny, � � = 0 :3, � � = 0 :03. Grubo±¢ pªyty t modelowana
jest jako dwuwymiarowe, jednorodne gaussowskie pole losowe (zob. dodatekC)
o warto±ci oczekiwanej� t = 0 :06 m, odchyleniu standardowym � t = 0 :003 m
oraz funkcji korelacji � (z; z0) danej wzorem (por. (C.10))

� (z; z0) = exp
�

kz � z0k
a

�
; (4.41)

gdziez i z0s¡ wektorami wspóªrz¦dnych punktów na powierzchni ±rodkowej pªy-
ty, natomiast a jest dªugo±ci¡ korelacji, zob. (C.12). W niniejszym przykªadzie
przyj¦to a = 4m .

Aby wyznaczy¢ przemieszczenia punktów pªyty za pomoc¡ metody elemen-
tów sko«czonych, konieczna jest uprzednia dyskretyzacja pola losowego grubo±ci
pªyty. Spo±ród najbardziej popularnych metod dyskretyzacji pól losowych na-
le»y wymieni¢: metod¦ punktów ±rodkowych, metod¦ funkcji ksztaªtu, metod¦
optymalnej aproksymacji liniowej czy te» metody rozwini¦cia w szereg, jak np.
metoda Karhunena-Loeve'a. Bli»szemu opisowi tych zagadnie« po±wi¦cono do-
datek C.

Ogólnie rzecz ujmuj¡c, dyskretyzacja jest procedur¡ aproksymacji pola lo-
sowego za pomoc¡ sko«czonej liczby zmiennych losowych, a jednym z najwa»-
niejszych celów w doborze metody dyskretyzacji jest uzyskanie jak najlepszej
aproksymacji oryginalnego pola przy pomocy jak najmniejszej liczby zmien-
nych. Poniewa» w analizowanym przykªadzie dyskretyzacja pola losowego sªu»y
przede wszystkim jako �generator� skorelowanych zmiennych losowych (w celu
porównania efektywno±ci metod symulacji losowych dla ró»nych wielko±ci mode-
lu stochastycznego) dlatego jako metod¦ dyskretyzacji wybrano metod¦ punk-
tów ±rodkowych, zob.C.2. Metoda ta polega na reprezentacji pola losowego we-
wn¡trz ka»dego elementu sko«czonego przez jedn¡ zmienn¡ losow¡ zde�niowan¡
jako warto±¢ tego pola w ±rodku ci¦»ko±ci elementu. Nie jestto z pewno±ci¡ bar-
dzo efektywna i dokªadna metoda aproksymacji, ale daje ona mo»liwo±¢ ªatwego
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generowania wielowymiarowych problemów analizy stochastycznej poprzez zwy-
kªe zwi¦kszanie g¦sto±ci siatki.

Rozpatrywano trzy przypadki:

a) siatka 3 � 3, 9 elementów,49 w¦zªów, n = 13 zmiennych losowych,

b) siatka 6 � 6, 36 elementów,169 w¦zªów, n = 40 zmiennych losowych,

c) siatka 9 � 9, 81 elementów,361 w¦zªów, n = 85 zmiennych losowych.

W modelu MES u»yto dziewi¦ciow¦zªowych elementów sko«czonych pªyty
±redniej grubo±ci typu Reisnera-Mindlina (zob. np. [98]).Jako miar¦ odpowiedzi
obci¡»onej siªami skupionymi konstrukcji przyj¦to przemi eszczenia niepodpar-
tych w¦zªów.

Na pocz¡tku, przy pomocy analizy gªównych skªadowych sprawdzono, które
z przemieszcze« w¦zªowych s¡ najbardziej reprezentatywnedla losowego roz-
rzutu odpowiedzi konstrukcji wyra»anego macierz¡ kowariancji przemieszcze«.
Przyjmuj¡c podziaª na elementy sko«czone jak w wariancie a)przeprowadzono
symulacj¦ Monte Carlo dla próbki o N = 200000. Wyniki tej symulacji po-
sªu»yªy do obliczenia macierzy kowariancji, a nast¦pnie warto±ci gªównych jako
warto±ci wªasnych tej macierzy, zob. punkt4.1.3. Poni»ej, wypisano procentowy
udziaª pierwszych dziesi¦ciu warto±ci gªównych w ich sumie:

86:4%; 13:5%; 0:033%; 0:024%; 0:0083%; 0:0015%; 0:0006%; 0:0003%; 0:0001%; 0:0000%:

Jak wida¢, dwie pierwsze warto±ci gªówne zdecydowanie dominuj¡ i stanowi¡
99:93% sumy wszystkich warto±ci. Z tego powodu, jako najbardziej reprezenta-
tywne dla rozrzutu odpowiedzi konstrukcji nale»y wybra¢ telosowe odpowiedzi,
których rzuty na dwie pierwsze osie gªównev1 i v2, zob. (4.24), s¡ najwi¦ksze.
Zgodnie z intuicj¡, z analizy tej wynika, »e przemieszczenia obci¡»onych w¦zªów
naro»nych cechuj¡ si¦ najwi¦kszym rozrzutem i to wªa±nie one wnosz¡ najistot-
niejszy wkªad w losowy charakter wyników. W zwi¡zku z tym, ocena ró»nych
metod symulacji losowych dokonana b¦dzie przez porównaniebª¦dów estymacji
warto±ci oczekiwanej i odchylenia standardowego przemieszczenia w¦zªa ozna-
czonego numerem49 na rys. 4.20 oraz estymacji pierwszej warto±ci gªównej.

Tak jak w poprzednim przykªadzie, porównywane s¡ metody MC,RLH-
m i OLH-m. W ka»dym przypadku rozpatrywano 4 wielko±ci próbki: N =
2n; 6n; 8n i 10n. Przyjmuj¡c jako warto±ci odniesienia wyniki symulacji Mon-
te Carlo dla N = 200000, na podstawie dziesi¦ciokrotnego powtórzenia ka»dej
symulacji losowej, na rysunkach (4.21)�( 4.23) przedstawiono wykresy ±rednich
wzgl¦dnych bª¦dów procentowych estymacji.
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Rys. 4.21. ‘redni wzgl¦dny bª¡d procentowy estymacji warto ±ci oczekiwanej przemieszczenia
w¦zªa naro»nego dla ró»nych wielko±ci próbki w przypadku tr zech ró»nych siatek elementów
sko«czonych (co poci¡ga za sob¡ ró»n¡ liczb¦ zmiennych losowych).
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Rys. 4.22. ‘redni wzgl¦dny bª¡d procentowy estymacji odchy lenia standardowego przemiesz-
czenia w¦zªa naro»nego.
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Rys. 4.23. ‘redni wzgl¦dny bª¡d procentowy estymacji pierw szej warto±ci gªównej.

Na podstawie otrzymanych wyników mo»na zauwa»y¢, »e:

� Metoda symulacji OLH-m okazaªa si¦ by¢ najdokªadniejsz¡ wewszyst-
kich rozpatrywanych przypadkach. Maksymalny ±redni bª¡d estymacji nie
przekraczaª zazwyczaj3% i byª wielokrotnie ni»szy od odpowiednich bª¦-
dów z symulacji Monte Carlo.

� Podobnie jak w przypadku kratownicy Misesa, przewaga metody OLH-m
nad RLH-m zmniejsza si¦ wraz ze wzrostem wielko±ci próbki. Mo»na to
przypisywa¢ zarówno lepszemu wypeªnieniu przestrzeni realizacji punk-
tami eksperymentalnymi jak równie» trudno±ciami w otrzymaniu wystar-
czaj¡co dobrych planów OLH dla wysokich warto±ciN oraz n. Natomiast
w przeciwie«stwie do poprzedniego przykªadu, trudno jest na podstawie
przebadanych przypadków zaproponowa¢ �granic¦� przydatno±ci stoso-
wania metod bazuj¡cych na zoptymalizowanych ªaci«skich hiperkostkach
w stosunku do metod RLH.

� Niezale»nie od liczby zmiennych losowych, wykresy bª¦du metody OLH-
m s¡ bardzo podobne, co � porównuj¡c z tendencj¡ zmian wykresów MC
i RLH-m � ±wiadczy o problemach ze znalezieniem planu optymalnego
dla du»ych hiperkostek.
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4.1.7. Wnioski dotycz¡ce technik symulacji losowych wykorzystuj¡cych
ªaci«skie hiperkostki

Wykonane testy numeryczne potwierdziªy wnioski teoretyczne przedstawione
w punkcie 4.1.2dotycz¡ce wi¦kszej dokªadno±ci metod symulacyjnych wykorzy-
stuj¡cych próbki generowane przez ªaci«skie hiperkostki (RLH) w stosunku do
zwykªej metody Monte Carlo. Co ciekawe, niezale»nie od typufunkcji, w »adnym
z siedmiu przykªadów nie zaobserwowano przypadku kiedy bª¡d estymacji me-
tod¡ RLH byªby wi¦kszy od bª¦du metody MC. Wynik ten w ±wietle wniosków
z twierdzenia 4.1 stanowi¢ mo»e pozytywne zaskoczenie.

Du»o trudniejsze do podobnej oceny s¡ metody symulacji losowych wyko-
rzystuj¡ce koncepcj¦ optymalnej ªaci«skiej hiperkostki. Z powodu braku odpo-
wiednich rozwa»a« teoretycznych oraz cz¦stej konieczno±ci stosowania w prakty-
ce hiperkostek sub-optymalnych, wnioski na temat metod OLHopiera¢ mo»na
jedynie na przeprowadzonych testach numerycznych. Chocia» w wi¦kszo±ci roz-
patrywanych przypadków metody OLH daj¡ doskonaªe oszacowanie momentów
statystycznych funkcji losowych nawet dla maªych próbek, to mo»na wskaza¢
przypadki (zob. rys. 4.11 i rys. 4.12) kiedy u»ycie próbek generowanych przez
optymalne hiperkostki prowadzi do znacznych, trudnych do zredukowania bª¦-
dów estymacji. Z drugiej strony, problemy te wyst¦powaªy jedynie w dwóch
przypadkach estymacji momentów analitycznych funkcji testowych, natomiast
metody OLH byªy bezkonkurencyjne w estymacji momentów funkcji przemiesz-
cze« w¦zªów konstrukcji. Podsumowuj¡c, z punktu widzenia efektywno±ci symu-
lacji losowych metoda RLH wydaj¡ si¦ by¢ zawsze �bezpiecznym� rozwi¡zaniem,
a próbki utworzone przez OLH warto stosowa¢ szczególnie wtedy, gdy rozwa»ana
funkcja jest kosztowna w obliczeniach i nie mo»na pozwoli¢ sobie na otrzymanie
jej warto±ci dla zbyt wielu realizacji zmiennych losowych.

Na podstawie wykresów bª¦dów estymacji dla analitycznych funkcji testo-
wych, zob. rysunki 4.3-4.6 i 4.8-4.13, nie mo»na jednoznacznie ustali¢, która
z metod wyboru realizacji zmiennych losowych wewn¡trz komórki ªaci«skiej
hiperkostki jest najlepsza. Jednak pomimo braku istotnychjako±ciowo ró»nic
pomi¦dzy metodami LH-r, LH-m i LH- � , po dokªadniejszej analizie wyników
mo»na skªania¢ si¦ ku wyborowi wersji LH-m jako tej, która najcz¦±ciej prowa-
dziªa do najmniejszego bª¦du estymacji. Metody wykorzystuj¡ce mediany roz-
kªadów prawdopodobie«stwa wewn¡trz komórek s¡ równie» znacznie szybsze
w porównaniu do tych, które wymagaj¡ numerycznego wyznaczenia warto±ci
±rednich.
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4.2. Metoda rozwini¦cia w szereg Taylora

Alternatywnym sposobem oszacowania warto±ci pierwszych momentów sta-
tystycznych odpowiedzi konstrukcji jest rozwini¦cie analizowanych funkcji w sze-
reg Taylora wokóª warto±ci oczekiwanych zmiennych losowych. W rozwini¦ciu
pomija si¦ zazwyczaj wyrazy rz¦dów wy»szych ni» drugi, a opis probabilistyczny
zmiennych ograniczany jest jedynie do ich warto±ci oczekiwanych oraz macie-
rzy kowariancji. Podej±cie takie nazywane jest tak»e stochastyczn¡ metod¡ per-
turbacyjn¡. W odró»nieniu od metod symulacyjnych, które sprowadzaj¡ si¦ do
obliczania warto±ci funkcji dla wielu realizacji zmiennych losowych wygenerowa-
nych z odpowiednich rozkªadów prawdopodobie«stwa, istot¡metody perturba-
cyjnej jest analiza wra»liwo±ci, a wi¦c obliczanie gradientów i pochodnych wy»-
szych rz¦dów funkcji odpowiedzi. Popraw¦ dokªadno±ci oszacowania momentów
statystycznych uzyska¢ mo»na poprzez uwzgl¦dnienie wi¦kszej liczby wyrazów
szeregu, co wi¡»e si¦ jednak z szybkim wzrostem kosztu oblicze«. Poni»ej zapre-
zentowano jedynie wyprowadzenie wzorów metody pierwszegoi drugiego rz¦du.

4.2.1. Metoda pierwszego rz¦du

Pomijaj¡c wyrazy wy»szego rz¦du ni» pierwszy, rozwini¦cie funkcji zmien-
nych losowych w szereg Taylora wokóª warto±ci oczekiwanychtych zmiennych
ma posta¢

f (X ) � ~f (X ) = f (� X ) +
nX

i =1

@f(x)
@xi

�
�
�
�
x = � X

(X i � � X i ); (4.42)

gdzie n jest rozmiarem wektoraX , a � X jest wektorem warto±ci oczekiwanych
zmiennych losowych. Obliczaj¡c nast¦pnie warto±¢ oczekiwan¡ oraz wariancj¦
funkcji ~f dostajemy

E[f (X )] � E[ ~f (X )] = f (� X ); (4.43)

Var[f (X )] � Var[ ~f (X )] = r f T (x)
�
�
�
x = � X

CX r f (x)
�
�
�
x = � X

; (4.44)

gdzie r f (x)
�
�
x = � X

jest gradientem funkcji f obliczonym w punkcie � X , a CX

jest macierz¡ kowariancji zmiennych X , któr¡ zapisa¢ mo»na nast¦puj¡co:

CX =

2

6
6
6
4

� 2
X 1

� 12 � X 1 � X 2 � � � � 1n � X 1 � X n

� 21 � X 2 � X 1 � 2
X 2

� � � � 2n � X 2 � X n

...
...

. . .
...

� n1 � X n � X 1 � n2 � X n � X 2 � � � � 2
X n

3

7
7
7
5

; (4.45)
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� ij = � (X i ; X j ), i; j = 1 ; : : : ; n, s¡ wspóªczynnikami korelacji. W szczególnym
przypadku nieskorelowanych zmiennych losowych wyra»enie(4.44) przyjmuje
posta¢

Var[f (X )] �
nX

i =1

�
@f
@xi

�
�
�
x = � X

� X i

� 2

: (4.46)

Poniewa» we wzorach (4.44) i ( 4.46) wyst¦puje gradient funkcji f , dlatego (ko-
rzystaj¡c z ró»nicowego przybli»enia pochodnej) metoda pierwszego rz¦du wy-
maga co najmniejn + 1 krotnego obliczenia warto±ci funkcji. Podej±cie to jest
zatem du»o bardziej efektywne od metod symulacji losowych,prowadzi¢ jednak
mo»e do istotnych bª¦dów w przypadku gdy w obszarze okre±lono±ci zmiennych
losowych rozpatrywana funkcja nie jest liniowa lub gdy punkt warto±ci ±rednich
jest punktem stacjonarnym funkcji f .

4.2.2. Metoda drugiego rz¦du

Zachowuj¡c w rozwini¦ciu Taylora równie» czªony drugiego rz¦du otrzymuje
si¦ nast¦puj¡ce przybli»enie funkcji f (X )

f (X ) � f̂ (X ) = f (� X ) +
nX

i =1

@f(x)
@xi

�
�
�
�
x = � X

(X i � � X i )

+
1
2

nX

i =1

nX

j =1

@f2(x)
@xi @xj

�
�
�
�
x = � X

(X i � � X i )(X j � � X j ):

(4.47)

Wykonuj¡c na wyra»eniu (4.47) operacj¦ warto±ci oczekiwanej dostajemy

E[f (X )] � E[f̂ (X )] = f (� X ) +
1
2

nX

i =1

nX

j =1

@f2(x)
@xi @xj

�
�
�
�
x = � X

� ij � X i � X j ; (4.48)

natomiast wzór na wariancj¦ f (X ) ma posta¢

Var[f (X )] � Var[f̂ (X )] = r f T (x)
�
�
�
x = � X

CX r f (x)
�
�
�
x = � X

=
nX

i =1

nX

j =1

@f(x)
@xi

�
�
�
�
x = � X

@f(x)
@xj

�
�
�
�
x = � X

� ij � X i � X j :
(4.49)

Mo»na zauwa»y¢, »e wzór (4.49) jest taki sam jak (4.44), i »e w istocie w me-
todzie drugiego rz¦du u»ywa si¦ aproksymacji drugiego rz¦du warto±ci oczeki-
wanej, ale wariancja funkcji f aproksymowana jest tak jak w metodzie rz¦du
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pierwszego. Jest to tylko pozorna niekonsekwencja gdy», jak mo»na pokaza¢
(por. [123]), peªne wyra»enie naVar[f (X )] wymaga znajomo±ci momentów cen-
tralnych zmiennych losowych rz¦du trzeciego i czwartego, które nie s¡ dane.

Poniewa» w celu wyznaczenia warto±ci oczekiwanej (4.48) konieczna jest zna-
jomo±¢ drugich pochodnychf (x), dlatego minimalny koszt omawianej metody
to N = ( n+1)( n+2) =2 obliczenia warto±ci funkcji (wywoªania programu analizy
konstrukcji). Co za tym idzie, metoda drugiego rz¦du jest znacznie dro»sza od
metody pierwszego rz¦du i o ile dla maªychn mo»e by¢ konkurencyjna w sto-
sunku do symulacji losowych, o tyle w przypadku wielu zmiennych losowych
staje si¦ maªo efektywna. Na przykªad, dla100 zmiennych rozwini¦cie Taylora
drugiego rz¦du wymaga obliczenia warto±ci funkcjif w 5151 punktach, pod-
czas gdy otrzymanie podobnego oszacowania metod¡ symulacyjn¡ z u»yciem
ªaci«skiej hiperkostki wymaga zazwyczaj znacznie mniejszej liczby eksperymen-
tów numerycznych. Pewn¡ popraw¦ efektywno±ci oblicze« (kosztem dokªadno±ci
oszacowania) osi¡gn¡¢ mo»na pomijaj¡c we wzorze (4.48) pochodne mieszane
i pozostawiaj¡c jedynie wyrazy diagonalne macierzy Hessianu. Liczba punktów,
w których obliczy¢ nale»y warto±¢ funkcjif redukuje si¦ wtedy do 2n + 1 .

Podsumowuj¡c, metod¦ drugiego rz¦du rekomendowa¢ mo»na w przypadku
gdy krzywizny rozpatrywanej funkcji s¡ znaczne oraz gdy liczba zmiennych lo-
sowych nie jest zbyt du»a. Z drugiej strony, nale»y pami¦ta¢, »e o rzeczywistej
przydatno±ci metod rozwini¦cia w szereg Taylora, np. w optymalizacji odporno-
±ciowej, decyduje dost¦pno±¢ pochodnych funkcji odpowiedzi ukªadu konstruk-
cyjnego wzgl¦dem zmiennych losowych. Je±li funkcja opisuj¡ca prac¦ konstruk-
cji jest dana w sposób jawny, b¡d¹ gdy w programie metody elementów sko«-
czonych zaimplementowano efektywne analityczne metody analizy wra»liwo±ci,
zob. [115], to stochastyczne metody perturbacyjne mog¡ okaza¢ si¦ szczególnie
korzystnym rozwi¡zaniem.

W przypadkach komputerowej symulacji silnie nieliniowych zagadnie« me-
chaniki, takich jak zderzenia pojazdów lub gª¦bokie tªoczenie blach, gdy nie
dysponujemy analityczn¡ wra»liwo±ci¡, a numeryczny szum utrudnia dobranie
wielko±ci perturbacji w schemacie ró»nic sko«czonych, metody rozwini¦cia w sze-
reg nie s¡ alternatyw¡ dla metod typu descriptive sampling. Poza tym, ze wzgl¦-
du na przybli»ony charakter aproksymacji funkcji obci¦tym szeregiem Taylora,
nie nale»y u»ywa¢ metod perturbacyjnych, je»eli w probabilistycznym mode-
lu zadania wyst¦puj¡ zmienne losowe charakteryzuj¡ce si¦ du»ym rozrzutem
(wspóªczynnik zmienno±ci wi¦kszy ni»10%).
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4.3. Metoda redukcji wymiarów

Metoda redukcji wymiarów (ang. dimension reduction method) zapropono-
wana w 2004 roku przez Rahmana i Xu [201, 259] jest now¡ technik¡ szacowa-
nia momentów statystycznych funkcji losowych, która - podobnie jak metoda
zaprezentowana w poprzednim podrozdziale - wykorzystuje rozwini¦cie funk-
cji w szereg Taylora wokóª warto±ci ±rednich. Pomimo oczywistych ogranicze«
podej±cia perturbacyjnego wynikaj¡cych z konieczno±ci stosowania sko«czonej
liczby wyrazów rozwini¦cia, metoda redukcji wymiarów wnosi istotne usprawnie-
nia zarówno je±li chodzi o dokªadno±¢ jak i efektywno±¢ obliczania momentów.
W ostatnich latach ukazaªo si¦ szereg prac po±wi¦conych porównaniu metody
redukcji wymiarów z innymi metodami [97,140], a tak»e ocenie jej przydatno±ci
do rozwi¡zywania zagadnie« optymalizacji odporno±ciowejoraz analizy nieza-
wodno±ci konstrukcji [32,137,141,142].

Ide¦ metody redukcji wymiarów wygodnie jest przedstawi¢ zaprac¡ [259] na
przykªadzie redukcji dwuwymiarowej, czyli redukcji funkcji n-wymiarowej do
sumy funkcji maksymalnie dwuwymiarowych.

Rozwini¦cie w szereg Taylora funkcji f (x) wokóª punktu x = 0 ma posta¢

f (x) = f (0) +
1X

j =1

1
j !

nX

i =1

@j f (x)

@xji

�
�
�
�
x = 0

x j
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1
j 1!j 2!
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@j 1+ j 2 f (x)

@xj 1
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�
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(4.50)

+
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X
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@xj 2
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Oznaczaj¡c przez

I [f (x)] �
Z a

� a
� � �

Z a

� a| {z }
n razy

f (x)dx; (4.51)

caªk¦ funkcji f (x) po symetrycznym obszarze[� a; a]n, ze wzoru (4.50) dostajemy
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I [f (x)] = I [f (0)] +
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(4.52)

+
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Zapiszmy teraz rozwini¦cia Taylora funkcji jednej zmiennej f (0; : : : ; 0; x i ;
0; : : : ; 0) w x i = 0 i dwuwymiarowej funkcji f (0; : : : ; 0; x i 1 ; 0; : : : ; 0; x i 2 ; 0; : : : ; 0)
w punkcie x i 1 = x i 2 = 0 ,

f (0; : : : ; 0; x i ; 0; : : : ; 0) = f (0) +
1X
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@j f (x)
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x j
i ; (4.53)

f (0; : : : ; 0; x i 1 ; 0; : : : ; 0; x i 2 ; 0; : : : ; 0) = f (0) +
1X
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: (4.54)

Sumuj¡c powy»sze rozwini¦cia odpowiednio wzgl¦dem indeksów i oraz par i1

i i2, tak »e i1 < i 2, otrzymuje si¦

nX

i =1

f (0; : : : ; 0; x i ; 0; : : : ; 0) = nf (0) +
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Mo»na zatem wprowadzi¢ nast¦puj¡ce dwuwymiarowe przybli»enie funkcji f

bf (2) (x) �
X

i 1<i 2

f (0; : : : ; 0; x i 1 ; 0; : : : ; 0; x i 2 ; 0; : : : ; 0)

� (n � 2)
nX

i =1

f (0; : : : ; 0; x i ; 0; : : : ; 0) +
�

n � 1
2

�
f (0);

(4.57)

które skªada si¦ z wyrazów b¦d¡cych funkcjami najwy»ej dwóch zmiennych. Po
scaªkowaniu w granicach[� a; a]n powy»sze wyra»enie przyjmuje posta¢

I [ bf (2) (x)] =
X

i 1<i 2

I [f (0; : : : ; 0; x i 1 ; 0; : : : ; 0; x i 2 ; 0; : : : ; 0)]

� (n � 2)
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2

�
I [f (0)] ;

(4.58)

a wykorzystuj¡c wzory ( 4.53) i ( 4.54) dostajemy

I [ bf (2) (x)] = I [f (0)] +
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(4.59)

Porównuj¡c ( 4.59) z caªk¡ (4.52) mo»na zauwa»y¢, »e

I [f (x)] � I [ bf (2) (x)] =
1X
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+ � � � ; (4.60)

a zatem bª¡d popeªniany przy aproksymowaniu caªki funkcjif (x) caªk¡ funkcji
bf (2) (x) zawiera czªony trój- i wi¦cej wymiarowe. Obliczaj¡c warto±¢ I [ bf (2) (x)]
konieczne jest wykonanie caªkowania jedynie funkcji jednej i dwóch zmiennych,
unikaj¡c n-wymiarowego caªkowania, zob. (4.51), praktycznie niemo»liwego do
przeprowadzenia dla du»ychn. Nie jest równie» koniecznie obliczanie pochod-
nych cz¡stkowych, co stanowi niezaprzeczalny atut tej metody.

Zaªo»enie symetrycznych przedziaªów caªkowania[� a; a]n oraz wybór x = 0
jako punktu rozwini¦cia pozwala na uproszczenie wzorów w powy»szym wy-
prowadzeniu. Jednak, w celu obliczenia caªki po obszarze niesymetrycznymQ n

i =1 [ai ; bi ]

I [f (x)] =
Z bn

an

� � �
Z b1

a1

f (x1; : : : ; xn ) dx1 � � � dxn ; (4.61)
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gdzie �1 � ai � 1 i �1 � bi � 1 , dzi¦ki transformacji liniowej

x i =
bi + ai

2
+

bi � ai

2
� i ; i = 1 ; : : : ; n; (4.62)

caªk¦ (4.61) mo»na zapisa¢ w równowa»nej postaci caªki po obszarze symetrycz-
nym

I [f (x)] =
nY

i =1

bi � ai

2

Z 1

� 1
� � �

Z 1

� 1
� (� 1; : : : ; � n )d� 1 � � � d� n ; (4.63)

gdzie � (� 1; : : : ; � n ) jest funkcj¡ podcaªkow¡ po transformacji zmiennych x na
� . Wzór (4.60) dotyczy zatem caªek po obszarze symetrycznym, jak i niesyme-
trycznym.

Poniewa», celem metody redukcji wymiarów jest zastosowanie aproksyma-
cji ( 4.58) do szacowania warto±ci caªek opisuj¡cych momenty funkcjilosowych
f (X ), dlatego rozwini¦cia w szereg Taylora dokonuje si¦ w punkcie warto±ci
oczekiwanych zmiennych losowych� X = f � 1; : : : ; � ng, który w ogólno±ci jest
ró»ny od 0. Prowadzi to do nast¦puj¡cej postaci funkcji ( 4.57)

bf (2) (X ) �
X

i 1<i 2

f (� 1; : : : ; � i 1 � 1; X i 1 ; � i 1+1 ; : : : ; � i 2 � 1; X i 2 ; � i 2+1 ; : : : ; � n )

� (n � 2)
nX

i =1

f (� 1; : : : ; � i � 1; X i ; � i +1 ; : : : ; � n )+
�

n� 1
2

�
f (� 1; : : : ; � n ):

(4.64)

W pracy [259] wyprowadzono równie» ogólny wzór na redukcj¦ funkcji n-
wymiarowej do sumy funkcji maksymalnies-wymiarowych, gdzies � n

f (x) � bf (s)(x) �
sX

i =0

(� 1)i
�

n � s + i � 1
i

�
f s� i (x); (4.65)

gdzie

f r (x) =
X

k1<k 2< ���<k r

f (0; : : : ; 0; xk1 ; 0; : : : ; 0; xk2 ; 0; : : : ; 0; xkr ; 0; : : : ; 0); 0 � r � n:

(4.66)
Caªk¦ tak aproksymowanej funkcji zapisa¢ mo»na zatem jako

I [ bf (s)(x)] =
sX

i =0

(� 1)i
�

n � s + i � 1
i

�
I [f s� i (x)]: (4.67)
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Obliczenie warto±ci powy»szego wyra»enia wymaga obliczenia jedynie caªek 1-,
2-,: : : oraz s-wymiarowych. W szczególno±ci, w przypadku redukcji jednowy-
miarowej, najmniej dokªadnej ale najta«szej z mo»liwych redukcji, otrzymuje-
my wzór (na podstawie rozwini¦cia funkcji losowej w warto±ciach oczekiwanych
� X )

I [ bf (1) (X )]=
nX

i =1

I [f (� 1; : : : ; � i � 1; X i ; � i +1 ; : : : ; � n )]� (n� 1)f (� 1; : : : ; � n ): (4.68)

Je±li X jest n-elementowym wektorem zmiennych losowych o ª¡cznej g¦sto-
±ci rozkªadu prawdopodobie«stwaf X (x), to zakªadaj¡c, »e zmienne losowe s¡
niezale»ne, funkcja g¦sto±ci zapisana mo»e by¢ w postaci iloczynu g¦sto±ci jed-
nowymiarowych f X (x) =

Q n
i =1 f X i (x i ). Moment zwykªy l-tego rz¦du funkcji f

dany jest wzorem

ml = E[f l (X )] =
Z

Rn
f l (x)f X (x) dx: (4.69)

Wprowadzaj¡c nast¦pnie oznaczeniez(X ) = f l (X ), równanie (4.69) wyrazi¢
mo»na w równorz¦dnej postaci jako

ml = E[z(X )] =
Z

Rn
z(x)f X (x) dx: (4.70)

Zgodnie z de�nicjami (4.65)�( 4.67), warto±¢ momentu l-tego rz¦du oszacowa¢
mo»na nast¦puj¡co:

ml � E[bz(s) (X )] =
sX

i =0

(� 1)i
�

n � s + i � 1
i

�
E[zs� i (X )]; (4.71)

gdzie

E[zs� i (X )]

=
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E[z(� 1; : : : ; � k1 � 1; X k1 ; � k1+1 ; : : : ; � k2 � 1; X k2 ; � k2+1 ; : : :

: : : ; � ks� i � 1; X ks� i ; � ks� i +1 ; : : : ; � n )]

=
X

k1<k 2< ���<k s� i

Z

Rs� i
z(� 1; : : : ; � k1 � 1; xk1 ; � k1+1 ; : : : ; � k2 � 1; xk2 ; � k2+1 ; : : :

: : : ; � ks� i � 1; xks� i ; � ks� i +1 ; : : : ; � n )f ~X (~x)d~x; (4.72)
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gdzie~x = f xk1 ; : : : ; xks� i g 2 Rs� i jest realizacj¡ losowego wektora~X = f X k1 ; : : : ;
X ks� i g o funkcji ª¡cznej g¦sto±ci prawdopodobie«stwa

f ~X (~x) =
s� iY

j =1

f X k j
(xk j ): (4.73)

W przypadku zmiennych zale»nych konieczne jest uprzednie dokonanie ich trans-
formacji do przestrzeni zmiennych losowych niezale»nych.U»ywaj¡c transforma-
cji Rosenblatta lub Natafa (zob. podrozdziaªA.2) zmienne transformowane s¡
do gaussowskiej przestrzeni standardowej.

Poniewa» najcz¦±ciej stosuje si¦ redukcj¦ jedno i dwuwymiarow¡, dlatego
warto poda¢ wzór (4.71) w tych dwóch, szczególnych przypadkach

ml � E[bz(1) (X )] =
nX

i =1

Z 1

�1
z(� 1; : : : ; � i � 1; x i ; � i +1 ; : : : ; � n )f X i (x i )dx i

� (n � 1)z(� 1; : : : ; � n ); (4.74)

ml � E[bz(2) (X )] =
X
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z(� 1; : : : ; � i 1 � 1; x i 1 ; � i 1+1 ; : : : ; � i 2 � 1; x i 2 ; � i 2+1 ; : : : ; � n )

� f X i 1
(x i 1 )f X i 2

(x i 2 )
o

dx i 1 dx i 2

� (n � 2)
nX

i =1

Z 1

�1
z(� 1; : : : ; � i � 1; x i ; � i +1 ; : : : ; � n )f X i (x i )dx i

+
(n � 1)(n � 2)

2
z(� 1; : : : ; � n ): (4.75)

Warto±¢ ±rednia oraz wariancja funkcji losowej wyra»aj¡ si¦ odpowiednio jako

E[f (X )] = m1; Var[f (X )] = m2 � m2
1: (4.76)

W celu oszacowania warto±ci momentul-tego rz¦du zgodnie ze wzorem
(4.71) konieczne jest numeryczne obliczenie caªek co najwy»ejs-wymiarowych,
a w przypadku wzorów (4.74) i ( 4.75) odpowiednio jedno i dwuwymiarowych.
Je±li zmienne losowe maj¡ rozkªad normalny, wtedy do caªkowania zastosowa¢
mo»na kwadratury Gaussa-Hermiete'a (caªkowanie z wag¡e� x2

na przedziale
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nieograniczonym), a w przypadku rozkªadów jednostajnych kwadratury Gaussa-
Legandre'a (waga 1, przedziaª obustronnie domkni¦ty), zob. [197]. Je±li mamy
do czynienia z innymi rozkªadami prawdopodobie«stwa, wtedy najbardziej efek-
tywnym rozwi¡zaniem jest skonstruowanie �dedykowanej� kwadratury Gaussa,
gdzie wagi i w¦zªy kwadratury wyliczane s¡ przyjmuj¡c funkc j¦ g¦sto±ci prawdo-
podobie«stwa jako funkcj¦ wagow¡. Post¦powanie to zostaªoszczegóªowo omó-
wione m.in. w pracach [140,201,259].

W porównaniu z nakªadem oblicze« koniecznym do przeprowadzenia �peªne-
go� caªkowania numerycznego funkcjin-wymiarowej, szczególnie dla du»ychn,
metody redukcji jedno i dwuwymiarowej prowadz¡ do znacz¡cej poprawy efek-
tywno±ci oblicze«. Przyjmuj¡c dla ka»dego kierunku staª¡ liczb¦ w¦zªów kwadra-
tury równ¡ r , do oszacowania jednowymiarowego potrzebanr +1 , a dwuwymia-
rowego(n(n � 1)=2) r 2+ nr +1 oblicze« warto±ci funkcji, co wynika bezpo±rednio
ze wzorów (4.74) i ( 4.75). Je±li na przykªad,n = 10 i r = 4 , to w porównaniu do
caªkowanian-wymiarowego, metody redukcji jedno i dwuwymiarowej wymagaj¡
odpowiednio 25575 i 1377 razy mniej oblicze« warto±ci funkcji.

W przeciwie«stwie do omówionych w podrozdziale4.2 metod perturbacyj-
nych, metoda redukcji wymiarów nie wymaga obliczania pochodnych cz¡stko-
wych, co w wielu przypadkach jest bardzo trudne w realizacji. Nale»y te» pami¦-
ta¢, i» metoda redukcji jednowymiarowej nie jest ekwiwalentem metody pertur-
bacyjnej pierwszego rz¦du, a metoda redukcji dwuwymiarowej metody pertur-
bacyjnej drugiego rz¦du. Rozwini¦cie (4.57) zawiera wszystkie czªony mieszane
dwóch zmiennych dowolnego rz¦du, a wi¦c jest to reprezentacja du»o peªniejsza
ni» ta dana wzorem (4.47).

Na koniec wspomnie¢ nale»y o wpªywie transformacji zmiennych na dokªad-
no±¢ szacowanych momentów statystycznych funkcji losowej. O ile w przypad-
ku zmiennych skorelowanych nie ma alternatywy dla transformacji, a nast¦p-
nie u»ywania kwadratur Gaussa-Hermiete'a, o tyle dla zmiennych niezale»nych
o dowolnych rozkªadach prawdopodobie«stwa, je±li to mo»liwe powinno si¦ uni-
ka¢ transformacji do przestrzeni standardowej. Korzy±¢ wynikaj¡ca z mo»liwo-
±ci zastosowania znanych kwadratur Gaussa-Hermiete'a dlazmiennych o roz-
kªadzie normalnym, bez konieczno±ci znajdowania kwadratur dopasowanych do
oryginalnych rozkªadów, okupiona jest w przypadku nieliniowych funkcji loso-
wych sªabsz¡ jako±ci¡ oszacowania, szczególnie momentów wy»szych rz¦dów,
zob. [141].
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4.4. Metoda rozwini¦cia funkcji losowej w chaos wielomianowy

Je±li zmiennaY = f (X ) ma sko«czon¡ wariancj¦, to mo»na j¡ rozwin¡¢
w tzw. chaos wielomianowy (ang.polynomial chaos� PC), zob. [73,244], w na-
st¦puj¡cy sposób

Y = f (X ) =
X

� 2 Nn

a�  � (X ); (4.77)

gdzie a� s¡ nieznanymi deterministycznymi wspóªczynnikami, a � s¡ wielo-
wymiarowymi wielomianami, ortogonalnymi wzgl¦dem funkcji ª¡cznej g¦sto±ci
rozkªadu prawdopodobie«stwaf X (x), tzn.:

E[ � (X ) � (X )] = � � ;� ; (4.78)

gdzie � � ;� = 1 je±li � = � , w przeciwnym wypadku � � ;� = 0 .

Zaªó»my nast¦pnie, »e zmienne losoweX i , i = 1 ; : : : ; n, s¡ niezale»ne (w przy-
padku zmiennych skorelowanych zastosowa¢ najpierw nale»ytransformacj¦ Na-
tafa - podrozdziaªA.2.4). Wtedy funkcj¦ g¦sto±ci wektora X przedstawi¢ mo»na
jako iloczyn g¦sto±ci jednowymiarowych

f X (x) = f X 1 (x1)f X 2 (x2) � � � f X n (xn ); (4.79)

a ka»dy wielomian  � skonstruowany by¢ mo»e jako iloczynn jednowymiaro-
wych wielomianów ortogonalnych

 � (X ) = P (1)
� 1

(X 1)P (2)
� 2

(X 2) � � � P (n)
� n

(X n ): (4.80)

Oznaczaj¡c przezDX i przedziaª okre±lono±ci zmiennejX i , wielomiany ortogo-
nalne f P (i )

k ; k � 0g, które speªniaj¡ warunek

E[P (i )
k (X i )P

(i )
l (X i )] =

Z

DX i

P (i )
k (x)P (i )

l (x)f X i (x)dx = � k;l ; 8(k; l 2 )N2; (4.81)

wyznaczy¢ mo»na przy u»yciu klasycznych algorytmów, zob. [197].

W najistotniejszym z punktu widzenia zastosowa« przypadku, gdy zmienne
losowe maj¡ standardowy rozkªad normalny, wielomianami, które s¡ ortogonalne
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wzgl¦dem tej funkcji g¦sto±ci s¡ wielomiany Hermite'a H k (x), k � 0

H0(x) = 1 ;

H1(x) = x;

H2(x) = x2 � 1;

H3(x) = x3 � 3x;
...

H k+1 (x) = xH k(x) � kH k� 1(x): (4.82)

Ze wzgl¦dów obliczeniowych szereg w równaniu (4.77) obcina si¦ zatrzymuj¡c
jedynie sko«czon¡ liczb¦ wyrazów. Najcz¦±ciej stosowan¡ metod¡ jest pomini¦-
cie w rozwini¦ciu tych wielomianów, których stopie« j� j przekracza zaªo»ony
stopie« p:

Y = f (X ) �
X

j � j� p

a�  � (X ); (4.83)

gdzie j� j =
P n

i =1 � i . Dla danego p, liczba wspóªczynnikówa� , które nale»y
wyznaczy¢ wynosi

M =
�

n + p
p

�
: (4.84)

Przyjmuje si¦ (zob. [15]), »e przybli»enie PC przyp = 2 jest zazwyczaj wystar-
czaj¡co dokªadne do obliczenia momentów funkcji losowej.

Do wyznaczenia nieznanych wspóªczynników we wzorze (4.83) stosuje si¦
metod¦ rzutowania b¡d¹ metod¦ liniowej regresji.

Metoda rzutowania wykorzystuje ortogonalno±¢ funkcji bazowych. I tak, mno-
»¡c obustronnie równanie (4.77) przez  � (X ), a nast¦pnie wykonuj¡c operacj¦
warto±ci oczekiwanej, wspóªczynnikia� wyra»¡ si¦ nast¦puj¡cym wzorem:

a� = E[f (X ) � (X )]; (4.85)

lub inaczej, z de�nicji warto±ci oczekiwanej,

a� =
Z

DX

f (x) � (x)f X (x) dx; (4.86)

gdzieDX oznacza obszar okre±lono±ci zmiennychX . Poniewa» oszacowanie war-
to±ci wielowymiarowej caªki w równaniu (4.86), czy to przy pomocy symulacji
losowych, czy te» wzorów kwadraturowych, prowadzi zazwyczaj do olbrzymich
kosztów oblicze« numerycznych, dlatego metoda rzutowanianie jest cz¦sto sto-
sowana.
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Metoda regresji liniowej. Jak to zostaªo omówione w podrozdziale3.1, metoda
regresji polega na odpowiednim dopasowaniu zaªo»onej a priori powierzchni od-
powiedzi (tutaj, obci¦tego rozwini¦cia PC) do rzeczywistej funkcji, której warto-
±ci znane s¡ jedynie dla pewnej próbki punktów eksperymentalnych. Równanie
(4.83) zapisa¢ mo»na w równowa»nej postaci macierzowej

f (X ) � F p(X ) =
X

j � j� p

a�  � (X ) = aT  (X ); (4.87)

gdzie a jest wektorem wspóªczynnikówf a� ; 0 � j � j � pg, a  jest wektorem
wielomianów bazowychf  � ; 0 � j � j � pg.

Na podstawie przeprowadzonychN eksperymentów numerycznychf x i ; yi g,
i = 1 ; : : : ; N , gdzieyi = f (x i ), zgodnie z metodologi¡ tworzenia powierzchni od-
powiedzi, wspóªczynniki w równaniu (4.87) wyznaczane s¡ przez minimalizacj¦
pewnej normy residuówyi � F p(x i ), najcz¦±ciej sumy kwadratów reszt

S(a) =
NX

i =1

�
f (x i ) � aT  (x i )

� 2
: (4.88)

Wektor â o wymiarzeM , który minimalizuje powy»sz¡ sum¦ wyra»a si¦ wzorem,
por. (3.7),

â = ( 	 T 	 )� 1	 T y; (4.89)

gdziey = f y1; : : : ; yN g jest wektorem warto±ci funkcji w punktach eksperymen-
talnych, a macierz 	 N � M ma posta¢

	 =

0

B
@

 � 1 (x1) � � �  � M (x1)
...

. . .
...

 � 1 (xN ) � � �  � M (xN )

1

C
A : (4.90)

Do otrzymania rozwi¡zania konieczne jest aby macierz	 T 	 byªa dobrze uwa-
runkowana. Aby to zapewni¢, niezb¦dne jest u»ycie w zadaniuregresji odpo-
wiednio licznych próbek, przy czym musz¡ one zawiera¢ wi¦cej punktów ni»
M . Na podstawie wzoru (4.84) ªatwo sprawdzi¢, »eM gwaªtownie ro±nie wraz
z liczb¡ zmiennych losowych n jak i maksymalnym stopniem wielomianu p.
I tak, dla n = 4 i p = 3 , M = 35, dla n = 6 i p = 3 , M = 84, a ju» dla
n = 6 i p = 5 , M = 462. W celu zmniejszenia zªo»ono±ci numerycznej metody,
Blatman i Sudret zaproponowali w [15] adaptacyjny algorytm budowy rzadkie-
go (ang.sparse) rozwini¦cia PC, który w sposób iteracyjny znajduje optymaln¡
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baz¦ wielomianów poprzez identy�kacj¦ czªonów rozwini¦ci a, które nie s¡ istot-
ne w aproksymacji funkcji f (X ). Jak pokazano, dzi¦ki zastosowaniu tej metody
uzyska¢ mo»na wielokrotne zmniejszenie liczby wspóªczynników a.

Na podstawie zaªo»enia o niezale»no±ci zmiennych oraz ortogonalno±ci wie-
lomianów bazowych � , zob. równania (4.79)�( 4.81), ªatwo wykaza¢, »e warto±¢
±rednia i wariancja funkcji f (X ) dane s¡ wzorami

E[f (X )] � E[Fp(X )] = a0 ; (4.91)

Var[f (X )] � Var[Fp(X )] =
X

0< j� j� p

a2
� : (4.92)

PODSUMOWANIE

Zasadniczym elementem, który decyduje o efektywno±ci algorytmu odporno-
±ciowej optymalizacji konstrukcji jest metoda obliczaniawarto±ci ±rednich oraz
wariancji funkcji celu i ogranicze«. Niniejszy rozdziaª po±wi¦cono w caªo±ci ana-
lizie metod estymacji momentów statystycznych funkcji losowych. Skupiono si¦
na bardzo dokªadnym omówieniu metod symulacyjnych, uznaj¡c je za najbar-
dziej uniwersalne i wiarygodne. Pomimo, i» alternatywne podej±cia, które omó-
wiono pod koniec rozdziaªu, w wielu szczególnych przypadkach mog¡ okaza¢
si¦ bardziej efektywne od metod symulacyjnych, to jednak zaªo»enia, jakimi s¡
obwarowane, ograniczaj¡ ich uniwersalno±¢ i wymagaj¡ ka»dorazowych wst¦p-
nych studiów nad ich przydatno±ci¡ w danym zadaniu optymalizacji odpor-
no±ciowej. Ograniczenia dotycz¡ce rozkªadów prawdopodobie«stwa zmiennych,
a tak»e ró»niczkowalno±ci funkcji, bardzo istotne w przypadku metod pertur-
bacyjnych oraz metody redukcji wymiarów, nie maj¡ znaczenia w kontek±cie
symulacji losowych.

Przedstawiono ide¦ symulacyjnych metoddescriptive samplingi porównano
je z klasycznymi metodami Monte Carlo. Przeanalizowano wªa±ciwo±ci estyma-
torów warto±ci ±redniej i wariancji w przypadku próbek czysto losowych oraz
generowanych przez ªaci«skie hiperkostki. Poniewa» nie mo»na przeprowadzi¢
podobnych teoretycznych rozwa»a« dla próbek generowanychprzez optymalne
hiperkostki ªaci«skie OLH, dlatego efektywno±¢ ró»nych metod symulacyjnych
porównano na podstawie szeregu analitycznych funkcji testowych, a tak»e dwóch
problemów mechaniki. W znanych autorowi opracowaniach nieprzeprowadzano
nigdy tak szczegóªowej analizy metod symulacyjnych wykorzystuj¡cych plany
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OLH. Na podstawie testów stwierdzono, »e z punktu widzenia efektywno±ci sy-
mulacji losowych, próbki generowane przez hiperkostki ªaci«skie, s¡ lepszym roz-
wi¡zaniem ni» czysto losowe próbki w symulacjach Monte Carlo. Próbki utwo-
rzone przez OLH warto stosowa¢ szczególnie wtedy, gdy ze wzgl¦du na koszt
nie mo»na pozwoli¢ sobie na otrzymanie warto±ci rozwa»anejfunkcji dla zbyt
wielu realizacji zmiennych losowych. Wyniki testów przeprowadzanych dla za-
da« o ró»nej wielko±ci pozwalaj¡ równie» oszacowa¢ wielko±¢ próbki na potrzeby
zadania analizy optymalizacji odporno±ciowej.

Dokonano szczegóªowej analizy znaczenia ró»nych sposobówwyboru punk-
tu eksperymentalnego wewn¡trz komórki ªaci«skiej hiperkostki. W przeciwie«-
stwie do wyników prezentowanych w niektórych publikacjach, nie zaobserwowa-
no istotnych jako±ciowo ró»nic pomi¦dzy ró»nymi metodami generacji realizacji
zmiennej losowej w komórce. Wersja z wyborem punktu w medianach zmien-
nych na przedziale (LH-m) wydaje si¦ jednak by¢ najkorzystniejsza z punktu
widzenia czasu tworzenia próbki.

Opisane w dodatkuB algorytmy tworzenia optymalnych ªaci«skich hiperko-
stek zaimplementowane zostaªy przez autora w obiektowo-zorientowanym ±ro-
dowisku STAND, a wcze±niej w module M-Xplore programu analizy sko«czenie
elementowej RADIOSS.



5

Metody analizy niezawodno±ci oraz
metody poprawy niezawodno±ci
konstrukcji w przypadku zaszumionej
funkcji granicznej

W zagadnieniach analizy niezawodno±ci zªo»onych ukªadów konstrukcyjnych
funkcje graniczne, z którymi mamy do czynienia, s¡ zazwyczaj niejawne i bardzo
cz¦sto silnie nieliniowe. W wi¦kszo±ci przypadków samo obliczenie ich warto±ci
dla okre±lonej realizacji zmiennych losowych wymaga przeprowadzenia analizy
MES. W zale»no±ci od stopnia skomplikowania modelu oraz od rodzaju analizy
mechanicznej, czas takiego obliczenia na pojedynczym procesorze wynosi¢ mo»e
od kilku minut do kilku dni. W przypadku komputerowej symula cji zderze« po-
jazdów czy te» symulacji procesów tªoczenia blach, nawet przy u»yciu maszyn
wieloprocesorowych, analiza sko«czenie elementowa jest na tyle czasochªonna, »e
w praktyce mo»na pozwoli¢ sobie jedynie na ograniczon¡ liczb¦ takich symula-
cji. Jest zatem niezmiernie wa»ne, aby metody u»ywane do analizy niezawodno-
±ci tego typu zagadnie« minimalizowaªy liczb¦ niezb¦dnychwywoªa« programu
MES zapewniaj¡c jednocze±nie wystarczaj¡c¡ dokªadno±¢ oszacowania.

Nieliniowy charakter funkcji granicznych opisuj¡cych zachowanie konstrukcji
wynika nie tylko z natury modelowanego zjawiska �zycznego,ale jest równie»
wywoªany szumem numerycznym spowodowanym przez stosowan¡metod¦ roz-
wi¡zywania zadania MES. Metoda jawnego caªkowania równa« ruchu, algoryt-
my uwzgl¦dniania kontaktu lub te» automatyczna adaptacja siatki w zadaniach
o losowych parametrach opisuj¡cych geometri¦ konstrukcji, potencjalnie mog¡
by¢ generatorami takiego szumu.

Kªopoty z ró»niczkowalno±ci¡ funkcji granicznej na skutekwyst¦powania
szumu numerycznego, czy te» wysoka wra»liwo±¢ tej funkcji na perturbacje
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warto±ci zmiennych, stanowi¡ powa»n¡ przeszkod¦ w stosowaniu efektywnych
gradientowych metod analizy niezawodno±ci, zob.A.3. Trzeba pami¦ta¢, »e szum
o którym mówimy w odniesieniu do symulacji komputerowych mainny charakter
ni» ten, z którym mamy do czynienia wykonuj¡c eksperymenty �zyczne w labo-
ratorium. W przypadku testów laboratoryjnych, powtarzaj¡ c wielokrotnie iden-
tyczny eksperyment otrzymamy zawsze pewien rozrzut wyników, co zwi¡zane
jest z ograniczon¡ dokªadno±ci¡ przyrz¡dów pomiarowych, jak i niemo»no±ci¡
utrzymania idealnie takich samych ustawie« eksperymentu.Z drugiej strony,
symulacje komputerowe powtarzane dla takiego samego modelu numerycznego
na tym samym komputerze prowadz¡ zawsze do identycznych wyników. Pomi-
mo to, mo»na równie» wskaza¢ problemy analizy niezawodno±ci, gdzie wygodnie
jest wprowadzi¢ do modelu komputerowego losowy szum znany zdo±wiadcze«
�zycznych. Przykªadem tego typu podej±cia jest, zaprezentowana w podrozdzia-
le 6.1, analiza niezawodno±ci zderzanej belki cienko±ciennej, wktórej uwzgl¦dnia
si¦ losowe defekty poª¡cze« zgrzewanych.

W dalszej cz¦±ci rozdziaªu przedstawione zostan¡ takie metody analizy nieza-
wodno±ci, które wydaj¡ si¦ odpowiada¢ specy�ce opisanych wy»ej problemów.
W podrozdziale 5.1 przedstawiono dwuetapow¡ adaptacyjn¡ metod¦ redukcji
wariancji. Bazuje ona na algorytmie zaprezentowanym przez Zou i in. w pra-
cy [278]. W podrozdziale5.2 opisano metod¦ szybkiej poprawy poziomu nieza-
wodno±ci konstrukcji w oparciu o symulacje losowe OLH, zob.[231].

5.1. Dwuetapowa adaptacyjna metoda redukcji wariancji

Omawiana metoda jest udoskonalon¡ wersj¡ algorytmu zaprezentowanego
przez Zou, Mahadevana, Mourelatosa i Meernika m.in. w pracach [278, 279].
Od pierwszych liter nazwisk wymienionych autorów okre±la¢j¡ b¦dziemy dalej
akronimem Z3M.

Algorytm skªada si¦ z etapu lokalizacji punktu projektowego (zob. de�ni-
cja na stronie 263) oraz etapu symulacji losowych, zwanych metod¡ redukcji
wariancji (importance sampling, A.4.2). W pierwszym etapie, w celu przezwy-
ci¦»enia trudno±ci zwi¡zanych z nieliniowym i zaszumionymcharakterem funkcji
granicznej, u»ywa si¦ adaptacyjnej aproksymacji tej funkcji, tworzonej na ba-
zie eksperymentów OLH, zob. dodatekB. Wykorzystuj¡c znajomo±¢ poªo»enia
punktu projektowego, w trakcie symulacji losowych konstruowana jest wielo-
modalna funkcja g¦sto±ci losuj¡cej, która zapewni¢ ma wymagan¡ dokªadno±¢
oszacowania prawdopodobie«stwa awarii.
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Metoda Z3M ª¡czy zalety analizy niezawodno±ci pierwszego rz¦du (FORM),
metodologii powierzchni odpowiedzi (metoda wa»onej regresji) oraz symulacyj-
nej techniki importance sampling. Poni»sza prezentacja, ukazuj¡c podstawowe
skªadniki algorytmu, przedstawia równie» propozycje rozwi¡za« maj¡cych na
celu popraw¦ jego efektywno±ci. Pewne szczegóªowe rozwa»ania dotycz¡ce do-
boru parametrów steruj¡cych zawarto równie» przy okazji analizy przykªadu
w podrozdziale6.1.

5.1.1. Etap pierwszy: Poszukiwanie punktu projektowego

Gªównym zamysªem twórców algorytmu jest zapewnienie jego zbie»no±ci na-
wet dla silnie nieliniowych funkcji granicznych. Punkt projektowy znajdowany
jest w wyniku iteracyjnej procedury lokalizacji jego przybli»onego poªo»enia dla
bie»¡cej aproksymacji funkcji granicznej w obr¦bie tzw. obszaru dopuszczal-
nego (ang.trust region). Wyznaczone przybli»enie punktu projektowego sªu»y
nast¦pnie do uaktualnienia zarówno poªo»enia obszaru dopuszczalnego, jak i po-
wierzchni odpowiedzi aproksymuj¡cej funkcj¦ graniczn¡. Proces kontynuowany
jest a» do speªnienia kryterium zbie»no±ci. Po transformacji oryginalnych zmien-
nych losowych do przestrzeni standardowej (zob. podrozdziaª A.2) poszczególne
kroki tego etapu metody Z3M zapisa¢ mo»na nast¦puj¡co:

1. De�nicja pocz¡tkowego obszaru dopuszczalnego � okre±lenie jego poªo»e-
nia i rozmiaru .
Zazwyczaj jako pocz¡tkowy obszar dopuszczalny przyjmuje si¦ hiperkost-
k¦ o ±rodku w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych i boku o wymiarze na
tyle du»ym, aby obszar ten zawieraª realizacje zmiennych odpowiadaj¡ce
zarówno pracy bezpiecznej, jak i awarii. Oczywi±cie, takiezaªo»enie wy-
maga pewnej uprzedniej wiedzy na temat analizowanego problemu. Je±li
informacje tego typu nie s¡ dost¦pne, to przyj¦cie pocz¡tko wego obszaru
dopuszczalnego jako hiperkostki o boku równym6 wydaje si¦ by¢ wªa±ci-
wym wyborem w wi¦kszo±ci praktycznych zada« analizy niezawodno±ci.
Bok o dªugo±ci6 w przestrzeni standardowej odpowiada najcz¦±ciej za-
kresom [� 3� X i ; 3� X i ] zmiennych losowych, gdzie� X i , i = 1 ; : : : ; n, jest
odchyleniem standardowymi -tej zmiennej.

2. Generacja punktów eksperymentalnych przy pomocy planu OLH.
Punkty OLH s¡ realizacjami zmiennych losowych o jednostajnym rozkªa-
dzie prawdopodobie«stwa o warto±ciach oczekiwanych w ±rodku obszaru
dopuszczalnego i granicach okre±lonych przez rozmiary tego obszaru. Po
transformacji punktów do przestrzeni oryginalnej obliczane s¡ nast¦pnie
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odpowiadaj¡ce im warto±ci funkcji granicznej. Je±li liczba zmiennych nie
jest zbyt du»a, plan OLH mo»na zast¡pi¢ np. przez do±wiadczenie czynni-
kowe. Jednak plan oparty na koncepcji optymalnej hiperkostki ªaci«skiej
wydaje si¦ by¢ dobrym kompromisem pomi¦dzy ilo±ci¡ punktów a wymo-
giem równomiernego wypeªnienia obszaru dopuszczalnego.

3. Budowa lokalnej aproksymacji funkcji granicznej przy pomocy liniowej lub
kwadratowej powierzchni odpowiedzi.
W odró»nieniu od oryginalnej metody Z3M, do budowy aproksymacji
funkcji granicznej zastosowano metod¦ wa»onej regresji, która opisana
zostaªa w podrozdziale3.3 Zgodnie z przedstawion¡ tam koncepcj¡, war-
to±ci wspóªczynników odpowiadaj¡cych poszczególnym punktom planu
OLH uzale»niane s¡ od odlegªo±ci tych punktów od punktuu, w którym
poszukujemy aproksymacji funkcji granicznej. Funkcjaw(u � u i ) de�-
niowana jest w taki sposób, aby najwi¦kszy wpªyw na warto±¢ funkcji
granicznej w u miaªy te eksperymentyu i , które znajduj¡ si¦ w pobli»u.
W zwi¡zku z konieczno±ci¡ uaktualniania warto±ci wag, wspóªczynniki
równania regresji musz¡ by¢ wyznaczane za ka»dym razem, kiedy rozpa-
truje si¦ nowy punkt u. Zgodnie ze wzorami (3.42) i ( 3.43) aproksymacja
funkcji granicznej w przestrzeni standardowej przyjmuje posta¢

~h(u) = aT (u)b(u); (5.1)

gdzie
bb = ( A T WA )� 1A T Wh (5.2)

jest estymatorem nieznanych parametrówb, W jest diagonaln¡ macierz¡
wag, A jest macierz¡ regresji (zawiera warto±ci liniowo niezale»nych funk-
cji bazowych w punktach OLH), a jest wektorem funkcji bazowych, za±h
jest wektorem warto±ci funkcji granicznej obliczonych dlapunktów planu
OLH. Poniewa» jako funkcj¦ wagow¡ przyjmuje si¦ najcz¦±ciej wielowy-
miarow¡ wykªadnicz¡ funkcj¦ przypominaj¡c¡ funkcj¦ g¦sto ±ci prawdo-
podobie«stwa rozkªadu normalnego, dlatego niezerowe elementy macierzy
wag W maj¡ posta¢, por. (3.44),

wii = exp
�
�

1
2n� 2

nX

j =1

(uij � uj )2
�
; i = 1 ; : : : ; Ne; (5.3)

gdzie Ne jest liczb¡ punktów eksperymentalnych u»ytych do budowy
powierzchni odpowiedzi,uij oznaczaj -t¡ skªadow¡ i -tego punktu, j =
1; : : : ; n, i = 1 ; : : : ; Ne, uj jest j -t¡ skªadow¡ punktu u, a � jest parame-
trem ksztaªtu funkcji wagowej.
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4. Znalezienie przybli»onego poªo»enia punktu projektowegojako rozwi¡zania
problemu minimalizacji:

znale¹¢ wektor: u; (5.4)

minimalizuj¡cy: kuk2 = uT u; (5.5)

pod warunkiem: ~h(u) = 0 ; (5.6)

gdzie ~h(u) jest aproksymacj¡ funkcji granicznej dan¡ równaniem (5.1).
Do rozwi¡zania problemu (5.4)�( 5.6) stosuje si¦ jeden z algorytmów opi-
sanych w podrozdzialeA.3: algorytm ARF lub iHLRF. W znalezionym
punkcie projektowym obliczana jest dokªadna warto±¢ funkcji granicznej,
a wynik ten zostaje nast¦pnie dodany do bazy danych eksperymentalnych.

5. Zmiana wielko±ci obszaru dopuszczalnego
5.1 Je»eli znaleziony w poprzednim kroku punkt projektowyu � znajdu-

je si¦ wewn¡trz obszaru dopuszczalnego, to przesuwany jesttam jego
±rodek, a rozmiar (dªugo±¢ boku hiperkostki) jest redukowany. Stra-
tegia zmniejszania obszaru dopuszczalnego ma kluczowe znaczenie dla
zbie»no±ci metody Z3M. Rozwi¡zanie zaproponowane w [278] zakªada
redukcj¦ boku hiperkostki, np. zmniejszenie jego dªugo±cio poªow¦.
Niestety, szczególnie w przypadku zagadnie« z du»¡ liczb¡ zmiennych
losowych oraz zaszumion¡ funkcj¡ graniczn¡, podej±cie to powodowa¢
mo»e trudno±ci ze zbie»no±ci¡ algorytmu. Na podstawie wykonanych
testów numerycznych wydaje si¦, »e korzystniejszym rozwi¡zaniem jest
dzielenie w staªym stosunku obj¦to±ci obszaru dopuszczalnego, a nie je-
go boku, co prowadzi do mniej gwaªtownego zmniejszania obszaru do-
puszczalnego. Strategia ta omówiona zostanie szczegóªowoprzy okazji
analizy niezawodno±ci zgniatanej belki cienko±ciennej zaprezentowanej
w podrozdziale6.1.

5.2 W przypadku gdy rozwi¡zanie zadania (5.4)�( 5.6) znajduje si¦ poza
obszarem dopuszczalnym, wtedy rzutowane jest na brzeg obszaru do-
puszczalnego w kierunku jego ±rodka. Rzut punktu projektowego staje
si¦ nast¦pnie nowym ±rodkiem obszaru dopuszczalnego, a rozmiar ob-
szaru nie ulega zmianie. Czasami wskazane jest jednak, aby obszar do-
puszczalny zostaª powi¦kszony, szczególnie wtedy gdy kilka kolejnych
iteracji prowadzi do rozwi¡zania poza jego granicami. Zazwyczaj dzie-
je si¦ tak je»eli wpªyw szumu numerycznego jest znacz¡cy, a obszar
dopuszczalny zostaª ju» istotnie zmniejszony. W zaimplementowanej
wersji algorytmu Z3M obszar dopuszczalny rozszerzany jestw odwrot-
nej proporcji, ni» w przypadku operacji redukcji, za ka»dymrazem gdy
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w trzech kolejnych iteracjach punkt projektowy znajdowany jest poza
obszarem dopuszczalnym.

6. Powtarzanie kroków2 do 5 a» do speªnienia kryterium zbie»no±ci.
Sprawdzenie warunku zbie»no±ci wykonywane jest tylko wtedy gdy otrzy-
mana w danym kroku iteracyjnym aproksymacja punktu projektowego
znajduje si¦ w obszarze dopuszczalnym (zob. punkt5.1). W uzupeªnieniu
warunku dotycz¡cego odlegªo±ci pomi¦dzy kolejnymi poªo»eniami ±rodka
obszaru dopuszczalnego, zaimplementowane kryterium zbie»no±ci zawiera
sprawdzenie czy punkt projektowy znajduje si¦ na powierzchni granicz-
nej, h(u � ) = 0 . W celu zmniejszenia wpªywu szumu funkcji granicznej na
to kryterium, warto±¢ h(u � ) obliczana jest kilkakrotnie, a do sprawdze-
nia kryterium epsilonowej blisko±ci zera u»ywa si¦ oszacowanej warto±ci
±redniej tej wielko±ci.

Buduj¡c lokaln¡ aproksymacj¦ funkcji granicznej, w zadaniu analizy regresji wy-
korzystuje si¦ wszystkie punkty eksperymentalne, które znajduj¡ si¦ w obr¦bie
aktualnego obszaru dopuszczalnego, tzn. oprócz nowo wygenerowanych - tak»e
punkty z poprzednich iteracji.

5.1.2. Etap drugi: Budowa wielomodalnej g¦sto±ci losuj¡cej

Drugi etap metody Z3M wykorzystuje adaptacyjn¡ procedur¦ i mportance
sampling zaproponowan¡ przez Karamchandaniego i in. w pracy [116]. Teore-
tyczne podstawy symulacji importance sampling omówiono w dodatku A.4.2,
a najwa»niejsze wzory dotycz¡ce technik adaptacyjnych przedstawiono wA.4.3.
Poni»ej zaprezentowano opis dziaªania metody symulacji losowych zastosowanej
w Z3M:

1. WygenerowanieN1 realizacji zmiennych losowych przy pomocy funkcji g¦-
sto±ci zmiennychU przesuni¦tej nad znaleziony w pierwszym etapie punkt
projektowy. Obliczenie odpowiadaj¡cych realizacjom warto±ci funkcji gra-
nicznej.
W pracy [279] zasugerowano przyj¦cieN1 = 10 � 50, jakkolwiek wydaje
si¦ bardziej odpowiednim, aby uzale»ni¢ liczb¦N1 od wymiaru przestrzeni
n, np. N1 = 5n � 10n. Zgodnie z wprowadzon¡ w dodatkuA.4.2 konwen-
cj¡ oznaczania zmiennych �losuj¡cych� symbolemV oraz pami¦taj¡c, »e
realizacje zmiennych generowane s¡ w gaussowskiej przestrzeni standar-
dowej, g¦sto±¢ losuj¡ca u»ywana do wyznaczenia pierwszej próbki wyra»a
si¦ wzorem (por. (A.71)) ' n (v ; u � ; I ), gdzie u � jest punktem projekto-
wym.
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2. Zainicjowanie licznika iteracji k = 1 .

3. Wybór K punktów reprezentatywnych spo±ród wszystkich wygenerowanych
dotychczas realizacji.
Przez wszystkie realizacje rozumie si¦ punkty wygenerowane zarówno
w pierwszym jak i drugim etapie algorytmu Z3M. Pokazany schematycz-
nie na rys.5.1 algorytm wyboru punktów reprezentatywnych przedstawi¢
mo»na nast¦puj¡co:
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Rys. 5.1. Schemat wyboru punktów reprezentatywnych w proce durze budowania wielomodal-
nej g¦sto±ci losuj¡cej.

3.1 Pomi« dotychczasowy podziaª na punkty reprezentatywnei nierepre-
zentatywne.

3.2 Wybierz t¦ realizacj¦ zmiennych losowych z obszaru awarii, której od-
powiada najwy»sza warto±¢ oryginalnej funkcji g¦sto±ci prawdopodo-
bie«stwa ' n (v ; 0; I ). Oznacz j¡ jako pierwszy punkt reprezentatywny
v̂ (1) . Punkt ten pokrywa si¦ zazwyczaj z punktem projektowym, je±li
jednak iteracyjny proces poszukiwania punktu projektowego zako«czyª
si¦ w obszarze bezpiecznym lub gdy na warto±ci funkcji granicznej ma
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wpªyw szum numeryczny, wskazane jest wtedy, aby w algorytmie wy-
boru punktów reprezentatywnych uwzgl¦dni¢ rozszerzony obszar awa-
rii. Je±li taka analiza jest mo»liwa, wielko±¢ epsilonowego rozszerze-
nia powinna by¢ uzale»niona od amplitudy szumu funkcji granicznej,
np. punkt klasy�kowany byªby jako nale»¡cy do obszaru awarii je±li
h(v ) < � , gdzie � jest podwojonym odchyleniem standardowym war-
to±ci funkcji granicznej w punkcie projektowym. Je±li algorytm Z3M
zastosowano do zadania bez szumu numerycznego, to w pierwszej ite-
racji mo»na arbitralnie uzna¢ punkt projektowy za pierwszypunkt re-
prezentatywny.

3.3 Pomi« w dalszej cz¦±ci procedury wyboru wszystkie realizacje znaj-
duj¡ce si¦ wewn¡trz skupienia w ksztaªcie n-wymiarowej hipersfery
o ±rodku w wybranym ostatnio punkcie reprezentatywnym i promie-
nieniu równym poªowie odlegªo±ci punktu projektowego od pocz¡tku
ukªadu wspóªrz¦dnych, ku � k=2.

3.4 Spo±ród pozostaªych realizacji, tzn. punktów, które nie zostaªy wcze-
±niej pomini¦te i nie s¡ punktami reprezentatywnymi, znajd¹ realizacj¦
znajduj¡c¡ si¦ w obszarze awarii, której odpowiada najwi¦k sza warto±¢
funkcji g¦sto±ci prawdopodobie«stwa. Oznacz t¦ realizacj¦ jako kolejny
punkt reprezentatywny.

3.5 Powtarzaj kroki 3.3� 3.4 a» do �wyczerpania� zbioru wygenerowanych
realizacji zmiennych losowych.

4. Obliczenie wspóªczynnika zmienno±ci estymatora prawdopodobie«stwa awa-
rii � bPf

.
Dla N elementowej próbki, gdzieN = N1 + : : : + Nk , a k jest numerem
iteracji wspóªczynnik ten dany jest wzorem, por. (A.63) i ( A.75),

� (k)
bPf

=

q
Var[ bP (k)

f ]

bP (k)
f

; (5.7)
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s(j )
V (v ) jest wielomodaln¡ funkcj¡ g¦sto±ci losuj¡cej ( 5.11) utworzon¡ w

j -tej iteracji (w przypadku pierwszej iteracji s(1)
V (v ) = ' n (v ; v̂ (1) ; I )),

I � f (v ) jest funkcj¡ charakterystyczn¡ obszaru awarii, a przez v (j )
i ozna-

czono realizacje zmiennych losowych generowane przez funkcj¦ s(j )
V (v ).

Je»eli ju» dla pierwszejN1 punktowej próbki obliczona warto±¢� (1)
bPf

jest

mniejsza od pewnej warto±ci dopuszczalnej, wtedy nast¦puje przej±cie
bezpo±rednio do kroku6.

5. Budowa funkcji g¦sto±ci losuj¡cejs(k)
V (v ) przy u»yciu wyznaczonych w kro-

ku 3 punktów reprezentatywnych:

5.1 Dla ka»dego punktu reprezentatywnegôv (i ) , i = 1 ; : : : ; K , oblicz war-
to±¢ wspóªczynnika wagowego (zob. (A.74))

ŵ(i ) =
' n (v̂ (i ) ; 0; I )

KX

j =1

' n (v̂ (j ) ; 0; I )

: (5.10)

5.2 Zgodnie ze wzorem (A.73) zde�niuj wielomodaln¡ funkcj¦ g¦sto±ci s(k)
V (v )

jako wa»on¡ sum¦ funkcji g¦sto±ci prawdopodobie«stwa odpowiadaj¡-
cych poszczególnym punktom reprezentatywnym

s(k)
V (v ) =

KX

i =1

ŵ(i ) ' n (v ; v̂ (i ) ; I ); (5.11)

gdzie ' n (v ; v̂ (i ) ; I ) oznacza standardow¡ funkcj¦ g¦sto±ci rozkªadu nor-
malnego o warto±ciach ±rednich przesuni¦tych doi -tego punktu repre-
zentatywnego v̂ (i ) .

5.3 Zwi¦ksz licznik iteracji, k = k + 1 ,
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5.4 Wygeneruj Nk dodatkowych realizacji zmiennych losowych u»ywaj¡c
funkcji ( 5.11). Wielko±¢ próbki przyjmuje si¦ zazwyczaj jako wielo-
krotno±¢ liczby punktów reprezentatywnychK , np. Nk = 5K � 20K .
Oblicz warto±ci funkcji granicznej odpowiadaj¡ce wygenerowanym re-
alizacjom.

5.5 Oblicz warto±ci bP (k)
f , Var[ bP (k)

f ] oraz wspóªczynnika zmienno±ci estyma-

tora � (k)
bPf

na podstawie wzorów (5.7)�( 5.9) u»ywaj¡c utworzonej w 5.2

g¦sto±ci losuj¡cej. Je»eli wspóªczynnik zmienno±ci jest wi¦kszy od przy-
j¦tej warto±ci dopuszczalnej, wtedy wyznacz nowe punkty reprezenta-
tywne zgodnie z procedur¡ opisan¡ w kroku 3, a nast¦pnie powtórz
wszystkie dziaªania podane w kroku5. Je±li � (k)

bPf
jest mniejsze od war-

to±ci dopuszczalnej, to przejd¹ do kroku6. W pracy [278] sugerowa-
no, aby warto±ci dopuszczalne wspóªczynnika zmienno±ci estymatora
przyjmowa¢ w granicach0:2 � 0:3.

6. Zwi¦kszenie licznika iteracji, k = k + 1 .

7. WygenerowanieNk realizacji zmiennych losowych przy pomocy rozkªadu
wielomodalnego(5.11) dla ko«cowej kon�guracji punktów reprezentatyw-
nych.

8. Sprawdzenie warunku zbie»no±ci.
Obliczona ze wzoru (5.8) warto±¢ estymatora prawdopodobie«stwa awarii
sªu»y do sprawdzenia nast¦puj¡cego kryterium zbie»no±ci

j bP (k)
f � bP (k� 1)

f j

bP (k� 1)
f

6 " ; (5.12)

gdzie " jest zaªo»on¡ tolerancj¡ (np. " = 0 :1). Dodatkowo wymaga si¦,
aby warto±¢ wspóªczynnika zmienno±ci� (k)

bPf
pozostaªa poni»ej warto±ci

dopuszczalnej. W przypadku nie speªnienia powy»szych warunków nast¦-
puje powrót do kroku 6.

Kilka cech wymienionego wy»ej algorytmu czyni go szczególnie przydatnym
w przypadku nieliniowych i kosztownych obliczeniowo problemów analizy nieza-
wodno±ci. Do problemów tych zaliczy¢ mo»na analiz¦ niezawodno±ci w zagadnie-
niach dotycz¡cych wytrzymaªo±ci zderzeniowej, jak równie» zadania, w których
zakªada si¦ losowo±¢ parametrów opisuj¡cych geometri¦ konstrukcji, gdzie szum
numeryczny funkcji granicznej generowany jest w wyniku adaptowania siatki
elementów sko«czonych. W tym kontek±cie mo»na wymieni¢ nast¦puj¡ce zalety
metody Z3M:
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� Ze wzgl¦du na zastosowanie w algorytmie poszukiwania punktu projekto-
wego adaptacyjnej aproksymacji funkcji granicznej, zbie»no±¢ pierwszego
etapu metody mo»na stosunkowo ªatwo uzyska¢ nawet w przypadku wy-
st¦powania szumu numerycznego.

� Eksperymenty numeryczne wygenerowane w pierwszym etapie metody
s¡ nast¦pnie u»ywane w procedurze wyznaczania punktów reprezenta-
tywnych w adaptacyjnym algorytmie importance sampling.

� W sposób elastyczny mo»na kontrolowa¢ dokªadno±¢ metody i zwi¡zane
z ni¡ nakªady obliczeniowe. Je±li nie wymaga si¦ wysokiej precyzji oszaco-
wania prawdopodobie«stwa awarii albo nie mo»na sobie na to pozwoli¢ ze
wzgl¦du na ograniczony bud»et analizy niezawodno±ci, wtedy drugi etap
algorytmu mo»e by¢ pomini¦ty.

� Dzi¦ki procedurze budowania wielomodalnej g¦sto±ci losuj¡cej metoda
posiada mo»liwo±¢ uwzgl¦dniania wpªywu wielokrotnych punktów pro-
jektowych.

5.1.3. Szum numeryczny generowany przez losow¡ geometri¦ konstrukcji.
Analiza FORM przy u»yciu procedury Z3M

Pozostawiaj¡c szczegóªowe omówienie efektywno±ci algorytmu Z3M do przy-
kªadu analizy niezawodno±ci zgniatanej dynamicznie belkicienko±ciennej (pod-
rozdziaª 6.1), poni»ej przedstawiono u»ycie pierwszego etapu Z3M w zadaniu
gdzie szum numeryczny funkcji granicznej wywoªany jest przez zmienne losowe
opisuj¡cych geometri¦ konstrukcji. Poniewa» ka»da realizacja takich zmiennych
niesie za sob¡ konieczno±¢ uaktualniania siatki elementówsko«czonych, dlatego
na warto±¢ funkcji granicznej wpªyw ma nie tylko nowa geometria konstrukcji
lecz tak»e zmieniona dyskretyzacja MES, b¦d¡ca konsekwencj¡ nowej geometrii.

Rozpatrzmy trójk¡tn¡ tarcz¦ z otworem koªowym pokazan¡ na r ys. 5.2.
Znajduj¡c¡ si¦ w pªaskim stanie napr¦»enia stalowa tarcza poddana jest obci¡-
»eniu jednostajnemu przyªo»onemu na fragmencie poziomej kraw¦dzi. Pionowa
kraw¦d¹ jest utwierdzona. Grubo±¢ tarczy przyj¦to równ¡ 0:3 cm. Model pro-
babilistyczny konstrukcji skªada si¦ z pi¦ciu zmiennych losowych o rozkªadzie
normalnym, których opis (warto±ci oczekiwane oraz odchylenia standardowe)
podano w tab. 5.1.

Awari¦ konstrukcji zde�niowano jako przekroczenie w dowolnym punkcie tar-
czy dopuszczalnego zredukowanego napr¦»enia Hubera-MisesaSa = 21 kN/cm 2,
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Rys. 5.2. Rysunek lewy - wymiary tarczy. Rysunek prawy - siat ka MES, obci¡»enie oraz
warunki podparcia. Wymiary podano w centymetrach.

Tablica 5.1. Parametry gaussowskich rozkªadów prawdopodobie«stwa zmiennych losowych
z przykªadu analizy niezawodno±ci tarczy trójk¡tnej, rys. 5.2. Ostatnia kolumna - wspóªrz¦dne
punktu projektowego.

Zmienna Opis Warto±¢ Odchylenie Warto±¢ w
oczekiwana standardowe punkcie proj.

X 1 wsp. x ±rod. otworu 7:32cm 0:1cm 7:50cm
X 2 wsp. y ±rod. otworu 7:32cm 0:1cm 7:45cm
X 3 promie« otworu 5:0cm 0:1cm 5:07cm
X 4 warto±¢ obci¡»enia 4:0kN/cm 0:4kN/cm 4:76kN/cm
X 5 moduª Younga 21000kN/cm 2 2100kN/cm 2 20089kN/cm 2

co prowadzi do nast¦puj¡cego wyra»enia na funkcj¦ graniczn¡:

g(X ) = 1 �
max[S(X )]

Sa
; (5.13)

gdzie max[S(X )] oznacza maksymalne napr¦»enie Hubera-Misesa obliczone
w punktach w¦zªowych siatki. Jak ju» wspomniano, zmiany poªo»enia oraz wiel-
ko±ci otworu powoduj¡ ka»dorazow¡ rekon�guracj¦ siatki elementów. W zwi¡zku
z tym, odlegªo±¢ najbli»szego w¦zªa od punktu gdzie wyst¦puje maksimum na-
pr¦»e«, nawet przy do±¢ g¦stym podziale na elementy, jest zaka»dym razem
inna, a obliczane warto±ci funkcji granicznej obarczone s¡pewn¡ dodatkow¡,
trudn¡ do oceny, niepewno±ci¡.
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Zaszumiony charakter funkcji (5.13) uniemo»liwia u»ycie klasycznych metod
poszukiwania punktu projektowego, takich jak iHLRF czy ARF (zob. dodatek
A.3), dlatego w analizowanym przykªadzie zastosowano adaptacyjn¡ technik¦
powierzchni odpowiedzi zaprezentowan¡ w pierwszym etapiealgorytmu Z3M.

Aproksymacje funkcji granicznej tworzone byªy na podstawie 50-cio punk-
towych planów eksperymentów numerycznych OLH. Jako metod¦aproksyma-
cji przyj¦to regresj¦ wa»on¡, zob. ( 5.1)�( 5.3), z liniowymi funkcjami bazowymi.
Rozpoczynaj¡c w punkcie warto±ci oczekiwanych, zbie»no±¢algorytmu uzyskano
po 10 iteracjach. Otrzymany wska¹nik niezawodno±ci pierwszegorz¦du � FORM

wynosi 2:99, co odpowiada prawdopodobie«stwu awariiP FORM
f = 1 :4 � 10� 3.

Porównuj¡c warto±ci realizacji zmiennych losowych w punkcie projektowym
z odpowiednimi warto±ciami oczekiwanymi (zob. tab.5.1) mo»na zauwa»y¢ je-
dynie niewielkie ró»nice w przypadku zmiennych opisuj¡cych geometri¦ oraz
moduª Younga. Z drugiej strony, w sposób istotny wzrosªa warto±¢ obci¡»enia,
co okazuje si¦ by¢ najbardziej prawdopodobn¡ przyczyn¡ awarii.

W przedstawionym przykªadzie analiza stanu napr¦»enia przeprowadzona
zostaªa przy pomocy komercyjnego programu elementów sko«czonych ABA-
QUS. Sama integracja programu ABAQUS z programem do analizy niezawod-
no±ci nie jest zadaniem trywialnym. Problematyka ta zostanie szczegóªowo omó-
wiona w rozdziale8 (punkt 8.3.1) na przykªadzie integracji z systemem STAND,
który rozwijany jest w Pracowni Niezawodno±ci i Optymalizacji IPPT PAN.

5.2. Metoda poprawy niezawodno±ci z wykorzystaniem losowych
symulacji OLH

Prezentowana metoda ma na celu szybk¡ popraw¦ niezawodno±ci konstrukcji
przy pomocy symulacji losowych wykorzystuj¡cych koncepcj¦ optymalnej ªaci«-
skiej hiperkostki. Chocia» zaprojektowana zostaªa jako technika rozwi¡zywania
zadania optymalizacji niezawodno±ciowej (zob. (2.15)�( 2.19)), to ze wzgl¦du na
swoj¡ specy�k¦ oraz planowany zakres zastosowa« bardziej wªa±ciwe jest mó-
wienie o tej metodzie w kontek±cie poprawy niezawodno±ci konstrukcji, a nie
w kontek±cie poszukiwania konstrukcji optymalnej. Zalet¡ algorytmu wydaje
si¦ by¢ du»a efektywno±¢ w przypadku umiarkowanej liczby zmiennych loso-
wych oraz wtedy, gdy konstrukcj¦ wyj±ciow¡ cechuje stosunkowo niski poziom
niezawodno±ci.

W przeciwie«stwie do algorytmu Z3M metoda ta nie korzysta z »adnych
aproksymacji funkcji granicznej. O ile bowiem umiej¦tnie zastosowana metoda
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powierzchni odpowiedzi stanowi¢ mo»e bardzo przydatne narz¦dzie zarówno
w analizie niezawodno±ci jak te» rozwi¡zywaniu problemów optymalizacji, o ty-
le nieprzemy±lane u»ywanie standardowych metod aproksymacji funkcji wielu
zmiennych w przypadku funkcji silnie nieliniowych, prowadzi¢ niekiedy mo»e do
zbytnich uproszcze« oraz wyników obarczonych znacznym bª¦dem. Z funkcjami
takimi mamy cz¦sto do czynienia gdy skªadnik szumowy jest znacz¡cy lub gdy
opisywana odpowied¹ konstrukcji ma charakter nieci¡gªy (tak jak w niektórych
przypadkach analizy stateczno±ci konstrukcji).

Z powy»szych powodów tworzenie powierzchni odpowiedzi modeluj¡cej za-
chowanie si¦ tych elementów pojazdów, które pochªaniaj¡ energi¦ zderze«, za-
liczy¢ nale»y do zada« wyj¡tkowo trudnych i wymagaj¡cych du»ej wiedzy i do-
±wiadczenia. Po±ród prac naukowych odnale¹¢ nawet mo»na bardzo negatywne
opinie, kwestionuj¡ce sam¡ zasadno±¢ prowadzenia optymalizacji czy te» analizy
niezawodno±ci tego typu konstrukcji w oparciu o matematyczn¡ aproksymacj¦
ich odpowiedzi, zob. [165].

Dystansuj¡c si¦ od tak ostro sformuªowanych wniosków, o czym ±wiadczy
chocia»by tematyka niniejszego opracowania, nale»y przyzna¢ i» metody rz¦du
zerowego lub metody pseudolosowego przeszukiwania maj¡ swoje bezsprzecz-
ne zalety, do których nale»¡ prostota implementacji i unikni¦cie problemu bª¦-
dów aproksymacji. Mimo, i» nie maj¡ one reputacji efektywnych obliczeniowo,
to w pracy [228] pokazano, »e w pewnych przypadkach u»ycie metod losowe-
go przeszukiwania z wykorzystaniem ªaci«skich hiperkostek w rozwi¡zywaniu
zada« optymalizacji mo»e da¢ bardzo dobre wyniki w porównaniu do metod
opartych na u»yciu powierzchni odpowiedzi.

W przedstawionej ni»ej metodzie zaproponowano wykorzystanie wspóªczyn-
ników korelacji pomi¦dzy funkcjami ogranicze« a zmiennymilosowymi, których
warto±ci oczekiwane s¡ zmiennymi projektowymi w zadaniu optymalizacji. War-
to±ci tych wspóªczynników sªu»¡ nast¦pnie do wyboru kierunku zmian wektora
zmiennych projektowych. Zastosowany w algorytmie plan OLHpeªni podwójn¡
rol¦. Pomaga jak najlepiej zbada¢ przestrze« zmiennych projektowych, jak rów-
nie» sªu»y do efektywnego szacowania warto±ci wspóªczynników korelacji, por.
podrozdziaª4.1.

5.2.1. Sformuªowanie problemu

Przyjmijmy, »e X = f X 1; X 2; : : : ; X r g jest wektorem niezale»nych zmiennych
losowych, których rozkªady prawdopodobie«stwa stanowi¡ probabilistyczny
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model konstrukcji. Je±li w rzeczywisto±ci zmienne nie s¡ niezale»ne, to koniecz-
ne jest zastosowanie odpowiedniej transformacji (zob. dodatek A.2). Przyjmijmy
nast¦pnie, »e jako zmienne projektowe wybrano warto±ci oczekiwane n zmien-
nych losowych, gdzien � r . Oznaczaj¡c wektor zmiennych projektowych sym-
bolem y i zakªadaj¡c w celu uproszczenia zapisu, »e zmienne te odpowiadaj¡ n
pierwszym zmiennym losowym, mamy

y = f y1 = � X 1 ; y2 = � X 2 ; : : : ; yn = � X n g; n � r: (5.14)

W zale»no±ci od charakteru zmiennej losowejX i , i = 1 ; : : : ; n, jej odchylenie
standardowe pozostaje staªe w procesie optymalizacji lub zmienia si¦ proporcjo-
nalnie do warto±ci oczekiwanej zgodnie z ustalonym wspóªczynnikiem zmienno-
±ci � X i = � X i =� X i .

Zadanie optymalizacji niezawodno±ciowej/poprawy niezawodno±ci dane jest
w nast¦puj¡cy sposób (por. sformuªowanie (2.15)�( 2.19)):

znajd¹ warto±ci zmiennych: y 2 Rn ; (5.15)

minimalizuj¡ce: f (y ); (5.16)

przy ograniczeniach: P[gi (X ) � 0] � pa
i ; i = 1 ; : : : ; kg; (5.17)

lyj � yj � uyj ; j = 1 ; : : : ; n; (5.18)

gdzief (y ) jest funkcj¡ celu, gi (x), i = 1 ; : : : ; kg, s¡ funkcjami ogranicze« tworz¡-
cymi ograniczenia niezawodno±ciowe,pa

i s¡ dopuszczalnymi warto±ciami praw-
dopodobie«stw awarii, alyj i uyj , j = 1 ; : : : ; n, s¡ odpowiednio dolnymi i górny-
mi ograniczeniami prostymi. Ograniczenia (5.17) przedstawiaj¡ zbiór warunków
gi (x) � 0, których speªnienie dopuszcza si¦ jedynie z bardzo maªym prawdopo-
dobie«stwempa

i , lub zapisuj¡c inaczej Pf i � pa
i , gdziePf i jest prawdopodobie«-

stwem awarii.

Nale»y zaznaczy¢, »e metoda Monte Carlo, która u»ywana b¦dzie do ob-
liczania warto±ci prawdopodobie«stwa awarii, prowadzi dobardzo zgrubnych
oszacowa« w przypadku maªo licznych próbek i w przypadku gdywymagania
dotycz¡ce niezawodno±ci konstrukcji s¡ wysokie, zob. dodatek A strona 277.
Decyduj¡c si¦, np. na stosowanie próbek nie zawieraj¡cych wi¦cej ni» 100 reali-
zacji zmiennych losowych (co jest do±¢ realistycznym zaªo»eniem dla wielu kosz-
townych obliczeniowo problemów analizy niezawodno±ci) i ustalaj¡c pa

i = 0 :01,
ograniczenia (5.17) powinno si¦ sformuªowa¢ jako:gi (x) � 0 dla wszystkich re-
alizacji x wchodz¡cych w skªad próbki. W rzeczywisto±ci, aby zagwarantowa¢
dobr¡ estymacj¦ (wspóªczynnik zmienno±ci estymatora< 0:1) prawdopodobie«-
stwa awarii rz¦du 0:01 próbka musi skªada¢ si¦ z okoªo1000punktów.
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Generowanie realizacji wedªug planów OLH pozwala na uzyskanie pewnego
polepszenia efektywno±ci estymacji prawdopodobie«stwa awarii, zob. [186,277],
ale nadal w porównaniu do standardowej metody Monte Carlo nie jest to zmiana
jako±ciowa. Pomimo to, poniewa» gªównym celem metody jest poprawa nieza-
wodno±ci rozwi¡zania charakteryzuj¡cego si¦ stosunkow¡ wysokim prawdopo-
dobie«stwem awarii, a nie poszukiwanie optimum, dlatego akceptuje si¦ ograni-
czon¡ dokªadno±¢ metody symulacji losowych OLH.

5.2.2. Opis algorytmu

Proponowana metoda rozwi¡zania problemu (5.15)�( 5.18) mo»e by¢ zakla-
sy�kowana jako metoda losowego przeszukiwania. W celu znalezienia pocz¡t-
kowych warto±ci wektora zmiennych projektowych, jak równie» jego wszystkich
kolejnych iteracji, u»ywa si¦ techniki symulacji OLH. Podstawow¡ zasad¡ algo-
rytmu jest wybieranie nast¦pnej iteracji zmiennych projektowych jedynie spo-
±ród punktów (realizacji) wygenerowanych do tej pory, tychdla których obli-
czono warto±ci zarówno funkcji celu jak i funkcji ogranicze« gi (x), i = 1 ; : : : ; kg.
Post¦puj¡c w ten sposób, w przeciwie«stwie do metod wykorzystuj¡cych kon-
cepcj¦ powierzchni odpowiedzi, unika si¦ jakichkolwiek zaªo»e« dotycz¡cych po-
staci funkcji celu oraz ogranicze«. Rezygnacja z aproksymacji oraz porusza-
nie si¦ jedynie po sprawdzonych rozwi¡zaniach czyni¡ algorytm podobnym do
metody opracowanej przez Marczyka [165] i zaimplementowanej w programie
ST-ORM [227].

5.2.2.1. Wybór punktu startowego

W przypadku braku preferencji co do pocz¡tkowych warto±ci zmiennych pro-
jektowych, punkt startowy wybiera si¦ na podstawie analizy wyników odpowia-
daj¡cych realizacjom wygenerowanym zgodnie z planem OLH. Wtym celu ory-
ginalne rozkªady prawdopodobie«stwa zmiennych losowych odpowiadaj¡cych
zmiennym projektowym, X i , i = 1 ; : : : ; n, zamieniane s¡ na rozkªady jedno-
stajne o granicach okre±lonych przezlyi , uyi , i = 1 ; : : : ; n. Nast¦pnie generowana
jest próbka N realizacji tak zmody�kowanych zmiennych, dla których obliczane
s¡ warto±ci funkcji f i gi , i = 1 ; : : : ; kg. Ten punkt, który speªniaj¡c ograni-
czenia gi (x) > 0 minimalizuje warto±¢ funkcji celu, wybierany jest jako punkt
startowy. Oznacza to, »e warto±ci oczekiwane zmiennychX i , i = 1 ; : : : ; n, przyj-
muj¡ odpowiednie warto±ci wspóªrz¦dnych punktu pocz¡tkowego. Przywraca
si¦ oryginalne funkcje g¦sto±ci rozkªadów prawdopodobie«stwa z nowymi war-
to±ciami oczekiwanymi i pocz¡tkowymi warto±ciami odchyle« standardowych.
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W przypadku zaªo»enia staªego wspóªczynnika zmienno±ci, warto±¢ odchylenia
standardowego musi by¢ obliczona proporcjonalnie do warto±ci oczekiwanej.

Powodem zmiany typów rozkªadów prawdopodobie«stwa jest d¡»enie do
równomiernego wypeªnienia punktami testowymi caªego zakresu zmiennych pro-
jektowych. Poza tym, do poszukiwania punktu startowego u»ywa si¦ specjalnie
zmody�kowanej optymalnej hiperkostki ªaci«skiej, zob. paragraf 5.2.3.

5.2.2.2. Kryterium wyboru nast¦pnej iteracji zmiennych projektowych

Na ka»dym kroku iteracyjnym algorytmu, zgodnie z przyj¦tym planem OLH,
losowanych jest N realizacji wektora X . Po obliczeniu odpowiadaj¡cych po-
szczególnym realizacjom warto±ci funkcjif i gi , i = 1 ; : : : ; kg, spo±ród wygene-
rowanych punktów wybierane jest nowe przybli»enie rozwi¡zania. Zastosowan¡
strategi¦ wyboru opisa¢ mo»na nast¦puj¡co:

Na pocz¡tku szacowane s¡ warto±ci ogranicze« niezawodno±ciowych (5.17).
Oznaczmy przezI zbiór indeksów tych ogranicze«, które nie s¡ speªnione (s¡
aktywne)

I = f i : 1 � i � kg; P[gi (X ) � 0] > p a
i g: (5.19)

Nast¦pnie, bior¡c pod uwag¦ jedynie wyniki dla ostatniej pr óbki, oblicza si¦
wspóªczynniki korelacji pomi¦dzy zmiennymi losowymiX i , i = 1 ; : : : ; n, a funk-
cjami ogranicze«gj (x), j 2 I . Przyjmuj¡ one posta¢

� ij =

NX

k=1

[x(k)
i � �x i ][gj (x (k) ) � �gj ]

vu
u
t

NX

k=1

[x(k)
i � �x i ]2

vu
u
t

NX

k=1

[gj (x (k) ) � �gj ]2

; i = 1 ; : : : ; n; j 2 I; (5.20)

gdzie � ij = � (X i ; gj ), �x i i �gj s¡ obliczonymi na podstawie próbki warto±cia-

mi ±rednimi, a x(k)
i oznaczai -t¡ skªadow¡ k-tej realizacji wektora losowegoX .

Otrzymane wspóªczynniki korelacji odgrywaj¡ zasadnicz¡ rol¦ w wyborze kie-
runku poszukiwania nowych warto±ci zmiennych projektowych, a dokªadniej,
w wyodr¦bnieniu podzbioru wygenerowanych punktów, z którego wybrana b¦-
dzie nast¦pna iteracja zmiennych projektowych. Ze zbioru tego mo»na od razu
wyeliminowa¢ te realizacje,x (k) , które nie speªniaj¡ ogranicze« prostych (5.18)
lub warunków gi (x (k) ) > 0, i = 1 ; : : : ; kg. W dalszej cz¦±ci przez~I oznacza¢
b¦dziemy zbiór indeksów punktów speªniaj¡cych powy»sze kryteria
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~I = f k : 1 � k � N; gi (x (k) ) � 0; i = 1 ; : : : ; kg;

i lyj � x(k)
j � uyj ; j = 1 ; : : : ; ng: (5.21)

Ze zbioru f x (i ) : i 2 ~I g chcemy wybra¢ taki punkt, który daje najwi¦ksze szanse
na popraw¦ niespeªnionych obecnie ogranicze« niezawodno±ciowych. W tym celu
dla ka»dej zmiennej projektowej obliczane jest nast¦puj¡ce wyra»enie

bi =
X

j 2 I

� (X i ; gj )
�

1 + P[gj (X ) < 0]
�

; i = 1 ; : : : ; n: (5.22)

Je±li bi ma warto±¢ dodatni¡, wtedy rozpatrywane s¡ jedynie te punkty, któ-
rych i -ta wspóªrz¦dna jest wi¦ksza od warto±ci oczekiwanej� X i , a w przypadku
bi < 0 bierze si¦ pod uwag¦ tylko punkty speªniaj¡ce warunek x(j )

i < � X i , j 2 ~I .
Przypadek bi = 0 nie eliminuje »adnych realizacji ze zbioru. Pomysª przy±wieca-
j¡cy wprowadzeniu wyra»enia (5.22) wynika z ch¦ci wykorzystania informacji,
które niesie ze sob¡ wspóªczynnik korelacji. Przyjmuj¡c warto±ci od � 1 do 1,
stanowi on miar¦ liniowo±ci relacji pomi¦dzy zmiennymi losowymi a funkcjami
ogranicze«. Wyst¦puj¡cy we wzorze wspóªczynnik wagowy (w nawiasach) ma za
zadanie uwzgl¦dnienie zakresu przekroczenia dopuszczalnej warto±ci prawdopo-
dobie«stwa awarii.

Ze wzgl¦du na nieliniowy charakter funkcji ogranicze« mo»esi¦ zdarzy¢, »e
opisana powy»ej procedura wyboru wykluczy ze zbioru rozpatrywanych realiza-
cji takie, które potencjalnie mogªyby by¢ kandydatami na now¡ iteracj¦ warto-
±ci zmiennych projektowych. Aby unikn¡¢ podobnych sytuacji, do wybranych
wcze±niej punktów z próbki dodaje si¦ (o ile takie istniej¡) realizacje, w przy-
padku których warto±ci funkcji gi , i 2 I , s¡ wi¦ksze od odpowiednich warto±ci
dla punktu wybranego w poprzednim kroku jako aktualna iteracja zmiennych
projektowych.

W celu zilustrowania omawianej procedury rozwa»my przykªad z trzema
zmiennymi projektowymi, gdzie na typowym kroku algorytmu losowanych jest
50 realizacji zmiennych losowych. Warto±ci dopuszczalnych prawdopodobie«stw
awarii pa (zob. (5.17)) s¡ takie same dla wszystkich ogranicze« i wynosz¡0:01.
Zaªó»my tak»e, »e rozpatruje si¦4 funkcje ogranicze«,gi (x), i = 1 ; : : : ; 4, i »e na
danym kroku iteracyjnym funkcje te przyj¦ªy warto±ci ujemne dla odpowiednio
20, 10, 3 i 15 punktów z próbki OLH. Po obliczeniu wspóªczynników korelacji
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(w poni»szej tabeli), oblicza si¦ nast¦pnie warto±cibi , i = 1 ; : : : ; 3,

g1 g2 g3 g4

X 1 � 0:6 � 0:1 0:8 � 0:2

X 2 0:01 0:5 � 0:9 � 0:3

X 3 0:65 0:2 � 0:3 0:1

b1 = � 0:6
�

1 +
20
50

�
� 0:1

�
1 +

10
50

�
+ 0 :8

�
1 +

3
50

�
� 0:2

�
1 +

15
50

�
= � 0:37;

b2 = 0 :01
�

1 +
20
50

�
+ 0 :5

�
1 +

10
50

�
� 0:9

�
1 +

3
50

�
� 0:3

�
1 +

15
50

�
= � 0:73;

b3 = 0 :65
�

1 +
20
50

�
+ 0 :2

�
1 +

10
50

�
� 0:3

�
1 +

3
50

�
+ 0 :1

�
1 +

15
50

�
= 0 :96:

Zgodnie z zaproponowan¡ strategi¡, punktami ze zbioruf x (i ) ; i 2 ~I g, spo±ród
których wybrane b¦dzie nast¦pne przybli»enie punktu optymalnego, b¦d¡ punk-
ty speªniaj¡ce warunki x(i )

1 < � X 1 , x(i )
2 < � X 2 i x(i )

3 > � X 3 oraz ewentualnie
wspomniane ju» punkty dodatkowe.

W przypadku du»ej liczby zmiennych projektowych jest bardzo prawdopo-
dobne, »e »adna z wylosowanych realizacji nie speªni wszystkich kryteriów na-
rzuconych przez znaki warto±cibi , i = 1 ; : : : ; n. Wtedy konieczne jest wygene-
rowanie dodatkowych punktów (co najmniej jednego) w obszarze okre±lonym
przez �kierunki� bi . Oczywi±cie, nowy punkt rozpatrywany jest jedynie wtedy,
je±li speªnia wszystkie ograniczenia, zob. (5.21).

Po wyodr¦bnieniu zbioru potencjalnych rozwi¡za« zadania nale»y wprowa-
dzi¢ dodatkowe kryterium pozwalaj¡ce na wybór rozwi¡zania preferowanego.
W zamieszczonych w niniejszej pracy przykªadach zastosowa« algorytmu przy-
j¦to kryterium postaci

� (x) = wf
~f (x) �

kgX

i =1

wi ~gi (x); (5.23)

gdzie ~f (x) i ~gi (x), i = 1 ; : : : ; kg, s¡ znormalizowanymi warto±ciami funkcji celu
oraz ogranicze«, awf i wi s¡ wspóªczynnikami wagowymi. Realizacja zmiennej
losowejx̂ , która minimalizuje funkcj¦ � przyjmowana jest jako nast¦pna iteracja
rozwi¡zania, tzn. yi = x̂ i , i = 1 ; : : : ; n.
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Istnieje pewna dowolno±¢ je±li chodzi o dobór warto±ci wspóªczynników wa-
gowych. Przyj¦cie np. wf jako

wf = exp

 

1 �
P[gj (X ) < 0]

1 � pa
k

!

; (5.24)

gdzie j jest indeksem �najbardziej aktywnego� ograniczenia niezawodno±ciowe-
go, preferuje punkty, które prowadz¡ przede wszystkim do speªnienia ogranicze«
niezawodno±ciowych. Podobny efekt mo»na osi¡gn¡¢ wprowadzaj¡c nast¦puj¡c¡
de�nicj¦ wspóªczynników wi , i = 1 ; : : : ; kg:

wi = 1 + P[gi (X ) < 0]: (5.25)

Pomini¦cie w powy»szym wzorze jedynki powoduje uwzgl¦dnienie jedynie ak-
tywnych ogranicze« niezawodno±ciowych. Dobór wspóªczynników wagowych po-
dyktowany czasem bywa kosztem otrzymania warto±ci funkcjicelu oraz funkcji
ogranicze«. Je±li nie mo»na pozwoli¢ sobie na wiele iteracji algorytmu u»ywa-
j¡c wystarczaj¡co licznych próbek lub gdy gªównym zadaniemprojektanta jest
poprawa niezawodno±ci wyj±ciowej konstrukcji, wtedy przyjmuje si¦ wf = 0 ,
a proces iteracyjny zatrzymywany jest zaraz po znalezieniurozwi¡zania speª-
niaj¡cego ograniczenia niezawodno±ciowe.

5.2.3. Zmody�kowany plan OLH

Koncepcja ªaci«skiej hiperkostki zapewnia równomierne rozªo»enie punktów
eksperymentalnych przy rzutowaniu ich na dowoln¡ z osi wspóªrz¦dnych, zob.
dodatek B. Ponadto, optymalne hiperkostki - OLH prowadz¡ do równomierne-
go rozmieszczenia punktów w hiperkostcer -wymiarowej, gdzier jest wymiarem
wektora losowego. Pozwala to na unikni¦cie skupie« eksperymentów w pewnych
obszarach i pozostawienia innych obszarów niezbadanymi. Pomimo to, nie mo»-
na unikn¡¢ tworzenia si¦ takich skupie« w przypadku rzutowania punktów planu
OLH na przestrzenien < r wymiarowe. Na rys.5.3 pokazano dwie ªaci«skie hi-
perkostki (kwadraty ªaci«skie). Kwadrat po lewej to 50-punktowy 2-wymiarowy
plan OLH. Punkty s¡ tu równomiernie rozªo»one wewn¡trz kwadratu. Po prawej
stronie pokazano kwadrat ªaci«ski b¦d¡cy rzutem 50-punktowej 4-wymiarowej
hiperkostki OLH na podprzestrze« dwuwymiarow¡. W tym przypadku skupienia
punktów s¡ wyra¹nie widoczne.

Tworzenie si¦ takich skupie« wpªywa szczególnie niekorzystnie na dziaªanie
procedury wyboru punktu startowego, zob. 5.2.2.1. Poniewa» wynik ko«cowy
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Rys. 5.3. Po lewej: plan OLH 50 � 2. Po prawej: rzut planu OLH 50 � 4 na podprzestrze«
dwuwymiarow¡.

bardzo cz¦sto zale»y od wªa±ciwego wyboru punktu rozpoczynaj¡cego proces
iteracyjny, dlatego jest niesªychanie istotne aby przestrze« zmiennych projek-
towych zostaªa pokryta w sposób równomierny. Z drugiej strony, ide¡ prezen-
towanej metody optymalizacji niezawodno±ciowej (poprawyniezawodno±ci) jest
by zawsze uwzgl¦dnia¢ w algorytmie losowy charakter pozostaªych zmiennych
- tych nie zwi¡zanych ze zmiennymi projektowymi. W celu znalezienia kom-
promisu pomi¦dzy dwoma sprzecznymi oczekiwaniami (optymalno±ci zarówno
hiperkostki r -wymiarowej jak i jej n-wymiarowego rzutu) zaproponowano zmo-
dy�kowany plan OLH. Jest on optymalny w podprzestrzeni zmiennych pro-
jektowych, natomiast wspóªrz¦dne punktów odpowiadaj¡ce pozostaªym r � n
zmiennym losowym s¡ wybierane przy pomocy algorytmu CP (zob. B.2) lub
te» algorytmu genetycznego (zob.B.3) przyjmuj¡c dodatkowe ograniczenia do-
tycz¡ce zachowania równomiernego rozkªadu rzutów punktóww podprzestrzeni
zmiennych projektowych.

Komputerowa implementacja powy»szych mody�kacji nie przysparza spe-
cjalnych trudno±ci. Na pocz¡tku budowany jest �projektowy� plan OLH, tzn.
znajdowana jest wªa±ciwa macierzL d o wymiarach N � n, por. (B.1). Nast¦pnie
w macierzy L o wymiarach N � r b¦d¡cej startowym rozwi¡zaniem w algoryt-
mie CP (lub w pocz¡tkowej populacji hiperkostek w algorytmie genetycznym)
kolumny odpowiadaj¡ce zmiennym projektowym zast¦powane s¡ przez odpo-
wiednie kolumny z macierzyL d. Uwzgl¦dnienie optymalnego rozkªadu rzutów
punktów eksperymentalnych na podprzestrze«n wymiarow¡ sprowadza si¦ do
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pomijania w opisanej wB.2 procedurzeCP-sweeptych kolumn macierzy L , któ-
re skopiowano zL d , a w przypadku algorytmu genetycznego - na niestosowaniu
do tych kolumn operatorów mutacji i krzy»owania.

5.2.4. Przykªad testowy: Minimalizacja funkcji Rosenbrocka z szumem

Dziaªanie przedstawionego algorytmu zilustrowano na przykªadzie minimali-
zacji z ograniczeniami dwuwymiarowej funkcji Rosenbrocka, por. (B.14) i ( 4.32).
Problem sformuªowany jest nast¦puj¡co:

znajd¹ warto±ci zmiennych: y1 = � X 1 ; y2 = � X 2 ; (5.26)

minimalizuj¡ce: f (y ) = 100(y2 � y2
1)2 + (1 � y1)2; (5.27)

przy ograniczeniach: P[g1(X ) � 0] � 0:01; (5.28)

P[g2(X ) � 0] � 0:01; (5.29)

P[g3(X ) � 0] � 0:01; (5.30)

0 � y1 � 3; (5.31)

0 � y2 � 3; (5.32)

gdzie

g1(X ) = X 7(X 3X 1 + X 2 + X 4); (5.33)

g2(X ) = X 7(X 5X 1 � X 2 + X 6); (5.34)

g3(X ) = X 7(� 2X 1 � X 2 + 7) ; (5.35)

a X 1; : : : ; X 7 s¡ zmiennymi losowymi o rozkªadach prawdopodobie«stwa opisa-
nych w tab. 5.2.

Poszukuje si¦ zatem warto±ci oczekiwanych zmiennychX 1 i X 2 w zakresie
[0; 3], które minimalizowaªyby warto±¢ funkcji Rosenbrocka speªniaj¡c jednocze-
±nie ograniczenia niezawodno±ciowe (5.28)�( 5.30). Warstwice funkcji celu oraz
obszar dopuszczalny ograniczony prostymi:g1(x) = 0 , g2(x) = 0 i g3(x) = 0
pokazane s¡ na rys.5.4. Zmienne X 3; : : : ; X 6 s¡ losowymi parametrami wy-
st¦puj¡cymi we wzorach dwóch pierwszych funkcji ogranicze«, co prowadzi do
niepewno±ci de�nicji obszaru dopuszczalnego. Losowy parametr X 7 mo»na in-
terpretowa¢ jako dodatkowy szum naªo»ony na obliczone warto±ci ogranicze«.
Analizuj¡c rys. 5.4 zauwa»ymy, »e punkt o wspóªrz¦dnych(1; 1), b¦d¡cy roz-
wi¡zaniem deterministycznego problemu minimalizacji, jest poªo»ony w bliskim
s¡siedztwie granicy obszaru dopuszczalnego. Ze wzgl¦du nalosowo±¢ granic te-
go obszaru jest bardzo prawdopodobne, »e dla wielu realizacji wektora X tak
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wybrany punkt optymalny znajdzie si¦ poza obszarem dopuszczalnym. Rozwi¡-
zanie deterministyczne nie jest zatem rozwi¡zaniem bezpiecznym.

Tablica 5.2. Zmienne losowe w zadaniu minimalizacji z ograniczeniami funkcji Rosenbrocka.

Zmienna Rozkªad Warto±¢ Odchylenie
prawdopodobie«stwa oczekiwana standardowe

X 1 normalny y1 0.2
X 2 normalny y2 0.2
X 3 jednostajny -0.5 0.029
X 4 jednostajny 0.0 0.058
X 5 jednostajny 2.0 0.058
X 6 jednostajny -0.8 0.058
X 7 normalny 1.0 0.02
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Rys. 5.4. Warstwice funkcji Rosenbrocka oraz funkcje ogranicze« zadania (5.26)�( 5.32). Loso-
wy charakter wspóªczynników w de�nicjach funkcji g1(X ) i g2(X ) prowadzi do niepewno±ci
poªo»enia i wielko±ci obszaru dopuszczalnego.
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Rys. 5.5. Historia procesu iteracyjnego w przypadku N = 40. Zaznaczono rozrzut wynikaj¡cy
z losowego charakteru zmiennychX 1 i X 2 wokóª rozwi¡zania pocz¡tkowego oraz ko«cowego.

Historia procesu iteracyjnego pokazana zostaªa na rys.5.5. Rozwi¡zanie po-
cz¡tkowe wybrano z 60 punktowej próbki wygenerowanej przy pomocy zmo-
dy�kowanego planu OLH zakªadaj¡c rozkªad jednostajny zmiennych X 1 i X 2

w przedziale [0; 3] (po rzutowaniu na osie odlegªo±¢ mi¦dzy najbli»szymi punk-
tami wynosiªa 0:05). W nast¦pnych iteracjach algorytmu u»ywano planów OLH
z N = 40 punktami w celu oszacowania warto±ci ogranicze« niezawodno±cio-
wych oraz obliczenia wspóªczynników korelacji pomi¦dzy funkcjami g1, g2 i g3

a zmiennymi losowymi X 1 i X 2. Widoczne na rys. 5.5 rozrzuty punktów wo-
kóª rozwi¡zania startowego jak równie» rozwi¡zania optymalnego/poprawionego
wynikaj¡ce z losowego charakteru zmiennychX 1 i X 2 ilustruj¡ niski poziom nie-
zawodno±ci rozwi¡zania wyj±ciowego. Jednak z powodów omówionych w pod-
rozdziale 5.2.1 optymalne rozwi¡zanie uzyskane przy pomocy zaprezentowanej
metody w sposób istotny zale»y od wielko±ci próbkiN , której u»ywano do obli-
czenia prawdopodobie«stwa awarii. Poniewa», dopuszczaln¡ wielko±¢ tego praw-
dopodobie«stwapa w równaniach (5.28)�( 5.30) przyj¦to równ¡ 0:01, to w przy-
padku niewielkich próbek (tu N = 40) mo»na jedynie twierdzi¢, »e otrzymano
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rozwi¡zanie, które jest bardziej niezawodne od pocz¡tkowego. Nie ma jednak
gwarancji zapewnienia zaªo»onego poziomu niezawodno±ci.

Du»y wpªyw na wynik dziaªania algorytmu ma wybór punktu pocz¡tkowe-
go, który z kolei zale»y od pocz¡tkowej wielko±ci zmody�kowanego planu OLH.
W celu zbadania rozrzutu otrzymywanych rozwi¡za« proces iteracyjny powtó-
rzono 30 razy, na pocz¡tku dla N = 40, a nast¦pnie N = 100. W pierwszym
przypadku do wyboru punktów startowych u»ywano zmody�kowanych planów
OLH zawieraj¡cych 60 punktów, a w drugim przypadku 100 punktów. Zdecy-
dowano, »e algorytm zostaje przerwany po znalezieniu pierwszego rozwi¡zania,
które speªnia ograniczenia niezawodno±ciowe. W celu przyspieszenia oblicze«
wspóªczynnik wagowywf w kryterium ( 5.23) przyj¦to równy zero (tak¡ strate-
gi¦ dziaªania metody omówiono na stronie156).

Na podstawie wyników z przeprowadzonych30 powtórze« dziaªania algoryt-
mu, w tabeli 5.3 przedstawiono warto±ci ±rednie oraz odchylenia standardowe
rozwi¡za« zadania (5.26)�( 5.32). W kolumnach podano momenty statystyczne
wspóªrz¦dnych punktu optymalnego oraz warto±ci funkcji Rosenbrocka w tym
punkcie, otrzymane przy u»yciu ró»nych metod generowania próbek. Wyniki dla
próbek OLH40 (N = 40) i OLH 100 (N = 100) porównano z wynikami otrzy-
manymi dla próbek generowanych przy pomocy kwadratów ªaci«skich bez opty-
malizacji, oznaczonych skrótem RLH (zob. strona84). Licz¡ce 15000realizacji
plany RLH prowadz¡ do bardzo niewielkiego rozrzutu wyników i dlatego mog¡
by¢ traktowane jako rozwi¡zanie odniesienia. Porównuj¡c warto±ci momentów
zamieszczone w tab.5.3 mo»na zauwa»y¢, »e o ile odchylenia standardowey1,
y2 i f s¡ zdecydowanie mniejsze w przypadku OLH100 ni» OLH40, o tyle od-
powiednie warto±ci ±rednie nie ró»ni¡ si¦ w sposób znacz¡cy.

Wyniki ró»nych wariantów realizacji omawianego zadania przedstawiono rów-
nie» na rys.5.6. Oprócz punktów optymalnych znalezionych powtarzaj¡c wielo-
krotnie strategi¦ OLH 100 i OLH 40 zaznaczono tak»e obwiednie tych rozwi¡za«.
Kolorem czerwonym oznaczono obszar rozwi¡za« RLH15000.

Tablica 5.3. Oszacowania warto±ci ±rednich i odchyle« standardowych wspóªrz¦dnych punktu
optymalnego oraz warto±ci funkcji celu w tym punkcie otrzym ane na podstawie30 powtórze«
dziaªania algorytmu.

y1 � [y1] y2 � [y2] f � [f ]
OLH 40 1.71 0.13 1.50 0.17 213.6104.2
OLH 100 1.69 0.10 1.47 0.12 200.2 73.2

RLH 15000 1.68 0.03 1.47 0.07 186.6 14.7
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Rys. 5.6. Rozrzut (obwiednie) rozwi¡za« zadania minimaliz acji funkcji Rosenbrocka otrzyma-
nych przy pomocy ró»nych planów losowania punktów eksperymentalnych.

PODSUMOWANIE

W analizie niezawodno±ci zªo»onych ukªadów konstrukcyjnych, nieliniowy
charakter funkcji granicznych wynika nie tylko z natury modelowanego zjawiska
�zycznego, ale jest równie» cz¦sto wywoªany szumem numerycznym spowodowa-
nym przez stosowan¡ metod¦ rozwi¡zania zadania MES. Szum ten uniemo»liwia
bezpo±rednie zastosowanie do oszacowania prawdopodobie«stwa awarii klasycz-
nych niesymulacyjnych metod analizy niezawodno±ci, którebazuj¡ na gradien-
towych algorytmach poszukiwania punktu projektowego.

W niniejszym rozdziale zaproponowano metod¦, która dzi¦ki zastosowaniu
aproksymacji funkcji granicznej oraz adaptacyjnej techniki symulacji losowych
jest niewra»liwa na wpªyw szumu numerycznego, a jednocze±nie jest du»o bar-
dziej efektywna od typowych metod Monte Carlo. Zmody�kowany przez au-
tora dwuetapowy algorytm Z3M [278] pozwala na kontrol¦ dokªadno±ci, a w
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konsekwencji, kosztu oblicze«. Je±li nie wymaga si¦ wysokiej precyzji obliczanej
warto±ci prawdopodobie«stwa awarii, albo nie mo»na sobie na to pozwoli¢ ze
wzgl¦du na ograniczony bud»et analizy niezawodno±ci, wtedy drugi, symulacyj-
ny etap algorytmu mo»e zosta¢ pomini¦ty. Wspomniane mody�kacje dotycz¡
zastosowania na etapie poszukiwania punktu projektowego aproksymacji funk-
cji granicznej przy pomocy wa»onej regresji liniowej oraz generowania ekspery-
mentów zgodnie z planem OLH. Pozwalaj¡ one na szybkie okre±lenie s¡siedztwa
punktu projektowego, co poprawia zasadniczo zbie»no±¢ algorytmu. Dziaªanie
metody zilustrowano na przykªadzie zadania analizy niezawodno±ci tarczy o lo-
sowej geometrii. B¦dzie on tak»e zastosowany w podrozdziale6.1 w zadaniu
dotycz¡cym niezawodno±ci zgniatanej dynamicznie belki cienko±ciennej.

W rozdziale zaprezentowano tak»e now¡ metod¦ szybkiej poprawy niezawod-
no±ci konstrukcji. Dziaªanie algorytmu wykorzystuje analiz¦ korelacji, opieraj¡c
si¦ jedynie na symulacjach OLH, bez u»ycia metod powierzchni odpowiedzi.
Plan eksperymentów OLH sªu»y zarówno równomiernemu wypeªnieniu analizo-
wanego obszaru przez eksperymenty numeryczne, jak równie»tworzy próbk¦, na
podstawie której obliczane s¡ wspóªczynniki korelacji projektowych zmiennych
losowych i funkcji ogranicze«. Zaprezentowany algorytm jest skuteczny szcze-
gólnie wtedy, gdy poziom niezawodno±ci konstrukcji wyj±ciowej jest niski. Mo»e
te» stanowi¢ szybk¡ procedur¦ startow¡ dla algorytmów optymalizacji odporno-
±ciowej lub niezawodno±ciowej.
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6

Analiza niezawodno±ci i optymalizacja
odporno±ciowa w zagadnieniach
wytrzymaªo±ci zderzeniowej

Jak ju» wspomniano we wst¦pie do rozdziaªu5, analiza numeryczna MES za-
gadnie« dotycz¡cych dynamicznych deformacji elementów konstrukcji podda-
nych obci¡»eniom zderzeniowym wymaga zazwyczaj dªugotrwaªych oblicze«,
prowadz¡c do silnie nieliniowych funkcji odpowiedzi. Funkcje te zawieraj¡ cz¦-
sto skªadnik pochodz¡cy od szumu numerycznego, którego wyeliminowanie jest
praktycznie niemo»liwe.

Ze wzgl¦du na wymienione trudno±ci, do±¢ powszechn¡ praktyk¡ w analizie
niezawodno±ci czy te» optymalizacji konstrukcji absorbuj¡cych energi¦ zderze«,
jest stosowanie analitycznych metamodeli (zob. rozdziaª3) do aproksymacji wy-
ników analizy MES.

W niniejszym rozdziale przedstawionych b¦dzie szereg strategii rozwi¡zywa-
nia problemów analizy niezawodno±ci, jak równie» optymalizacji odporno±ciowej
elementów konstrukcji ze wzgl¦du na ich wytrzymaªo±¢ zderzeniow¡. Zastosowa-
ne metody wykorzystuj¡ zarówno rozmaite koncepcje budowania analitycznych
powierzchni odpowiedzi, jak te» rozwi¡zania gdzie takich aproksymacji si¦ nie
stosuje.

W podrozdziale6.1 przedstawiono przykªad zastosowania omówionego w5.1
algorytmu Z3M do obliczania prawdopodobie«stwa awarii zgniatanej dynamicz-
nie belki cienko±ciennej (tzw. podªu»nicy), por. [238]. W przykªadzie zapropo-
nowano sposób uwzgl¦dnienia losowych wad poª¡cze« zgrzewanych. Model tej
samej belki u»yto nast¦pnie w podrozdziale6.2 do przetestowania zaprezen-
towanej w 5.2 metody poprawy niezawodno±ci, por. [231]. W6.3 omówiono
pewn¡ przybli»on¡ metod¦ analizy jako±ciowej zachowania zgniatanego elemen-
tu tylnej ramy pojazdu, wykorzystuj¡c¡ prosty algorytm kla sy�kacji wyników
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eksperymentów numerycznych generowanych przez plany OLH.Przykªad ten
zaczerpni¦to z pracy [21]. W podrozdziale6.4 model cienko±ciennej podªu»nicy
zastosowano w zadaniu optymalizacji odporno±ciowej, por.[38]. Poszukiwano
takich grubo±ci blach, z których wykonane s¡ segmenty belki, aby nie zwi¦ksza-
j¡c znacz¡co ci¦»aru elementu zmaksymalizowa¢ wielko±¢ zaabsorbowanej ener-
gii zderzenia minimalizuj¡c jednocze±nie jej rozrzut wywoªany wpªywem para-
metrów losowych. W podrozdziale6.5 przedstawiono przykªad u»ycia techniki
optymalizacji odporno±ciowej do kalibracji parametrów modelu numerycznego.
Model ten stosowany byª w komputerowej symulacji uderzeniafantomu dolnej
ko«czyny (ang. legform impactor) w barier¦ imituj¡c¡ przedni¡ cz¦±¢ pojazdu
osobowego, por. [47]. Proces optymalizacji ma tu na celu takie dobranie warto-
±ci oczekiwanych wybranych parametrów materiaªowych modelu, aby rozrzuty
wyników losowych symulacji komputerowych jak najlepiej odpowiadaªy obser-
wowanym rozrzutom wyników testów laboratoryjnych.

6.1. Analiza niezawodno±ci zgniatanej dynamicznie belki
cienko±ciennej z uwzgl¦dnieniem losowych wad poª¡cze«
zgrzewanych

Ze wzgl¦du na niedoskonaªo±ci procesu produkcyjnego, wadyzm¦czeniowe,
czy te» na skutek drobnych wypadków, obserwuje si¦, »e trudna do pomini¦-
cia liczba poª¡cze« zgrzewanych wyst¦puj¡cych w konstrukcjach u»ytkowanych
pojazdów nie funkcjonuje prawidªowo, zob. [57, 164]. Ch¦¢ uwzgl¦dnienia tego
zjawiska w analizie niezawodno±ci wi¡»e si¦ jednak z istotnymi problemami.
Pomijaj¡c trudno±ci z uzyskaniem odpowiednich danych statystycznych, mode-
lowanie parametrów materiaªowych odpowiadaj¡cych poszczególnym zgrzewom
(elementom sko«czonym je reprezentuj¡cym) przy pomocy zmiennych losowych
jest podej±ciem bardzo nieefektywnym. Rozwi¡zaniem po±rednim, które pozwala
na rozpatrywanie niedoskonaªo±ci poª¡cze«, a jednocze±nie nie podnosi znacz-
nie kosztu oblicze«, wydaje si¦ by¢ usuwanie pewnej liczby losowo wybranych
zgrzewów za ka»dym razem, gdy w algorytmie analizy niezawodno±ci obliczana
jest warto±¢ funkcji granicznej. Strategia ta wymaga jednak zastosowania takiej
metody szacowania prawdopodobie«stwa awarii, która nie jest wra»liwa na szum
generowany przez losow¡ eliminacj¦ poª¡cze«. Przedstawiona w podrozdziale5.1
metoda Z3M wydaje si¦ speªnia¢ to wymaganie.

Pomimo ci¡gle zwi¦kszaj¡cego si¦ zainteresowania stochastyczn¡ analiz¡ za-
gadnie« zwi¡zanych z wytrzymaªo±ci¡ zderzeniow¡, a w szczególno±ci analiz¡
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niezawodno±ci konstrukcji absorbuj¡cych energi¦ zderze«, nie ma zbyt wiele
prac, w których proponuje si¦ algorytmy nakierowane na specy�k¦ tych pro-
blemów. W wi¦kszo±ci znanych autorowi publikacji analiza niezawodno±ci wy-
trzymaªo±ci zderzeniowej rozpatrywana jest jedynie w kontek±cie optymalizacji
niezawodno±ciowej konstrukcji samochodowych, zob. np. [137,262,263,267,270].
W pracach tych d¡»y si¦ przede wszystkim do poprawy efektywno±ci procesu
optymalizacji niezawodno±ciowej. Cel ten osi¡gany jest najcz¦±ciej poprzez sto-
sowanie jak najprostszych metod szacowania niezawodno±cikonstrukcji, które
prowadz¡ jedynie do bardzo zgrubnej oceny warto±ci prawdopodobie«stwa awa-
rii. Wybór algorytmu Z3M do realizacji poni»szego zadania ma w zaªo»eniu
ª¡czy¢ mo»liwy do zaakceptowania koszt oblicze« z dobr¡ dokªadno±ci¡ oszaco-
wania niezawodno±ci.
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320 320320
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m= 100 kg
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y

z
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1
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Rys. 6.1. Schemat cienko±ciennej podªu»nicy oraz siatka MES. Wymiary podano w milime-
trach. Strzaªkami oznaczono numery poszczególnych cz¦±cibelki.

Rozwa»my cienko±cienn¡ belk¦ stalow¡, tzw. podªu»nic¦, pokazan¡ na rys.6.1.
Belka utwierdzona jest na jednym ko«cu, a drugi koniec zostaje uderzony sztyw-
n¡ pªyt¡ o masie 100kg poruszaj¡c¡ si¦ z pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡ v0 = 15 m/s
(54km/h ) w kierunku osi poziomejx. Belka skªada z trzech cz¦±ci o przekroju w
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ksztaªcie litery 
 oraz pªyty zamykaj¡cej. Cz¦±ci 1� 3 poª¡czone s¡ ze sob¡ spa-
wem ci¡gªym wzdªu» odpowiednich kraw¦dzi, pªyta4 zamocowana jest do nich
przy pomocy 64 punktowych zgrzewów elektrycznych. Jako model materiaªu
przyj¦to spr¦»ysto-lepko-plastyczny model Johnsona-Cooka, por. [111],

� =
�
� y + a1"n

p

� �
1 + a2 ln

_"
_"0

�
; (6.1)

gdzie � y jest granic¡ plastyczno±ci ,a1, a2, n s¡ wyznaczanymi na podstawie
do±wiadczenia parametrami modelu,"p jest odksztaªceniem plastycznym, a_"0

jest warto±ci¡ odniesienia pr¦dko±ci odksztaªcenia. Zale»no±¢ (6.1) pokazano na
wykresie 6.2.

e

s

su

sy

Rys. 6.2. Spr¦»ysto-lepko-plastyczny model materiaªu Joh nsona-Cooka (6.1). Przez � u ozna-
czono napr¦»enie maksymalne.

Model MES skªada si¦ z 5760 czterow¦zªowych elementów powªokowych
MITC4, zob. [61], oraz 64 specjalnych jednowymiarowych elementów typu bel-
kowego do modelowania punktowych poª¡cze« zgrzewanych. Analiza sko«cze-
nie elementowa przeprowadzana byªa przy u»yciu komercyjnego programu RA-
DIOSS [171], bazuj¡cego na jawnym caªkowaniu równa« ruchu iprzeznaczonego
do analizy silnie nieliniowych dynamicznych zagadnie« mechaniki, w szczegól-
no±ci analizy zderze«.

Poniewa» belka ma jak najlepiej zaabsorbowa¢ energi¦ kinetyczn¡ uderza-
j¡cej w ni¡ masy, dlatego w projektowaniu d¡»y si¦ do tego aby podªu»nica
nie deformowaªa si¦ tak jak to pokazano na rys.6.3a (zginaj¡c si¦ w wyniku
globalnego wyboczenia), a raczej deformowaªa si¦ poprzez regularne faªdowanie
na skutek lokalnej utraty stateczno±ci ±cianek, rys.6.3b. Niestety bywa tak, »e
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a b

Rys. 6.3. Z lewej: globalna utrata stateczno±ci, maªa ilo±¢pochªoni¦tej energii; z prawej: re-
gularne faªdowanie, dobrze absorbowana energia zderzenia.

konstrukcja, której praca w stanie nominalnym speªnia zaªo»enia projektantów,
nie jest niezawodna ze wzgl¦du na wysok¡ wra»liwo±¢ odpowiedzi na nieunik-
nione losowe imperfekcje parametrów. W rzeczywisto±ci trudno jest zagwaran-
towa¢, »e kierunek w jakim porusza si¦ masa nie b¦dzie odbiegaª od zaªo»onego,
»e wszystkie poª¡czenia zgrzewane s¡ poprawnie wykonane, agrubo±ci blach,
z których wykonane s¡ poszczególne cz¦±ci belki, nie ró»ni¡si¦ od grubo±ci no-
minalnych. Z tych wzgl¦dów wydaje si¦ by¢ bardzo wa»nym aby zbada¢ wra»-
liwo±¢ odpowiedzi konstrukcji na losowy charakter jej parametrów oraz okre±li¢
prawdopodobie«stwo, i» nie zostanie zaabsorbowana wymagana ilo±¢ energii.

Przyj¦to model probabilistyczny skªadaj¡cy si¦ z 8 zmiennych losowych. Ich
opis oraz parametry rozkªadów prawdopodobie«stwa podano wtab. 6.1. Odpo-
wiadaj¡ one grubo±ciom blach poszczególnych elementów, parametrom materia-
ªowym oraz warunkom pocz¡tkowym zadania. Jak ju» o tym wcze±niej wspo-
mniano, w celu uwzgl¦dnienia stochastycznej natury wytrzymaªo±ci zgrzewów,
3 losowo wybrane elementy spo±ród64 elementów reprezentuj¡cych zgrzewy
(� 5%) usuwane s¡ z modelu za ka»dym razem, gdy przy pomocy analizy
MES obliczana jest warto±¢ funkcji granicznej dla danej realizacji x wektora
X . W pierwszym etapie algorytmu Z3M strategi¦ tak¡ uzna¢ mo»na za sposób
uwzgl¦dnienia u±rednionego wpªywu awarii poª¡cze« zgrzewanych.

Dªugo±¢ trwania zderzenia wynosi20ms. W zadaniu analizy niezawodno±ci
jako niepo»¡dane zachowanie konstrukcji (awari¦) zde�niowano niedostateczn¡
absorpcj¦ energii uderzaj¡cej masy przyjmuj¡c emin = 6000 J jako minimal-
n¡ warto±¢ dopuszczaln¡. Wielko±¢ ta stanowi okoªo80% energii absorbowa-
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Tablica 6.1. Zmienne losowe w zadaniu analizy niezawodno±ci zgniatanej podªu»nicy.

Zmienna Opis Rozkªad Warto±¢ Odchylenie
prawdopod. oczekiwana standardowe

X 1 t1 - grubo±¢ cz¦±ci1 lognormalny 1:5 [mm] 0:075[mm]
X 2 t2 - grubo±¢ cz¦±ci2 lognormalny 1:5 [mm] 0:075[mm]
X 3 t3 - grubo±¢ cz¦±ci3 lognormalny 1:5 [mm] 0:075[mm]
X 4 t4 - grubo±¢ cz¦±ci4 lognormalny 1:0 [mm] 0:05[mm]
X 5 � 0 - granica plastyczno±ci lognormalny 180[MPa] 15[MPa]
X 6 E - moduª Younga lognormalny 210000[MPa] 21000[MPa]
X 7 vy

0 - skªadoway wektora normalny 0[m/s] 1:5 [m/s]
pr¦dko±ci pocz¡tkowej
uderzaj¡cej masy

X 8 vz
0 - skªadowaz wektora normalny 0[m/s] 1:5 [m/s]

pr¦dko±ci pocz¡tkowej
uderzaj¡cej masy

nej przez belk¦ nominaln¡ (odpowiadaj¡c¡ warto±ciom oczekiwanym zmiennych
losowych oraz brakowi wadliwych zgrzewów). Posta¢ funkcjigranicznej przed-
stawia si¦ zatem nast¦puj¡co:

g(X ; A ) = 1 �
emin

e(X ; A )
; (6.2)

gdzie e(X ; A ) jest energi¡ zaabsorbowan¡ przez belk¦, aA jest wektorem dys-
kretnych zmiennych losowych o rozkªadzie dwupunktowym modeluj¡cych stan
(sprawny/wadliwy) poª¡cze« zgrzewanych. Zgodnie z poczynionym zaªo»eniem,
ka»da realizacja wektoraA prowadzi do 3 wadliwych poª¡cze« i eliminowania
z modelu MES odpowiednich elementów sko«czonych. Zaobserwowano, »e roz-
rzut warto±ci funkcji (6.2) wywoªany usuwaniem zgrzewów, mierzony jako mak-
symalne odchylenie od warto±ci ±redniej, mo»e wynosi¢ do0:07. Poniewa» nie
jest znana funkcja ª¡cznej g¦sto±ci prawdopodobie«stwa zmiennych A , nie jest
mo»liwe aby wª¡czy¢ je do wektora zmiennych podstawowychX , a ich obecno±¢
w pierwszym etapie Z3M manifestowa¢ si¦ b¦dzie jedynie jakoszum naªo»ony
na warto±ci funkcji granicznej.

Zastosowany algorytm realizowany jest zgodnie z opisem przedstawionym
w podrozdziale5.1. Zawiera on jednak pewne usprawnienia maj¡ce na celu pod-
niesienie efektywno±ci rozwi¡zania, które odró»niaj¡ go od oryginalnej wersji
z pracy [278].

Pierwsza cz¦±¢ algorytmu to poszukiwanie punktu projektowego wykorzystu-
j¡ce technik¦ adaptacyjnej aproksymacji funkcji granicznej. Trzeba tutaj pami¦-
ta¢, »e ze wzgl¦du na wpªyw szumu na obliczane warto±ci funkcji g, celem tego
etapu nie jest �dokªadna� lokalizacja punktu projektowego, a jedynie znalezienie
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si¦ w jego pobli»u. Nie jest zatem wskazane u»ywanie zbyt rygorystycznych wa-
runków zbie»no±ci poniewa» z du»ym prawdopodobie«stwem warunki te nie zo-
stan¡ speªnione. Ponadto, zastosowane kryterium zbie»no±ci (por. opis w punk-
cie 6 na stronie 142) powinno uwzgl¦dnia¢ wymiar zadanian. Kryterium postaci
� < � , gdzie � = 0 :1, a � jest odlegªo±ci¡ mi¦dzy dwoma ostatnimi przybli»enia-
mi poªo»enia punktuu � (dwoma poªo»eniami ±rodka obszaru dopuszczalnego),
mo»e by¢ zbyt restrykcyjne w przypadku problemów z wieloma zmiennymi lo-
sowymi. Zmody�kowane kryterium zapisa¢ mo»na jako� < �

p
n� 2, w którym

prawa strona równa si¦ � krotnej dªugo±ci przek¡tnej n-wymiarowej hiperkostki
o boku równym � .

W bie»¡cym przykªadzie dla n = 8 przyj¦to � = 0 :15 i � = 1 , co prowa-
dzi do warunku � < 0:42. Drugi warunek zbie»no±ci dotyczy warto±ci ±redniej
funkcji granicznej w punkcie projektowym i zde�niowany jest jako h(u � ) < 0:1.
Na podstawie wcze±niejszych do±wiadcze« ograniczono równie» liczb¦ iteracji
pierwszego etapu Z3M do15.

Inna mody�kacja w stosunku do oryginalnego algorytmu polega na odmien-
nej strategii redukcji wielko±ci obszaru dopuszczalnego.Chocia» w [278] zapro-
ponowano, aby w ka»dej iteracji zmniejsza¢ o poªow¦ dªugo±¢boku hiperkostki
tworz¡cej obszar dopuszczalny, to jednak w przypadku problemów wielowymia-
rowych podej±cie takie wydaje si¦ by¢ niekorzystne ze wzgl¦du na zbyt szybkie
zaw¦»anie pola poszukiwa«, co prowadzi¢ mo»e do niepo»¡danego dziaªania algo-
rytmu. Istnieje wysokie prawdopodobie«stwo, »e aproksymacja poªo»enia punk-
tu projektowego otrzymana z wykorzystaniem powierzchni odpowiedzi zbudowa-
nych w oparciu o zbyt �zlokalizowane� oraz obarczone szumemdane, znajdowa¢
si¦ b¦dzie poza obszarem dopuszczalnym. W zaimplementowanej wersji metody
Z3M zamiast boku dopuszczalnejn-wymiarowej hiperkostki plan redukcji do-
tyczy jej obj¦to±ci. Zaªo»ono, »e w przypadku gdy bie»¡ce przybli»enie punktu
projektowego znajduje si¦ wewn¡trz obszaru dopuszczalnego, to obj¦to±¢ nowe-
go obszaru zmniejsza si¦ do25% obj¦to±ci aktualnej, co zapisa¢ mo»na jako

bi = 0 :25
1
n bi � 1; (6.3)

gdziebi i bi � 1 s¡ odpowiednio bie»¡c¡ oraz poprzedni¡ dªugo±ci¡ boku. W przy-
padku 8 zmiennych losowych oraz pocz¡tkowej dªugo±ci bokub0 =6 wynikiem tej
strategii jest nast¦puj¡cy ci¡g dªugo±ci 6; 5:05; 4:24; 3:57; 3; 2:52; : : : , natomiast
zgodnie ze strategi¡ poªowienia dostaniemy6; 3; 1:5; 0:75; 0:325; 0:1625; : : : .

Do aproksymacji funkcji granicznej przyj¦to liniow¡ powie rzchni¦ odpowie-
dzi oraz metod¦ regresji wa»onej, zob. (5.1)�( 5.3). Eksperymenty do budowy
powierzchni odpowiedzi generowane byªy przez plan OLH oN = 4n = 32 punk-
tach.
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Rys. 6.4. Metoda Z3M, etap lokalizacji punktu projektowego : a) historia zmian oszacowania
wska¹nika niezawodno±ci � FORM , b) historia zmian kryterium zbie»no±ci (odlegªo±ci mi¦dz y
kolejnymi iteracjami punktu projektowego)

Wyniki pierwszego etapu algorytmu Z3M pokazano na rys.6.4. Po lewej za-
prezentowano histori¦ zmian warto±ci wska¹nika niezawodno±ci pierwszego rz¦-
du � FORM , które odpowiadaj¡ poszczególnym przybli»onym poªo»eniom punk-
tu projektowego. Oznaczenia �ZA� i �W� przy punktach wykresu informuj¡ czy
punkt projektowy znaleziony byª odpowiednio na zewn¡trz czy wewn¡trz ob-
szaru dopuszczalnego. Wykres po prawej stronie przedstawia zmiany warto±ci
warunku zbie»no±ci rozumianego jako odlegªo±¢ pomi¦dzy kolejnymi iteracjami
poªo»enia punktu projektowego. Kryterium to zostaªo speªnione po5 iteracjach.
Otrzymano nast¦puj¡ce oszacowania:

� I = � FORM = 4 :04; P I
f = 2 :7 � 10� 5; (6.4)

u � = f� 0:89; � 0:29; � 1:20; � 1:26; � 2:19; � 0:80; 1:92; � 1:81g; (6.5)
�h(u � ) = 0 :0038;

liczba oblicze« funkcji granicznej= 213;

gdzie indeksI oznacza pierwsz¡ cz¦±¢ algorytmu Z3M. Analizuj¡c wspóªrz¦dne
punktu u � mo»na zauwa»y¢, »e najbardziej prawdopodobna realizacja awarii
belki odpowiada zdarzeniu gdy grubo±ci cz¦±ci3 i 4 jak równie» granica pla-
styczno±ci materiaªu s¡ istotnie poni»ej swych warto±ci oczekiwanych oraz gdy
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istniej¡ znacz¡ce skªadowe poprzeczne wektora pr¦dko±ci uderzaj¡cej masy, któ-
ry nominalnie pokrywa si¦ z osi¡ x. Trzeba podkre±li¢, »e punkt projektowy
odnosi si¦ do najbardziej prawdopodobnej realizacji wektora X , która prowadzi
do awarii, jak równie» do pewnego u±rednionego wpªywu wad poª¡cze« zgrze-
wanych (zmiennych A ). Nie mo»na zatem traktowa¢ punktu u � jako rzutu na
n-wymiarow¡ przestrze« zmiennych podstawowych hipotetycznego punktu pro-
jektowego, który znaleziony byªby znaj¡c funkcj¦ g¦sto±ci prawdopodobie«stwa
zmiennych A i rozpatruj¡c zadanie w przestrzeni 72-wymiarowej (72 = 8 + 64,
n = 8 , 64 jest liczb¡ zgrzewów).

Pami¦taj¡c, »e do budowy ka»dej aproksymacji funkcji granicznej u»ywa-
no 32 punktów eksperymentalnych oraz uwzgl¦dniaj¡c obliczenianiezb¦dne do
wery�kacji warto±ci funkcji w poszczególnych iteracjach punktu projektowego,
caªkowita liczba wywoªa« programu RADIOSS wynosiªa213.

Na pocz¡tku drugiego etapu algorytmu (adaptacyjnej metody importance
sampling) wygenerowanoN1 = 80 realizacji zmiennych losowych zgodnie z pla-
nem OLH przy u»yciu funkcji g¦sto±ci prawdopodobie«stwa' n (u; u � ; I ). Na-
st¦pnie, tak jak to opisano w punktach 1� 5 w podrozdziale 5.1.2, zbudowano
wielomodaln¡ funkcj¦ g¦sto±ci losuj¡cej. Jedyna mody�kac ja dotyczyªa stoso-
wanej wielko±ci próbki. Zdecydowano, »e b¦dzie ona wynosi¢5 ~K , gdzie ~K jest
liczb¡ �istotnych� punktów reprezentatywnych. Za takie uz naje si¦ minimal-
n¡ liczb¦ ~K pierwszych punktów reprezentatywnych z najwy»szymi wagami,
których suma przekroczy0:75. Warto±¢ dopuszczaln¡ wspóªczynnika zmienno-
±ci estymatora prawdopodobie«stwa awarii� bPf

przyj¦to równ¡ 0:2. Ostateczn¡
posta¢ wielomodalnej g¦sto±ci losuj¡cej otrzymano po18 krokach iteracyjnych
(1195obliczeniach warto±ci funkcji granicznej). Jest to funkcja typu (5.11) z 17
punktami reprezentatywnymi o wagach odpowiednio równych:

ŵ = f 0:195; 0:169; 0:138; 0:064; 0:057; 0:051; 0:045; 0:043; 0:035;

0:035; 0:034; 0:031; 0:026; 0:024; 0:019; 0:019; 0:017g:

Spo±ród punktów reprezentatywnych trzy pierwsze s¡ wyra¹nie dominuj¡ce. Po-
ªo»one s¡ w przybli»eniu w tej samej odlegªo±ci od punktuu = 0 co punkt pro-
jektowy znaleziony w pierwszym etapie Z3M. Na rysunkach6.5 i 6.6 pokazano
wykresy obrazuj¡ce, jak wraz z post¦pem procesu generowania nowych realizacji
zmiennych losowych ewoluuj¡ warto±ci wag oraz odlegªo±ci punktów reprezen-
tatywnych od pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych. Liczby podane przy punktach
wykresu #1 na rys. 6.5 oznaczaj¡ caªkowit¡ liczb¦ punktów reprezentatywnych.
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liczba wygenerowanych realizacji
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Rys. 6.5. Metoda Z3M, etap importance sampling: Zmiany wart o±ci wag pierwszych pi¦ciu
punktów reprezentatywnych. Przy punktach danych wykresu #1 podano caªkowit¡ liczb¦
punktów reprezentatywnych.
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Rys. 6.6. Metoda Z3M, etap importance sampling: Odlegªo±ci od punktu u = 0 pierwszych
pi¦ciu punktów reprezentatywnych.
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Rys. 6.7. Metoda Z3M, etap importance sampling: Ewolucja wa rto±ci estymatora prawdopo-
dobie«stwa awarii.

Porównuj¡c wykresy na rys. 6.5 i rys. 6.6z ewolucj¡ estymatora bPf na rys.6.7
mo»na zauwa»y¢ znacz¡ce zmiany warto±ci tego estymatora pomi¦dzy 500-tn¡
a 900-tn¡ realizacj¡ zmiennych losowych, co niew¡tpliwie wynika z lepszego
dopasowania g¦sto±ci losuj¡cej do ksztaªtu obszaru awarii. Na rys. 6.8 przedsta-
wiono histori¦ zmian wspóªczynnika zmienno±ci� bPf

. Trend ten nie jest monoto-
niczny. Zaobserwowany skok spowodowany mo»e by¢ rzadkim zdarzeniem pole-
gaj¡cym na wygenerowaniu realizacji o wysokim stosunku' n (v i ; 0; I )=sV (v i ),
por. wzór (5.8). Ostateczne oszacowanie prawdopodobie«stwa awarii orazodpo-
wiadaj¡cy mu wska¹nik niezawodno±ci (A.5) wynosz¡:

P II
f = 5 :37 � 10� 5; � II = � � � 1(P II

f ) = 3 :87; (6.6)

liczba oblicze« funkcji granicznej= 1195;

gdzie indeksII oznacza drugi etap metody Z3M.

Porównuj¡c warto±ci P I
f i P II

f mo»na doj±¢ do wniosku, i» funkcja granicz-
na nie jest silnie �globalnie� nieliniowa, a zatem jest dyskusyjne, czy poprawka
uzyskana dzi¦ki adaptacyjnej metodzie importance sampling wnosi wiele w sto-
sunku do aproksymacji FORM wykorzystuj¡cej punkt projektowy z pierwszego
etapu. Pomimo, i» skorygowane przez symulacje losowe prawdopodobie«stwo
awarii jest dwukrotnie wi¦ksze ni» warto±¢P I

f , to nie jest to jednak zmiana ja-
ko±ciowa i dlatego mo»na kwestionowa¢ zasadno±¢ poniesienia znacz¡cego kosztu
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Rys. 6.8. Metoda Z3M, etap importance sampling: Ewolucja ws póªczynnika zmienno±ci esty-
matora bPf .

dodatkowych oblicze« niezb¦dnych do otrzymania wyniku. Z drugiej strony, roz-
wa»ania takie s¡ mo»liwe dopiero po przeprowadzeniu drugiej fazy algorytmu
Z3M, która stanowi bardzo dobr¡ wery�kacj¦ poprawno±ci oszacowania FORM.

W celu oceny wpªywu wad poª¡cze« zgrzewanych na niezawodno±¢ zderzenio-
w¡ analizowanej belki, powtórzono dwa etapy algorytmu Z3M zakªadaj¡c tym
razem idealny stan wszystkich zgrzewów. Otrzymano nast¦puj¡ce rezultaty:

Pierwszy etap, liczba oblicze« funkcji granicznej= 199;

� I = � FORM = 4 :02; P I
f = 2 :9 � 10� 5; (6.7)

u � = f� 1:14; 0:15; � 0:99; � 1:84; � 1:61; � 1:30; 1:81; � 1:72g; (6.8)
�h(u � ) = � 0:0016;

Drugi etap, liczba oblicze« funkcji granicznej= 660;

P II
f = 1 :9 � 10� 5; � II = � � � 1(P II

f ) = 4 :12: (6.9)

Z porównania prawdopodobie«stw awarii odpowiadaj¡cych przypadkom
z uwzgl¦dnianiem oraz bez uwzgl¦dniania wad poª¡cze« zgrzewanych (odpo-
wiednio równania (6.6) i ( 6.9)) mo»na stwierdzi¢, »e jako±¢ tych poª¡cze« ma
istotne znaczenie w ocenie niezawodno±ci podªu»nicy, jakoelementu absorbu-
j¡cego energi¦ zderze«. Jest okoªo3 razy bardziej prawdopodobne, »e belka
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z wadliwymi zgrzewami nie zaabsorbuje w czasie zderzenia wymaganej energii
ni» belka o nieuszkodzonych poª¡czeniach.

Punkty projektowe (6.8) i ( 6.5) s¡ niew¡tpliwie ró»ne, a jednak ich wspóª-
rz¦dne nios¡ ze sob¡ jako±ciowo podobn¡ informacj¦. Odzwierciedlaj¡ one in-
tuicyjny scenariusz awarii polegaj¡cy na gorszych ni» nominalne warto±ciach
parametrów materiaªowych, mniejszych ni» zakªadano grubo±ciach blach oraz
znacznych skªadowych poprzecznych wektora pr¦dko±ci uderzaj¡cej masy.

6.2. Algorytm poprawy poziomu niezawodno±ci w zastosowaniu do
zagadnie« wytrzymaªo±ci zderzeniowej

Omówiony wcze±niej model podªu»nicy (zob. rys.6.1) wykorzystano do prze-
testowania metody poprawy niezawodno±ci zaproponowanej wpodrozdziale5.2.
Wybór zmiennych losowych odpowiada temu, który przedstawiono w tab. 6.1.
Jednak tym razem warto±ci oczekiwane zmiennychX 1; : : : ; X 4 (grubo±ci blach,
z których wykonano poszczególne cz¦±ci belki) traktowane s¡ jako zmienne pro-
jektowe, a odpowiadaj¡ce im odchylenia standardowe obliczane s¡ przy zachowa-
niu staªego wspóªczynnika zmienno±ci, zob. tab.6.2. Podobnie jak w poprzednim
podrozdziale, wady poª¡cze« zgrzewanych uwzgl¦dnia si¦ eliminuj¡c za ka»dym
razem z modelu MES3 losowo wybrane elementy sko«czone zgrzewów.

Tablica 6.2. Zmienne losowe w zadaniu optymalizacji niezawodno±ciowej / poprawy niezawod-
no±ci zgniatanej podªu»nicy.

Zmienna Opis Rozkªad Warto±¢ Odch. std./
prawdopod. oczekiwana wsp. zmien.

X 1 t1 - grubo±¢ cz¦±ci1 lognormalny y1 [mm] � X 1 = 5%
X 2 t2 - grubo±¢ cz¦±ci2 lognormalny y2 [mm] � X 2 = 5%
X 3 t3 - grubo±¢ cz¦±ci3 lognormalny y3 [mm] � X 3 = 5%
X 4 t4 - grubo±¢ cz¦±ci4 lognormalny y4 [mm] � X 4 = 5%
X 5 � 0 - granica plastyczno±ci lognormalny 180[MPa] 15[MPa]
X 6 E - moduª Younga lognormalny 210000[MPa] 21000[MPa]
X 7 vy

0 - skªadoway wektora normalny 0[m/s] 1:5 [m/s]
pr¦dko±ci pocz¡tkowej
uderzaj¡cej masy

X 8 vz
0 - skªadowaz wektora normalny 0[m/s] 1:5 [m/s]

pr¦dko±ci pocz¡tkowej
uderzaj¡cej masy
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Problem optymalizacji sformuªowany jest nast¦puj¡co:

znajd¹ warto±ci zmiennych:

y = f y1 = � X 1 ; y2 = � X 2 ; y3 = � X 3 ; y4 = � X 4 g; (6.10)

minimalizuj¡ce:

obj¦to±¢ materiaªu V (y); (6.11)

przy ograniczeniach:

dla wszystkich realizacji zmiennychX :

1) absorbowana energia jest wi¦ksza ni»7500 J; (6.12)

2) deformacja pierwszej cz¦±ci jest wi¦ksza ni»

50% deformacji caªkowitej; (6.13)

0:8mm � yi � 2:0mm; i = 1 ; : : : ; 4: (6.14)

Przyj¦ty czas trwania zderzenia wynosi20ms. Minimalna warto±¢ energii poda-
na w ograniczeniu (6.12) odpowiada nominalnym grubo±ciom blacht1 = t2 =
t3 = 1 :5mm, t4 = 1 mm, warto±ciom ±rednim zmiennychX 5; : : : ; X 8 oraz nie-
wadliwym zgrzewom. Ograniczenie (6.13) wprowadzono aby preferowa¢ takie
rozwi¡zania, które prowadz¡ do deformacji zlokalizowanych w pierwszej cz¦±ci
belki (numeracja segmentów belki na rys.6.1).

Rozwi¡zanie pocz¡tkowe wybrano analizuj¡c 50 realizacji wektora zmien-
nych projektowych wygenerowanych przy pomocy zmody�kowanego planu OLH
zgodnie ze strategi¡ opisan¡ w podrozdziaªach5.2.2.1i 5.2.3. Na rys. 6.9, gdzie
przedstawiono histori¦ zmian warto±ci parametrów projektowych, punkt star-
towy odpowiada iteracji 0. Jak to pokazano w formie wykresu sªupkowego na
rys. 6.10, punkt startowy cechuje bardzo niski poziom niezawodno±ci. Spo±ród
50 wygenerowanych punktów OLH, 28 nie speªnia ograniczenia (6.12), a 1 -
ograniczenia (6.13).

Iteracyjny algorytm opisany w 5.2 realizowany jest a» do znalezienia pierw-
szego rozwi¡zania, które speªni ograniczenia. Do szacowania warto±ci wspóª-
czynników korelacji pomi¦dzy funkcjami ogranicze« a zmiennymi projektowy-
mi, a tak»e do eksploracji obszaru rozwi¡za« dopuszczalnych, zastosowano50-cio
punktowy plan OLH. Rozwi¡zanie znaleziono po czterech krokach iteracyjnych.
Jak wida¢ na rys.6.9, obj¦to±¢ materiaªu belki wzrosªa w stosunku do rozwi¡-
zania nominalnego w wyniku znacznego pogrubienia segmentów 2 i 3 (warto-
±ci bliskie górnemu ograniczeniu prostemu). Grubo±¢ segmentu 1 jest znacznie
mniejsza, co sprzyja realizowaniu si¦ deformacji zlokalizowanych na styku belki
z uderzaj¡c¡ mas¡, takich jak na rys. 6.3b.
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6.3. Jako±ciowa analiza zachowania elementu zgniatanego za
pomoc¡ algorytmu klasy�kacji wyników symulacji OLH

Podczas analizy wyników losowych symulacji zachowania si¦konstrukcji, na
wykresach, których osiami s¡ zmienne losowe oraz wybrane wielko±ci odpowie-
dzi, mo»na cz¦sto zaobserwowa¢ tworzenie si¦ oddalonych odsiebie skupie«
punktów (ang. clusters). Obrazy takie nios¡ ze sob¡ zazwyczaj istotne informa-
cje dotycz¡ce modelowanego ukªadu konstrukcyjnego, ±wiadcz¡ o istnieniu od-
miennych jako±ciowo postaci zniszczenia lub te» o mo»liwo±ci utraty stateczno-
±ci. Je±li przyjrzymy si¦ wykresom punktowym na rys.6.11, które przedstawia-
j¡ zale»no±ci pomi¦dzy przemieszczeniem kratownicy Misesa (zob. podrozdziaª
4.1.5), a sztywno±ci¡ spr¦»yny i wielko±ci¡ przyªo»onego obci¡»enia, to widoczne
tam dwa skupienia wyników odpowiadaj¡ stanom przed i po przeskoku. Na-
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Rys. 6.11. Wyra¹ne skupienia punktów eksperymentalnych dl a przykªadu kratownicy Mise-
sa (zob. podrozdziaª 4.1.5). Grupa punktów w lewym dolnym rogu wykresów K s -w i S-w
(Skupienie 2) odpowiada przeskokowi kratownicy.

le»y postawi¢ pytanie, czy mo»na ªatwo zidenty�kowa¢ obszary w przestrzeni
zmiennych, którym odpowiadaj¡ skupienia odpowiedzi konstrukcji widoczne na
wykresach?

W przypadku jednej lub dwóch zmiennych losowych wystarczy odwzoro-
wa¢ punkty poszczególnych skupie« w punkty eksperymentalne, aby wizualnie
sprawdzi¢ czy mo»na mówi¢ o jakiejkolwiek prawidªowo±ci, która tªumaczyªaby
obserwowane skupienia. Jednak je±li zmiennych jest wi¦cejni» dwie, podej±cie
polegaj¡ce na analizie uªo»enia odpowiednich punktów na pªaszczyznach zde-
�niowanych przez wszystkie pary zmiennych losowych staje si¦ zbyt zªo»one
i praktycznie bezu»yteczne.

Dlatego w celu przeprowadzenia klasy�kacji poszczególnych skupie«, po-
szukuje si¦ powierzchni (w najprostszym przypadku hiperpªaszczyzny), która
jak najlepiej rozdziela dwie grupy punktów eksperymentalnych prowadz¡ce do
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odmiennych jako±ciowo zachowa« konstrukcji. Powierzchnia taka stanowi¢ mo»e
równie» wygodne narz¦dzie do szybkiej oceny nowych rozwi¡za«.

Poni»ej przedstawiona zostanie metoda znalezienia równania hiperpªaszczy-
zny, któr¡ zastosowano w pracach [17, 21] w analizowanych przez autora przy-
kªadach dotycz¡cych wytrzymaªo±ci zderzeniowej. Zaprezentowane sformuªowa-
nie przypomina, znan¡ z technik sztucznej inteligencji, metod¦ uczenia nadzo-
rowanego, zwan¡ maszyn¡ wektorów no±nych (ang.support vector machine-
SVM) [22, 148]. Co ciekawe, dopiero w ostatnich kilku latachzacz¦ªy ukazy-
wa¢ si¦ pierwsze prace, gdzie proponuje si¦ zastosowanie SVM w analizie nie-
zawodno±ci i optymalizacji niezawodno±ciowej, zob. [9, 10, 101, 174]. Równanie
poszukiwanej hiperpªaszczyzny ma posta¢

ax = d; (6.15)

gdzie a jest wektorem normalnym do hiperpªaszczyzny o wymiarzen, a jdj jest
odlegªo±ci¡ od pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych. Zadanie polega na znalezieniu
takich warto±ci a i d aby hiperpªaszczyzna (6.15) rozdzielaªa zbiór eksperymen-
tów (realizacji zmiennych losowych)S = f x (i ) ; i = 1 ; : : : ; N g na dwa rozª¡czne
podzbiory odpowiadaj¡ce zaobserwowanym skupieniom. Oznaczmy te podzbio-
ry jako S1 = f x (j ) ; j 2 I 1g i S2 = f x (k) ; k 2 I 2g, gdzieI 1 i I 2 s¡ zbiorami indek-
sów z zakresu1; : : : ; N wynikaj¡cymi z zaklasy�kowania punktów jako nale»¡-
cych do pierwszego b¡d¹ do drugiego skupienia. Oczywi±cieN1 + N2 = N , gdzie
N1 = jS1j, a N2 = jS2j. Chcemy tak dobra¢ wspóªczynniki równania (6.15), aby
wszystkie punkty z S1 znalazªy si¦ po jednej stronie hiperpªaszczyzny, a wszyst-
kie punkty z S2 po drugiej i aby maksymalizowa¢ odlegªo±¢ hiperpªaszczyzny
od najbli»szych punktów zS1 i S2. Wprowadzaj¡c dodatkow¡ zmienn¡ r , ozna-
czaj¡c¡ najmniejsz¡ odlegªo±¢ punktu ze zbioruS od hiperpªaszczyzny, zadanie
optymalizacji, którego rozwi¡zanie daje w wyniku wspóªczynniki a i d zapisa¢
mo»na jako

znajd¹ warto±ci zmiennych: a1; : : : ; an ; d; r; (6.16)

maksymalizuj¡ce: r; (6.17)

przy ograniczeniach:
nX

i =1

a2
i = 1 ; (6.18)

ax (i ) � d � r; i 2 I 1; (6.19)

ax (i ) � d � � r; i 2 I 2; (6.20)

� 1 � ai � 1; i = 1 ; : : : ; n; (6.21)

� � � d � �; (6.22)

0 � r � 
; (6.23)
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gdzie ai jest i -t¡ skªadow¡ wektora normalnego a, warto±¢� wybrano jako naj-
wi¦ksz¡ odlegªo±¢ punktu x (i ) 2 S od pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych, a 
 to
najmniejsza odlegªo±¢ pomi¦dzy punktami podzbiorówS1 i S2.

Tak sformuªowana metoda klasy�kacji punktów eksperymentalnych zaim-
plementowana zostaªa przez autora w programie M-Xplore, module pakietu
RADIOSS, który przeznaczony jest do analizy stochastycznej konstrukcji. Na
rys. 6.12 widoczne jest okno dialogowe programu M-Xplore, gdzie oprócz wi-
zualizacji wyników klasy�kacji istnieje mo»liwo±¢ wprowadzenia wspóªrz¦dnych
nowego punktu w celu okre±lenia jego przynale»no±ci do jednego ze skupie«.

Rys. 6.12. Okno dialogowe programu M-Xplore gdzie pokazano wynik zako«czonej powodze-
niem klasy�kacji punktów eksperymentalnych przy pomocy hi perpªaszczyzny. Rzutuj¡c punk-
ty na pªaszczyzn¦ prostopadª¡ do znalezionej, mo»na wyra¹n ie zaobserwowa¢ rozdziaª punktów
nale»¡cych do dwóch skupie«.
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Do rozwi¡zania zadania (6.16)�( 6.23), w prezentowanym poni»ej przykªa-
dzie analizy wyników symulacji losowych zgniatania elementu tylnej ramy po-
jazdu, u»yto algorytmu sekwencyjnego programowania kwadratowego NLPQL,
zob. [215]. Zdarza si¦ jednak, i» ze wzgl¦du na nieliniowy charakter granicy
pomi¦dzy dwoma skupieniami, algorytm ten nie jest w stanie odseparowa¢ pod-
zbiorów hiperpªaszczyzn¡ i nie mo»na uzyska¢ jego zbie»no±ci. W nast¦pnej
iteracji, za pomoc¡ metody NLPQL podejmuje si¦ wtedy prób¦ r ozdzielenia
podzbiorów S1 i S2 hiperpowierzchni¡ drugiego stopnia.

Na rys. 6.13 zaprezentowano sko«czenie elementowy model rozpatrywanego
fragmentu tylnej ramy zawieszenia samochodu. Model MES skªada si¦ z oko-
ªo 6000 elementów powªokowych. Element utwierdzony jest w prawym ko«cu,
natomiast z lewej strony zgniatany jest przez poruszaj¡c¡ si¦ ze staª¡ pr¦dko-
±ci¡ 35km/h pionow¡ sztywn¡ przegrod¦. Czas symulacji przyj¦to ró wny 0:04s,
a wi¦c przegroda przemieszcza si¦ w tym czasie o okoªo40cm, co stanowi 1/3
dªugo±ci caªkowitej elementu.

Rys. 6.13. Model MES elementu tylnej ramy zawieszenia pojazdu. Cz¦±¢ modelu oznaczona
ja±niejszym kolorem z lewej strony ma numer 1, a ciemniejszacz¦±¢ z prawej numer 2. Cz¦±¢
znajduj¡ca si¦ wewn¡trz cz¦±ci drugiej (widoczny ja±niejs zy fragment po prawej stronie) ozna-
czona jest numerem 3.

Posta¢ deformacji elementu jest kombinacj¡ zgniatania oraz zginania (wybo-
czenia). W zale»no±ci od przyj¦tych grubo±ci poszczególnych cz¦±ci oraz warto±ci
staªych materiaªowych jedna z tych form deformacji mo»e by¢dominuj¡ca, zob.
rys. 6.14. Poniewa» z pierwsz¡ postaci¡ deformacji wi¡»e si¦ zazwyczaj dobra
absorpcja energii zderzenia, a druga cechuje si¦ nisk¡ absorpcj¡ i du»ymi prze-
mieszczeniami poprzecznymi, dlatego celem bie»¡cej analizy jest okre±lenie za
pomoc¡ symulacji losowych takich parametrów konstrukcji, które prowadz¡ do
danego typu deformacji.
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Rys. 6.14. Dwie dominuj¡ce formy deformacji: zgniatanie or az zginanie (globalne wyboczenie).

Na potrzeby tak postawionego zadania wybrano sze±¢ zmiennych opisuj¡-
cych geometri¦ i materiaª trzech cz¦±ci konstrukcji, które wyszczególnione s¡ w
opisie do rys.6.13. Ka»da z cz¦±ci reprezentowana jest przez grubo±¢ stalowej
blachy, z której zostaªa wykonana, jak równie» przez bezwymiarowy mno»nik �
w zwi¡zku konstytutywnym typu ( 6.1) postaci

� = �f ("p; _" ) : (6.24)

Przyj¦to, »e wszystkie zmienne maj¡ jednostajny rozkªad prawdopodobie«stwa
o nast¦puj¡cych granicach:

X 1 - Grubo±¢ blachy cz¦±ci 1,t1 2 [1:02 mm; 1:38 mm],

X 2 - Grubo±¢ blachy cz¦±ci 2,t2 2 [1:36 mm; 1:84 mm],

X 3 - Grubo±¢ blachy cz¦±ci 3,t3 2 [1:7 mm; 2:3 mm],

X 4 - Parametr prawa konstytutywnego materiaªu cz¦±ci 1,� 1 2 [0:7; 1:3],

X 5 - Parametr prawa konstytutywnego materiaªu cz¦±ci 2,� 2 2 [0:7; 1:3],

X 6 - Parametr prawa konstytutywnego materiaªu cz¦±ci 3,� 3 2 [0:7; 1:3].

Jako charakterystyczne wielko±ci odpowiedzi deformowanego elementu przy-
j¦to trzy skªadowe wektorów przemieszczenia oraz pr¦dko±ci w czterech wybra-
nych w¦zªach siatki MES. Trzy w¦zªy znajduj¡ si¦ w poªowach d ªugo±ci od-
powiednich cz¦±ci konstrukcji, a czwarty wybrano na poª¡czeniu cz¦±ci 1 i 2.
Ponadto, rejestrowane s¡ skªadowe �globalnej� pr¦dko±ci caªego elementu, caª-
kowita energia odksztaªcenia, a tak»e dla ka»dej z cz¦±ci trzy skªadowe ±rednich
pr¦dko±ci w¦zªów oraz odpowiednie energie odksztaªcenia.Daje to w sumie 40
monitorowanych odpowiedzi konstrukcji.

Za pomoc¡ moduªu M-Xplore przeprowadzono 300 symulacji MESprogra-
mem RADIOSS generuj¡c realizacje zmiennychX 1; : : : ; X 6 zgodnie z planem
eksperymentów OLH.
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Analiz¦ wyników symulacji rozpocz¦to od poszukiwania skupie« mog¡cych
±wiadczy¢ o odmiennych postaciach deformacji na dwuwymiarowych wykresach
punktowych wybranych odpowiedzi. Na rysunkach6.15 i 6.16 przedstawiono
dwa wykresy punktowe, na których wyra¹nie widoczne jest ukªadanie si¦ wyni-
ków w dwa skupienia (takie same na obydwu wykresach). Co nie jest zaskakuj¡-
ce, najbardziej reprezentatywnymi dla deformacji typu zgi¦ciowego okazaªy si¦
przemieszczenie pionowe ±rodkowego w¦zªa cz¦±ci 2 i energia odksztaªcenia tej
cz¦±ci.

IE_part2 vs. N_MID_P2_DZ   rho = 0.712
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Rys. 6.15. Wykres punktowy sporz¡dzony dla chwili t = 0 :04 s, tzn. ko«ca symulacji MES.
Na osi poziomej, przemieszczenie pionowe w¦zªa znajduj¡cego si¦ w ±rodku cz¦±ci 2 (w mili-
metrach). Na osi pionowej, energia odksztaªcenia cz¦±ci 2.Skupienie w prawym górnym rogu
odpowiada globalnemu wyboczeniu elementu.

Po dokonaniu klasy�kacji skupie« punktów w przestrzeni odpowiedzi, poszu-
kujemy nast¦pnie hiperpªaszczyzny rozdzielaj¡cej odpowiadaj¡ce im realizacje
w przestrzeni zmiennych losowych. Niestety nie mo»na dokona¢ takiego proste-
go podziaªu oznaczaj¡c punkty skupie« na pi¦tnastu wykresach punktowych,
których osiami s¡ wszystkie mo»liwe kombinacje dwóch z sze±ciu zmiennych
X 1; : : : ; X 6.

Hiperpªaszczyzn¦ klasy�kuj¡c¡ udaªo si¦ jednak znale¹¢ rozwi¡zuj¡c zada-
nie (6.16)�( 6.23). Stosuj¡c wprowadzone wcze±niej oznaczenia, dana jest ona
równaniem

� 0:70t1 � 0:38� 1 + 0 :43t2 + 0 :42� 2 + 0 :02t3 + 0 :05� 3 = 0 :21: (6.25)
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IE_part2 vs. IE_part1   rho = -0.760
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Rys. 6.16. Wykres punktowy sporz¡dzony dla chwili t = 0 :04 s. Na osi poziomej, energia od-
ksztaªcenia cz¦±ci 1. Na osi pionowej, energia odksztaªcenia cz¦±ci 2. Widoczne jest skupienie
skªadaj¡ce si¦ z tych samych punktów co na wykresie 6.15. Deformacja typu wyboczenio-
wego charakteryzuje si¦ du»¡ energi¡ zaabsorbowan¡ przez cz¦±¢ 2 przy stosunkowo maªej
zaabsorbowanej przez cz¦±¢ 1.

Na rys. 6.17zaprezentowano wykres punktowy powstaªy z rzutowania punktów
planu OLH na pªaszczyzn¦ prostopadª¡ do hiperpªaszczyzny (6.25).

Hiperpªaszczyzna rozdziela przestrze« realizacji zmiennych losowych na dwa
obszary. Po jednej stronie znajduj¡ si¦ te realizacje, które z du»ym prawdopo-
dobie«stwem prowadz¡ do deformacji o dominuj¡cej postaci zgi¦ciowej - cha-
rakterystycznej dla globalnej utraty stateczno±ci. Po drugiej strony hiperpªasz-
czyzny mamy do czynienia z regularnym zgniataniem elementu- deformacj¡,
która wi¡»e si¦ z dobrym absorbowaniem energii zderzenia. Obliczaj¡c warto±¢
wyra»enia po lewej stronie równania (6.25) dla nowych warto±ci grubo±ci bla-
chy oraz nowych wspóªczynników materiaªowych okre±li¢ mo»na przypuszczalny
typ deformacji elementu. Je±li obliczona warto±¢ jest wi¦ksza od 0.21, to b¦dzie
to regularne zgniatanie, a je±li mniejsza, to element prawdopodobnie ulegnie
wyboczeniu.

Mo»na pokusi¢ si¦ tak»e o prób¦ analizy równania (6.25). Pomi«my na wst¦-
pie we wzorze wpªyw zmiennycht3 i � 3 ze wzgl¦du na maªe warto±ci stoj¡cych
przy nich wspóªczynników. Dokonuj¡c pewnych zaokr¡gle« zgrupujmy nast¦pnie
pozostaªe 4 zmienne tak, aby otrzyma¢ wzór jako±ciowo podobny do wyj±ciowego

� 0:4(2t1 + � 1) + 0 :4(t2 + � 2) = 0 :2: (6.26)
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Rys. 6.17. Wykres punktowy b¦d¡cy rzutem eksperymentów OLH na pªaszczyzn¦ prostopadª¡
do hiperpªaszczyzny (6.25). Pªaszczyzna, na której zaobserwowa¢ mo»na oddzielenie punktów
nale»¡cych do ró»nych skupie«, okre±lona jest przez wektor normalny do hiperpªaszczyzny
i dowolny prostopadªy do niego wektor.

Wyst¦puj¡cy w powy»szym wzorze skªadnik R1 = 2 t1 + � 1 mo»na traktowa¢ ja-
ko reprezentuj¡cy �globaln¡� sztywno±¢ cz¦±ci1. Je±liR1 jest du»e, to elementy
powªokowe, którymi modelowana jest ta cz¦±¢ s¡ grubsze, a materiaª jest sztyw-
niejszy. W podobny sposób interpretowa¢ nale»y skªadnikR2 = t2 + � 2, przy
pomocy którego opisywa¢ mo»na sztywno±¢ cz¦±ci 2. Po wstawieniu do (6.26)
otrzymuje si¦ dalsze uproszczenie znalezionego warunku klasy�kacji

R2 = R1 + 0 :5: (6.27)

Ta posta¢ wzoru jest ju» bardzo prosta do interpretacji. Je±li R2 > R 1 + 0 :5,
wtedy cz¦±¢ 2 jest na tyle sztywna, »e nie ulega zgi¦ciu, a deformacja koncentruje
si¦ w cz¦±ci 1. W przeciwnym wypadku zaobserwujemy zginaniew cz¦±ci 2 oraz
globalne wyboczenie elementu.

Zaprezentowany sposób analizy wyników komputerowych symulacji losowych
pozwala na lepsze zrozumienie zachowania si¦ konstrukcji iokazuje si¦ by¢ przy-
datny w wielu zastosowaniach. Jednak ograniczeniem w stosowaniu tej meto-
dy mo»e by¢ wi¦ksza liczba obserwowanych skupie«, jak równie» konieczno±¢
uwzgl¦dnienia zbyt wielu zmiennych.
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6.4. Optymalizacja odporno±ciowa zgniatanej dynamiczniebelki
cienko±ciennej

Prezentowany przykªad optymalizacji odporno±ciowej opracowany zostaª w ra-
mach europejskiego projektu badawczego APROSYS. Projekt ten po±wi¦cony
byª rozwojowi systemów pasywnego bezpiecze«stwa w konstrukcjach pojazdów
samochodowych oraz wypracowaniu metod i narz¦dzi komputerowych, które
pozwol¡ ograniczy¢ liczb¦ kosztownych testów laboratoryjnych na rzecz testów
wirtualnych. Opis przykªadu znale¹¢ mo»na w raporcie [38].

Celem zadania jest takie dobranie grubo±ci poszczególnychcz¦±ci cienko-
±ciennej belki podªu»nicy, która znana jest z podrozdziaªów 6.1 i 6.2, aby nie
zwi¦kszaj¡c znacznie jej nominalnego ci¦»aru zmaksymalizowa¢ absorbowan¡
przez belk¦ energi¦ uderzaj¡cej masy i uczyni¢ wielko±¢ tejenergii jak najmniej
wra»liw¡ na losowy rozrzut parametrów konstrukcji oraz obci¡»enia. Jako zmien-
ne projektowe przyj¦to warto±ci oczekiwane losowych grubo±ci czterech cz¦±ci
tworz¡cych belk¦, zob. rys. 6.1. Zaªo»ono, »e pocz¡tkowe (nominalne) warto-
±ci tych zmiennych wynosz¡1:5mm, co daje pocz¡tkow¡ obj¦to±¢ materiaªu
Vinit = 864 000 mm3.

Stochastyczny model belki skªada si¦ z8 zmiennych losowych opisuj¡cych
grubo±ci blach, parametry materiaªowe oraz warunki pocz¡tkowe zadania. Zmien-
ne te przedstawiono w tab.6.4. Zastosowano, wprowadzon¡ w podrozdziale2.3,
konwencj¦ podziaªu zmiennych losowych na zmienne typuX i typu P, w zale»-
no±ci od tego czy odpowiednie warto±ci oczekiwane s¡ zmiennymi projektowymi
czy nie. Zaªo»ono, »e warto±ci odchyle« standardowych zmiennych X 1; : : : ; X 4

obliczane b¦d¡ proporcjonalnie do warto±ci oczekiwanych zgodnie ze staªym
wspóªczynnikiem zmienno±ci. Wady zgrzewów uwzgl¦dniane s¡ tak jak w po-
przednich przykªadach, poprzez losowy wybór3 spo±ród64 poª¡cze«, które eli-
minuje si¦ za ka»dym razem z modelu MES.

Zadanie optymalizacji odporno±ciowej sformuªowane jest nast¦puj¡co, por.
(2.43)�( 2.48):

znajd¹ warto±ci zmiennych: � X = f � X 1 ; � X 2 ; � X 3 ; � X 4 g; (6.28)

minimalizuj¡ce: ~f =
1 � �

� � E[f (X ; P)] +
�
� � � [f (X ; P)]; (6.29)

przy ograniczeniach: E[g(X )] � 3 � [g(X )] � 0; (6.30)

0:5 mm � � X i � 2:0 mm; i = 1 ; : : : ; 4; (6.31)

gdzie f (X ; P) jest absorbowan¡ przez belk¦ energi¡ wzi¦t¡ ze znakiem minus,
� 2 [0; 1] jest wspóªczynnikiem wagowym,� � i � � s¡ staªymi normalizuj¡cymi
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Tablica 6.3. Zmienne losowe w zadaniu optymalizacji odporno±ciowej zgniatanej podªu»nicy.
Warto±ci oczekiwane zmiennych X s¡ zmiennymi projektowymi.

Zmienna Opis Rozkªad Pocz¡tkowa Wspóªczynnik
typu X prawdopod. warto±¢ zmienno±ci

oczekiwana
X 1 t1 - grubo±¢ cz¦±ci1 lognormalny 1:5 [mm] 5%
X 2 t2 - grubo±¢ cz¦±ci2 lognormalny 1:5 [mm] 5%
X 3 t3 - grubo±¢ cz¦±ci3 lognormalny 1:5 [mm] 5%
X 4 t4 - grubo±¢ cz¦±ci4 lognormalny 1:5 [mm] 5%

Zmienna Opis Rozkªad Warto±¢ Odchylenie
typu P prawdopod. oczekiwana standardowe

P1 � 0 - granica plastyczno±ci lognormalny 180[MPa] 15[MPa]
P2 E - moduª Younga lognormalny 210000[MPa] 10500[MPa]
P3 vy

0 - skªadoway wektora normalny 0[m/s] 1:0 [m/s]
pr¦dko±ci pocz¡tkowej
uderzaj¡cej masy

P4 vz
0 - skªadowaz wektora normalny 0[m/s] 1:0 [m/s]

pr¦dko±ci pocz¡tkowej
uderzaj¡cej masy

wyznaczonymi na podstawie wyników symulacji losowych przeprowadzonych dla
pierwszego zbioru punktów eksperymentalnych, ag(X ) = 1 :1Vinit � V (X ) jest
funkcj¡ nakªadaj¡c¡ ograniczenie na przyrost obj¦to±ci belki - nie mo»e ona prze-
kroczy¢110%obj¦to±ci pocz¡tkowej. Obj¦to±¢ materiaªu jest funkcj¡ lo sow¡ ze
wzgl¦du na losowy charakter grubo±ci blach i dlatego ograniczenie (6.30) sfor-
muªowano jako ograniczenie odporno±ciowe typu (2.45) przyjmuj¡c ~� = 3 . Kry-
teria minimalizacji warto±ci ±redniej absorbowanej energii oraz jej odchylenia
standardowego wydaj¡ si¦ by¢ wzajemnie kon�iktowe. Konstruowanie podªu»-
nicy z grubszych blach niew¡tpliwie zwi¦ksza zdolno±¢ absorbowania energii.
Z drugiej strony, rosn¡ca proporcjonalnie wariancja tych grubo±ci prowadzi do
wi¦kszego losowego rozrzutu obliczanych warto±ci energii. Trzeba jednak pami¦-
ta¢, »e dla ustalonej obj¦to±ci materiaªu wpªyw na wyniki marównie» decyzja
o �dystrybucji� grubo±ci blach w ramach czterech cz¦±ci belki.

Czas pracy procesora konieczny do przeprowadzenia pojedynczej analizy
MES za pomoc¡ programu RADIOSS wynosi okoªo dwie godziny. Zewzgl¦du na
ograniczenia licencyjne posiadanej wersji programu, w obliczeniach mo»na byªo
korzysta¢ z równolegªej pracy jedynie16 procesorów. Z tego powodu zdecydowa-
no si¦ wykona¢ zaledwie jedn¡ iteracj¦ algorytmu optymalizacji odporno±ciowej,
skªadaj¡c¡ si¦ z:
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� Wygenerowania 32 realizacji wektora zmiennych projektowych równo-
miernie w obszarze wyznaczonym przez zakresy zmienno±ci (6.31), zgod-
nie z planem OLH.

� Wyznaczenia momentów statystycznych funkcji celu i ogranicze« poprzez
symulacje losowe typu OLH na podstawie próbek o wielko±ciN = 64,
generowanych dla ka»dej z32 realizacji wektora � X .

� Budowy aproksymacji metod¡ krigingu (zob. podrozdziaª 3.2) funkcji
� f (� X ), � f (� X ), � g(� X ), � g(� X ). Aproksymacje te dane s¡ odpowiednio
jako �̂ f (� X ), �̂ f (� X ), �̂ g(� X ), �̂ g(� X ).

� Dla danego � , przy pomocy wybranego algorytmu optymalizacji deter-
ministycznej, znalezienia rozwi¡zania zadania minimalizacji

znajd¹ warto±ci zmiennych: � X ; (6.32)

minimalizuj¡ce:
1 � �

� � �̂ f (� X ) +
�
� � �̂ f (� X ); (6.33)

przy ograniczeniach: �̂ g(� X ) � 3 �̂ g(� X ) � 0; (6.34)

0:5 mm � � X i � 2:0 mm; i = 1 ; : : : ; 4: (6.35)

A zatem, w celu skonstruowania koniecznych powierzchni odpowiedzi nale»aªo
wykona¢ 2048 symulacji sko«czenie elementowych dla ró»nych warto±ci para-
metrów modelu MES. Z uwagi na wspomniane ju» ograniczenia dotycz¡ce pa-
ralelizacji oblicze«, byªo to zadanie do±¢ czasochªonne. Zastosowane podej±cie,
polegaj¡ce na tworzeniu niezale»nych aproksymacji dla wszystkich wyst¦puj¡-
cych w sformuªowaniu (6.28)�( 6.31) momentów statystycznych, omówione zo-
staªo w podrozdziale2.4.2.2jako tzw. strategia aproksymacji statystyk.

W celu zbadania wpªywu warto±ci wspóªczynnika wagowego na otrzymywane
rozwi¡zania rozpatrzono 9 przypadków, przyjmuj¡c kolejno � = 0 :1; 0:2; : : : ; 0:9.
Na wykresie 6.18, którego osiami s¡ kryteria optymalizacji � f = E[f (X ; P)]
i � f = � [f (X ; P)], pokazano wyniki odpowiadaj¡ce punktom eksperymental-
nym jak równie» rozwi¡zania optymalne oraz ich symulacyjnewery�kacje. Punk-
ty oznaczone kóªkami reprezentuj¡ warto±ci kryteriów oszacowane za pomoc¡
symulacji losowych i odpowiadaj¡ tym spo±ród32 realizacji zmiennych projek-
towych, które speªniaj¡ ograniczenie (6.30) dotycz¡ce zmian obj¦to±ci. Czworo-
k¡tne symbole oznaczaj¡ 9 rozwi¡za« zadania (6.32)�( 6.35) dla ró»nych wspóª-
czynników � , a wi¦c s¡ punktami ze zbioru rozwi¡za« kompromisowych (ocen
rozwi¡za« niezdominowanych). Punkty oznaczone trójk¡tami s¡ wynikami we-
ry�kacji warto±ci ocen rozwi¡za« niezdominowanych za pomoc¡ symulacji loso-
wych, gdzie próbki generowane s¡ przez64-ro punktowe plany OLH.
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Rys. 6.18. Warto±ci funkcji kryteriów optymalizacji odpow iadaj¡ce tym spo±ród 64 punktów
eksperymentalnych, które speªniaj¡ ograniczenie (6.30), oraz zbiór rozwi¡za« kompromisowych
i odpowiadaj¡cych im wery�kacji metod¡ losowych symulacji OLH.
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Rys. 6.19. Punkty zbioru kompromisów oraz ich wery�kacji za pomoc¡ symulacji losowych.
Warto±ci przy symbolach odpowiadaj¡ u»ytym wspóªczynniko m wagowym � .
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Zbiór kompromisów oraz odpowiadaj¡cy mu zbiór wery�kacji � powi¦kszono�
na rys. 6.19. Mo»na zauwa»y¢, »e w zwi¡zku z ograniczon¡ dokªadno±ci¡ po-
wierzchni odpowiedzi budowanych w oparciu o niewielk¡ liczb¦ punktów ekspe-
rymentalnych oraz w zwi¡zku z bª¦dem, którym obarczone s¡ wyniki symulacji
losowych, wzajemne pozycje punktów w zbiorze kompromisów oraz zbiorze we-
ry�kacji nie odpowiadaj¡ jako±ciowo warto±ciom wspóªczynników � , dla których
otrzymano rozwi¡zania. Ponadto, rozwi¡zania te wydaj¡ si¦ nieznacznie zani»a¢
warto±¢ ±redni¡ absorbowanej energii oraz zawy»a¢ jej odchylenie standardowe.

Z drugiej stony, dla przebadanego zakresu zmienno±ci wspóªczynnika wago-
wego uzyskiwane optymalne warto±ci kryteriów nie ró»ni¡ si¦ znacznie od sie-
bie, a dokªadno±¢ aproksymacji wydaje si¦ by¢ zadowalaj¡caz punktu widzenia
praktyki projektowej. Analizuj¡c rozwi¡zania niezdomino wane (Pareto) pokaza-
ne na rys. 6.20 mo»na doj±¢ do wniosku, »e rozwi¡zanie zadania optymalizacji
odporno±ciowej rozpatrywanej belki prowadzi do powi¦kszenia grubo±ci pªyty
(cz¦±¢ 4), nieznacznego zmniejszenia grubo±ci dwóch pierwszych cz¦±ci typu 

oraz do grubo±ci cz¦±ci trzeciej, która bliska jest nominalnej warto±ci 1:5mm.
Na podstawie obserwowanego skupienia rozwi¡za« optymalnych w przestrzeni
kryteriów na wykresie 6.18 oraz maªego zró»nicowania rozwi¡za« na rys.6.20
wnioskowa¢ mo»na, i» kryteriaf � f ; � f g nie s¡ kon�iktowe.
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Rys. 6.20. Rozwi¡zania niezdominowane (Pareto) dla rozpat rywanych warto±ci wspóªczynni-
ka � .
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aa6.5. Optymalizacja odporno±ciowa w zadaniu kalibracji
parametrów modelu numerycznego

Poni»szy przykªad dotyczy zastosowania techniki optymalizacji odporno±cio-
wej w zadaniu doboru warto±ci parametrów modelu numerycznego przeznaczo-
nego do symulacji zderzenia fantomu dolnej ko«czyny z barier¡ AE-MDB (ang.
Advanced European Mobile Deformable Barrier), zob. [63]. Przykªad ten, stano-
wi¡cy ilustracj¦ mo»liwo±ci u»ycia optymalizacji odporno±ciowej do komputero-
wego wspomagania procesu certy�kacji pojazdów pod k¡tem ich bezpiecze«stwa
w przypadku kolizji z pieszym, zostaª opublikowany w jednymz raportów z dzia-
ªalno±ci projektu APROSYS [47].

Testy takie jak pokazany na rys. 6.21 sªu»¡ sprawdzeniu czy konstrukcja
przedniej cz¦±ci samochodu, a w szczególno±ci jego zderzaka, nie powoduje zbyt
du»ych urazów nogi pieszego przy typowym potr¡ceniu z pr¦dko±ci¡ 40 km/h.

Rys. 6.21. Próba zderzeniowa na fantomie ko«czyny dolnej. Zdj¦cie z pracy [99], dzi¦ki uprzej-
mo±ci Iztoka Cigralica z TUG.

W celu kompleksowej oceny jako±ci stosowanego fantomu, a zwªaszcza po-
wtarzalno±ci uzyskiwanych przy jego pomocy wyników oraz wpªywu jaki na
rozrzut tych wyników ma losowy charakter warunków pocz¡tkowych, skonstru-
owano specjalne stanowisko testowe. Skªada si¦ ono z fantomu ko«czyny dolnej,
wystrzeliwanego w kierunku bariery z pneumatycznego dziaªa o wysokiej precy-
zji pozycjonowanego przez rami¦ robota, oraz bariery AE-MDB, która modeluje
przód pojazdu osobowego.
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Schemat fantomu ko«czyny dolnej przedstawiono na rys.6.22, a na rys.6.23
pokazano zdj¦cia ukazuj¡ce szczegóªy jego budowy, m.in. czujniki umo»liwia-
j¡ce dokonanie w momencie zderzenia nast¦puj¡cych odczytów: przyspieszenia
górnej cz¦±ci ko±ci piszczelowej, k¡ta bocznego zgi¦cia kolana oraz wzajemnego
przemieszczenia ±cinaj¡cego ko±ci udowej i ko±ci piszczelowej. W uproszczeniu
mo»na powiedzie¢, »e fantom skªada si¦ z dwóch rur metalowych o promieniu
zewn¦trznym 70mm reprezentuj¡cych ko±¢ udow¡ i ko±¢ piszczelow¡ o odpo-
wiednio dobranej masie, momencie bezwªadno±ci i ±rodku ci¦»ko±ci. Otaczaj¡ce
mi¦±nie modelowane s¡ za pomoc¡ pianki Confor (CF-45 1) o grubo±ci25mm,
zob. [24]. Fantom powleczony jest6mm warstw¡ kauczuku syntetycznego repre-
zentuj¡cego ludzk¡ skór¦.

Rys. 6.22. Schemat fantomu ko«czyny dolnej. Rysunek z pracy [99], dzi¦ki uprzejmo±ci Iztoka
Cigralica z TUG.

Zastosowana sztywna bariera odpowiada geometri¡ poªowie przedniej cz¦-
±ci mobilnej bariery AE-MDB, której ksztaªt modeluje z kolei przód pojazdu
osobowego, zob. rys.6.24. Na rys. 6.25, obok izometrycznego widoku bariery,
na przekroju zaznaczono dwie warstwy z pianki polipropylenowej (ang. Expan-
ded PolyPropylene foam- EPP) doª¡czone w celu ochrony fantomu ko«czyny
przed zniszczeniem podczas wielokrotnie powtarzanego do±wiadczenia. Charak-
terystyki napr¦»enie-odksztaªcenie materiaªu EPP dla pi¦ciu ró»nych pr¦dko±ci
odksztaªcenia przedstawiono na rys.6.26, por. [16].

Fantom wystrzeliwany jest z pneumatycznego dziaªa, o charakterystyce po-
danej w [99], które za ka»dym razem ustawiane jest za pomoc¡ robota �rmy
KUKA. Na rys. 6.27 pokazano tolerancje poªo»enia oraz pr¦dko±ci fantomu
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Rys. 6.23. Szczegóªy budowy fantomu ko«czyny dolnej. Zdj¦cia z pracy [99], dzi¦ki uprzejmo±ci
Iztoka Cigralica z TUG.

Rys. 6.24. Porównanie geometrii bariery AE-MDB i przedniej cz¦±ci wspóªczesnego samochodu
osobowego.

w momencie uderzenia w barier¦. S¡ to wielko±ci wynikaj¡ce zprecyzji urz¡-
dzenia, a zarazem takie, które s¡ dopuszczalne przez protokóª certy�kacyjny.

Wykonano 15 powtórze« eksperymentu otrzymuj¡c oszacowanie momentów
statystycznych warto±ci odczytów czujników umieszczonych w fantomie.
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Rys. 6.25. Lewa strona: bariera u»ywana w do±wiadczeniu (poªowa przedniej cz¦±ci AE-MDB),
Prawa strona: Przekrój poprzeczny, na czerwono zaznaczonodoª¡czon¡ piank¦ polipropyleno-
w¡. Rysunki z pracy [99], dzi¦ki uprzejmo±ci Iztoka Cigrali ca z TUG.

Celem zaplanowanej optymalizacji odporno±ciowej jest takie dobranie wy-
branych parametrów modelu numerycznego, aby rozrzut wyników symulacji
MES wynikaj¡cy z zaªo»onych niepewno±ci warunków pocz¡tkowych odpowia-
daª jak najlepiej rozrzutom otrzymywanym w do±wiadczeniu.Model kompu-
terowy zªo»ony z fantomu oraz bariery pokazano na rys.6.28. Skªada si¦ on
przede wszystkim z ponad30 000przestrzennych elementów8-w¦zªowych i 3200
4-w¦zªowych elementów powªokowych. Czas trwania zderzenia, symulowanego
programem RADIOSS, zaªo»ono równy33ms. Jako kryterium uszkodzenia ko«-
czyn dolnych przyj¦to k¡t bocznego zgi¦cia kolana.

Oprócz warunków pocz¡tkowych, w modelu stochastycznym uwzgl¦dniono
losowy charakter parametrów zwi¡zku konstytutywnego pianki EPP jak równie»
wspóªczynnika tarcia pomi¦dzy barier¡, a syntetycznym kauczukiem pokrywaj¡-
cym fantom. Zadanie optymalizacji polega¢ b¦dzie na znalezieniu takich warto±ci
oczekiwanych tych dwóch zmiennych, aby statystyki wynikóweksperymental-
nych odpowiadaªy statystykom otrzymywanym z testów komputerowych. Opis
wszystkich zmiennych losowych przedstawiono w tab.6.4. W sposób schema-
tyczny zaznaczono je tak»e na rys.6.28.
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Rys. 6.26. Zale»no±ci napr¦»enie-odksztaªcenie pianki polipropylenowej dla ró»nych pr¦dko±ci
odksztaªcenia.

Rys. 6.27. Dopuszczalne tolerancje poªo»enia oraz pr¦dko±ci fantomu ko«czyny dolnej w mo-
mencie uderzenia w barier¦.
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Tablica 6.4. Zmienne losowe w zadaniu optymalizacji odporno±ciowej w problemie kali-
bracji parametrów modelu numerycznego fantomu ko«czyny do lnej uderzaj¡cego w barier¦
AE-MDB. Warto±ci oczekiwane zmiennych X s¡ zmiennymi projektowymi.

Zmienna Opis Rozkªad Pocz¡tkowa Odchylenie
typu X prawdopod. warto±¢ standardowe

oczekiwana

X 1 mno»nik zwi¡zków normalny 1.0 0.0333
konstytutywnych

X 2 wspóªczynnik tarcia normalny 0.3 0.02

Zmienna Opis Rozkªad Warto±¢ Odchylenie
typu P prawdopod. oczekiwana standardowe

P1 poªo»enie poziome fantomu normalny 0:0 [mm] 3:333[mm]
P2 poªo»enie pionowe fantomu normalny 0:0 [mm] 3:333[mm]
P3 � x - pocz¡tkowy k¡t obrotu normalny 0.0 0.6667

fantomu wokóª osix
P4 � y - pocz¡tkowy k¡t obrotu normalny 0.0 0.6667

fantomu wokóª osiy
P5 � z - pocz¡tkowy k¡t obrotu normalny 0.0 0.6667

fantomu wokóª osiz
P6 � v

y - k¡t obrotu wektora normalny 0.0 0.6667
pr¦dko±ci pocz¡tkowej
fantomu wokóª osiy

P7 � v
z - k¡t obrotu wektora normalny 0.0 0.6667

pr¦dko±ci pocz¡tkowej
fantomu wokóª osiz

P8 pr¦dko±¢ pocz¡tkowa fantomu normalny 11:11[m/s] 0:667[m/s]

X1, X2

P3

P4

P5
P1

P7

P6

P8

P2

Rys. 6.28. Model numeryczny fantomu ko«czyny dolnej i barie ry oraz zmienne losowe zadania
optymalizacji odporno±ciowej.



6.5 Optymalizacja odporno±ciowa w zadaniu kalibracji parametrów modelu ... 199

Podobnie jak w przykªadzie dotycz¡cym optymalizacji podªu»nicy (podroz-
dziaª 6.4) w oznaczeniach zastosowano podziaª na zmienneX i P. Do tych
pierwszych nale»¡: mno»nik empirycznych zwi¡zków materiaªowych danych za
pomoc¡ wykresów na rys.6.26oraz wspóªczynnik tarcia. Zmienne typuP, któ-
re nie podlegaj¡ »adnej kontroli w procesie optymalizacji,reprezentuj¡ warunki
pocz¡tkowe zadania.

Problem optymalizacji odporno±ciowej sformuªowano nast¦puj¡co (por. ( 2.49)):

znajd¹ warto±ci zmiennych: � X = f � X 1 ; � X 2 g; (6.36)

minimalizuj¡ce: �f =
1 � �

� �

h
E[f (X ; P)] � M E

i 2

+
�
� �

h
� [f (X ; P)] � M �

i 2
; (6.37)

przy ograniczeniach: 0:8 � � X 1 � 1:2; 0:1 � � X 2 � 0:7; (6.38)

gdzie f jest k¡tem bocznego zgi¦cia kolana,� � i � � s¡ staªymi normalizuj¡cy-
mi, ustalonymi na podstawie wyników symulacji dla przyj¦tego zbioru punktów
eksperymentalnych, M E = 25:77 i M � = 1 :2 to wyznaczone eksperymental-
nie warto±¢ ±rednia i odchylenie standardowe funkcjif . Wspóªczynnik wagowy
� przyj¦to równy 0:5, nie ró»nicuj¡c preferencji osi¡gni¦cia warto±ci M E i M �

przez odpowiednie momenty statystyczne otrzymane przy pomocy symulacji
numerycznych.

W celu zbudowania aproksymacji funkcji celu (wzór (6.37)), warto±ci ±red-
nie oraz odchylenia standardowe funkcjif oszacowano w 14 punktach eks-
perymentalnych, wygenerowanych w sposób równomierny na obszarze zde�-
niowanym nierówno±ciami (6.38). Punkty generowane byªy zgodnie z koncep-
cj¡ OLH. Planów OLH u»ywano tak»e do tworzenia 100-elementowych próbek
w 10-wymiarowej przestrzeni zmiennych losowych w celu estymacji momentów
E[f (X ; P) i � [f (X ; P)]. Koszt przygotowania danych do aproksymacji funkcji
celu równy jest zatem kosztowi 1400 analiz MES przeprowadzonych za pomoc¡
programu RADIOSS. Poniewa» czas trwania jednej analizy to okoªo 2 godziny,
dlatego realizuj¡c zadanie na 32 równolegªych procesorach, 14 warto±ci funkcji
�f otrzymano po niecaªych 4 dobach oblicze«. Warto±ci te zilustrowane zostaªy
w postaci sªupków na rys.6.29. Powierzchnia odpowiedzi utworzona metod¡
krigingu �rozpi¦ta� na punktach eksperymentalnych pokazana jest na rys. 6.30.
W przeciwie«stwie do przykªadu przedstawionego w poprzednim podrozdziale,
nie stosowano strategii aproksymacji statystyk, tworz¡c aproksymacj¦ metod¡
krigingu bezpo±rednio dla wagowej funkcji celu, zgodnie zestrategi¡ opisan¡
w podrozdziale2.4.2.3.
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Rys. 6.29. Warto±ci funkcji celu ( 6.37) dla 14 punktów eksperymentalnych wygenerowanych
zgodnie z planem OLH.

���

����

����

����

���	

��


�

���

�

���

�

���

�

��	� ��	� ��		 ���� ���� ���� ���� ���	 ���� ���� ����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

� X�

� X�

f
~

Rys. 6.30. Aproksymacja metod¡ krigingu funkcji celu ( 6.37).
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Mo»na zauwa»y¢ wyra¹n¡ tendencj¦ zmniejszania si¦ warto±ci funkcji celu
wraz ze wzrostem mno»nika� X 1 . W przypadku drugiej zmiennej projektowej
(wspóªczynnika tarcia) »adna globalna tendencja nie jest widoczna. Skonstru-
owana aproksymacja posªu»yªa do znalezienia nast¦puj¡cego oszacowania opty-
malnych warto±ci zmiennych projektowych:

� opt
X = f � X 1 = 1 :16; � X 2 = 0 :373g: (6.39)

Post¦puj¡c zgodnie z algorytmem zaproponowanym w podrozdziale 2.4.2.3mo»-
na nast¦pnie zaw¦zi¢ obszar poszukiwa«, wygenerowa¢ eksperymenty numerycz-
ne, przeprowadzi¢ symulacje losowe, zbudowa¢ now¡ aproksymacj¦ funkcji �f i na
tak lokalnie udoskonalonej powierzchni odpowiedzi znale¹¢ nowe oszacowanie
minimum.

Mimo to, ze wzgl¦du na znaczny koszt analizy MES nie przeprowadzono
kolejnych iteracji. Uzyskany wynik mo»e by¢ wi¦c obarczonypewnym bª¦dem
w zwi¡zku z �zaszumionym� charakterem wyników symulacji losowych, co jest
nieuniknione zwªaszcza przy stosowaniu niewielkich próbek. Z drugiej strony,
mo»na z du»ym prawdopodobie«stwem zaªo»y¢, »e aby na podstawie symulacji
numerycznych otrzyma¢ podobne statystyki wybranego kryterium uszkodzenia
ko«czyny dolnej do statystyk z eksperymentu �zycznego, nale»y przyj¡¢ wspóª-
czynnik skaluj¡cy w zwi¡zku konstytutywnym pianki EPP blis ki 1:2.

Dokonano wery�kacji warto±ci ±redniej oraz odchylenia standardowego funk-
cji f w punkcie � opt

X otrzymuj¡c odpowiednio 24:0 i 1:28, co porównuj¡c z war-
to±ciami M E i M � , wydaje si¦ by¢ bardzo dobrym wynikiem.

PODSUMOWANIE

Czasochªonna analiza numeryczna zagadnie« dotycz¡cych wytrzymaªo±ci zde-
rzeniowej konstrukcji stanowi cz¦sto istotn¡ przeszkod¦ w szerszym stosowa-
niu analizy stochastycznej, a w szczególno±ci niedeterministycznej optymalizacji
tych konstrukcji. W niniejszym rozdziale zaprezentowano pi¦¢ przykªadów anali-
zy stochastycznej, gdzie dzi¦ki zastosowaniu odpowiednioprzygotowanych algo-
rytmów mo»liwa jest zarówno analiza niezawodno±ci jak i optymalizacja odpor-
no±ciowa dynamicznie deformuj¡cych si¦ elementów konstrukcji. Trzeba podkre-
±li¢, »e obok dedykowanych metod, niezb¦dnym skªadnikiem efektywnej analizy
stochastycznej jest nowoczesny sprz¦t komputerowy, daj¡cy mo»liwo±¢ oblicze«
równolegªych. Rosn¡ca nieustanie moc obliczeniowa, jak równie» dost¦pno±¢ ta-
kiego sprz¦tu pozwala mie¢ nadziej¦ na coraz powszechniejsze stosowanie metod
analizy stochastycznej w procesie projektowania zªo»onych konstrukcji.
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We wszystkich analizowanych w rozdziale przykªadach zarówno funkcje gra-
niczne, jak te» funkcje tworz¡ce sformuªowanie zadania optymalizacji odporno-
±ciowej, zawieraªy wpªyw szumu. Szum ten jest charakterystyczny dla zagadnie«
zderzeniowych ze wzgl¦du na metod¦ caªkowania równa« równowagi oraz stoso-
wane algorytmy kontaktu. Ponadto, w zadaniu analizy niezawodno±ci zgniatanej
cienko±ciennej podªu»nicy dodatkowy szum zwi¡zany byª z modelowaniem loso-
wych awarii zgrzewów. Bior¡c pod uwag¦ ogromn¡ liczb¦ poª¡cze« zgrzewanych
wyst¦puj¡cych w konstrukcjach samochodowych, zaproponowana metoda usu-
wania pewnej liczby losowo wybranych zgrzewów wydaje si¦ by¢ praktycznym
rozwi¡zaniem, które pozwala uwzgl¦dni¢ losowe wady tych poª¡cze«. Podej±cie
to wymaga jednak odpowiedniego algorytmu analizy niezawodno±ci. Pokaza-
no, »e zastosowanie algorytmu Z3M umo»liwia efektywne oszacowanie praw-
dopodobie«stwa awarii pomimo nieró»niczkowalno±ci funkcji granicznej. Model
podªu»nicy wykorzystano tak»e do ilustracji dziaªania metody poprawy nieza-
wodno±ci (omówionej w podrozdziale5.2) oraz strategii aproksymacji statystyk
w optymalizacji odporno±ciowej. W obydwu przykªadach, podobnie jak w zada-
niu analizy niezawodno±ci, stosowano eliminacj¦ losowo wybranych zgrzewów.
Zaproponowane metody okazaªy si¦ niewra»liwe na �zaszumiony� charakter roz-
patrywanych odpowiedzi konstrukcji, co nale»y uzna¢ za ichniezwykle korzystn¡
cech¦.

W rozdziale przedstawiono równie» dwa nietypowe zastosowania metod sy-
mulacyjnych. Zaprezentowano przykªad jako±ciowej analizy zachowania zgnia-
tanego elementu tylnej ramy pojazdu. Metoda ta wykorzystuje prosty algorytm
klasy�kacji wyników eksperymentów numerycznych generowanych przez plany
OLH. Otrzymany analityczny wzór pozwala na szybk¡ przybli»on¡ klasy�kacj¦
ró»nych rozwi¡za« projektowych pod k¡tem zdolno±ci elementu do absorbowa-
nia energii zderzenia. Przedstawiono równie» zastosowanie sformuªowania opty-
malizacji odporno±ciowej w zadaniu kalibracji parametrówmodelu numeryczne-
go u»ywanego w komputerowej symulacji standardowych testów zderzeniowych.
Odpowiedni dobór parametrów modelu MES pozwala na urealnienie wirtual-
nych modeli komputerowych poprzez zapewnienie zgodno±ci zwynikami testów
laboratoryjnych nie tylko odpowiedzi nominalnych, lecz równie» ich losowych
rozrzutów.
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Analiza niezawodno±ci procesu
tªoczenia blach

Metalowe elementy wytwarzane w procesie tªoczenia blach znajduj¡ obecnie
powszechne zastosowanie w ró»nych gaª¦ziach przemysªu, przede wszystkim
w przemy±le samochodowym, lotniczym oraz innych dziaªach przemysªu ±rodków
transportu i przemysªu metalowego. Konsekwencj¡ tak wielkiego zapotrzebowa-
nia na wytªaczane wyroby metalowe jest gwaªtowny rozwój bada« naukowych
po±wi¦conych problematyce gª¦bokiego tªoczenia blach, jak równie» kompute-
rowych technik symulacji tych procesów. Spo±ród odbywaj¡cych si¦ cyklicznie
mi¦dzynarodowych konferencji po±wi¦conych tej tematyce wymieni¢ nale»y kon-
ferencje NUMISHEET [95] i NUMIFORM [25], a za wiod¡ce pakiety oblicze-
niowe, które zorientowane s¡ na analiz¦ zagadnie« tªoczenia, uzna¢ nale»y Au-
toFORM, PAM-STAMP i LS-DYNA, zob. [251].

Doskonalone techniki symulacji numerycznych pozwalaj¡ nacoraz dokªad-
niejsze okre±lenie deformacji oraz stanu napr¦»enia w ka»dym punkcie formowa-
nej blachy w dowolnej chwili trwania procesu. Przeprowadzana analiza sko«cze-
nie elementowa nieliniowego procesu tªoczenia uwzgl¦dnia¢ musi du»e odksztaª-
cenia spr¦»ysto-plastyczne, zjawisko kontaktu, tarcia i nieliniowe zwi¡zki kon-
stytutywne. Bardzo wa»n¡ cech¡ oprogramowania do symulacjitªoczenia blach
jest mo»liwo±¢ przeprowadzenia oceny jako±ci wytªoczki. Odksztaªcenia, jakich
doznaje materiaª podczas procesu tªoczenia, nie mog¡ bowiem osi¡gn¡¢ dowol-
nie du»ych warto±ci, wzrasta wtedy ryzyko wyst¡pienia takich niepo»¡danych
zjawisk jak: utrata stateczno±ci blachy, p¦kanie, faªdowanie, zmniejszenie gru-
bo±ci ±cianki itp. Ogólnie, jako wad¦ wytªoczki uzna¢ mo»naka»de odst¦pstwo
od zadanych warunków geometrycznych i wytrzymaªo±ciowychpowoduj¡ce, »e
wytªoczka nie mo»e by¢ u»yta do zada«, do których byªa pierwotnie zaprojek-
towana. Zdolno±¢ do plastycznego ksztaªtowania, która niepowoduje powsta-
nia wad okre±lana jest jako tªoczno±¢ blachy. De�niowana ona by¢ mo»e przez
ró»ne kryteria, z których najcz¦±ciej stosowanym s¡ tzw. wykresy odksztaªce«
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granicznych (WOG), (ang. forming limit diagrams) zob. np. [136], wyznaczane
do±wiadczalnie lub teoretycznie.

Inn¡, bardzo istotn¡ cech¡ realistycznego modelowania procesów formowa-
nia blach jest ocena wpªywu, jaki na badane odpowiedzi ukªadu blacha-tªoczniki
ma losowy charakter parametrów opisuj¡cych to zagadnienie. Rzeczywiste war-
to±ci staªych materiaªowych i wspóªczynników tarcia, geometria narz¦dzi, siªa
docisku czy poªo»enie progów ci¡gowych cechuj¡ si¦ pewnym rozrzutem wokóª
zaªo»onych wielko±ci nominalnych. ‘wiadomo±¢ konsekwencji, jakie nie±¢ mog¡
odmienne od zaªo»onych parametry procesu tªoczenia, wydaje si¦ by¢ zatem
niezb¦dnym skªadnikiem dobrego projektowania. Szczególnie wa»n¡ jest odpo-
wied¹ na pytanie, jak losowo±¢ warto±ci parametrów wpªywa na mo»liwo±¢ po-
wstania w dowolnym punkcie blachy odksztaªce« przekraczaj¡cych dopuszczalne
odksztaªcenia graniczne.

Poni»ej, w oparciu o wyniki opublikowane w pracy [125], przedstawiony zo-
stanie sposób oszacowania prawdopodobie«stwa awarii procesu gª¦bokiego tªo-
czenia blachy. Zaproponowana de�nicja funkcji awarii wykorzystuje wykres od-
ksztaªce« granicznych. Ze wzgl¦du na charakterystyczne dla tej funkcji proble-
my z ró»niczkowalno±ci¡, w analizie niezawodno±ci wykorzystano adaptacyjn¡
metod¦ Monte Carlo. Szczególnie dokªadnie omówiono zagadnienie stochastycz-
nego modelowania wspóªczynników tarcia dla kontaktu blachy z matryc¡, do-
ciskaczem i stemplem oraz wpªywu wzajemnej korelacji warto±ci tych wspóª-
czynników na prawdopodobie«stwo awarii. Problematyka analizy niezawodno-
±ci procesów tªoczenia rozwijana byªa nast¦pnie w pracach [124,207] w kierunku
wykorzystania w rozwi¡zaniu wielomianowej wa»onej aproksymacji funkcji gra-
nicznej.

7.1. Modelowanie procesów tªoczenia blach

Na typowym schemacie stanowiska do tªoczenia blach, pokazanym na rys.7.1,
obok arkusza blachy wyró»ni¢ mo»na tªoczniki: stempel, matryc¦ i dociskacz.
W modelu komputerowym tªoczniki traktowane s¡ zazwyczaj jak ciaªa sztywne,
wymuszaj¡ce deformacj¦ blachy na skutek oddziaªywa« kontaktowych dla zada-
nego ruchu stempla. Poza kontaktem, realistycznie modelowanie procesów tªo-
czenia wymaga uwzgl¦dnienia zjawiska tarcia oraz plastycznej anizotropii blachy
wywoªanej walcowaniem. Blacha, której materiaª podlega zarówno du»ym prze-
mieszczeniom jak i du»ym odksztaªceniom, dyskretyzowana jest najcz¦±ciej przy
pomocy powªokowych elementów sko«czonych. Elementy te musz¡ umo»liwia¢
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Rys. 7.1. Schemat tªoczenia z dociskaczem.

odpowiednie odwzorowanie zªo»onej deformacji tªoczonegoarkusza blachy. Po-
winny by¢ tak»e efektywne obliczeniowo.

Numeryczna symulacja tªoczenia realizowana by¢ mo»e w oparciu o ró»-
ne sformuªowania mechaniczne tego procesu. Do symulacji metod¡ elementów
sko«czonych najcz¦±ciej stosuje si¦ b¡d¹ sformuªowanie w ramach teorii pla-
stycznego pªyni¦cia (ang. �ow approach) b¡d¹ dynamiczne lub quasi-statyczne
sformuªowanie bazuj¡ce na mechanice ciaªa staªego, zob. [31, 190, 206]. Model
dynamiczny wymaga odpowiedniej kontroli efektów bezwªadno±ciowych.

W przedstawionym w dalszej cz¦±ci rozdziaªu przykªadzie, tªoczenie blach
rozpatrywano jako zadanie dynamiki stosuj¡c jawny schematcaªkowania równa«
ruchu MES. Ze wzgl¦du na wysok¡ efektywno±¢ oblicze«, szczególnie w przypad-
ku zªo»onych modeli, podej±cie to zyskaªo du»¡ popularno±¢w symulacji proce-
sów tªoczenia. W metodzie jawnego caªkowania na typowym kroku czasowym
rozwi¡zywane s¡ zdyskretyzowane równania ruchu, które zapisane dla bie»¡cej
kon�guracji ukªadu dane s¡ nast¦puj¡co:

M •q + C _q = p � f ; (7.1)

gdzieM i C s¡ odpowiednio macierz¡ mas i macierz¡ tªumienia,•q i _q s¡ wekto-
rami w¦zªowych przyspiesze« i pr¦dko±ci, ap i f s¡ wektorami siª zewn¦trznych
i wewn¦trznych. Elementowy wektor siª wewn¦trznych ma posta¢

f (e) =
Z

V ( e)
B T � dV; (7.2)

gdzie� jest tensorem napr¦»e« Cauchy'ego,B jest macierz¡ operatorów ró»nicz-
kowych zwi¡zków geometrycznych (zró»niczkowanych funkcji ksztaªtu), a V (e)

jest obj¦to±ci¡ elementu.
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Równania (7.1) caªkowane s¡ wzgl¦dem czasu przy u»yciu metody ró»nic
centralnych. Jest to jawny schemat caªkowania, w którym przemieszczeniaqn+1

w chwili tn+1 obliczane s¡ na podstawie znanej kon�guracji w chwili tn :

•qn = M � 1
D (pn � fn � C _qn ) ; gdzie M D = diagM (7.3)

_qn+1 =2 = _qn� 1=2 + •qn � tn+1 =2; gdzie � tn+1 =2 = 1
2(� tn + � tn+1 );(7.4)

qn+1 = qn + _qn+1 =2� tn+1 : (7.5)

W powy»szym schemacie, pr¦dko±ci przemieszcze« w¦zªowychwyznaczane s¡
w poªowie kroku czasowego, s¡ zatem przesuni¦te w stosunku do punktu na
osi czasu, w którym obliczany jest wektor przemieszcze«. Z uwagi na to, do
obliczenia siª tªumienia w równaniu (7.3) przyjmuje si¦ _qn � _qn� 1=2. Du»a
efektywno±¢ podej±cia wykorzystuj¡cego jawne caªkowanierówna« ruchu opiera
si¦ na mo»liwo±ci u»ycia diagonalnej macierzy masM D , dzi¦ki czemu nie ma
potrzeby kosztownego numerycznie odwracania macierzy. Z drugiej strony, ze
wzgl¦du na warunkow¡ stabilno±¢ jawnego schematu caªkowania, ograniczeniem
tej metody jest konieczno±¢ stosowania du»o mniejszych kroków czasowych ni»
np. w przypadku niejawnego schematu Newmarka.

W zaprezentowanym dalej przykªadzie trójwymiarowego tªoczenia, do mode-
lowania blachy u»yto trójk¡tnego elementu powªoki cienkiej o jedynie translacyj-
nych stopniach swobody w w¦¹le. Przy zaªo»eniu kinematycznej hipotezy Kirch-
ho�a dla powªok, pr¦dko±¢ odksztaªcenia w dowolnym punkciepowªoki mo»na
wyrazi¢ poprzez parametry de�niuj¡ce pr¦dko±¢ odksztaªcenia powierzchni ±rod-
kowej, rozªo»onego na stan odksztaªcenia membranowego oraz stan odksztaªce-
nia zgi¦ciowego. W sformuªowaniu elementu wykorzystano standardowe liniowe
funkcje ksztaªtu. Od swojej angielskiej nazwy,basic shell triangle, element ozna-
czany jest akronimem BST. Opracowano go przede wszystkim do zastosowa«
w symulacji procesów tªoczenia [189]. Brak obrotowych stopni swobody spra-
wia, »e BST jest rozwi¡zaniem bardzo efektywnym numerycznie, a co za tym
idzie szczególnie przydatnym do symulacji du»ych przemysªowych problemów
gª¦bokiego tªoczenia blach. Wi¦cej informacji na temat sformuªowania elementu
BST znale¹¢ mo»na w pracy [206].

Przyj¦to spr¦»ysto-plastyczny model materiaªu zakªadaj¡c addytywn¡ de-
kompozycj¦ tensora pr¦dko±ci odksztaªcenia na cz¦±¢ spr¦»yst¡ _ee i cz¦±¢ pla-
styczn¡ _ep,

_e = _ee + _ep: (7.6)

W celu obliczenia warto±ci napr¦»e«� w tªoczonej blasze konieczne jest uwzgl¦d-
nienie odpowiedniego warunku uplastycznienia. Zgodnie z hipotez¡ kinematycz-
n¡ Kirchho�a, tensor � opisuje pªaski stan napr¦»enia, tak wi¦c w kryterium
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uplastycznienia brane s¡ pod uwag¦ jedynie skªadowe� 11, � 22 i � 12. Pªaskie-
mu stanowi napr¦»enia oraz anizotropii wªasno±ci plastycznych materiaªu, która
powstaje w procesie walcowania blachy, odpowiada wprowadzony przez Hilla
w 1948 roku, zob. [90], warunek

� 2
11+

R0(1 + R90)
R90(1 + R0)

� 2
22�

2R0

1 + R0
� 11� 22+

(1 + 2R45)(R0 + R90)
R90(1 + R0)

� 2
12� �� 2 = 0 ; (7.7)

gdzie wspóªczynniki LankfordaR0, R45 i R90 (dla kierunków okre±lonych k¡tami
0� , 45� i 90� wzgl¦dem kierunku walcowania blachy) sªu»¡ opisowi anizotropii
materiaªu, a skªadowe� 11, � 22 i � 12 dane s¡ w osiach ortotropii. Dla przypadku
materiaªu izotropowego (R0 = R45 = R90 = 1) równanie (7.7) redukuje si¦ do
kryterium Hubera-Misesa. Wyst¦puj¡cy we wzorze symbol �� oznacza granic¦
plastyczno±ci, której warto±¢ okre±la si¦ najcz¦±ciej ze wzoru

�� = K (a + �" )n ; (7.8)

gdzie K , a i n s¡ staªymi materiaªowymi, a �" jest efektywnym odksztaªceniem
plastycznym. Je±li przyj¡¢, »e wªa±ciwo±ci materiaªu powªoki w jej pªaszczy¹nie
stycznej s¡ niezale»ne od kierunku, natomiast s¡ one znacz¡co ró»ne od wªa-
±ciwo±ci w kierunku poprzecznym (normalnym) do powierzchni powªoki, wtedy
kryterium Hilla ( 7.7) ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

� 2
11 + � 2

22 �
2 �R

1 + �R
� 11� 22 +

2(1 + �R)
1 + �R

� 2
12 � �� 2 = 0 ; (7.9)

gdzie �R jest ±rednim wspóªczynnikiem Lankforda danym wzorem

�R =
R0 + 2R45 + R90

4
: (7.10)

O ile warunek (7.9) dobrze oddaje zachowanie metali charakteryzuj¡cych si¦
wspóªczynnikiem �R > 1, o tyle ¹le reprezentuje powierzchni¦ pªyni¦cia w przy-
padku materiaªów o maªych warto±ciach wspóªczynnika Lankforda �R < 1, np.
dla aluminium. Aby usun¡¢ te wady Hill zaproponowaª, zob. [91], udoskonalon¡
posta¢ kryterium uplastycznienia postaci

C1j� 1 + � 2jM + C2j� 1 � � 2jM = �� M : (7.11)

gdzie� 1 i � 2 s¡ napr¦»eniami gªównymi, wykªadnik M > 1, a C1 i C2 s¡ staªymi
materiaªowymi charakteryzuj¡cymi anizotropi¦. Kryteriu m to dla przypadku
anizotropii normalnej dane jest nast¦puj¡co:

1
2(1 + �R)

j� 1 + � 2jM +
1 + 2 �R

2(1 + �R)
j� 1 � � 2jM = �� M : (7.12)
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Warunki ( 7.9) i ( 7.12), jak te» warunek uplastycznienia dla przypadku ogólnej
anizotropii [92], zaimplementowano w programie STAMPACK, zob. [208], któ-
rego u»yto w omówionym dalej przykªadzie analizy niezawodno±ci do symulacji
tªoczenia blachy.

Zjawisko kontaktu odgrywa zasadnicz¡ rol¦ we wªa±ciwym modelowaniu pro-
cesów tªoczenia. W trakcie formowania blacha styka si¦ ze stemplem, matryc¡
oraz dociskaczem. Siªy kontaktu uwzgl¦dniane s¡ w wektorzesiª zewn¦trznych
p. Wynikaj¡ce z kontaktu ograniczenia w kierunku normalnym do powierzchni
styku narzucone s¡ stosuj¡c metod¦ funkcji kary, a do obliczenia siª tarcia u»yto
modelu tarcia Coulomba, zob. [206].

7.1.1. Wykresy odksztaªce« granicznych

Wykresy odksztaªce« granicznych, sporz¡dzane na pªaszczy¹nie odksztaªce«
gªównych, s¡ niezwykle u»ytecznym narz¦dziem do analizy wyników procesu
tªoczenia, a w szczególno±ci do oceny jako±ci wytªoczki podk¡tem mo»liwo±ci
wyst¡pienia p¦kni¦¢ lub faªdowania. Dla danego rodzaju blachy krzywa od-
ksztaªce« granicznych (zwana tak»e graniczn¡ krzyw¡ tªoczno±ci) reprezentuje
graniczne warto±ci odksztaªce« gªównych materiaªu, których przekroczenie z du-
»ym prawdopodobie«stwem prowadzi¢ mo»e do powstania wady wyrobu.

Na typowym WOG (zob. rys. 7.2) o± odci¦tych odpowiada mniejszemu z od-
ksztaªce« gªównych, a o± rz¦dnych wi¦kszemu. Najcz¦±ciej stosowan¡ miar¡ od-
ksztaªce« s¡ tu odksztaªcenia rzeczywiste (logarytmiczne). Widoczne na wy-
kresie punkty oznaczaj¡ stany odksztaªcenia w wybranych miejscach blachy,
zazwyczaj w w¦zªach siatki MES lub w punktach Gaussa elementów. Poªo»e-
nie punktów odnoszone jest do krzywej odksztaªce« granicznych. Na niektórych
WOG, dla ªatwiejszej interpretacji stanów deformacji blachy, oprócz granicznej
krzywej tªoczno±ci umieszcza si¦ równie» linie odpowiadaj¡ce jednoosiowemu
±ciskaniu i rozci¡ganiu, dwuosiowemu rozci¡ganiu i czystemu ±cinaniu. Krzy-
wa odksztaªce« granicznych rozdziela stany odksztaªcenia, które prowadz¡ do
niestateczno±ci lub p¦kania blachy (punkty powy»ej krzywej) od stanów dopusz-
czalnych (poni»ej krzywej).

Pomimo, i» opracowano wiele teoretycznych metod wyznaczania krzywych
odksztaªce« granicznych, nadal w powszechnym u»yciu s¡ metody eksperymen-
talne. Najcz¦±ciej stosowan¡ metod¡ jest opracowana przezNakazim¦ [182] i roz-
wini¦ta przez Hackera [88] metoda dwuosiowego rozci¡ganiaprostok¡tnych pa-
sów blachy przy pomocy póªkolistego stempla. Zmieniaj¡c szeroko±¢ pasa uzy-
ska¢ mo»na ró»ne stany dwuosiowych odksztaªcenia.
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Rys. 7.2. Typowy wykres odksztaªce« granicznych. Zbiór punktów odpowiadaj¡cych odksztaª-
ceniom w w¦zªach siatki MES w caªo±ci znajduje si¦ poni»ej granicznej krzywej tªoczno±ci.

Spo±ród najcz¦±ciej stosowanych metod analitycznych sªu»¡cych okre±leniu
granicznej krzywej tªoczno±ci wymieni¢ nale»y metod¦ Marciniaka i Kuczy«-
skiego [163]. Zaproponowana przez nich metoda opiera si¦ nazaªo»eniu, »e po-
wstawanie bruzd na powierzchni wytªoczki spowodowane jestpocz¡tkow¡ nie-
jednorodno±ci¡ grubo±ci blachy.

Wa»nym jest, aby zdawa¢ sobie spraw¦ z pewnych niedoskonaªo±ci WOG.
Przede wszystkim odksztaªcenia graniczne s¡ zale»ne od historii procesu defor-
macji, zob. [136]. Wytwarzaj¡c wytªoczki o zªo»onej geometrii trudno zagwaran-
towa¢, »e ±cie»ka zmian odksztaªce« w danym punkcie blachy odpowiada¢ b¦dzie
tej, któr¡ zaprogramowano w stosunkowo prostym te±cie laboratoryjnym. Po-
nadto, na proces tªoczenia wpªyw ma szereg parametrów charakteryzuj¡cych
si¦ pewn¡ niepewno±ci¡, tzn. takich, których warto±ci nie mog¡ by¢ precyzyjnie
okre±lone. Przykªadem tego typu parametrów s¡ np. wspóªczynniki tarcia. Nie-
wielka zmiana zastosowanego sposobu smarowania mo»e mie¢ znaczny wpªyw na
histori¦ deformacji prowadz¡c ostatecznie do innego poªo»enia punktu na WOG.
Zmienno±¢ parametrów materiaªowych, w szczególno±ci granicy plastyczno±ci
czy parametru wzmocnienia ma równie» istotne znaczenie na przebieg procesu
tªoczenia. Wszystko to sprawia, i» poªo»enie punktu na wykresie odksztaªce«
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granicznych cechuje pewien losowy rozrzut. Graniczn¡ krzyw¡ tªoczno±ci nale»y
zatem traktowa¢ jako nieostre ograniczenie zakresu dopuszczalnych kombinacji
odksztaªce« gªównych i dlatego, w celu zapewnienia jako±ciwytªoczki, w pro-
jektowaniu rozpatruje si¦ pewn¡ stref¦ przej±ciow¡ � �marg ines bezpiecze«stwa�
poni»ej krzywej, zob. rys.7.3. Zaznaczony na rysunku obszar bezpieczny nale-
»y interpretowa¢ jako taki obszar, gdzie wyst¡pienie wady wpostaci p¦kni¦cia
blachy jest bardzo maªo prawdopodobne, natomiast obszar niepowodzenia (awa-
rii) to ten, gdzie z wysokim prawdopodobie«stwem mo»na zaªo»y¢ uszkodzenie
tªoczonego wyrobu.
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Rys. 7.3. Wykres odksztaªce« granicznych (przyj¦to " 2 < " 1) z zaznaczonym marginesem
bezpiecze«stwa. Powszechna praktyka polega na wprowadzeniu pewnego arbitralnie dobranego
obszaru przej±ciowego poni»ej krzywej odksztaªce« granicznych.

Zarówno stochastyczny charakter parametrów jak i niepewno±¢ de�nicji krzy-
wej odksztaªce« granicznych wydaj¡ si¦ przemawia¢ za tym, by standardow¡
komputerow¡ symulacj¦ tªoczenia blach uzupeªni¢ o analiz¦ probabilistyczn¡,
a w szczególno±ci o analiz¦ niezawodno±ci. Analiza ta daje mo»liwo±¢ odpo-
wiedzi na zasadnicze pytanie � jakie jest prawdopodobie«stwo pojawienia si¦
wyrobów wadliwych w procesie produkcji?

W dalszej cz¦±ci rozdziaªu zaproponowano sformuªowanie oraz algorytm roz-
wi¡zania tego zadania.
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7.2. De�nicja funkcji granicznej zadania analizy niezawodno±ci

Formuªuj¡c zadanie analizy niezawodno±ci procesu tªoczenia blach, natural-
nym wyborem przy de�niowaniu funkcji granicznej jest wykorzystanie wykresu
odksztaªce« granicznych. Tak jak pokazano na rys.7.4, warto±¢ funkcji gra-
nicznej przyjmuje si¦ równ¡ najmniejszej odlegªo±ci (ze znakiem) punktów re-
prezentuj¡cych odksztaªcenia gªówne w poszczególnych elementach sko«czonych
od krzywej odksztaªce« granicznych (ze wzgl¦du na przyj¦t¡ liniow¡ interpolacj¦
przemieszcze«, odksztaªcenia wewn¡trz elementu s¡ staªe). Poj¦cie odlegªo±ci ze
znakiem rozumie¢ nale»y nast¦puj¡co: w przypadku gdy wszystkie rozpatrywa-
ne punkty znajduj¡ si¦ poni»ej krzywej odksztaªce« granicznych, wtedy warto±¢
funkcji granicznej jest dodatnia, je±li jednak cz¦±¢ punktów poªo»ona jest powy-
»ej krzywej, wtedy najwi¦ksza odlegªo±¢ punktu z tej grupy,wzi¦ta ze znakiem
minus, przyjmowana jest jako warto±¢ funkcji granicznej.

Rys. 7.4. De�nicja funkcji granicznej jako odlegªo±ci od kr zywej odksztaªce« granicznych.

W zale»no±ci od realizacji wektora zmiennych losowych zmienia si¦ stan od-
ksztaªcenia w poszczególnych punktach wytªoczki, a w konsekwencji, �chmura�
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punktów na wykresie odksztaªce« granicznych zmienia swój ksztaªt i poªo»e-
nie. Co za tym idzie, ró»ne punkty WOG (odpowiadaj¡ce ró»nymelementom
sko«czonym) decydowa¢ mog¡ o warto±ci funkcji granicznej.Bior¡c pod uwa-
g¦ odcinkowo liniowy charakter granicznej krzywej tªoczno±ci, a tak»e szum
numeryczny generowany przez algorytm symulacji tªoczenia(por. dyskusja na
str. 137) wydaje si¦ oczywistym, »e zde�niowana przez nas funkcja graniczna
nie jest ró»niczkowalna.

Jak wcze±niej wspomniano, ksztaªt i poªo»enie krzywej odksztaªce« granicz-
nych dane s¡ jedynie w sposób przybli»ony. Wynika to m.in. z nieznajomo-
±ci rzeczywistej ±cie»ki deformacji, warunków tarcia i staªych materiaªowych.
Do±¢ powszechn¡ praktyk¡ w analizie procesu tªoczenia jestwprowadzanie tzw.
marginesu bezpiecze«stwa, zob. rys.7.3, czyli przej±ciowej strefy o arbitralnie
zaªo»onej szeroko±ci pomi¦dzy obszarem bezpiecznym, a krzyw¡ odksztaªce«
granicznych. Punkty na WOG mog¡ by¢ wtedy klasy�kowane w zale»no±ci od
ich poªo»enia wzgl¦dem marginesu bezpiecze«stwa jako prowadz¡ce do p¦kni¦-
cia wytªoczki z du»ym lub maªym prawdopodobie«stwem. Te maªo precyzyjne
okre±lenia - typowe dla j¦zyka naturalnego - skªaniaj¡ ku temu, aby w mode-
lowaniu niepewno±ci poªo»enia krzywej odksztaªce« granicznych u»y¢ koncepcji
zbioru rozmytego. Poniewa» granica pomi¦dzy obszarem bezpiecznym a obsza-
rem awarii nie jest ostra, dlatego zdarzenie niesprzyjaj¡ce (realizacja zmiennych
losowych, w wyniku której proces tªoczenia ko«czy si¦ niepowodzeniem) nale»y
rozpatrywa¢ jako rozmyte zdarzenie losowe, a prawdopodobie«stwo awarii jako
zbiór rozmyty.

Stosuj¡c standardow¡ notacj¦ (zob. dodatek A) wektor zmiennych losowych
wyst¦puj¡cych w stochastycznym opisie procesu tªoczenia blachy oznacza¢ b¦-
dziemy jako X = f X 1; X 2; : : : ; X n g, natomiast oryginaln¡ przestrze« zmiennych
losowych symbolemX . Funkcj¦ przynale»no±ci rozmytego obszaru awariieDf ,
b¦d¡c¡ uogólnieniem funkcji charakterystycznej obszaru awarii I D f (A.55), mo»-
na zde�niowa¢ w nast¦puj¡cy sposób (zob. WOG na rys.7.3):

m eD f
(x) =

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

1 jesli niektóre punkty na WOG znajduj¡ si¦
powy»ej marginesu bezpiecze«stwa,

2 (0; 1) je±li wszystkie punkty na WOG s¡ poni»ej krzywej
odksztaªce« granicznych, a punkt najbli»szy
jest wewn¡trz marginesu bezpiecze«stwa,

0 je±li wszystkie punkty na WOG znajduj¡ si¦
poni»ej marginesu bezpiecze«stwa.

(7.13)

Funkcja m eD f
przyjmuje warto±ci z przedziaªu[0; 1] w zale»no±ci od odlegªo±ci
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najbli»szego punktu od krzywej odksztaªce« granicznych. Przy zaªo»eniu linio-
wej zale»no±ci, sytuacja gdy punkt ten poªo»ony jest w ±rodku marginesu bezpie-
cze«stwa prowadzi dom eD f

(x) = 0 :5, je±li za± poªo»ony jest w odlegªo±ci równej
0:25 szeroko±ci marginesu bezpiecze«stwa od krzywej odksztaªce« granicznych
wtedy m eD f

(x) = 0 :75 itd. Zgodnie z de�nicj¡ Yagera, zob. [246, 260], funkcja
przynale»no±ci rozmytego prawdopodobie«stwa awariimPf tworzona jest nast¦-
puj¡co:

1. Na WOG wybieranych jest kilka krzywych odpowiadaj¡cych ró»nym war-
to±ciom m eD f

, w szczególno±ci tym, które ograniczaj¡ margines bezpie-
cze«stwa.

2. Ka»da z krzywych sªu»y nast¦pnie do zde�niowania funkcji granicznej
zadania analizy niezawodno±ci. Obliczane s¡ warto±ci prawdopodobie«stw
awarii.

3. Otrzymane prawdopodobie«stwa awarii nale»¡ do rozmytego prawdopo-
dobie«stwa awarii w stopniu okre±lonym przezm eD f

.

Tak wi¦c, prawdopodobie«stwu awarii obliczonemu dla dolnej krzywej odksztaª-
ce« granicznych (ograniczaj¡cej margines bezpiecze«stwaod doªu) odpowiada
mPf = 0 , a prawdopodobie«stwu uzyskanemu przyjmuj¡c górn¡ krzyw¡ od-
ksztaªce« granicznychmPf = 1 . Post¦powanie to zastosowane zostaªo w poni»-
szym przykªadzie analizy niezawodno±ci tªoczenia.

7.3. Analiza niezawodno±ci dla przykªadu testowego konferencji
NUMISHEET

Przedmiotem analizy jest proces tªoczenia aluminiowego naczynia o prze-
kroju kwadratowym. Na schematycznym rysunku 7.5 przedstawiono ksztaªt
i wymiary narz¦dzi: stempla, matrycy i dociskacza. Omawiany przykªad byª
jednym z zada« testowych konferencji NUMISHEET w 1993 roku [162]. Przy-
j¦to nast¦puj¡ce dane materiaªowe: pocz¡tkowa grubo±¢ blachy 0:81mm, mo-
duª Younga E = 71 GPa, wspóªczynnik Poissona� = 0 :33, krzywa zale»-
no±ci jednoosiowego rzeczywistego napr¦»enia od rzeczywistego odksztaªcenia
� = 576:79(0:01658 + "p)0:3593 MPa, wspóªczynnik tarcia � = 0 :162. Siªa doci-
skacza wynosi19:6kN. Zaªo»ono poprzeczn¡ anizotropi¦ blachy, a w kryterium
uplastycznienia Hilla (7.12) przyj¦to ±redni wspóªczynnik Lankforda �R = 0 :64.
Naczynie tªoczone jest z blachy o wymiarach150 mm � 150 mm.

Wykorzystano symetri¦ modelu i w celu poprawy efektywno±cioblicze« w sy-
mulacji MES rozpatrywano jedynie jego ¢wiartk¦. Do dyskretyzacji u»yto 1800
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Rys. 7.5. Tªoczenie naczynia o przekroju kwadratowym � geom etria tªoczników.

elementów BST, zob. rys.7.6. Przyj¦to pr¦dko±¢ ruchu stempla równ¡ 10m/s.
Aby zredukowa¢ efekty dynamiczne, analiz¦ kontynuowano poosi¡gni¦ciu za-
ªo»onej gª¦boko±ci tªoczenia wprowadzaj¡c dodatkowe siªytªumienia. W [162]
zamieszczono wyniki eksperymentów przeprowadzonych dla gª¦boko±ci tªocze-
nia równej 15mm. Dla takiej wªa±nie gª¦boko±ci, na rys.7.7 pokazano wybrane
wyniki symulacji przeprowadzonej programem STAMPACK. Na powierzchni
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Rys. 7.6. Tªoczenie naczynia o przekroju kwadratowym � dysk retyzacja MES.

wytªoczki przedstawiono map¦ warstwicow¡ gªównych odksztaªce« logarytmicz-
nych oraz odksztaªce« poprzecznych (w kierunku normalnym do powierzchni).
Na rys. 7.8 porównano rozkªady odksztaªce« poprzecznych wzdªu» dwóchpªasz-
czyzn symetrii wytªoczki otrzymane w wyniku symulacji MES i do±wiadczalnie
(na podstawie [162]). Widoczna jest dobra zgodno±¢ tych wyników. Odksztaª-
cenia gªówne w elementach siatki pokazano na WOG na rys.7.9. Punkty znaj-
duj¡ si¦ w znacznej odlegªo±ci od krzywej odksztaªce« granicznych, co mo»e
±wiadczy¢, i» jest maªo prawdopodobne aby przy tªoczeniu nagª¦boko±¢15mm
i dla nominalnych warto±ci pozostaªych parametrów powstaªa wada wytªoczki.
Powstanie p¦kni¦cia zaobserwowano zwi¦kszaj¡c gª¦boko±¢tªoczenia do20mm.
Odpowiedni WOG oraz mapy odksztaªce« logarytmicznych przedstawiono na
rysunkach 7.10 i 7.11 . Jak mo»na zobaczy¢ na rys.7.10, jeden z punktów znaj-
duje si¦ bardzo blisko krzywej odksztaªce« gªównych, co oznacza wysokie ryzyko
pojawienia si¦ p¦kni¦cia blachy. Spostrze»enie to potwierdzone jest przez testy
laboratoryjne, gdzie wada wytªoczki wyst¡piªa dla przesuni¦cia stempla na gª¦-
boko±¢19mm, zob. [181]. W przypadku tªoczenia na gª¦boko±¢20mm, zwi¦k-
szaj¡c nieznacznie warto±¢ wspóªczynnika tarcia otrzymuje si¦ WOG, który po-
kazano na rys.7.12. Porównuj¡c z wykresem 7.10 mo»na zauwa»y¢, »e wi¦cej
punktów znajduje si¦ w s¡siedztwie krzywej odksztaªce« granicznych, a jeden
z nich jest wewn¡trz obszaru awarii. Potwierdza to du»¡ wra»liwo±¢ otrzymywa-
nych rozkªadów odksztaªce« na losowe imperfekcje warto±ciparametrów procesu
tªoczenia.
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a)

b)

c)

Rys. 7.7. Tªoczenie naczynia o przekroju kwadratowym � rozk ªad odksztaªce« logarytmicznych
dla gª¦boko±ci tªoczenia 15mm: a) wi¦ksze odksztaªcenie gªówne, b) mniejsze odksztaªcenie
gªówne, c) odksztaªcenie poprzeczne.
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Rys. 7.8. Tªoczenie naczynia o przekroju kwadratowym � poró wnanie rozkªadów odksztaª-
ce« poprzecznych w wybranych przekrojach wytªoczki, otrzy manych do±wiadczalnie oraz na
podstawie symulacji MES.
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Rys. 7.9. Tªoczenie naczynia o przekroju kwadratowym � wykr es odksztaªce« granicznych dla
gª¦boko±ci tªoczenia 15mm.
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Rys. 7.10. Tªoczenie naczynia o przekroju kwadratowym � wyk res odksztaªce« granicznych
dla gª¦boko±ci tªoczenia 20mm.
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a)

b)

c)

Rys. 7.11. Tªoczenie naczynia o przekroju kwadratowym � roz kªad odksztaªce« logarytmicz-
nych dla gª¦boko±ci tªoczenia 20mm: a) wi¦ksze odksztaªcenie gªówne, b) mniejsze odksztaª-
cenie gªówne, c) odksztaªcenie poprzeczne.



220 7. Analiza niezawodno±ci procesu tªoczenia blach

Rys. 7.12. Tªoczenie naczynia o przekroju kwadratowym � wyk res odksztaªce« granicznych
dla gª¦boko±ci tªoczenia 20mm. Nominalny wspóªczynnik tarcia � = 0 :162 zostaª zwi¦kszony
do warto±ci � = 0 :2.

Stochastyczny model procesu tªoczenia tworzy 6 zmiennych losowych. S¡ to:
pocz¡tkowa grubo±¢ blachy, parametrK zwi¡zków konstytutywnych ( 7.8), siªa
dociskacza oraz trzy wspóªczynniki tarcia � pomi¦dzy blach¡ a stemplem, blach¡
a matryc¡ i blach¡ a dociskaczem. Zaªo»ono, »e wszystkie zmienne maj¡ roz-
kªad lognormalny, a ich warto±ci oczekiwane i odchylenia standardowe podano
w tab. 7.1.

Tablica 7.1. Tªoczenie naczynia o przekroju kwadratowym � z mienne losowe zadania analizy
niezawodno±ci.

Zmienna Warto±¢ Odchylenie Opis
oczekiwana standardowe

X 1 0:81 mm 0:04 mm Pocz¡tkowa grubo±¢
X 2 5:7679� 108 Pa 3:0 � 107 Pa Staªa materiaªowa
X 3 4900 N 50 N Siªa dociskacza
X 4 0:162 0:015 Wsp. tarcia blacha - stempel
X 5 0:162 0:015 Wsp. tarcia blacha - matryca
X 6 0:162 0:015 Wsp. tarcia blacha - dociskacz
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Przyj¦to, »e zmienne losoweX 4; X 5; X 6 reprezentuj¡ce wspóªczynniki tarcia
s¡ skorelowane, a jednakowy wspóªczynnik korelacji wynosi� . Symulacja proce-
su tªoczenia przeprowadzana jest do gª¦boko±ci15mm. Ze wzgl¦du na charakter
funkcji granicznej, do oszacowania warto±ci prawdopodobie«stwa awarii u»yto,
omówionej w podrozdzialeA.4.3, adaptacyjnej metody importance sampling,
zob. (A.75). Wyniki analizy zebrano w tab. 7.2.

Tablica 7.2. Wpªyw korelacji wspóªczynników tarcia na praw dopodobie«stwo awarii Pf .

� Pf � = � � � 1(Pf ) Liczba wywoªa« � bPf

funkcji granicznej

0 4:07� 10� 7 4.93 9264 5%

0.3 6:51� 10� 6 4.36 4326 5%

0.9 4:62� 10� 5 3.91 3325 5%

1 5:06� 10� 5 3.89 2826 5%

Okazuje si¦, »e wielko±¢ korelacji wspóªczynników tarcia ma znacz¡cy wpªyw
na otrzymywane warto±ci prawdopodobie«stwa awarii. Zmieniaj¡c wspóªczynnik
korelacji od � = 0 (zmienne nieskorelowane) do� = 1 (peªna korelacja), uzyskuje
si¦ rozrzut warto±ci Pf w przedziale, którego granice ró»ni¡ si¦ o dwa rz¦dy
wielko±ci, od4:07� 10� 7 do 5:06 � 10� 5.

Poniewa» w wi¦kszo±ci przypadków mo»na uzna¢, »e wªasno±cipowierzchni
tªoczonej blachy maj¡ charakter jednorodny i nie zmieniaj¡ si¦ w zale»no±ci od
miejsca na arkuszu blachy, dlatego bardziej realistycznymwydaje si¦ zaªo»enie
o silnej korelacji wspóªczynników tarcia. W tym przypadku prawdopodobie«-
stwo awarii w postaci p¦kni¦cia wytªoczki jest równe okoªo 10� 5, co oznacza,
»e dla przyj¦tych danych nale»y si¦ spodziewa¢ mniej wi¦cejjednej wady na
105 wytªoczek. Tak maªa warto±¢ prawdopodobie«stwa awarii (o wiele mniejsza
od obserwowanych w praktyce) wynika¢ mo»e ze ¹le dobranego modelu stocha-
stycznego b¡d¹ zbyt �optymistycznych� zaªo»e« dotycz¡cych krzywej odksztaª-
ce« granicznych. Celowe jest zatem zbadanie wpªywu nieprecyzyjnego okre±lenia
stanu awarii, zgodnie z zaproponowan¡ wcze±niej koncepcj¡rozmytego obszaru
awarii.

Przed omówieniem tego zagadnienia warto przyjrze¢ si¦ si¦ bli»ej wªasno-
±ciom wykorzystywanej w zadaniu analizy niezawodno±ci funkcji granicznej.
Aby zilustrowa¢ trudno±ci jakie napotyka si¦ stosuj¡c standardowe algorytmy
poszukiwania punktu projektowego (zob. podrozdziaªA.3), na rys 7.13pokaza-
no przeci¦cie z pªaszczyzn¡u1; u4 powierzchni granicznejh(u) = 0 otrzymanej
z transformacji oryginalnej powierzchni g(x) = 0 do przestrzeni standardowej
U, zob. podrozdziaªA.2. Wykres utworzono dla przypadku � = 1 (tylko jedna
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Rys. 7.13. Powierzchnia graniczna - przeci¦cie z pªaszczyzn¡ u1 ; u4 w przestrzeni U.

zmienna losowa u»ywana jest do opisu wszystkich wspóªczynników tarcia) oraz
przyjmuj¡c X 2 i X 3 równe ich warto±ciom oczekiwanym. Na podstawie analizy
nieregularnego (�z¦batego�) charakteru wykresu na rys.7.13, nale»y stwierdzi¢,
»e nie jest mo»liwe bezpo±rednie zastosowanie jakichkolwiek gradientowych algo-
rytmów poszukiwania punktu projektowego u � . Z drugiej strony, wydaje si¦, »e
w rozpatrywanym zakresie zmienno±ci, funkcja z du»¡ dokªadno±ci¡ przybli»ana
by¢ mo»e liniow¡ powierzchni¡ odpowiedzi.

Nie korzystaj¡c z uprzedniej aproksymacji funkcji granicznej, w celu zmini-
malizowania wpªywu szumu, w zadaniu lokalizacji punktu projektowego posta-
nowiono zastosowa¢ gradientowy algorytm ARF (zob.A.3.1), gdzie w ró»nico-
wym schemacie obliczania pochodnych funkcji granicznej u»yto �du»ych� per-
turbacji (wielokrotnie wi¦kszych ni» w przypadku numerycznego ró»niczkowania
funkcji klasy C1). Prawdopodobie«stwo awarii obliczono dla modelu stocha-
stycznego skªadaj¡cego si¦ ze wszystkich zmiennych wymienionych w tab. 7.1,
ustalaj¡c wspóªczynnik korelacji zmiennych X 4; X 5; X 6 równy 0.9 i przyjmu-
j¡c rozmiar perturbacji w schemacie ró»nic centralnych jako równy odchyleniu
standardowemu danej zmiennej.

U»ywaj¡c zgrubnych warunków zbie»no±ci, po 82 obliczeniach funkcji gra-
nicznej (wywoªaniach programu STAMPACK) otrzymano nast¦puj¡ce wyniki
aproksymacji FORM: � FORM = 3 :87, Pf = 5 :35 � 10� 5, zob. (A.6). Porównuj¡c
z odpowiedni¡ warto±ci¡ z tab. 7.2rezultat ten mo»na oceni¢ jako do±¢ dokªadny.
Niestety, trudno na podstawie tego przykªadu zaproponowa¢stosowanie metody
du»ych perturbacji jako uniwersalnego podej±cia do problemów analizy nieza-
wodno±ci procesów tªoczenia. Nieunikniony bª¡d zaokr¡gle«, charakterystyczny
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dla du»ych warto±ci perturbacji, mo»e przekre±la¢ przydatno±¢ tej metody gdy
funkcja graniczna h(u) jest silnie nieliniowa. Za ka»dym razem konieczne jest
zatem wst¦pne studium porównawcze z metod¡ bardziej dokªadn¡, tak¡ jak ad-
aptacyjna metoda importance sampling.

Chc¡c sprawdzi¢ jak du»y wpªyw na niezawodno±¢ procesu tªoczenia mog¡
mie¢ trudno±ci z precyzyjnym okre±leniem granicy obszaru awarii, postanowiono
oszacowa¢ prawdopodobie«stwo awarii przyjmuj¡c w de�nicji funkcji granicznej
kilka krzywych odksztaªce« granicznych zawartych w marginesie bezpiecze«stwa
pokazanym na rys.7.14. Szeroko±¢ tego marginesu ustalono równ¡ okoªo 10%
odksztaªcenia granicznego odpowiadaj¡cego pªaskiemu stanowi odksztaªcenia
("2 = 0). O ile punkty na wykresie 7.9 znajdowaªy si¦ daleko od krzywej od-
ksztaªce« granicznych, o tyle teraz punkty reprezentuj¡cenajbardziej odksztaª-
cone elementy znajduj¡ si¦ w s¡siedztwie dolnej granicy marginesu bezpiecze«-
stwa. Na rys. 7.14 zaznaczono 4 krzywe znajduj¡ce si¦ w obr¦bie marginesu
bezpiecze«stwa powstaªe poprzez przesuni¦cie oryginalnej krzywej odksztaªce«
granicznych. Zwi¡zane s¡ one z tzw. � -przekrojami rozmytego obszaru awa-
rii (zob. [246]), a odpowiadaj¡ce im prawdopodobie«stwa awarii stanowi¢ b¦d¡
granice � -przekrojów rozmytego prawdopodobie«stwa awarii.

Pokazane na rys.7.14krzywe (a), (b), (c) i (d) wybrano w nast¦puj¡cy spo-
sób: (a) i (d) stanowi¡ dolne i górne ograniczenie marginesubezpiecze«stwa,
(b) znajduje si¦ w jego ±rodku, a (c) w poªowie odlegªo±ci pomi¦dzy (a) i (b).
Analiz¦ niezawodno±ci przeprowadzono dla wspóªczynnika korelacji zmiennych
X 4; X 5; X 6 równego 0.9. Aby przedstawi¢ prawdopodobie«stwo awarii w posta-
ci zbioru rozmytego tworzymy funkcj¦ przynale»no±ci, która dla prawdopodo-
bie«stw odpowiadaj¡cych krzywym (a), (b), (c) i (d) przyjmu je odpowiednio
warto±ci 0, 0.5, 0.25 i 1, zob. rys.7.15.

Powstaje oczywi±cie pytanie, jak interpretowa¢ wyniki przedstawione w po-
staci rozmytego prawdopodobie«stwa awarii? W przeciwie«stwie do standardo-
wej analizy niezawodno±ci, gdzie niepewno±ci parametrów modelu opisywane
s¡ j¦zykiem teorii prawdopodobie«stwa, interpretacja ta nie jest jednoznaczna.
Obserwuj¡c charakter zmienno±ci funkcji przynale»no±ci pokazanej na rys.7.15
mo»na stwierdzi¢, »e termin �niezawodny� lub �nie prowadz¡cy do wielu wad�
lepiej opisuje ten proces tªoczenia ni» okre±lenie �cechuj¡cy si¦ du»ym praw-
dopodobie«stwem niepowodzenia�, którego nale»aªoby u»y¢wnioskuj¡c jedynie
na podstawie Pf = 0 :34, otrzymanego dla krzywej (a). Tak wi¦c, najwa»niej-
sz¡ dodatkow¡ informacj¡ jak¡ niesie ze sob¡ funkcja przynale»no±ci rozmytego
prawdopodobie«stwa awarii jest ocena ryzyka, które podejmuje si¦ wybieraj¡c
t¡, a nie inn¡ krzyw¡ odksztaªce« granicznych. Taki dobór parametrów procesu
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Rys. 7.14. Tªoczenie naczynia o przekroju kwadratowym � wyk res odksztaªce« granicznych dla
gª¦boko±ci tªoczenia15mm. Margines bezpiecze«stwa wprowadzony poni»ej krzywej odksztaª-
ce« granicznych (d) podzielono na kilka poziomów odpowiadaj¡cych � -przekrojom rozmytego
obszaru awarii: a - 0, c - 0.25, b - 0.5, d - 1.
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tªoczenia aby proces ten byª niezawodny wzgl¦dem funkcji granicznej de�nio-
wanej przy pomocy krzywej (a) mo»e prowadzi¢ do rozwi¡za« zbyt konserwa-
tywnych i nieuzasadnionych z punktu widzenia ponoszonych kosztów.

PODSUMOWANIE

Rozdziaª po±wi¦cony jest w caªo±ci analizie niezawodno±ciprocesów tªoczenia
blach. Prezentowany materiaª pochodzi z pracy Kleibera, Rojka i Stockiego
[125], w której po raz pierwszy zaproponowano wykorzystanie komputerowych
metod analizy niezawodno±ci do oceny jako±ci procesów tªoczenia.

Podstaw¡ do oszacowania prawdopodobie«stwa awarii procesu jest znajo-
mo±¢ funkcji granicznej, któr¡ zde�niowano wykorzystuj¡c standardowy wykres
odksztaªce« granicznych. Poniewa» konsekwencj¡ de�nicjitej funkcji jako odle-
gªo±ci zbioru punktów od ªamanej jest jej nieró»niczkowalno±¢, dlatego jako me-
tod¦ analizy niezawodno±ci zaproponowano adaptacyjn¡ metod¦ Monte Carlo.
W zwi¡zku z niemo»no±ci¡ precyzyjnego wyznaczenia krzywejodksztaªce« gra-
nicznych, cz¦sto nie jest mo»liwe jednoznaczne okre±leniestanu awarii procesu
tªoczenia. Trudno±ci te byªy powodem wprowadzenia nowej koncepcji rozmyte-
go prawdopodobie«stwa awarii. Proces analizy niezawodno±ci zilustrowano na
testowym przykªadzie symulacji tªoczenia z konferencji NUMISHEET'93.

Wykazano, »e prawdopodobie«stwo awarii w postaci pojawienia si¦ na po-
wierzchni wytªoczki bruzd, które nast¦pnie prowadzi¢ mog¡ do powstania p¦k-
ni¦¢, bardzo silnie zale»y od warto±ci korelacji wspóªczynników tarcia na po-
szczególnych powierzchniach kontaktu. Wydaje si¦, »e bezpiecznym rozwi¡za-
niem jest przyj¦cie w analizie niezawodno±ci peªnej korelacji tych wspóªczynni-
ków.

Bior¡c pod uwag¦ obecne mo»liwo±ci sprz¦tu komputerowego, adaptacyjna
metoda Monte Carlo okazaªa si¦ by¢ skutecznym narz¦dziem analizy niezawod-
no±ci, prowadz¡c do umiarkowanych nakªadów obliczeniowych. Z drugiej strony,
poniewa» rozpatrywany przykªad zawieraª tylko 6 zmiennychlosowych, a zªo»o-
no±¢ ksztaªtów wytªoczek jest zazwyczaj du»o wi¦ksza, dlatego zrozumiaªy jest
dalszy trend rozwoju metod analizy niezawodno±ci procesówtªoczenia blach,
który w du»ym stopniu opiera si¦ na wykorzystaniu technik powierzchni odpo-
wiedzi, zob. [106, 207, 274]. Wªa±nie taki kierunek rozwojuprzewidziany zostaª
przez autorów w prekursorskiej pracy [125].
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8

STAND - pakiet obliczeniowy do
analizy niezawodno±ci i optymalizacji
konstrukcji

Rozwi¡zywanie zagadnie« analizy niezawodno±ci oraz optymalizacji odporno-
±ciowej, które przedstawiono w poprzednich rozdziaªach, wymaga stworzenia
wyspecjalizowanego oprogramowania ª¡cz¡cego zarówno efektywn¡ implemen-
tacj¦ omówionych algorytmów, jak i walory u»ytkowe. Oprogramowanie takie
musi umo»liwia¢ ªatw¡ komunikacj¦ z zewn¦trznymi moduªami obliczeniowymi
(najcz¦±ciej z programami MES), a tak»e uruchamianie analiz na komputerach
o architekturze wieloprocesorowej b¡d¹ klastrach obliczeniowych.

W ci¡gu ostatnich trzydziestu lat analiza niezawodno±ci konstrukcji byªa
przedmiotem intensywnego rozwoju, przechodz¡c ewolucj¦ od maªo znanej dys-
cypliny akademickiej do okrzepªej i szeroko stosowanej metodologii wspieraj¡cej
proces projektowania. Obecnie, dzi¦ki rozwojowi wyspecjalizowanego oprogra-
mowania, analiza niezawodno±ci jest dost¦pnym narz¦dziemzarówno dla na-
ukowców, jak te» in»ynierów. W±ród najpopularniejszych programów do anali-
zy niezawodno±ci konstrukcji wymieni¢ nale»y programy ANSYS DesignXplorer,
NESSUS, PERMAS-RA/STRUREL czy OpenSees. Omówieniu tych oraz innych
programów po±wi¦cono specjalny numer czasopisma Structural Safety [194].

Optymalizacja niezawodno±ciowa, a szczególnie optymalizacja odporno±cio-
wa w uj¦ciu zaprezentowanym w podrozdziale2.4, nie jest jeszcze powszechnie
dost¦pna w ramach istniej¡cych komercyjnych pakietów optymalizacyjnych. Ze
znanych programów, które oferuj¡ pewne wersje tej optymalizacji wymieni¢ na-
le»y programy LS-OPT [229], Isight [130,133] i modeFRONTIER [23,196].

W wi¦kszo±ci istotnych z punktu widzenia praktyki in»ynierskiej przypad-
ków funkcje wchodz¡ce w skªad sformuªowa« optymalizacji odporno±ciowej oraz
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analizy niezawodno±ci nie maj¡ postaci analitycznej lecz zde�niowane s¡ za po-
moc¡ wybranych wyników symulacji sko«czenie elementowych. Dlatego niezb¦d-
n¡ cech¡ oprogramowania realizuj¡cego powy»sze zadania jest ±cisªa integracja
z wybranym programem MES lub stworzenie mechanizmów komunikowania si¦
z zewn¦trznymi moduªami obliczeniowymi.

To pierwsze rozwi¡zanie, które wymaga znajomo±ci kodu ¹ródªowego, do-
st¦pne jest z oczywistych wzgl¦dów jedynie programistom rozwijaj¡cym dany
pakiet MES, a w szczególno±ci jego moduªy pre i post. Przykªadami takiego po-
dej±cia s¡ programy ANSYS DesignXplorer [204] i PERMAS-RA [79]. Konsoli-
dacja w ramach jednego kodu, która powoduje niezaprzeczaln¡ popraw¦ efektyw-
no±ci oblicze«, wi¡»e si¦ jednak z ograniczeniem zakresu mo»liwych zastosowa«
analizy niezawodno±ci i optymalizacji do tych, których modelowanie mo»liwe
jest przy pomocy zintegrowanego programu MES.

Du»o bardziej uniwersaln¡ jest strategia zapewnienia komunikacji programu
do analizy niezawodno±ci/optymalizacji odporno±ciowej zwieloma zewn¦trzny-
mi moduªami obliczeniowymi poprzez wsadowy mechanizm tworzenia danych
wej±ciowych, uruchamiania analizy MES oraz odczytywania wyników. Warto tu
wspomnie¢ o typowym rozwi¡zaniu, które stosowane jest np. wpakiecie analizy
niezawodno±ci STRUREL [242], polegaj¡cym na tworzeniu przez u»ytkownika
interfejsu z moduªem MES poprzez przygotowanie kodu ¹ródªowego procedury
obliczaj¡cej warto±¢ funkcji granicznej dla danej realizacji zmiennych losowych.
W procedurze tej musi znale¹¢ si¦ obsªuga mody�kacji danych, uruchamiania ob-
licze« i pobierania warto±ci odpowiednich odpowiedzi konstrukcji. Przygotowa-
ny kod jest nast¦pnie kompilowany oraz konsolidowany z programem gªównym.
Metoda ta jest niew¡tpliwie do±¢ pracochªonna, a niezb¦dnywymóg umiej¦tno-
±ci programistycznych u»ytkownika jeszcze dodatkowo ogranicza jej praktyczn¡
u»yteczno±¢. Maj¡c to na uwadze nale»y stwierdzi¢, »e przyjazny u»ytkownikowi
interfejs gra�czny, który wspomaga wszystkie etapy realizacji zadania wydaje
si¦ by¢ nieodzownym skªadnikiem dobrego oprogramowania. Jako przykªady
doskonale zaprojektowanych interfejsów gra�cznych nale»y wymieni¢ interfej-
sy programów NESSUS [249] (analiza niezawodno±ci) oraz modeFRONTIER
(optymalizacja).

Przydatno±¢ poszczególnych metod analizy niezawodno±ci oraz optymalizacji
konstrukcji zale»y zarówno od specy�ki analizowanego zadania jak i wymaganej
dokªadno±ci rozwi¡zania. Bogaty wybór metod i algorytmów jest zatem niezb¦d-
nym skªadnikiem dobrego oprogramowania realizuj¡cego obliczenia dla szerokiej
klasy zagadnie« dotycz¡cych projektowania i analizy bezpiecze«stwa konstrukcji
in»ynierskich. Pomimo, i» umiej¦tne dobranie algorytmu rozwi¡zuj¡cego mo»e
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znacz¡co ograniczy¢ konieczny nakªad obliczeniowy, to w porównaniu do anali-
zy deterministycznej nakªad ten jest cz¦sto o rz¦dy wielko±ci wy»szy. Poniewa»
w przypadku zªo»onych konstrukcji (modeli komputerowych)czas trwania po-
jedynczej symulacji sko«czenie elementowej wynosi¢ mo»e wiele godzin pracy
procesora, dlatego zarówno w analizie niezawodno±ci jak i optymalizacji od-
porno±ciowej symulacje te zast¦puje si¦ przez du»o efektywniejsze analityczne
metamodele. W konsekwencji, to wªa±nie moduª powierzchni odpowiedzi (zob.
rozdziaª 3), który umo»liwia odpowiednie dopasowanie funkcji aproksymuj¡cej
do eksperymentów komputerowych stanowi jeden z podstawowych elementów
programu. Dodatkowo, spo±ród istotnych skªadników oprogramowania wymie-
ni¢ nale»y moduªy realizuj¡ce zadanie automatycznej komunikacji z zewn¦trzny-
mi programami MES, a tak»e, wspominany ju» wygodny w obsªudze i czytelny
gra�czny interfejs u»ytkownika.

Du»a liczba oraz zró»nicowanie koniecznych moduªów sprawia, »e tworzenie
zaawansowanego programu do analizy niezawodno±ci i optymalizacji odporno-
±ciowej konstrukcji jest powa»nym wyzwaniem programistycznym. Architektura
kodu zapewnia¢ powinna mo»liwo±¢ jednoczesnego rozwijania go przez wielu
programistów, ªatwo±¢ utrzymania i wprowadzania mody�kacji. Odpowiedni¡
platform¡ do realizacji tych celów wydaje si¦ by¢ programowanie zorientowane
obiektowo. Co jest do±¢ zaskakuj¡ce, pomimo oczywistych zalet oraz b¦d¡c obec-
nie dominuj¡cym paradygmatem programowania, podej±cie obiektowe nie jest
jednak powszechn¡ praktyk¡ przy pisaniu programów do analizy niezawodno-
±ci. Spo±ród najwa»niejszych, wymienionych w specjalnym numerze Structural
Safety [194], tylko kilka najnowszych programów (ANSYS/DesignXplorer [204],
PHIMECA-SOFT [146], Opensees [41]) zaprojektowano jako kody obiektowo
zorientowane.

Obiektowo zorientowan¡ architektur¦ posiada równie» program STAND ( STo-
chastic ANalysis and Design), który od 2004 roku rozwijany jest w Pracowni
Niezawodno±ci i Optymalizacji IPPT PAN. Kod ten, b¦d¡c w ist ocie zbiorem
bibliotek w j¦zyku C ++ grupuj¡cych klasy danych oraz algorytmy, zaprojek-
towany zostaª jako wspólna platforma programowa sªu»¡ca doimplementacji
oraz testowania metod szeroko poj¦tej analizy stochastycznej. W obecnej wer-
sji programu zaimplementowano wiele standardowych jak równie» oryginalnych
rozwi¡za« analizy niezawodno±ci i optymalizacji odporno±ciowej konstrukcji. Po-
nadto, STAND wyposa»ony jest w mechanizmy interaktywnego de�niowania
zadania, jak równie» automatycznej integracji z zewn¦trznymi moduªami obli-
czeniowymi. Wi¦kszo±¢ zada« obliczeniowych prezentowanych w niniejszej pracy
zrealizowanych zostaªo wªa±nie przy pomocy tego oprogramowania.
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Poni»ej, na przykªadzie STANDa omówione zostan¡ wybrane zagadnienia
dotycz¡ce komputerowej implementacji algorytmów analizyniezawodno±ci i opty-
malizacji odporno±ciowej, architektury obiektowej programu, a tak»e niezb¦d-
nych cech interfejsu u»ytkownika i sposobów komunikacji z programami MES.
Zagadnienia integracji z pakietami sko«czenie elementowymi ABAQUS i RA-
DIOSS omówiono analizuj¡c ponownie przykªady z podrozdziaªu 5.1.3i rozdzia-
ªu 6. Wi¦cej informacji o programie STAND znale¹¢ mo»na w artykule [234].

8.1. Analiza niezawodno±ci konstrukcji

Najwa»niejsze etapy realizacji zadania niezawodno±ci konstrukcji zaprezento-
wano w postaci schematu blokowego na rys.8.1. Etapy te zostan¡ szczegóªowo
omówione w dalszej cz¦±ci rozdziaªu, w tym miejscu warto poda¢ jedynie ich
krótki opis.

Przedstawiona procedura rozpoczyna si¦ od stworzenia modelu stochastycz-
nego analizowanego zagadnienia. U»ytkownik programu podaje parametry brze-
gowych rozkªadów prawdopodobie«stwa zmiennych losowych,a w przypadku
zmiennych skorelowanych tak»e wspóªczynniki korelacji wzajemnej. Jednocze-
±nie de�niowane s¡ tzw. zmienne zewn¦trzne, b¦d¡ce niejawnymi funkcjami
zmiennych losowych, których warto±ci otrzymuje si¦ jako wynik dziaªania in-
nych (zewn¦trznych) programów. Aby uzyska¢ warto±¢ zmiennej zewn¦trznej z,
która odpowiada danej realizacji wektora zmiennych losowych, realizacja ta mu-
si by¢ zapisana w zbiorze danych wej±ciowych programu obliczaj¡cego warto±¢
z. Wi¡»e si¦ z tym konieczno±¢ podania informacji w jaki sposób realizacja danej
zmiennej uaktualnia zbiór danych. Operacja ta realizowanajest przez opisany
dalej mechanizm znaczników. Po zde�niowaniu modelu stochastycznego, przy
pomocy gra�cznego interfejsu programu STAND u»ytkownik wprowadza wzór
funkcji granicznej, która zawiera¢ mo»e zarówno zmienne losowe jak i zmienne
zewn¦trzne. Nast¦pne etapy to wybór metody analizy niezawodno±ci oraz uru-
chomienie oblicze«. Zadanie ko«czy si¦ wygenerowaniem raportu zawieraj¡cego
przede wszystkim warto±ci prawdopodobie«stwa awarii orazjego wra»liwo±ci
na parametry rozkªadów prawdopodobie«stwa zmiennych losowych. Wybrane
wyniki oraz historia dziaªania algorytmu przedstawione mog¡ by¢ w formie wy-
kresów.
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zewn� trznych modu
ów obliczeniowych, lokalizacja i analiza wyników.  

Definicja funkcji granicznej 

Wybór metody analizy niezawodno� ci, ustalenie parametrów algorytmu 

Generacja raportów, wizualizacja wyników 

 
 

Wykonanie zadania 

Rys. 8.1. Gªówne etapy realizacji zadania analizy niezawodno±ci konstrukcji

8.1.1. De�nicja modelu stochastycznego

Jak ju» wspomniano, w de�nicji modelu stochastycznego uwzgl¦dnia si¦ dwa
rodzaje zmiennych. S¡ to (podstawowe) zmienne losowe oraz zmienne zewn¦trz-
ne (funkcje zmiennych losowych). Ze wzgl¦du na ich odmiennycharakter infor-
macje konieczne do opisu zmiennych losowych i zmiennych zewn¦trznych s¡ te»
zasadniczo ró»ne.

8.1.1.1. Zmienne losowe

Bardzo cz¦sto ze wzgl¦du na brak dostatecznej liczby danych eksperymental-
nych trudno jest okre±li¢ funkcj¦ ª¡cznej g¦sto±ci prawdopodobie«stwa wektora
zmiennych losowychX , f X (x). W przypadku zmiennych zale»nych, w progra-
mie STAND funkcja f X (x) aproksymowana jest za pomoc¡ tzw. modelu Nata-
fa, de�niowanego przez brzegowe rozkªady prawdopodobie«stwa zmiennych oraz
macierz korelacji (zob. podrozdziaªA.2.4). Model Natafa pozwala na efektywn¡
transformacj¦, U = T (X ), oryginalnych zmiennych losowychX do gaussowskiej
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przestrzeni standardowejU. Wi¦kszo±¢ metod analizy niezawodno±ci zaimple-
mentowanych w programie STAND wykorzystuje wªasno±ci tej przestrzeni, gdzie
miara prawdopodobie«stwa okre±lona jest funkcj¡ g¦sto±cif U (u) =

Q n
i =1 ' (ui ),

b¦d¡c¡ iloczynem n jednowymiarowych standardowych gaussowskich funkcji g¦-
sto±ci prawdopodobie«stwa, zob. dodatekA. Je±li zmienneX maj¡ wielowymia-
rowy rozkªad normalny, to model Natafa jest dokªadny.

W obecnej wersji programu do opisu zmiennych losowych przyjmowane mog¡
by¢ nast¦puj¡ce rozkªady prawdopodobie«stwa: jednostajny, normalny, lognor-
malny, wykªadniczy, Rayleigha, Gumbela, Frecheta i Weibulla. Dany rozkªad
mo»na zde�niowa¢ za pomoc¡ momentów statystycznych (podaj¡c warto±¢ ocze-
kiwan¡ oraz odchylenie standardowe) b¡d¹ te» przy pomocy parametrów funkcji
g¦sto±ci. Domy±lnie zakªada si¦, »e zmienne losowe s¡ nieskorelowane. Je±li tak
nie jest, niezerowe warto±ci wspóªczynników korelacji mo»na wprowadzi¢ w de-
dykowanym oknie dialogowym, jak to pokazano na rys.8.2.

Rys. 8.2. Widok gra�cznego interfejsu sªu»¡cego do de�niow ania zmiennych losowych.

Niezale»nie od metody, oszacowanie warto±ci prawdopodobie«stwa awarii
wymaga wielokrotnego obliczenia warto±ci funkcji granicznej dla ró»nych reali-
zacji wektora X . W wi¦kszo±ci istotnych z punktu widzenia praktyki przypad-
ków wi¡»e si¦ to z konieczno±ci¡ uruchamiania zewn¦trznych programów ana-
lizy sko«czenie elementowej. W celu umo»liwienia automatycznej komunikacji
programu STAND z moduªami zewn¦trznymi zastosowano prostymechanizm
wymiany danych. Realizacje zmiennych losowych generowaneprzez algorytmy
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analizy niezawodno±ci zast¦puj¡ odpowiednie warto±ci w plikach wej±ciowych
programów zewn¦trznych. Za po±rednictwem gra�cznego interfejsu u»ytkowni-
ka, ka»dej zmiennej mo»na przypisa¢ tzw. znacznik, lokalizuj¡cy pole w teksto-
wym zbiorze wej±ciowym, gdzie wpisywana b¦dzie warto±¢ realizacji zmiennej,
zob. rys.8.3. Oczywi±cie poª¡czenie takie mo»liwe jest wtedy, gdy program MES
mo»e by¢ wywoªywany w trybie wsadowym oraz gdy zarówno zbiory danych
wej±ciowych jak te» zbiory z wynikami maj¡ format tekstowy. Jak to zosta-
nie pokazane w przykªadach zaprezentowanych na ko«cu rozdziaªu, mechanizm
ten okazaª si¦ wystarczaj¡cy do komunikacji z u»ywanymi w niniejszej pracy
komercyjnymi pakietami MES.

Rys. 8.3. De�nicja znacznika - okre±lenie pola w zbiorze danych wej±ciowych, w które zapisy-
wane b¦d¡ realizacje zmiennej losowej.

8.1.1.2. Zmienne zewn¦trzne

Warto±ci zmiennych zewn¦trznych odczytywane s¡ ze zbiorówtekstowych za-
wieraj¡cych wyniki dziaªania zewn¦trznych programów obliczeniowych. Dlatego
w de�nicji zmiennej tego typu znale¹¢ musi si¦ sekwencja wywoªa« programów,
które w rezultacie doprowadz¡ do otrzymania warto±ci zmiennej dla danej reali-
zacji x wektora X . Przykªad takiej de�nicji pokazano na rys. 8.4. Podane tam
polecenia wykonywane w trybie wsadowym zawieraj¡ listy argumentów, w skªad
których wchodz¡ nazwy zbiorów z danymi specy�kowane wcze±niej przy okazji
de�niowania zmiennych losowych. U»ytkownik wybiera nast¦pnie metod¦ uzy-
skania warto±ci zmiennej ze zbioru wynikowego. Warto±¢ ta lokalizowana by¢
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mo»e przez bezwzgl¦dne �wspóªrz¦dne� pola tekstowego w pliku, przez poªo-
»enie wzgl¦dem okre±lonej etykiety lub te» jako warto±¢ skalarna otrzymana
z analizy historii zmian danej wielko±ci w czasie.

Bardzo cz¦sto te same programy u»ywane s¡ do obliczenia warto±ci wie-
lu zmiennych zewn¦trznych. Na przykªad, wynikiem symulacji MES mog¡ by¢
przemieszczenia konstrukcji, odksztaªcenia, napr¦»enialub warto±ci temperatur,
które wykorzystuje si¦ nast¦pnie w de�nicji funkcji granic znej. W celu poprawy
efektywno±ci analizy, identy�kuje si¦ zmienne zewn¦trzne o takiej samej sekwen-
cji wywoªa« programów, aby unikn¡¢ wielokrotnego uruchamiania oblicze« dla
tych samych danych. Strategia ta jest w peªni zautomatyzowana i nie wymaga
wcze±niejszej deklaracji u»ytkownika.

Rys. 8.4. Okno interfejsu u»ytkownika sªu»¡ce do de�nicji z miennych zewn¦trznych. W celu
otrzymania warto±ci zmiennej Energynale»y najpierw uruchomi¢ sekwencj¦ trzech wymienio-
nych programów, otrzymuj¡c zbiór wynikowy zawieraj¡cy pun kty do wykresu obrazuj¡cego
zmian¦ badanej wielko±ci w czasie. Nast¦pnie jako warto±¢ zmiennej zewn¦trznej Energyprzyj-
muje si¦ ostatni¡ warto±¢ ze stabelaryzowanej zale»no±ci.
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8.1.2. De�nicja funkcji granicznej

W programie STAND wzór funkcji granicznej wprowadzany jestw standar-
dowym zapisie matematycznym (podobnie jak np. w programie MATLAB) jako
zale»no±¢ od zmiennych losowych i zmiennych zewn¦trznych.De�nicja zawie-
ra¢ mo»e wi¦kszo±¢ typowych funkcji matematycznych. Przy wpisywaniu wzoru
nie jest konieczne u»ywanie takich samych nazw jak te u»yte wmodelu sto-
chastycznym. Symbole zmiennych wyst¦puj¡ce we wzorze funkcji lokalizowane
s¡ automatycznie przez parser, a u»ytkownik dokonuje jedynie odpowiedniego
przypisania na podstawie listy dost¦pnych zmiennych losowych i zewn¦trznych,
zob. rys. 8.5. Je±li w de�nicji funkcji granicznej znajduj¡ si¦ zmienne zewn¦trz-
ne, to wykonywana jest identy�kacja, od których zmiennych losowych zale»¡
one w sposób niejawny. Odbywa si¦ to poprzez sprawdzenie, które z tych zmien-
nych mody�kuj¡ zbiory danych wyst¦puj¡ce jako parametry wy woªa« progra-
mów z de�nicji zmiennych zewn¦trznych.

Rys. 8.5. De�nicja funkcji granicznej. Przypisanie parame trom funkcji, uprzednio wprowadzo-
nych zmiennych losowych i zewn¦trznych.

8.1.3. Wybór algorytmu i uruchomienie analizy

Na rys. 8.6 pokazano przykªadowy wygl¡d okna gra�cznego interfejsu pro-
gramu STAND przeznaczonego do wyboru algorytmu analizy niezawodno±ci.
U»ytkownik specy�kuje tu nazw¦ zadania, wybiera metod¦ analizy oraz ustala
warto±ci jej parametrów steruj¡cych, takich jak wspóªczynnik zbie»no±ci, mak-
symalna liczba iteracji itp. Funkcja graniczna wybierana jest z listy wszystkich
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funkcji zde�niowanych podczas sesji z programem. W przypadku metod, które
wymagaj¡ lokalizacji punktu projektowego do wyboru s¡ nast¦puj¡ce algorytmy:
HLRF, ARF i Z3M (zob. dodatek A.3 oraz podrozdziaª5.1). Opcje dotycz¡ce
post-processingu pozwalaj¡ na ustalenie, które wyniki analizy niezawodno±ci
oraz jakiego typu wykresy maj¡ znale¹¢ si¦ w raporcie ko«cowym. Przycisk Run
uruchamia analiz¦. Poni»ej, w polu komunikatów wy±wietlane s¡ najwa»niejsze
rezultaty, takie jak warto±¢ prawdopodobie«stwa awarii, atak»e, je±li to mo»-
liwe, diagnozowane s¡ problemy, które mog¡ wyst¡pi¢ w czasie rozwi¡zywania
zadania.

Rys. 8.6. Interfejs gra�czny przeznaczony do wyboru warto± ci parametrów algorytmu analizy
niezawodno±ci oraz do uruchamiania zadania.

Jak to ju» wielokrotnie podkre±lano, analiza niezawodno±ci z u»yciem du-
»ych modeli sko«czenie elementowych jest z reguªy zadaniemkosztownym ob-
liczeniowo. Poniewa» o czasie trwania caªej analizy decyduje przede wszystkim
czas trwania pojedynczej symulacji MES oraz liczba takich symulacji, dlatego
kluczowym elementem efektywnego procesu szacowania prawdopodobie«stwa
awarii jest odpowiednia strategia realizowania zewn¦trznych zada« MES.

Na wielu etapach dziaªania algorytmów analizy niezawodno±ci mo»liwe jest
równolegªe wykonywanie oblicze« warto±ci funkcji granicznej, co w znacz¡cy
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sposób podnosi efektywno±¢ rozwi¡zania. Spo±ród metod, które ze swej �natu-
ry� mog¡ by¢ ªatwo przetwarzane na maszynach wieloprocesorowych wymieni¢
nale»y metody symulacyjne lub wykorzystuj¡ce planowane eksperymenty, takie
jak Monte Carlo, importance sampling czy Z3M. Ponadto, czasdziaªania me-
tod gradientowych, bazuj¡cych na poszukiwaniu punktu projektowego, mo»na
w istotny sposób ograniczy¢ �zrównoleglaj¡c� obliczanie gradientów funkcji gra-
nicznej. Obecna wersja programu STAND oferuje mo»liwo±¢ realizowania zada«
na komputerach o architekturze równolegªej oraz na klastrach obliczeniowych.

Inn¡ cech¡, bardzo wa»n¡ z punktu widzenia redukcji czasu trwania analizy,
któr¡ powinno si¦ cechowa¢ oprogramowanie do obliczania niezawodno±ci kon-
strukcji, jest mo»liwo±¢ ponownego uruchomienia analizy wmiejscu gdzie zostaªa
ona przedwcze±nie przerwana. Aby nie utraci¢ godzin, a nawet dni kosztownych
symulacji komputerowych w przypadku awarii zasilania b¡d¹ te» konieczno-
±ci zmiany ¹le dobranej warto±ci parametru zbie»no±ci, u»ytkownik powinien
mie¢ mo»no±¢ odzyskania jak najwi¦cej informacji z przeprowadzonych do tej
pory oblicze«, a tak»e ich kontynuacji bez potrzeby rozpoczynania analizy od
pocz¡tku.

Program STAND uªatwia obsªug¦ takich awaryjnych sytuacji gromadz¡c
w plikach tymczasowych warto±ci funkcji granicznej obliczone w czasie trwania
analizy. Rozpoczynaj¡c proces analizy niezawodno±ci, dokonywane jest najpierw
sprawdzenie czy istniej¡ ju» zapisane warto±ci funkcji granicznej odpowiadaj¡ce
generowanym przez algorytm realizacjom zmiennych losowych. Je±li tak jest, to
warto±ci te s¡ po prostu odczytywane z przygotowanych plików bez przeprowa-
dzania oblicze« MES. Trzeba pami¦ta¢, »e wiele metod analizy niezawodno±ci
u»ywa generatorów liczb pseudolosowych i dlatego zarodek (ang. seed) takiego
generatora musi by¢ tak»e zapisywany w celu zapewnienia powtórzenia generacji
tego samego ci¡gu liczb, co w odtwarzanym procesie.

8.1.4. Wizualizacja wyników

Odpowiednie narz¦dzia prezentacji pomagaj¡ nie tylko w czytelny i przy-
st¦pny sposób przedstawi¢ gªówne wyniki analizy niezawodno±ci, ale mog¡ by¢
równie» ¹ródªem dodatkowej wiedzy o badanej konstrukcji. Poza standardowymi
wynikami, takimi jak prawdopodobie«stwo awarii czy wska¹nik niezawodno±ci,
do raportu generowanego przez program STAND po zako«czeniuoblicze« mo»-
na doª¡czy¢ wykresy wizualizuj¡ce np. wspóªrz¦dne punktu projektowego czy
wra»liwo±ci wska¹nika niezawodno±ci na parametry rozkªadów prawdopodobie«-
stwa zmiennych losowych.
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Realizacje wektora zmiennychX , jak równie» odpowiadaj¡ce im warto±ci
funkcji granicznej obliczane w trakcie symulacji Monte Carlo lub te» podczas
poszukiwania punktu projektowego, mo»na zaprezentowa¢ nawykresie punkto-
wym (ang. scatter plot), rys. 8.7a, lub na wykresie wieloosiowym (ang.parallel
coordinate plot), rys. 8.7b.

a b

c d

Rys. 8.7. a - wykres punktowy, b - wykres wieloosiowy, c - prezentacja wspóªrz¦dnych punktu
projektowego na wykresie wieloosiowym, d - wra»liwo±ci wska¹nika niezawodno±ci na wykresie
koªowym.

Wykres punktowy jest standardowym narz¦dziem wizualizacji danych na
pªaszczy¹nie lub w przestrzeni trójwymiarowej. Pozwala onna analiz¦ rzutów
wielowymiarowej �chmury� danych na pªaszczyzny o osiach wyznaczonych przez
zmienne losowe i funkcj¦ graniczn¡. Z drugiej strony, na wykresie wieloosiowym
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(spotyka si¦ te» nazw¦ �wykres typu sie¢ rybacka�) pokaza¢ mo»na wielowymia-
rowe punkty danych �w caªo±ci�. Ide¡ wykresu wieloosiowegojest prezentacja
ka»dego punktu danych w postaci linii ªamanej o wierzchoªkach umieszczonych
na równomiernie rozªo»onych, równolegªych osiach, reprezentuj¡cych wszystkie
zmienne oraz funkcj¦ graniczn¡. Dolne i górne ko«ce osi oznaczaj¡ odpowiednio
najmniejsze i najwi¦ksze warto±ci danej zmiennej w zbiorzepunktów danych.
Wierzchoªki poszczególnych ªamanych poªo»one s¡ na osiachzgodnie z warto-
±ciami wspóªrz¦dnych punktów, które przedstawiaj¡. Wykresy wieloosiowe za-
implementowane w programie STAND umo»liwiaj¡ usuni¦cie pewnej grupy ªa-
manych (punktów) poprzez zaw¦»enie zakresów wybranych wspóªrz¦dnych. Na
przykªad, od�ltrowuj¡c wszystkie realizacje zmiennych losowych, które prowa-
dz¡ do dodatnich warto±ci funkcji granicznej, mo»na otrzyma¢ informacj¦ na
temat dominuj¡cego scenariusza awarii konstrukcji.

Wykres wieloosiowy mo»e by¢ równie» ciekawym sposobem przedstawienia
wspóªrz¦dnych punktu projektowego, zob. rys.8.7c. Stosuj¡c np. � X i � 3� X i ja-
ko zakresy osi odpowiednich zmiennych losowych mo»na natychmiast zauwa»y¢,
gdzie w stosunku do warto±ci oczekiwanych znajduje si¦ najbardziej prawdopo-
dobna realizacja prowadz¡ca do awarii konstrukcji.

Jedn¡ z du»ych zalet metody analizy niezawodno±ci pierwszego rz¦du jest
ªatwo±¢ otrzymania wra»liwo±ci wska¹nika niezawodno±ci oraz prawdopodobie«-
stwa awarii P FORM

f na parametry rozkªadów prawdopodobie«stwa zmiennych lo-
sowych, zob. [143, 230]. Znajomo±¢ wra»liwo±ci pomóc mo»e widenty�kowaniu
gªównych ¹ródeª losowo±ci odpowiedzi konstrukcji oraz w podejmowaniu decyzji
projektowych. W przypadku umiarkowanej liczby zmiennych, wygodnym spo-
sobem wizualizacji obliczonych wra»liwo±ci jest wykres koªowy, rys. 8.7d. Ana-
lizuj¡c na takim wykresie wra»liwo±¢ wska¹nika niezawodno±ci na odchylenia
standardowe zmiennych losowych, mo»na wyci¡gn¡¢ wnioski dotycz¡ce ewentu-
alnych sposobów redukcji prawdopodobie«stwa awarii konstrukcji poprzez kon-
trol¦ jako±ci wybranych jej elementów.

8.1.5. Obiektowa architektura programu STAND na przykªadzie moduªu
analizy niezawodno±ci

Wybór paradygmatu programowania zorientowanego obiektowo okazaª si¦
bardzo trafn¡ decyzj¡ zarówno je±li chodzi o organizacj¦ kodu programu STAND,
jak równie» o umo»liwienie jednoczesnej pracy wielu programistów. Co trze-
ba równie» mocno podkre±li¢, u»ycie j¦zyka C++, który jest obecnie dominu-
j¡cym j¦zykiem programowania wykªadanym na wy»szych uczelniach, pozwala
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mie¢ nadziej¦, »e mªodym czªonkom zespoªu badawczego rozwijaj¡cego STAND
w IPPT PAN ªatwiej b¦dzie w przyszªo±ci wª¡czy¢ si¦ w prac¦ nad rozwijaniem
kodu.

Przez dekady najwa»niejszym j¦zykiem programowania stosowanym do two-
rzenia wi¦kszo±ci programów do oblicze« naukowych i in»ynierskich byª For-
tran. Jest on przykªadem tzw. j¦zyka strukturalnego, przeznaczonego przede
wszystkim do programowania algorytmów obliczeniowych. Jedn¡ z cech progra-
mowania strukturalnego jest to, »e dane i operacje na danychs¡ rozdzielone,
a nacisk kªadziony jest wªa±nie na przetwarzanie danych, implementowanych
w sposób jawny. Pomimo, i» dobrze napisany w Fortranie program odznacza¢
si¦ mo»e du»¡ efektywno±ci¡, to j¦zyk ten o wiele gorzej nadaje si¦ do budowy
du»ych projektów informatycznych oraz zarz¡dzania zªo»onymi strukturami da-
nych. Rosn¡ce mo»liwo±ci sprz¦tu komputerowego wi¡»¡ si¦ zcoraz wi¦kszym
rozmiarem oraz stopniem skomplikowania zada« obliczeniowych, których reali-
zacja wymaga bardziej elastycznych i efektywnych narz¦dziprogramistycznych.
Ewolucja obowi¡zuj¡cego paradygmatu programowania byªa zatem konieczna
aby sprosta¢ nowym wyzwaniom, a wªa±nie programowanie zorientowane obiek-
towo wydaje si¦ dostarcza¢ potrzebnych ku temu ±rodków.

W ramach podej±cia obiektowego, ju» nie algorytm, a odpowiednia struktura
danych jest najwa»niejszym skªadnikiem tworzonego oprogramowania. Central-
nym elementem ka»dego obiektowo zorientowanego j¦zyka jest klasa. Koncepcja
klasy ª¡czy w sobie zarówno zmienne (atrybuty) jak i operuj¡ce na nich procedu-
ry (metody). Dobrze zaprojektowane klasy powinny odzwierciedla¢ tak wiernie
jak to mo»liwe specy�czne cechy analizowanego zagadnienia.

Innym kluczowym elementem modelowania zorientowanego obiektowo jest
mo»liwo±¢ stworzenia struktury klas. Mechanizmdziedziczeniapozwala na bu-
dowanie hierarchii klas, któr¡ zobrazowa¢ mo»na na gra�e podobnym do drzewa
genealogicznego. Klasy ni»szego poziomu (podklasy) dziedzicz¡ atrybuty i me-
tody klasy poªo»onej wy»ej, tzw. klasy bazowej, umo»liwiaj¡c przejrzyst¡ oraz
efektywn¡ organizacj¦ wspólnych cech tych klas. W przypadku obiektowo zorien-
towanego kodu do analizy niezawodno±ci, wspólnym atrybutem ró»nych klas
odpowiadaj¡cych algorytmom obliczania prawdopodobie«stwa awarii (FORM,
SORM, Monte Carlo: : :) jest wektor zmiennych losowych, czyli wektor zawiera-
j¡cy obiekty typu Zmienna Losowagromadz¡ce wszystkie niezb¦dne dane oraz
metody potrzebne do operacji na tych zmiennych. Poniewa» wymienione algo-
rytmy musz¡ mie¢ dost¦p do wektora zmiennych losowych, dlatego deklarowany
on jest jako atrybut klasy bazowej Analiza Niezawodno±ci, zob. rys. 8.8, a dzi¦ki
dziedziczeniu nale»y on tak»e do klas le»¡cych ni»ej w hierarchii.
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Dzi¦ki tzw. polimor�zmowi metody odziedziczone z klasy bazowej mo»na
ponownie zde�niowa¢ poprzez ich ponown¡ deklaracj¦ w ramach danej klasy
oraz napisanie nowej wersji kodu metody. Pozwala to w ªatwy sposób odda¢
ró»nice mi¦dzy klasami. Taka struktura klas nazywana jest czasemspecjalizacja-
generalizacjaponiewa» w klasie bazowej deklaruje si¦ dan¡ metod¦ w najbardziej
ogólnej postaci, natomiast w klasach dziedzicz¡cych metody te przybieraj¡ du»o
bardziej konkretn¡ i wyspecjalizowan¡ form¦.

Bardzo cz¦sto klasy bazowe projektowane s¡ w ten sposób, »e jedynie za po-
moc¡ kilku wybranych metod mo»liwa jest ich komunikacja z innymi obiektami.
Znaj¡c takie �sztywne� interfejsy, nad ró»nymi cz¦±ciami oprogramowania mog¡
pracowa¢ oddzielne grupy programistów, wiedz¡c, »e ich fragmenty kodu b¦d¡
ze sob¡ wspóªpracowaªy.

Wszystkie te mechanizmy pomagaj¡ bardziej efektywnie tworzy¢ kompute-
rowe modele rzeczywistych problemów. Cel i zakres niniejszego opracowania nie
pozwalaj¡ na szczegóªow¡ prezentacj¦ tematyki programowania zorientowanego
obiektowo. Zagadnienia te zostaªy wyczerpuj¡co omówione np. w klasycznej ju»
ksi¡»ce Bjarne Stroustrupa [241].

Rysunek 8.8 przedstawia (bardzo uproszczony dla przejrzysto±ci) diagram
hierarchii klas moduªu analizy niezawodno±ci programu STAND. Za kluczo-
we dla tego moduªu nale»y uzna¢ klasy:Analiza Niezawodno±ci, Zmienna Loso-
wa, Rozkªad Prawdopodobie«stwa, Funkcja Graniczna, Powierzchnia Odpowiedzi,
Metoda Poszukiwania Punktu Projektowego, Transformacja do Przestrzeni Stan-
dardoweji Generator Próbek. Klasy te tworz¡ gªówny szkielet programu. Klasa
bazowa Analiza Niezawodno±ciwprowadza wspólne atrybuty algorytmów roz-
wi¡zuj¡cych, takie jak zmienne losowe i funkcja graniczna.Klasy reprezentuj¡ce
symulacje Monte Carlo i metod¦ MVFO (ang. mean value �rst order) [230] dzie-
dzicz¡ z Analiza Niezawodno±cibezpo±rednio. KlasaAnaliza Niezawodno±ci z PP,
wyprowadzona z klasy bazowej jest ju» bardziej wyspecjalizowan¡, ale nadal
abstrakcyjn¡ klas¡ 1. Reprezentuje ona te metody analizy niezawodno±ci, które
wykorzystuj¡ koncepcj¦ punktu projektowego. Obecnie w programie STAND
dost¦pne s¡ cztery takie algorytmy, s¡ to: FORM (zob. dodatek A), SORM
(zob. [143, 230]), IS (importance sampling, dodatek A), i Z3M (zob. podroz-
dziaª 5.1). Dziedzicz¡ one wªa±nie zAnaliza Niezawodno±ci z PP. Na rys. 8.8
operacja dziedziczenia oznaczona jest ª¡cznikiem z trójk¡tem.

1Klasa abstrakcyjna w programowaniu obiektowym jest to klas a, która nie mo»e mie¢
swoich reprezentantów pod postaci¡ obiektów. Ka»da klasa, która dziedziczy po klasie abs-
trakcyjnej i sama nie chce by¢ abstrakcyjn¡, musi implement owa¢ wszystkie odziedziczone
metody wirtualne.
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8.2. Wybrane zagadnienia implementacji algorytmu optymalizacji
odporno±ciowej

Analizuj¡c sformuªowanie optymalizacji odporno±ciowej konstrukcji ( 2.43)�
(2.48) mo»na zauwa»y¢, »e mamy tam do czynienia z ró»nymi rodzajami zmien-
nych. Obok deterministycznych zmiennych projektowychdi , i =1 ; : : : ; nd, w sfor-
muªowaniu wyst¦puj¡ zmienne losowe X i , i = 1 ; : : : ; nX , oraz Pi , i = 1 ; : : : ; nP ,
które tworz¡ model stochastyczny zadania. Przyj¦to, »e warto±ci oczekiwane
� X zmiennych X wchodz¡ w skªad wektora zmiennych projektowych. Zmienne
P przyczyniaj¡ si¦ jedynie do losowego rozrzutu warto±ci funkcji celu i funkcji
ogranicze«, a ich charakterystyki probabilistyczne nie zmieniaj¡ si¦ w trakcie
procesu optymalizacji.

Schemat wzajemnych powi¡za« klas reprezentuj¡cych w programie STAND
zmienne projektowe i zmienne losowe pokazano schematycznie na rys.8.9.
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Rys. 8.9. Schemat wspóªpracy klas reprezentuj¡cych zmienne projektowe i zmienne losowe
zapewniaj¡cy mo»liwo±¢ modelowania zmiennych projektowych � X .

Bazowa klasa abstrakcyjnaZmienna Projektowaoprócz takich atrybutów
jak Warto±¢ Aktualna przechowuje dodatkowoWspóªczynnik Zmienno±cioraz
wska¹nik do obiektu Zmienna Losowa. Ma to na celu uwzgl¦dnienie w zadaniu
optymalizacji odporno±ciowej zmiennych projektowych� X . Deklaruj¡c zmienn¡
projektow¡ tego typu podaje si¦ z któr¡ zmienn¡ losow¡ jest o na stowarzyszona.
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Je±li w ramach dziaªania algorytmu optymalizacyjnego zmieniona zostaje war-
to±¢ aktualna zmiennej projektowej, wtedy wywoªywana jestmetoda Uaktualnij
Zmienn¡ Losow¡, która odpowiednio mody�kuje warto±¢ oczekiwan¡ stowarzy-
szonej zmiennej losowej (wywoªywana jest metodaUstaw Warto±¢ Oczekiwan¡
obiektu Rozkªad Prawdopodobie«stwab¦d¡cego skªadow¡ stowarzyszonego obiek-
tu Zmienna Losowa). Je±li zaªo»ono, »e odchylenie standardowe zmiennej losowej
zmienia si¦ proporcjonalnie do warto±ci oczekiwanej zgodnie ze staªym wspóª-
czynnikiem zmienno±ci, wtedy metodaUaktualnij Zmienn¡ Losow¡ dostosowuje
równie» warto±¢ tej charakterystyki. W przypadku deterministycznych zmien-
nych projektowych stowarzyszenie ze zmienn¡ losow¡ jest puste.

Na algorytm optymalizacji odporno±ciowej opisany w podrozdziale 2.4.2.3
skªada si¦ szereg operacji realizowanych naprzemiennie w przestrzeni zmiennych
projektowych oraz przestrzeni probabilistycznej. Zarówno wagowa funkcja celu
jak i ograniczenia sformuªowania (2.43)�( 2.48) wyra»one s¡ jako funkcje momen-
tów statystycznych funkcji zmiennych losowych. Wyznaczenie tych momentów
wymaga przeprowadzenia np. symulacji Monte Carlo wnX + nP wymiarowej
przestrzeni zmiennych losowych. W algorytmie, symulacje takie przeprowadzane
s¡ dla wybranych punktów eksperymentalnych w przestrzeni zmiennych projek-
towych w celu utworzenia odpowiednich aproksymacji (powierzchni odpowiedzi)
wagowej funkcji celu i ogranicze« odporno±ciowych. Tak zbudowane powierzch-
nie odpowiedzi s¡ ndX = nd + nX wymiarowymi funkcjami zmiennych projek-
towych i wªa±nie one tworz¡ zmody�kowane zadanie optymalizacji determini-
stycznej, którego rozwi¡zanie stanowi przybli»one rozwi¡zanie zadania optyma-
lizacji odporno±ciowej. W innej wersji algorytmu, przedstawionej w podrozdziale
2.4.2.2 strategii aproksymacji statystyk, powierzchnie odpowiedzi tworzone s¡
oddzielnie dla poszczególnych warto±ci ±rednich i odchyle« standardowych funk-
cji tworz¡cych zadanie optymalizacji. Implementacja takiego algorytmu wymaga
aby przed rozwi¡zaniem zadania optymalizacji deterministycznej utworzone zo-
staªy funkcje scalaj¡ce te aproksymacje w funkcje celu (2.44) lub ( 2.49) oraz
ograniczenia odporno±ciowe (2.45) i ( 2.46).

Aby umo»liwi¢ komputerow¡ realizacj¦ tak skonstruowanegoalgorytmu w ra-
mach programowania zorientowanego obiektowo, konieczne byªo zaprojektowa-
nie caªej struktury klas modeluj¡cych wszystkie funkcje wyst¦puj¡ce w kolejnych
etapach rozwi¡zania. Na diagramie przedstawionym na rys.8.10 przedstawiono
najwa»niejsze atrybuty i metody tych klas. Abstrakcyjna klasa bazowaFunkcja
Wielu Zmiennychprzechowuje przede wszystkimWymiar funkcji oraz wymusza
na wszystkich klasach dziedzicz¡cych implementacj¦ funkcji Oblicz Warto±¢.
W przypadku, gdy klasy dziedzicz¡ce nie tworz¡ wªasnych kopii funkcji Oblicz
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Rys. 8.10. Struktura klas modeluj¡cych funkcje wielu zmien nych u»ywanych w implementacji
zadania optymalizacji odporno±ciowej.

Warto±¢ i Gradient i Oblicz Hessian, wtedy obliczane s¡ one numerycznie za
pomoc¡ funkcji implementowanych w klasie bazowej.

Funkcje rozpatrywane w zadaniu optymalizacji odporno±ciowej s¡ tak na-
prawd¦ funkcjami nd + nX + nP wymiarowymi. Mówi¡c mniej ±ci±le, w zadaniu
symulacji Monte Carlo �wyst¦puj¡� one w swojej nX + nP wymiarowej wersji
(przy ustalonych warto±ciach zmiennychd i � X ), a w zadaniu optymalizacji
deterministycznej jako nd + nX wymiarowe powierzchnie odpowiedzi. Dlatego,
tworz¡c obiekt algorytmu rozwi¡zuj¡cego, do przekazania niezb¦dnych danych
na temat funkcji celu i ogranicze« u»ywa si¦ obiektów klasFunkcja na Podprze-
strzenioraz Mody�kator Funkcji. Klasa Funkcja na Podprzestrzenipozwala trak-
towa¢ K wymiarow¡ funkcj¦ jako funkcj¦ k < K wymiarow¡ poprzez ustalenie
warto±ci pozostaªychK � k zmiennych. Taka funkcjonalno±¢ potrzebna jest na
etapie budowania powierzchni odpowiedzi, gdy dla ustalonych zmiennych pro-
jektowych dokonujemy oszacowania warto±ci momentów statystycznych funkcji
celu i ogranicze«.

Jak to zostanie pokazane przy okazji omawiania klasy reprezentuj¡cej al-
gorytm optymalizacji odporno±ciowej, tworz¡c obiekt tej klasy nale»y poda¢
jako parametr konstruktora obiekt klasy Metoda Deterministycznej Optymalizacji
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Ci¡gªej. Z kolei przy konstrukcji tego obiektu niezb¦dne jest podanie funkcji celu
i ogranicze« w przestrzenind + nX wymiarowej. Poniewa» algorytm optymali-
zacji deterministycznej operuje na funkcjach aproksymuj¡cych, czyli na utwo-
rzonych w trakcie procesu optymalizacji odporno±ciowej obiektach Powierzchnia
Odpowiedzi, dlatego funkcje przekazywane obiektowiMetoda Deterministycznej
Optymalizacji Ci¡gªejs¡ obiektami klasy Mody�kator Funkcji. Klas¦ t¦ zaprojek-
towano w ten sposób, »eby pozwalaªa na wielokrotn¡ zmian¦ postaci funkcji, co
realizowane jest przez zmian¦ wskazania do zewn¦trznego obiektu Funkcja Wielu
Zmiennych(metoda Zmie« Wska¹nik Do Funkcji ).

Na rys. 8.11, w bardzo uproszczonej postaci, przedstawiono struktur¦ tych
klas reprezentuj¡cych metody optymalizacji, które w programie STAND zwi¡-
zane s¡ z realizacj¡ zadania optymalizacji odporno±ciowej.

Bazowa abstrakcyjna klasaMetoda Optymalizacji Deterministycznejzapew-
nia interfejs dla szeregu klas z niej dziedzicz¡cych, przechowuj¡c takie skªa-
dowe jak funkcje celu i funkcje ogranicze« oraz wyniki procesu optymalizacji.
Abstrakcyjna metoda Optymalizuj implementowana jest we wszystkich nieab-
strakcyjnych klasach pochodnych zgodnie z dan¡ strategi¡ rozwi¡zania. I tak,
dost¦pne s¡ obecnie nast¦puj¡ce metody deterministycznejoptymalizacji ci¡gªej
(o ci¡gªych parametrach projektowych): metoda nieliniowego symplexu Nedlera-
Meed'a, zob. [184,243], metoda losowego przeszukiwania [226], metoda sekwen-
cyjnego programowania kwadratowego [215], metoda symulowanego wy»arza-
nia [121] oraz algorytm genetyczny [78].

Metody optymalizacji odporno±ciowej, koncepcyjnie du»o bardziej zªo»one
od metod optymalizacji deterministycznej znajduj¡ si¦ - zgodnie z �lozo�¡ po-
dej±cia obiektowego - ni»ej w hierarchii klas. Przejmuj¡c wspomniane standardo-
we atrybuty metod optymalizacyjnych, dodaj¡ szereg specy�cznych skªadników,
niezb¦dnych do dziaªania algorytmu. Najdokªadniej omówiona w niniejszej pra-
cy oraz zilustrowana przykªadami iteracyjna metoda powierzchni odpowiedzi
(zob. podrozdziaªy2.4.2.2i 2.4.2.3) przechowuje funkcje celu oraz ograniczenia
zarówno w wersjiMody�kator Funkcji jak i Funkcja na Podprzestrzeni. Atrybutami
klasy s¡ zarówno metoda powierzchni odpowiedzi, jak te» metoda optymalizacji
deterministycznej. Deklaruj¡c te obiekty za pomoc¡ odpowiednich klas bazo-
wych mamy dost¦p do szeregu wyspecjalizowanych klas pochodnych, co pozwala
na elastyczny i wygodny dobór metody optymalizacji i techniki aproksymacji
do specy�ki analizowanego zagadnienia.
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8.3. Przykªady ª¡czenia z zewn¦trznymi komercyjnymi programami
MES

8.3.1. Š¡czenie z programem ABAQUS

Poni»ej przedstawiono sposób zapewnienia komunikacji programu STAND
z pakietem do analizy sko«czenie elementowej ABAQUS. Program ABAQUS
u»yty zostaª w przykªadzie analizy niezawodno±ci trójk¡tnej tarczy (rys. 5.2)
omówionym w podrozdziale5.1.3. Zastosowana tam funkcja graniczna (5.13)
wyra»ona jest przez maksymalne napr¦»enie Hubera-Misesa obliczane w punk-
tach w¦zªowych siatki elementów sko«czonych.

Š¡czno±¢ programu STAND z zewn¦trznymi moduªami obliczeniowymi za-
pewniana jest za po±rednictwem plików tekstowych. Realizacje zmiennych za-
pisywane s¡ w plikach wej±ciowych, a wyniki oblicze« MES odczytywane z od-
powiednich tekstowych plików wyj±ciowych. W przypadku programu ABAQUS,
dane dotycz¡ce modelu oraz rodzaju analizy znajduj¡ si¦ w zbiorze tekstowym
z rozszerzeniem .inp. Mo»na równie» ustali¢, aby wyniki zapisywane byªy w tek-
stowym pliku z rozszerzeniem .dat. Niestety, specy�ka analizowanego problemu
nie pozwala na bezpo±rednie wykorzystanie tych plików. Ze wzgl¦du na uwzgl¦d-
nienie w zadaniu zmiennych losowych opisuj¡cych geometri¦tarczy (zmienne
X 1; X 2 i X 3, tab. 5.1) poªo»enie wszystkich w¦zªów siatki elementów sko«czo-
nych podlega zmianie za ka»dym razem, gdy algorytm analizy niezawodno±ci
generuje now¡ realizacj¦ wektora losowegoX . Bior¡c pod uwag¦ liczb¦ w¦zªów
w modelu (ponad 4700), zmiany poªo»enia s¡ zbyt trudne do uprzedniego za-
programowania jako funkcje X 1; X 2 i X 3. Ponadto, standardowa dokªadno±¢
prezentacji wyników w pliku .dat jest zdecydowanie zbyt maªa na potrzeby
wi¦kszo±ci algorytmów obliczania prawdopodobie«stwa awarii.

Z uwagi na powy»sze trudno±ci postanowiono nie u»ywa¢ plików .inp i .dat,
opieraj¡c komunikacj¦ STAND-ABAQUS na tzw. ABAQUS Scripting Interface
(SI). Jest to interfejs do programowania aplikacji (ang.application programming
interface - API) sªu»¡cy do dokonywania operacji na modelach oraz danych u»y-
wanych przez program ABAQUS. ABAQUS SI jest rozszerzeniem obiektowo
zorientowanego j¦zyka Python i mo»e by¢ u»ywany m.in. do tworzenia i mody�-
kacji elementów geometrii modelu, materiaªów, obci¡»e«, uruchamiania zada«,
a tak»e zapisu oraz odczytu bazy wyników analizy MES.

Model tarczy przygotowany zostaª przy pomocy gra�cznego ±rodowiska ABA-
QUS/CAE i wªa±nie ta sesja pracy z ABAQUS/CAE wywoªywana jestza ka»-
dym razem gdy trzeba otrzyma¢ warto±¢ funkcji granicznej dla nowej realizacji
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zmiennych losowych. Odtworzenie kolejnych kroków budowy modelu MES, od
modelu geometrycznego przez de�nicj¦ obci¡»e«, warunków brzegowych, danych
materiaªowych a» po generacje siatki, mo»liwe byªo dzi¦ki automatycznie two-
rzonemu zapisowi tych operacji w postaci skryptu programu Python abaqus.rpy.
Skrypt ten u»ywany jest zazwyczaj w celu powtórzenia sesji pracy z programem
ABAQUS/CAE w przypadku nietypowego zako«czenia dziaªania programu, np.
na skutek awarii zasilania. Po dokonaniu kilku mody�kacji, skrypt abaqus.rpy
okazaª si¦ by¢ doskonaªym narz¦dziem do zapewnienia komunikacji STAND-
ABAQUS. To wªa±nie do tego zbioru zapisywane byªy warto±ci realizacji zmien-
nych losowych. Poniewa» skrypt zawiera polecenie generacji siatki dla zmienionej
geometrii tarczy, dlatego nie ma potrzeby bezpo±redniej ingerencji w plik .inp.
Wspomniane mody�kacje dotycz¡ dodania do skryptu komend wymuszaj¡cych
prac¦ w trybie �cichym� (bez otwierania okien interfejsu gra�cznego), a po za-
ko«czeniu analizy MES, polece« otworzenia binarnego plikuz wynikami o roz-
szerzeniu .odb, znalezienia warto±ci maksymalnego napr¦»enia Hubera-Misesa
i zapisania jej w odpowiednim formacie w zbiorze tekstowym.

De�nicje zmiennych losowych tworz¡cych stochastyczny model analizowane-
go problemu (zob. tab.5.1) wprowadzono za pomoc¡ gra�cznego interfejsu pro-
gramu STAND pokazanego na rys.8.12. Wybrana w oknie dialogowym opcja
�Use Tag� (u»yj znacznika) oznacza, i» realizacje danej zmiennej zapisywane
b¦d¡ w odpowiednim tekstowym pliku z danymi. Miejsce, w któr e wpisywana
ma by¢ warto±¢ realizacji zaznacza si¦ myszk¡ pod±wietlaj¡c je na czerwono.
Zarezerwowane pola, tzn. te gdzie ustawiono ju» znaczniki innych zmiennych,
pod±wietlone s¡ kolorem niebieskim.

We wzorze funkcji granicznej (5.13) u»yto tylko jednej zmiennej zewn¦trz-
nej. Jest to maksymalne napr¦»enie Hubera-MisesaS obliczane w w¦zªach siatki.
Na rys. 8.13 zaprezentowano okno dialogowe sªu»¡ce do de�nicji tej zmiennej.
Widoczna tam lista �External programs� (programy zewn¦trz ne) pokazuje se-
kwencj¦ zawieraj¡c¡ ±cie»ki do programów i parametry wywoªania potrzebne
aby otrzyma¢ warto±¢S. W omawianym przykªadzie w tym celu uruchamia-
ny jest program wsadowy abaqus.bat. Parametry specy�kowane w linii komend
ustalaj¡, »e bez otwierania gra�cznego interfejsu u»ytkownika program ABA-
QUS/CAE wykona polecenia zawarte w maxhole2.py. Nast¦pnie, po zako«czeniu
dziaªania programu interesuj¡cy nas wynik zapisywany jestw pliku holeMiss.txt.
Mo»na zauwa»y¢, »e plik ten, który wygenerowany zostaª przez omawiany wy»ej
skrypt j¦zyka Python, zawiera tylko jedno pole tekstowe z warto±ci¡ maksymal-
nego napr¦»enia Hubera-Misesa.
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Rys. 8.12. De�nicja zmiennych losowych. Ustawianie znacznika zmiennej w skrypcie j¦zyka
Python, sªu»¡cym do komunikacji STAND-ABAQUS.

8.3.2. Š¡czenie z programem RADIOSS

We wszystkich przykªadach dotycz¡cych zarówno analizy niezawodno±ci jak
i optymalizacji odporno±ciowej, które zaprezentowano w rozdziale 6, symulacje
zderze« wykonywano przy pomocy programu RADIOSS [171]. Jest to program
metody elementów sko«czonych rozwijany przez �rm¦ Altair, wykorzystuj¡cy
jawny schemat caªkowania równa« ruchu. Gªównym obszarem jego zastosowa«
jest symulacja silnie nieliniowych dynamicznych problemów, a w szczególno±ci
zderze«.

Dane do analizy programem RADIOSS zapisane s¡ w dwóch plikach. S¡
to: plik D00, zawieraj¡cy dane modelu sko«czenie elementowego, czytany przez
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Rys. 8.13. De�nicja zmiennych zewn¦trznych. S jest maksymalnym napr¦»eniem Hubera-
Misesa.

program RADIOSS Starter w celu wery�kacji i wst¦pnego przetworzenia oraz
plik D01, gdzie zapisanych jest szereg komend steruj¡cych zarówno algorytmem
rozwi¡zania jak i generacj¡ wyników, czytany przez programRADIOSS Engine,
którego uruchomienie rozpoczyna wªa±ciw¡ analiz¦ MES.

W przykªadach przedstawionych w podrozdziaªach6.1� 6.4 mamy do czy-
nienia jedynie z prostymi przypadkami zmiennych losowych,których realizacje
mo»na zapisywa¢ bezpo±rednio w pliku D00. Uwzgl¦dnienie losowych awarii
zgrzewów sprowadza si¦ do automatycznego dopisywania na ko«cu pliku D01
szeregu komend usuwaj¡cych wybrane belkowe elementy sko«czone modeluj¡ce
zgrzewy. Warto±ci rozpatrywanych w tych przykªadach zmiennych zewn¦trznych
(energia wewn¦trzna, przemieszczenia w¦zªów) otrzymywane s¡ przy u»yciu
wchodz¡cego w skªad pakietu RADIOSS programu TH++. Pozwalaon otrzy-
ma¢ w formie pliku tekstowego dane do wykresu zmienno±ci w czasie dowolnej
odpowiedzi konstrukcji zapisanej w binarnej bazie wyników. Co wa»ne, program
ten mo»e pracowa¢ w trybie wsadowym.

Niestety, strategii takiej nie mo»na byªo zastosowa¢ do realizacji zadania
optymalizacji odporno±ciowej zaprezentowanego w podrozdziale 6.5. Optyma-
lizacja jest tam narz¦dziem do kalibracji parametrów numerycznego modelu
fantomu ko«czyny dolnej stosowanego w testach zderzeniowych. Wyst¦puj¡ce
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w zadaniu zmienne losowe (zob. tab.6.4) maj¡ zªo»ony charakter, a zmiana ich
warto±ci mody�kuje poªo»enie wszystkich w¦zªów siatki elementów sko«czonych
fantomu. Nie wchodzi zatem w gr¦ bezpo±rednie uaktualnianie pliku D00 przez
program STAND. Podobnie jak w przypadku ª¡czenia z programem ABAQUS,
wpªyw zmiennych opisuj¡cych geometri¦ uwzgl¦dniony zostaª przez wprowadze-
nie ogniwa po±redniego, jakim byªy skrypty programu HyperStudyDSS wcho-
dz¡cego w skªad rodziny programów Altair. HyperStudyDSS pozwala na caªym
modelu MES lub na jego cz¦±ci dokonywa¢ takich operacji jak translacja, obrót
czy skalowanie, zast¦puje te» program TH++ w ekstrakcji wyników. Sekwencja
otrzymania warto±ci zmiennej zewn¦trznej (tutaj, k¡ta boc znego zgi¦cia kolana)
dana jest nast¦puj¡co: wpisanie realizacji zmiennych losowych w odpowiednie
miejsca skryptu HyperStudyDSS, uruchomienie HyperStudyDSS, który mody-
�kuje plik D00, uruchomienie Radioss Starter, a nast¦pnie Radioss Engine, po-
nowne uruchomienie HyperStudyDSS aby uzyska¢ warto±¢ zmiennej zewn¦trznej
i ostatecznie odczytanie tej warto±ci z pliku tekstowego.

Jak ju» o tym wcze±niej wspominano, program STAND oferuje mo»liwo±¢
rozdzielenia przeprowadzanych symulacji na wiele procesorów. Poniewa» czas
pojedynczej analizy sko«czenie elementowej programu RADIOSS wynosiª na-
wet dwie godziny, dlatego we wszystkich przykªadach rozdziaªu 6 korzystano
z równolegªej pracy 16 lub 32 procesorów (w zale»no±ci od ogranicze« posiada-
nej w danym czasie licencji programu).

PODSUMOWANIE

W niniejszym rozdziale rozwa»ano problemy dotycz¡ce efektywnej kompute-
rowej implementacji algorytmów analizy niezawodno±ci oraz optymalizacji od-
porno±ciowej konstrukcji. Poszczególne rozwi¡zania omawiane byªy na przykªa-
dzie programu STAND rozwijanego w Pracowni Niezawodno±ci iOptymalizacji
IPPT PAN. Program ten rozwijany jest pod kierownictwem autora ju» od sze-
regu lat w ramach kilku projektów badawczych, zarówno krajowych jak i euro-
pejskich.

Niezale»nie od przeznaczenia tworzonego kodu, budowa i utrzymanie du»ego
programu komputerowego jest wyzwaniem samym w sobie. Niezb¦dne jest za-
tem zaprojektowanie takiej architektury programu, która umo»liwia jednoczesn¡
prac¦ wielu programistów oraz pozwala na jego dalszy rozwóji mody�kowanie.
Pokazano, »e tzw. obiektowo-zorientowany paradygmat programowania stano-
wi bardzo dobre narz¦dzie do realizacji tych celów. Najwa»niejsze koncepcje
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programowania obiektowego, przedstawiono na przykªadachbudowy i organiza-
cji klas programu STAND.

Obok obiektowo zorientowanej architektury kodu, szczególnie szeroko przed-
stawione zostaªy metody ª¡czenia programu z zewn¦trznymi moduªami oblicze-
niowymi. Taka funkcjonalno±¢ jest niew¡tpliwie podstawow¡ cech¡ programu,
który stanowi¢ ma pomocne narz¦dzie dla projektanta. Du»o uwagi po±wi¦cono
równie» rozwi¡zaniom maj¡cym na celu stworzenie wygodnegointerfejsu u»yt-
kownika. Omówiono przykªady wykorzystania w analizie niezawodno±ci i opty-
malizacji odporno±ciowej komercyjnych pakietów metody elementów sko«czo-
nych ABAQUS i RADIOSS.

Program STAND u»ywany byª do realizacji wi¦kszo±ci zaprezentowanych
w pracy przykªadów obliczeniowych.
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Wnioski ko«cowe. Elementy oryginalne
pracy

Jako gªówne osi¡gni¦cie niniejszej pracy uzna¢ nale»y teoretyczne opracowanie
oraz komputerow¡ implementacj¦ szeregu metod umo»liwiaj¡cych szeroko poj¦-
t¡ analiz¦ stochastyczn¡ zªo»onych problemów mechaniki konstrukcji 1. Podj¦to
si¦ zadania mody�kacji istniej¡cych, a tak»e zaproponowania nowych algoryt-
mów analizy niezawodno±ci i optymalizacji odporno±ciowej. Ilustracj¦ tych me-
tod stanowiªy przede wszystkim zagadnienia dotycz¡ce wytrzymaªo±ci zderze-
niowej elementów pojazdów, jak równie» problemy zapewnienia jako±ci wytªocz-
ki w procesie gª¦bokiego tªoczenia blachy. W opinii autora,zarówno charakter
analizowanych wyników symulacji jak i zªo»ono±¢ numeryczna tych zagadnie«,
czyni¡ rozpatrywane przykªady reprezentatywnymi dla innych wspóªczesnych
problemów modelowania in»ynierskiego.

Jedn¡ z najwa»niejszych skªadowych wi¦kszo±ci zaprezentowanych algoryt-
mów jest aproksymacja niejawnych funkcji odpowiedzi konstrukcji. Konstrukcje
te modelowane s¡ zazwyczaj za pomoc¡ metody elementów sko«czonych. Za-
st¡pienie funkcji granicznej w analizie niezawodno±ci oraz funkcji celu i funk-
cji ogranicze« w zadaniu optymalizacji przez odpowiednio dobrany analityczny
metamodel (powierzchni¦ odpowiedzi) ma kluczowe znaczenie dla efektywno±ci
tych analiz. W pracy gªówny nacisk poªo»ono na zastosowanieaproksymacyjnej
wersji metody krigingu oraz technik aproksymacji lokalnej, takich jak metoda
wa»onej liniowej regresji.Zastosowanie zmody�kowanej wersji krigingu w meto-
dzie realizacji zadania optymalizacji odporno±ciowej do aproksymacji warto±ci
momentów statystycznych funkcji celu i ogranicze« mo»na uzna¢ za zupeªnie no-
we rozwi¡zanie. Wszystkie omawiane w pracy metody powierzchni odpowiedzi
zaimplementowano w programie STAND.

1Pochyª¡ czcionk¡ wyró»niono fragmenty, które zdaniem auto ra stanowi¡ najwa»niejsze
osi¡gni¦cia pracy.
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Wspóln¡ cech¡ prezentowanych w pracy metod analizy niezawodno±ci i opty-
malizacji odporno±ciowej jest wykorzystanie koncepcji ªaci«skiej hiperkostki, za-
równo jako generatora próbek losowych jak równie» bazy eksperymentów przy
tworzeniu powierzchni odpowiedzi.Niew¡tpliwym osi¡gni¦ciem jest udoskonale-
nie algorytmów budowy optymalnych ªaci«skich hiperkostek- OLH, co pozwala
na efektywne tworzenie jednorodnych planów eksperymentów, nawet w prze-
strzeniach wielowymiarowych. Algorytmy te zaimplementowane zostaªy przez
autora zarówno w programie STAND, jak te» w module M-Xplore programu
analizy sko«czenie elementowej RADIOSS.

Hiperkostki ªaci«skie stanowi¡ fundament opracowanych przez autora metod
optymalizacji odporno±ciowej. U»ycie ich do generacji próbek losowych w symu-
lacyjnych metodach estymacji momentów statystycznych funkcji celu i ograni-
cze« pozwoliªo na znaczn¡ popraw¦ efektywno±ci estymacji.Wybór metod sy-
mulacyjnych podyktowany byª przede wszystkim ich uniwersalno±ci¡. Pomimo
i» alternatywne podej±cia, takie jak metody perturbacyjneczy te» metoda roz-
wini¦cia w chaos wielomianowy, w wielu szczególnych przypadkach mog¡ okaza¢
si¦ bardziej efektywne od metod symulacyjnych, to jednak zaªo»enia wst¦pne,
jakimi s¡ obwarowane, zaw¦»aj¡ zakres ich zastosowa«. Ponadto, ograniczenia
dotycz¡ce rozkªadów prawdopodobie«stwa zmiennych, a tak»e ró»niczkowalno-
±ci funkcji, bardzo istotne w przypadku metod perturbacyjnych oraz metody
redukcji wymiarów, nie maj¡ znaczenia w kontek±cie symulacji losowych.

Na podstawie testów przeprowadzonych dla szeregu funkcji analitycznych
oraz dwóch problemów mechaniki konstrukcji, dokonano porównania wªa±ci-
wo±ci estymatorów warto±ci ±redniej i wariancji w przypadku próbek czysto
losowych oraz generowanych przez losowe ªaci«skie hiperkostki i hiperkostki
z optymalizacj¡ rozmieszczenia punktów.W znanych autorowi opracowaniach
nie przeprowadzano nigdy tak szczegóªowej analizy metod symulacyjnych wy-
korzystuj¡cych plany OLH. Wykazano, »e próbki generowane przez hiperkostki
ªaci«skie, s¡ lepszym rozwi¡zaniem ni» czysto losowe próbki w symulacjach Mon-
te Carlo. Próbki utworzone przez OLH warto stosowa¢ szczególnie wtedy, gdy ze
wzgl¦du na koszt nie mo»na pozwoli¢ sobie na otrzymanie warto±ci rozwa»anej
funkcji dla zbyt wielu realizacji zmiennych losowych.

Plany OLH stanowi¡ doskonaª¡ baz¦ eksperymentów przy budowaniu po-
wierzchni odpowiedzi. W szczególno±ci dotyczy to metody krigingu. W pra-
cy zbadano wpªyw równomierno±ci rozªo»enia punktów eksperymentalnych na
bª¡d dopasowania. Pokazano, »e w przypadku krigingu, wykorzystanie planu
eksperymentów OLH poprawia dopasowanie funkcji aproksymuj¡cej. Wykazano
równie», »e tzw. kryterium siª prowadzi do bardziej równomiernego rozªo»enia
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punktów hiperkostki ni», dominuj¡ce w literaturze, kryter ium maksymalizacji
minimalnej odlegªo±ci mi¦dzy punktami.

Bardzo dobre wªa±ciwo±ci planów OLH dotycz¡ce równomiernego wypeªnia-
nia danego obszaru punktami eksperymentalnymi wykorzystano w oryginalnej
metodzie szybkiej poprawy niezawodno±ci. Zaproponowano tam tak»e koncepcj¦
zmody�kowanego planu OLH - optymalnego jedynie na podprzestrzeni. Przed-
stawiony algorytm poprawy niezawodno±ci jest skuteczny szczególnie wtedy, gdy
poziom niezawodno±ci konstrukcji wyj±ciowej jest niski. Mo»e te» stanowi¢ szyb-
k¡ procedur¦ startow¡ dla algorytmów optymalizacji odporn o±ciowej lub nieza-
wodno±ciowej.

W analizie niezawodno±ci zªo»onych ukªadów konstrukcyjnych, nieliniowy
charakter funkcji granicznych wynika nie tylko z natury modelowanego zjawiska
�zycznego, ale jest równie» cz¦sto wywoªany szumem numerycznym spowodo-
wanym przez stosowan¡ metod¦ rozwi¡zania zadania MES.Zarówno algorytm
szybkiej poprawy niezawodno±ci, jak te» zmody�kowany przez autora adaptacyj-
ny algorytm symulacji losowych Z3M, nie s¡ wra»liwe na wpªywumiarkowanego
szumu.

Niewra»liwo±¢ na szum jest tak»e warunkiem koniecznym skutecznej me-
tody odporno±ciowej optymalizacji konstrukcji. W pracy zaproponowano trzy
strategie rozwi¡zania zadania optymalizacji odporno±ciowej. S¡ to: podstawowa
strategia aproksymacji, strategia aproksymacji statystyk i strategia aproksy-
macji funkcji celu i ogranicze« odporno±ciowych. Wszystkie trzy zostaªy zaim-
plementowane w tworzonej przez autora bibliotece optymalizacyjnej programu
STAND. Na podstawie licznych testów mo»na stwierdzi¢, »e strategia aproksy-
macji funkcji celu i ogranicze« odporno±ciowych jest rozwi¡zaniem najbardziej
efektywnym.

Wedªug autora, sformuªowanie optymalizacji odporno±ciowej wydaje si¦ by¢
lepiej dopasowane do realiów projektowych ni» sformuªowanie optymalizacji nie-
zawodno±ciowej. Mo»liwo±¢ zastosowania optymalizacji niezawodno±ciowej jest
w praktyce bardzo silnie uwarunkowana dost¦pno±ci¡ funkcji ª¡cznej g¦sto±ci
rozkªadu prawdopodobie«stwa parametrów konstrukcji i obci¡»e«. W odró»nie-
niu od optymalizacji niezawodno±ciowej, sformuªowanie optymalizacji odporno-
±ciowej konstrukcji nie wymaga szacowania prawdopodobie«stwa awarii.

W pracy przedstawiono szereg przykªadów ilustruj¡cych dziaªanie opraco-
wanych algorytmów. Wi¦kszo±¢ z nich dotyczyªa analizy niezawodno±ci oraz
optymalizacji odporno±ciowej dynamicznie deformuj¡cychsi¦ elementów kon-
strukcji pojazdów. We wszystkich analizowanych przykªadach zarówno funkcje
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graniczne jak te» funkcje tworz¡ce sformuªowanie zadania optymalizacji odpor-
no±ciowej zawieraªy wpªyw szumu. Szum ten jest charakterystyczny dla zagad-
nie« zderzeniowych ze wzgl¦du na metod¦ caªkowania równa« równowagi oraz
stosowane algorytmy kontaktu. Ponadto, w zadaniach dotycz¡cych zgniatanej
cienko±ciennej podªu»nicy dodatkowy szum zwi¡zany byª z modelowaniem loso-
wych awarii zgrzewów.Bior¡c pod uwag¦ ogromn¡ liczb¦ poª¡cze« zgrzewanych
wyst¦puj¡cych w konstrukcjach samochodowych, zaproponowana metoda usu-
wania pewnej liczby losowo wybranych zgrzewów wydaje si¦ by¢ praktycznym
rozwi¡zaniem, które pozwala uwzgl¦dni¢ losowe wady tych poª¡cze«. W przy-
padku analizy niezawodno±ci podej±cie to wymaga jednak odpowiednio dosto-
sowanego algorytmu.Pokazano, »e u»ycie algorytmu Z3M umo»liwia efektywne
oszacowanie prawdopodobie«stwa awarii pomimo nieró»niczkowalno±ci funkcji
granicznej.

Sformuªowano zadanie analizy niezawodno±ci procesu gª¦bokiego tªoczenia
blachy. Podstaw¡ do oszacowania prawdopodobie«stwa awarii procesu jest zna-
jomo±¢ funkcji granicznej, któr¡ zde�niowano wykorzystuj¡c standardowy wy-
kres odksztaªce« granicznych. Jako metod¦ analizy niezawodno±ci zapropono-
wano adaptacyjn¡ metod¦ Monte Carlo. W zwi¡zku z niemo»no±ci¡ precyzyjne-
go wyznaczenia krzywej odksztaªce« granicznych wprowadzono now¡ koncepcj¦
rozmytego prawdopodobie«stwa awarii.

Do realizacji wi¦kszo±ci zaprezentowanych w pracy przykªadów obliczenio-
wych u»yto programu STAND, który rozwijany jest w Pracowni Niezawodno±ci
i Optymalizacji IPPT PAN. Stworzone przez autora liczne moduªy programu,
a w szczególno±ci moduªy: optymalizacji odporno±ciowej, powierzchni odpowie-
dzi, zaawansowanych metod analizy niezawodno±ci oraz metod symulacji loso-
wych wykorzystuj¡cych koncepcj¦ ªaci«skich hiperkostek, nale»y uzna¢ za ory-
ginalne osi¡gni¦cie.

Przedstawiona tematyka wydaje si¦ mie¢ bardzo dobre perspektywy rozwoju.
Jako obiecuj¡ce kierunki dalszych bada« nale»y uzna¢:

� W optymalizacji odporno±ciowej procesów gª¦bokiego tªoczenia blachy,
- dokªadne przetestowanie mo»liwo±ci u»ycia alternatywnych metod es-
tymacji momentów statystycznych funkcji losowych, takich jak metoda
rozwini¦cia w chaos wielomianowy czy metoda redukcji wymiarów.

� Zastosowanie niestacjonarnej funkcji korelacji w aproksymacji metod¡
krigingu.

� Wykorzystanie w optymalizacji odporno±ciowej algorytmówoptymaliza-
cyjnych przystosowanych do u»ytej metody aproksymacji, takich jak
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algorytm EGO [112] w przypadku krigingu.

� Zastosowanie innych metod optymalizacji wielokryterialnej, np. MOGA
(multi objective genetic algorithm), które pozwalaj¡ wyznaczy¢ peªen zbiór
rozwi¡za« niezdominowanych.

Trzeba jednak zdawa¢ sobie spraw¦ z pewnych zagro»e«, któremog¡ hamowa¢
szerszy rozwój zastosowa« analizy niezawodno±ci i optymalizacji odporno±cio-
wej w praktyce projektowej. O ile wzrost mocy obliczeniowejkomputerów jest
jednym z gªównych motorów upowszechniania si¦ analizy stochastycznej, o tyle
skutkiem ubocznym tego wzrostu s¡ coraz dokªadniejsze modele sko«czenie ele-
mentowe. Nadmiernie szczegóªowe modele redukuj¡ przyrostefektywno±ci me-
tod stochastycznych, mo»liwy do osi¡gni¦cia przy stosowaniu prostszych mode-
li. W opinii autora, samo zwi¦kszanie g¦sto±ci siatki lub zªo»ono±ci stosowanych
elementów sko«czonych, nie jest w stanie dostarczy¢ tak jako±ciowo nowych
informacji jak wyniki szeroko rozumianej analizy stochastycznej. Znajomo±¢
wpªywu, jaki na projektowan¡ konstrukcj¦ ma losowy charakt er jej parame-
trów oraz obci¡»e« lub te» oszacowanie prawdopodobie«stwaawarii, pozwalaj¡
du»o lepiej zrozumie¢ zachowanie badanego ukªadu konstrukcyjnego, ni» analiza
deterministyczna, wykorzystuj¡ca nawet najbardziej zªo»ony model sko«czenie
elementowy.
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A

Wybrane zagadnienia komputerowej
analizy niezawodno±ci konstrukcji

A.1. Sformuªowanie problemu analizy niezawodno±ci

Ze wzgl¦du na stochastyczny charakter wi¦kszo±ci parametrów opisuj¡cych
modele ukªadów mechanicznych oraz dziaªaj¡cych na nie obci¡»e«, wielko±ci te
w zadaniu analizy niezawodno±ci konstrukcji traktuje si¦ najcz¦±ciej jako zmien-
ne losowe. Oznaczane zazwyczaj wielkimi literamiX 1; X 2; : : : ; X n , tworz¡ wek-
tor podstawowych zmiennych losowychX , którego realizacjex = f x1; x2; : : : ; xng
s¡ elementami przestrzeni Euklidesowej. Funkcja ª¡cznej g¦sto±ci prawdopodo-
bie«stwa wektora X , f X (x); de�niuje w przestrzeni X miar¦ prawdopodobie«-
stwa.

W zale»no±ci od realizacji zmiennych podstawowych, praca konstrukcji b¡d¹
speªnia wymagania projektowe, b¡d¹ nie � co prowadzi do szeroko rozumiane-
go stanu awarii. Kryterium awarii konstrukcji wyra»a si¦ za zwyczaj za pomoc¡
równania g(x) = 0 de�niuj¡cego hiperpowierzchni¦ zwan¡ powierzchni¡ gra-
niczn¡ w przestrzeni X . Dzieli ona przestrze«X na dwa obszary: obszar awarii
Df = f x : g(x) � 0g oraz obszar bezpiecznyDs = f x : g(x) > 0g. Prawdo-
podobie«stwo awarii konstrukcji mo»na zatem okre±li¢ za pomoc¡ nast¦puj¡cej
caªki:

Pf = P[X 2 D f ] = P[g(X ) � 0] =
Z

D f

f X (x) dx; (A.1)

gdzie P[A] jest prawdopodobie«stwem zdarzenia losowegoA.

W praktycznych zastosowaniach, w przypadku gdy model stochastyczny za-
gadnienia skªada si¦ z wielu zmiennych losowych, obszar caªkowania Df nie
jest dany w sposób jawny, a samo obliczenie warto±ci funkcjigranicznej jest
kosztowne (np. wymaga rozwi¡zania zªo»onego zadania MES),wtedy caªkowa-
nie numeryczne równania (A.1) skazane jest z góry na niepowodzenie. Z uwagi
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na powy»sze, zaproponowano szereg metod przybli»onych sªu»¡cych szacowaniu
warto±ci prawdopodobie«stwa awarii. Wi¦kszo±¢ najcz¦±ciej stosowanych metod
wykorzystuje odpowiedni¡ transformacj¦ U = T (X ) (zob. np. [50,160,173]) za-
dania analizy niezawodno±ci z przestrzeniX do przestrzeniU, gdzie miara praw-
dopodobie«stwa okre±lona jest przez funkcj¦ g¦sto±cif U (u) =

Q n
i =1 ' (ui ) b¦d¡-

c¡ iloczynem n jednowymiarowych standardowych normalnych funkcji g¦sto±ci
prawdopodobie«stwa zmiennychUi = Ti (X ), (zob. podrozdziaª A.2). Ponie-
wa» transformacja zmiennych poci¡ga za sob¡ równie» transformacj¦ warunku
granicznego do przestrzeniU, g(x) = 0 ! h(u) = g[T � 1(u)] = 0 , prawdopodo-
bie«stwo awarii wyra»a si¦ jako

Pf = P[U 2 � f ] = P[h(U ) � 0] =
Z

f U :h(U )� 0g
f U (u) du; (A.2)

gdzie � f jest obszarem awarii w przestrzeniU. Dzi¦ki osiowej symetrii funkcji
f U (u), dla dowolnej funkcji liniowej l (u) = � � � T u prawdziwa jest nast¦puj¡ca
równo±¢:

P[l(U ) � 0] =
Z

f U :l (U )� 0g
f U (u) du = �( � � ); (A.3)

gdzie wspóªczynniki,� � i ; i = 1 ; 2; : : : ; n, s¡ skªadowymi znormalizowanego gra-
dientu funkcji l (u), tzn. � T � = 1 , � = sign[l (0)]� jest równe (z dokªadno±ci¡ do
znaku) odlegªo±ci� pomi¦dzy hiperpªaszczyzn¡ l(u) = 0 a pocz¡tkiem ukªadu
wspóªrz¦dnych w U, za±�( �) jest dystrybuant¡ standardowego rozkªadu normal-
nego. Wynika z tego, »e liniowa aproksymacja transformowanej funkcji granicz-
nej h(u) w punkcie znajduj¡cym si¦ najbli»ej pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych
stanowi¢ mo»e proste oszacowanie prawdopodobie«stwa awarii konstrukcji

Pf = P[h(U ) � 0] � P[l (U ) � 0] = �( � � ); (A.4)

gdzie przez� przyj¦to oznacza¢ tzw. wska¹nik niezawodno±ci konstrukcji. Po-
dej±cie bazuj¡ce na liniowej aproksymacji funkcji granicznej nazywa si¦ metod¡
analizy niezawodno±ci pierwszego rz¦du (ang.�rst order reliability method -
FORM). Poniewa» wska¹nik niezawodno±ci wyst¦puj¡cy we wzorze (A.4) jest
jedynie przybli»eniem wska¹nika �dokªadnego� de�niowanego jako

� = � � � 1(Pf ); (A.5)

dlatego, w celu odró»nienia, oznacza si¦ go jako� FORM lub � I . Oczywi±cie,
aby skorzysta¢ ze wzoru (A.5) konieczna jest uprzednia znajomo±¢ dokªadnej
warto±ci prawdopodobie«stwa awarii, co w wi¦kszo±ci rzeczywistych (nieakade-
mickich) zada« analizy niezawodno±ci nie jest mo»liwe. Stosuje si¦ go jednak np.
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w metodzie niezawodno±ci drugiego rz¦du czy te» metodach rodziny Monte Carlo
w celu obliczenia ekwiwalentnego wska¹nika niezawodno±cina podstawie obli-
czonej wcze±niej przybli»onej warto±ci prawdopodobie«stwa awarii. Wska¹nik
� FORM wyznaczany jest jako rozwi¡zanie nast¦puj¡cego zadania minimalizacji
z ograniczeniami:

� FORM = sign[h(0)]� � ;

� � � k u � k = min kuk pod warunkiem: h(u) � 0:
(A.6)

Punkt u � poªo»ony na powierzchni granicznejh(u) = 0 i znajduj¡cy si¦ naj-
bli»ej pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych u = 0 nazywany jest punktem projek-
towym lub najbardziej prawdopodobnym punktem awarii (ang. design point,
most probable failure point). Zadanie (A.6) mo»e by¢ teoretycznie rozwi¡zane
przy pomocy dowolnego algorytmu optymalizacji nieliniowej (zob. [153] i [143],
gdzie porównano ró»ne metody optymalizacji) jednak w wi¦kszo±ci typowych
przypadków stosuje si¦ algorytmy oparte na metodzie Rackwitza-Fiesslera [1]
lub na algorytmie sekwencyjnego programowania kwadratowego (zob. np. [215]).

W dalszej cz¦±ci tekstu, w celu lepszego wyja±nienia metod analizy nieza-
wodno±ci prezentowanych w zasadniczej cz¦±ci pracy, omówiono najwa»niejsze
zagadnienia dotycz¡ce transformacji zmiennych losowych do przestrzeni stan-
dardowej, gradientowych algorytmów poszukiwania punktu projektowego oraz
metod analizy niezawodno±ci wykorzystuj¡cych symulacje losowe.

A.2. Transformacja zmiennych losowych

Jako gaussowsk¡ przestrze« standardow¡U zwykªo okre±la¢ si¦ przestrze«
probabilistyczn¡, w której miara prawdopodobie«stwa zde�niowana jest przez
nast¦puj¡c¡ funkcj¦ g¦sto±ci:

' n (u; 0; I ) =
nY

i =1

' (ui ) =
nY

i =1

1
p

2�
exp

�
�

1
2

u2
i

�
=

1
(2� )n=2

exp
�
�

1
2

uT u
�
: (A.7)

Funkcja ta jest iloczynem n niezale»nych, standardowych zmiennych o rozkªa-
dzie normalnym U1; : : : ; Un . Za Der Kiureghianem [40] mo»na wymieni¢ szereg
wªasno±ci przestrzeni standardowej, które s¡ szczególnieistotne w analizie nie-
zawodno±ci konstrukcji:

1. Funkcja (A.7) jest osiowo symetryczna - jej warstwice tworz¡ wspóª-
±rodkowe hipersfery (dla dwu zmiennych, okr¦gi) wokóª pocz¡tku ukªadu
wspóªrz¦dnych.
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2. Funkcja g¦sto±ci prawdopodobie«stwa maleje wykªadniczo z kwadratem
odlegªo±ci od pocz¡tku ukªadu.

3. Dla zadanegoui = b, warunkowa g¦sto±¢ rozkªadu prawdopodobie«-
stwa pozostaªych zmiennych jest równie» g¦sto±ci¡ standardowego roz-
kªadu normalnego. Oznacza to, »e funkcja g¦sto±ci prawdopodobie«stwa
w hiperpªaszczy¹nie wyznaczonej przezui = b maleje wykªadniczo wraz
z kwadratem odlegªo±ci od osiui . Z wªasno±ci osiowej symetrii wynika, »e
dla dowolnej hiperpªaszczyzny funkcja g¦sto±ci maleje wykªadniczo wraz
z kwadratem odlegªo±ci od punktu b¦d¡cego rzutem pocz¡tku ukªadu
wspóªrz¦dnych na t¦ hiperpªaszczyzn¦.

4. Prawdopodobie«stwo zdarzenia polegaj¡cego na tym, »e realizacja u wek-
tora U nale»y do podprzestrzeniui � b wydzielonej przez hiperpªaszczy-
zn¦ ui = b wynosi �( � b). Podobnie jak w punkcie3, z wªasno±ci symetrii
osiowej wynika, i» w przypadku podprzestrzeni wydzielonejprzez dowol-
n¡ hiperpªaszczyzn¦ (niekoniecznie prostopadª¡ do jednejz osi), prawdo-
podobie«stwo, »e realizacjau nale»y do podprzestrzeni nie zawieraj¡cej
u = 0 wynosi �( � b), gdzieb jest odlegªo±ci¡ hiperpªaszczyzny od pocz¡t-
ku ukªadu wspóªrz¦dnych.

Aby mo»na byªo wykorzysta¢ wªasno±ci przestrzeniU konieczna jest trans-
formacja oryginalnych zmiennych losowychX do standardowych zmiennych nor-
malnych U o funkcji g¦sto±ci danej przez (A.7). Transformacja U = T (X ) musi
zapewnia¢ równowa»no±¢ sformuªowania problemu analizy niezawodno±ci, tzn.
prawdopodobie«stwo awarii zde�niowane w przestrzeni zmiennych oryginalnych
X musi by¢ równe prawdopodobie«stwu awarii w przestrzeniU

Pf =
Z

D f

f X (x) dx =
Z

� f

nY

i =1

' (ui ) du1du2 : : : dun : (A.8)

Transformacj¦ obszarów awarii mo»na zapisa¢ symboliczniejako

Df = f x : g(x) � 0g ����! � f = f u : h(u) � 0g; (A.9)

gdzie h(u) = 0 jest powierzchni¡ graniczn¡ po transformacji

g(x) = 0 ����! g
�
T � 1(u)

�
= h(u) = 0 : (A.10)

W celu zachowania miary prawdopodobie«stwa (A.8), transformacja U = T (X )
musi by¢ odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym (bijekcj¡) przestrzeniX na
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U oraz musi speªnia¢ nast¦puj¡cy warunek:

f X (x0
1; x0

2; : : : ; x0
n ) =

nY

i =1

' (u0
i )jJu;x j; (A.11)

gdzie u0 = T (x0) dla ka»degox0 2 X , a jJu;x j jest jakobianem transformacji
T (�). Rozwa»my nast¦pnie kilka najcz¦±ciej spotykanych przypadków rozkªadów
prawdopodobie«stwa wektora podstawowych zmiennychX .

A.2.1. Zmienne o wielowymiarowym rozkªadzie normalnym

Wielowymiarowy rozkªad normalny zde�niowany jest w sposóbjednoznacz-
ny przez wektor warto±ci oczekiwanych� X i macierz kowariancji CX . Poszukuje
si¦ transformacji liniowej postaci u = a + Ax , dla której � U = 0 i CU = I . Obli-
czaj¡c warto±ci oczekiwane oraz macierz kowariancji funkcji tworz¡cych liniow¡
transformacj¦ otrzymuje si¦

� U = a + A � X = 0; (A.12)

CU = AC X A T = I : (A.13)

Poniewa»CX jest z de�nicji macierz¡ dodatnio okre±lon¡ mo»na j¡ zatem przed-
stawi¢ jako CX = bL bL T gdzie bL jest macierz¡ doln¡ trójk¡tn¡ z dekompozycji
CholeskiegoCX . Dokonuj¡c nast¦pnie podstawienia do równania (A.13) dosta-
jemy

AC X A T =
�
A bL

�� bL T A T �
=

�
A bL

��
A bL

� T = I : (A.14)

Powy»sza równo±¢ speªniona jest je±li

A = bL � 1: (A.15)

W konsekwencji, wektor a wyznaczony z równania (A.12) wynosi

a = � bL � 1� X : (A.16)

Ostatecznie, transformacja zmiennych o dowolnym wielowymiarowym rozkªa-
dzie Gaussa do przestrzeni niezale»nych standardowych zmiennych normalnych
przybiera posta¢

U = bL � 1(X � � X ): (A.17)
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Je±li macierz kowariancji wyrazi¢ za pomoc¡ macierzy korelacji R X = [ � ij ] jako
CX = DR X D , gdzie D = d� X i c jest diagonaln¡ macierz¡ odchyle« standardo-
wych, otrzymuje si¦ transformacj¦ ( A.17) w równowa»nej formie

U = L � 1D � 1(X � � X ); (A.18)

gdzie L jest macierz¡ doln¡ trójk¡tn¡ z dekompozycji Choleskiego macierzy
korelacji R X . Jakobian tego przeksztaªcenia zapiszemy nast¦puj¡co:

Ju;x =
@u
@x

= L � 1D � 1 = bL � 1: (A.19)

A.2.2. Zmienne niezale»ne

Je»eli zmienne podstawowe s¡ statystycznie niezale»ne, totransformacja
o opisanych wcze±niej wªasno±ciach sprowadza si¦ do wzoru

�( ui ) = FX i (x i ) ) ui = � � 1�
FX i (x i )

�
; i = 1 ; : : : ; n; (A.20)

gdzie FX i jest dystrybuant¡ zmiennej X i . Jakobian transformacji (A.20) obli-
czamy ró»niczkuj¡c wyra»enie po lewej stronie wzgl¦demx i . Zgodnie z reguª¡
ró»niczkowania funkcji zªo»onych, @

@x = @
@u

@u
@x, dostaje si¦ ostatecznie

Ju;x =
@u
@x

=
�

f X i (x i )
' (ui )

�
: (A.21)

A.2.3. Zmienne o dowolnym rozkªadzie prawdopodobie«stwa

W ogólnym przypadku, gdy nie zakªada si¦ »adnego szczególnego rozkªadu
zmiennych X , ani te» nie postuluje si¦ ich niezale»no±ci, na podstawie znajo-
mo±ci ª¡cznej g¦sto±ci prawdopodobie«stwaf X (x) Hohenbichler i Rackwitz [93]
zaproponowali u»ycie tzw. transformacji Rosenblatta, zob. [209], nast¦puj¡cej
postaci:

�( u1) = H1(x1) = F1(x1) =
Z x1

�1
f 1(t) dt; (A.22a)

�( u2) = H2(x2jx1) =
Z x2

�1

f 2(x1; t)
f 1(x1)

dt; (A.22b)

...

�( ui ) = H i (x i jx1; x2; : : : ; x i � 1) =
Z x i

�1

f i (x1; x2; : : : ; x i � 1; t)
f i � 1(x1; x2; : : : ; x i � 1)

dt; i = 1 ; : : : ; n;

(A.22c)
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gdzie f i (x1; x2; : : : ; x i ) jest g¦sto±ci¡ brzegow¡ wektora X dla i pierwszych jego
skªadowych

f i (x1; x2; : : : ; x i ) =
Z 1

�1
� � �

Z 1

�1
f X (x1; x2; : : : ; xn )dx i +1 dx i +2 : : : dxn : (A.23)

Poniewa» dystrybuanty �( �), F1(�) oraz dystrybuanty warunkowe H i (�j� ) s¡ mo-
notonicznie rosn¡cymi funkcjami wzgl¦dem odpowiednich argumentów X i , prze-
ksztaªcenie (A.22) jest wzajemnie jednoznaczne. W celu sprawdzenia warunku
(A.11) nale»y najpierw wyznaczy¢ jakobian tej transformacji

Ju;x =
@u
@x

=

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

f 1(x1)
' (u1)
@u2
@x1

f 2(x1; x2)
' (u2)f 1(x1)

...
... � � �

@un
@x1

@un
@x2

� � �
f n (x1; x2; : : : ; xn )

' (un )f n� 1(x1; : : : ; xn� 1)

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

: (A.24)

Obliczaj¡c wyznacznik powy»szej macierzy dostajemy

jJu;x j =
f n(x1; x2; : : : ; xn )

Q n
i =1 ' (ui )

; (A.25)

a co za tym idzie, warunek (A.11) jest speªniony dla ka»degou = T (x).

Transformacji Rosenblatta u»ywa si¦ je±li znana jest ª¡czna g¦sto±¢ prawdo-
podobie«stwa zmiennychX lub je±li dost¦pne s¡ dystrybuanty warunkowe H i .
Šatwo sprawdzi¢, »e w przypadku niezale»nych zmiennych losowych transforma-
cja (A.22) redukuje si¦ do (A.20). Trzeba jednak zaznaczy¢, »e przedstawiona
transformacja mo»e zale»e¢ od uporz¡dkowania zmiennych w wektorze X . Tak
jak to zostaªo pokazane w pracy [50], konsekwencj¡ tej niejednoznaczno±ci mo-
g¡ by¢ ró»ne postacie powierzchni granicznejh(u) = 0 , a co za tym idzie ró»ne
lokalizacje punktu projektowego i w konsekwencji ró»ne oszacowania warto±ci
prawdopodobie«stwa awarii metod¡ pierwszego rz¦du. W takiej sytuacji powin-
no si¦ przeanalizowa¢ wszystkien! permutacji wektora X i wybra¢ ten punkt
projektowy, który le»y najbli»ej pocz¡tku ukªadu. Dla du»ych n jest to oczywi-
±cie zadanie bardzo czasochªonne obliczeniowo.

A.2.4. Zmienne o dowolnym rozkªadzie - transformacja przybli»ona

Bardzo cz¦sto ze wzgl¦du na brak odpowiednich danych statystycznych zna-
ne s¡ jedynie brzegowe g¦sto±ci prawdopodobie«stwa zmiennych losowych oraz
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ich wzajemne korelacje, natomiast nieznana jest funkcja ª¡cznej g¦sto±ci praw-
dopodobie«stwa. W takiej sytuacji stosowana jest przybli»ona transformacja
Natafa [183], u»yta po raz pierwszy w analizie niezawodno±ci konstrukcji przez
Der Kiureghiana i Liu [151].

Na pocz¡tku, za pomoc¡ brzegowej transformacji zmiennychX (A.20) de�-
niuje si¦ zbiór zmiennych Z o rozkªadzie standardowym normalnym.

Z i = � � 1�
FX i (x i )

�
; i = 1 ; : : : ; n: (A.26)

Nast¦pnie zakªada si¦, »e równie» funkcja ª¡cznej g¦sto±ciprawdopodobie«stwa
zmiennych Z jest funkcj¡ gaussowsk¡ (oczywi±cie nie jest to zagwarantowane
przez normalne rozkªady brzegowe zmiennych). Co za tym idzie, wyra»enie na
g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa zmiennychX otrzymuje si¦ z elementarnej zasady
transformacji funkcji g¦sto±ci f X (x) dx1 dx2 � � � dxn = ' (z; R Z ) dz1 dz2 � � � dzn

f X (x) = ' (z; R Z )
dz1 dz2 � � � dzn

dx1 dx2 � � � dxn
= ' (z; R Z )

f X 1 (x1) f X 2 (x2) � � � f X n (x)
' (z1)' (z2) � � � ' (zn )

;

(A.27)
gdzie ' (z; R Z ) jest funkcj¡ ª¡cznej g¦sto±ci rozkªadu normalnego zmiennych Z
o macierzy korelacji R Z , któr¡ nale»y wyznaczy¢. Ostateczna posta¢ równa-
nia (A.27) wynika z ró»niczkowania wyra»enia (A.26) wzgl¦dem x i . Za pomoc¡
przeksztaªcenia (A.18), wykorzystuj¡c wzór ( A.26) oraz ze wzgl¦du na wªasno±ci
zmiennych standardowych, skorelowane zmienne losoweZ mo»e przetransformo-
wa¢ na nieskorelowane zmienneU w nast¦puj¡cy sposób:

U = L � 1
Z Z = L � 1

Z

2

6
6
6
4

� � 1
�
FX 1 (x1)

�

� � 1
�
FX 2 (x2)

�

...
� � 1

�
FX n (xn )

�

3

7
7
7
5

; (A.28)

gdzie L Z jest macierz¡ doln¡ trójk¡tn¡ utworzon¡ przez dekompozycj ¦ Chole-
skiego macierzyR Z . Šatwo jest sprawdzi¢ (zob. (A.19) i ( A.21)), »e jakobian
takiego przeksztaªcenia wynosi

Ju;x =
@u
@x

= L � 1
Z

�
f X i (x i )
' (zi )

�
: (A.29)

Do wyliczenia pozostaj¡ wspóªczynniki korelacji zmiennych Z zebrane w macie-
rzy R Z = [ � 0

ij ] w funkcji elementów macierzyR X = [ � ij ]. Wspóªczynnik korelacji
pomi¦dzy dwoma ci¡gªymi zmiennymi losowymi X i i X j zapisa¢ mo»na jako

� ij � � X i X j =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
x i � � X i

� X i

��
x j � � X j

� X j

�
f X i X j (x i ; x j )dx i dx j ; (A.30)
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gdzie f X i X j (x i ; x j ) jest dwuwymiarow¡ funkcj¡ g¦sto±ci prawdopodobie«stwa
zmiennych X i and X j . Na podstawie (A.27) dostaje si¦ równanie caªkowe uza-
le»niaj¡ce � ij od � 0

ij

� ij =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
x i � � X i

� X i

��
x j � � X j

� X j

�
' 2(zi ; zj ; � 0

ij )
f X i (x i ) f X j (x j )

' (zi )' (zj )
dx i dx j

=
Z 1

�1

Z 1

�1

�
F � 1

X i
(�( zi )) � � X i

� X i

�� F � 1
X j

(�( zj )) � � X j

� X j

�
' 2(zi ; zj ; � 0

ij ) dzi dzj ;

(A.31)

gdzieF � 1(�) jest funkcj¡ odwrotn¡ do dystrybuanty, a gaussowska funkcja ª¡cz-
nej g¦sto±ci prawdopodobie«stwa dwóch zmiennych standardowych ma posta¢

' 2(zi ; zj ; � ) =
1

2�
p

1 � � 2
exp

"

�
z2

i � 2zi zj � + z2
j

2(1 � � 2)

#

: (A.32)

W celu obliczenia poszukiwanego wspóªczynnika korelacji równanie (A.31) nale-
»y rozwi¡za¢ ze wzgl¦du na� 0

ij . Dla wybranych par rozkªadów prawdopodobie«-
stwa w pracy [151] znaleziono analityczne rozwi¡zania tegorównania. Wykazano,
»e za wyj¡tkiem rozkªadów odbiegaj¡cych bardzo od normalnego, warto±ci � ij

i � 0
ij nie ró»ni¡ si¦ znacznie.

A.3. Algorytmy poszukiwania punktu projektowego

Precyzyjne wyznaczenie punktu projektowegou � ma niezwykle istotne zna-
czenie w wielu metodach analizy niezawodno±ci, przede wszystkim w metodach
pierwszego i drugiego rz¦du (FORM, SORM) oraz w niektórych metodach re-
dukcji wariancji, takich jak importance sampling. Poªo»ony na powierzchni gra-
nicznej h(u) = 0 najbli»ej pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych w gaussowskiej prze-
strzeni standardowej punkt projektowy zde�niowany jest jako rozwi¡zanie zada-
nia minimalizacji ( A.6). Poni»ej omówione zostan¡ wybrane najpopularniejsze
algorytmy lokalizacji u � . Chocia» ze wzgl¦du na specy�k¦ funkcji granicznych
rozpatrywanych w tej pracy (s¡ drogie obliczeniowo, zawieraj¡ szum) klasycz-
ne metody znajdowania punktu projektowego nie mog¡ by¢ stosowane bezpo-
±rednio, to jednak w poª¡czeniu z odpowiedni¡ metod¡ aproksymacji funkcji
granicznej, stanowi¡ kluczowy element proponowanych algorytmów.
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Mo»na wymieni¢ wiele prac maj¡cych na celu porównanie efektywno±ci ró»-
nych algorytmów poszukiwania punktu projektowego. Wi¦kszo±¢ z nich pocho-
dzi od badaczy zwi¡zanych z pracowniami naukowymi Rackwitza oraz Der Kiu-
reghiana [1,87,153,276]. Obecnie, ze wzgl¦du na sw¡ efektywno±¢ oraz ªatwo±¢
implementacji najcz¦±ciej stosowane algorytmy bazuj¡ na standardowej meto-
dzie Rakwitza-Fiesslera (u»ywany jest czasem równie» skrót HLRF od nazwisk
Hasofer, Lind, Rackwitz, Fiessler).

Po krótkim omówieniu iteracyjnej metody HLRF w dalszej cz¦±ci podroz-
dziaªu przedstawione zostan¡ wybrane usprawnienia tego algorytmu, maj¡ce na
celu eliminacj¦ wyst¦puj¡cych w niektórych sytuacjach pro blemów ze zbie»no-
±ci¡. Wi¦kszo±¢ usprawnie« dotyczy dodania do oryginalnego algorytmu proce-
dury minimalizacji kierunkowej.

Najwa»niejsze operacje gradientowego algorytmu poszukiwania punktu pro-
jektowego dane s¡ nast¦puj¡co:

1. Transformacja wspóªrz¦dnych punktu pocz¡tkowegox (0) w przestrzeniX
na odpowiadaj¡cy mu punkt u (0) w przestrzeni U.

2. Obliczenie oraz zapami¦tanie (jako staªej normalizuj¡cej) warto±ci funkcji
granicznej g(x (0) ).

3. Dopóki nie speªniony jest warunek zbie»no±ci, na typowejk-tej iteracji:

3.1 Transformacja odwrotna wektora u (k) z przestrzeni standardowej na
x (k) w przestrzeni oryginalnej. Operacja ta pomijana jest w iteracji
pocz¡tkowej, kiedy wektor x (0) jest ju» znany.

3.2 Obliczenie warto±cig(x (k) ). W wi¦kszo±ci przypadków konieczne jest
przeprowadzenia analizy metod¡ elementów sko«czonych, coz kolei wy-
maga wygenerowania (przy pomocy odpowiedniego interfejsu) zbioru
z danymi do programu MES, który zawiera¢ b¦dzie aktualn¡ realizacj¦
wektora zmiennych losowych.

3.3 Obliczenie gradientu funkcji granicznejr g(x (k) ) = @g=@xjx = x ( k ) albo
za pomoc¡ metody bezpo±redniego ró»niczkowania (zob. np. [122]) lub
te» za pomoc¡ schematu ró»nic sko«czonych. Gradient transformowany
jest nast¦pnie do standardowej przestrzeni normalnej za pomoc¡ ma-
cierzy jakobianu transformacji Ju;x , r h(u (k) )= ( J � 1

u;x )T r g(x (k) ), (zob.
podrozdziaªA.2).

3.4 Sprawdzenie warunku zbie»no±ci.
3.5 Je±li warunek zbie»no±ci nie jest speªniony, wybranie nowego przybli-

»enia punktu projektowego jakou (k+1) = u (k) + � (k) � u (k) , gdzie� u (k)

jest kierunkiem poszukiwa«, a� (k) jest dªugo±ci¡ kroku.
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W celu ªatwiejszego wyprowadzenia wzorów metody HLRF wygodnie jest
zapisa¢ zadanie optymalizacji (A.6) w równowa»nej postaci jako:

znale¹¢ wektor: u; (A.33)

minimalizuj¡cy: Q(u) = kuk2 = uT u; (A.34)

pod warunkiem: h(u) = 0 : (A.35)

Rozwini¦cie kwadratowej funkcji celu Q(u) w punkcieu (k) (k-ta iteracja wektora
u) w szereg Taylora i linearyzacja funkcji ograniczeniah(u) prowadz¡ do nast¦-
puj¡cego zadania minimalizacji, którego rozwi¡zaniem jest optymalny przyrost
� u (k) :

znale¹¢ wektor: � u (k) ; (A.36)

minimalizuj¡cy: eQ(� u (k) ) = Q(u (k) ) + r QT (u (k) )� u (k)

+
1
2

� u (k)Tr 2Q(u (k) )� u (k)

= u (k)Tu (k) + 2u (k)T� u (k) + � u (k)T� u (k) ; (A.37)

pod warunkiem: h(� u (k) ) = h(u (k) ) + r hT (u (k) )� u (k) = 0 : (A.38)

Funkcja Lagrange'a dla zadania (A.36)�( A.38) ma posta¢

L(� u (k) ; � (k) ) = u (k)Tu (k) + 2u (k)T� u (k) + � u (k)T� u (k)

� � (k)
�

h(u (k) ) + r hT (u (k) )� u (k)
�

; (A.39)

natomiast warunki Kuhna-Tuckera dane s¡ równaniami:

r L = 2u (k) + 2� u (k) � � (k) r h(u (k) ) = 2 u (k+1) � � (k)r h(u (k) ) = 0 ; (A.40)

h(u (k) ) + r hT(u (k) )� u (k) = h(u (k) ) + r hT(u (k) )u (k+1)

� r hT(u (k) )u (k) = 0 : (A.41)

W punkcie optymalnym mno»nik Lagrange'a speªnia¢ musi warunek (zob. [6])

r eQ = � (k)r h; (A.42)

a wi¦c, � (k) wyra»a si¦ przez

� (k) =
2r hT(u (k) )u (k+1)

r hT(u (k) )r h(u (k) )
: (A.43)
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Nast¦pnie, na podstawie (A.41) mo»na zast¡pi¢ wyra»enier hT (u (k) )u (k+1)

w (A.43) przez r hT (u (k) )u (k) � h(u (k) ). Podstawiaj¡c tak przeksztaªcony wzór
na � (k) do (A.40) otrzymuje si¦ podstawow¡ formuª¦ iteracyjn¡ metody HLRF

u (k+1) =
1

kr h(u (k) )k2

�
r hT(u (k) )u (k) � h(u (k) )

�
r h(u (k) ): (A.44)

Optymalny przyrost dany jest zatem jako

� u (k) =

 
h(u (k) )

kr h(u (k) )k
+ � (k) T

u (k)

!

� (k) � u (k) ; (A.45)

gdzie � (k) = �r h(u (k) )=kr h(u (k) )k jest jednostkowym wektorem, przeciwnym
do znormalizowanego gradientu funkcji granicznej w punkcie u (k) .

Proces iteracyjny kontynuuje si¦, a» do speªnienia warunków zbie»no±ci. Po
pierwsze, znaleziony punkt powinien znajdowa¢ si¦ na powierzchni granicznej
h(u) = 0 , po drugie, powinien le»e¢ jak najbli»ej pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦d-
nych. Pierwszy warunek mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

�
�
�
�
�
h(u (k) )

H0

�
�
�
�
�

< �; (A.46)

gdzie warto±¢ w mianowniku jest staª¡ skaluj¡c¡, a � jest dopuszczaln¡ tole-
rancj¡. Zazwyczaj przyjmuje si¦ H0 = h(u (0) ) lub H0 = 1 je±li h(u (0) ) = 0 .
Drugi warunek zbie»no±ci równowa»ny jest wymaganiu, aby w punkcie projek-
towym wektor gradientu skierowany byª do pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych w
przestrzeni U. Mo»na to wyrazi¢ za pomoc¡ wektorówu (k) i � (k) . W punkcie
projektowym k¡t � pomi¦dzy tymi dwoma wektorami równy jest zero, a ponie-

wa» cos(� ) = � ( k ) T
u ( k )

ku ( k ) k
, drugie kryterium zbie»no±ci przybiera posta¢

1 �
� (k) T

u (k)

ku (k)k
< �: (A.47)

Poniewa» wykazano, zob. [152], »e oryginalny algorytm HLRFbez kontroli
przyrostu (A.45) mo»e w przypadku niektórych funkcji granicznych zachowywa¢
si¦ niestabilnie, oscyluj¡c wokóª rozwi¡zania, dlatego jego mody�kacje dotyczyªy
przede wszystkim metod redukcji dªugo±ci kroku. Dokonuje si¦ tego minimalizu-
j¡c w kierunku � u (k) funkcj¦ celu rozszerzon¡ o odpowiedni¡ funkcj¦ kary, która
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uwzgl¦dnia niespeªnienie ograniczeniah(u) = 0 . Poniewa» dokªadne wyznacze-
nie minimum w optymalizacji kierunkowej mo»e by¢ zbyt kosztowne, dlatego
cz¦sto u»ywa si¦ mniej dokªadnej, ale bardzo efektywnej reguªy Armijo [5]

	 (k) � u (k) + � (k) � u (k) � � 	 (k) � u (k) � � a � (k) � r 	( u (k))T � u (k) � ; (A.48)

gdzie	 (k)(�) jest warto±ci¡ rozszerzonej funkcji celu wk-tym kroku iteracyjnym,
a > 0 jest staª¡ (przewa»nie przyjmuje si¦ a = 0 :5), dªugo±¢ kroku� (k) wyzna-
cza si¦ jako � (k) = bj , gdzie 0:0 < b < 1:0, a j jest liczb¡ caªkowit¡ o warto±ci
pocz¡tkowej równej 0. Wykªadnik j zwi¦kszany jest o 1 a» do znalezienia zado-
walaj¡cej dªugo±ci przyrostu, która speªnia warunek (A.48). Przyjmuj¡c b = 0 :5
krok dzielony jest na póª za ka»dym razem, gdy poprzednia jego dªugo±¢ nie
speªnia kryterium Armijo.

Poni»ej, w punktach A.3.1 oraz A.3.2, zaprezentowano dwie najcz¦±ciej sto-
sowane rozszerzone funkcje celu.

A.3.1. Metoda ARF

W pracy [1] Abdo i Rackwitz zaproponowali aby w procedurze poszukiwania
optymalnej dªugo±ci kroku algorytmu HLRF wykorzysta¢ funkcj¦ znan¡ z meto-
dy sekwencyjnego programowania kwadratowego, zob. [214].Od nazwisk auto-
rów podej±cie to oznacza¢ b¦dziemy skrótem ARF (Abdo, Rackwitz, Fiessler).

Uwzgl¦dniaj¡c de�nicj¦ ( A.34), rozszerzona funkcja celu dana jest jako

	 (k) � u (k) + � (k) � u (k) � =



 u (k) + � (k) � u (k)




 2 + � (k)h

�
u (k) + � (k) � u (k) �

+
1
2

r (k)h
�
u (k) + � (k) � u (k) � 2; (A.49)

gdzie r (k) jest parametrem kary postaci

r (k) = max
n

j� (k) j;
1
2

�
r (k� 1) + j� (k) j

� o
: (A.50)

Dªugo±¢ kroku� (k) minimalizuj¡ca funkcj¦ ( A.49) jest nast¦pnie przyjmowana
do okre±lenia kolejnej iteracji punktu projektowego

u (k+1) = u (k) + � (k) � u (k) : (A.51)
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A.3.2. Metoda iHLRF

Inna rozszerzona funkcja celu u»yta zostaªa przez Zhanga i Der Kiureghia-
na [276]. Pokazano, »e zapewnia ona zbie»no±¢ algorytmu HLRF i tak rozbu-
dowan¡ metod¦ oznaczono jako iHLRF (i - od angielskiego sªowa improved -
udoskonalony). Funkcja zde�niowana jest nast¦puj¡co:

	 (k) � u (k) + � (k) � u (k) � =
1
2




 u (k) + � (k) � u (k)




 2+ c

�
�h

�
u (k) + � (k) � u (k) � �

� ; (A.52)

gdzie c > 0 jest parametrem kary. W [276] wykazano, »e aby kierunek poszuki-
wa« byª równie» kierunkiem spadku funkcji (A.52), parametr kary musi speªnia¢
warunek

c �
ku (k)k

kr h(u (k) )k
; (A.53)

W programie OpenSees [169], rozwijanym w ramach otwartego projektu ba-
dawczego po±wi¦conemu modelowaniu odpowiedzi konstrukcji in»ynierskich na
wymuszenia sejsmiczne, zaimplementowano algorytm iHLRF,w którym para-
metr c obliczany jest ze wzoru

c = 

ku (k)k

kr h(u (k) )k
+ �; (A.54)

gdzie 
 > 1 i � � 0 s¡ specy�kowane przez u»ytkownika, tak by speªni¢ ograni-
czenie (A.53). Jako warto±ci domy±lne przyjmuje si¦,
 = 2 i � = 10, zob. [87].

A.4. Metody symulacyjne

Pod nazw¡ metody symulacyjnelub te» symulacje Monte Carlo w odnie-
sieniu do analizy niezawodno±ci konstrukcji rozumie¢ b¦dziemy grup¦ technik
wykorzystuj¡cych losowe generowanie realizacji wektoraX w celu oszacowania
warto±ci prawdopodobie«stwa awarii. Metody te bardzo cz¦sto stanowi¡ intere-
suj¡c¡ alternatyw¦ dla metod FORM/SORM, a w przypadku wielu problemów
analizy niezawodno±ci okazuj¡ si¦ by¢ jedynym mo»liwym sposobem rozwi¡za-
nia.

Pomimo, »e metody symulacyjne zyskuj¡ coraz wi¦ksz¡ popularno±¢, mi¦-
dzy innymi ze wzgl¦du na rozwój mocy obliczeniowej komputerów, to wci¡»
potrzeba bardzo wielu (od dziesi¡tek tysi¦cy do milionów) oblicze« funkcji gra-
nicznej, aby otrzyma¢ wiarygodn¡ estymacj¦ wyników przy pomocy klasycznej
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metody Monte Carlo. Ma to miejsce szczególnie wtedy, gdy szacowana warto±¢
prawdopodobie«stwa awarii jest maªa. W zwi¡zku z tym, w praktyce stosuje si¦
szereg metod redukcji wariancji, takich jak importance sampling, gdzie realiza-
cje zmiennych losowych generowane s¡ przede wszystkim w pobli»u powierzchni
granicznej.

Metody symulacyjne s¡ niezast¡pione w przypadku, gdy funkcja graniczna
jest nieró»niczkowalna. Zastosowanie maj¡ wtedy ró»ne adaptacyjne metody
importance sampling, w których funkcja g¦sto±ci losuj¡cej mody�kowana jest
na podstawie wyników z dotychczas wygenerowanych próbek.

W nast¦pnych podrozdziaªach przedstawione zostan¡ podstawowe informa-
cje na temat klasycznej metody Monte Carlo oraz kilku odmianmetody im-
portance sampling, wa»nych z punktu widzenia prezentowanych w zasadniczej
cz¦±ci pracy metod analizy niezawodno±ci.

A.4.1. Klasyczna metoda Monte Carlo

Istota klasycznej metody Monte Carlo (dla podkre±lenia jej�pierwotnego�
charakteru u»ywa si¦ czasami okre±le«: standardowa, zgrubna - ang.crude) po-
lega na generowaniu realizacjix losowego wektoraX zgodnie z funkcj¡ g¦sto±ci
prawdopodobie«stwaf X (x) oraz sprawdzaniu czy realizacje te prowadz¡ do awa-
rii, zob. rys. A.1. Stosunek liczby realizacji, które znalazªy si¦ w obszarzeawarii
do liczby wszystkich wygenerowanych realizacji stanowi prosty estymator praw-
dopodobie«stwa awarii. W celu zapisania podstawowych wªasno±ci tego estyma-
tora wygodnie jest posªu»y¢ si¦ funkcj¡ charakterystyczn¡ obszaru awarii Df

I D f (x) =

(
1 gdy x 2 D f ;

0 gdy x 62 Df ;
(A.55)

i wyrazi¢ prawdopodobie«stwo awarii (A.1) jako

Pf =
Z 1

�1
� � �

Z 1

�1| {z }
n

I D f (x) f X (x)dx: (A.56)

Funkcja I D f (X ) mo»e by¢ zatem traktowana jak zmienna losowa o rozkªadzie
dwupunktowym

P
�
I D f (X ) = 1

�
= Pf ; P

�
I D f (X ) = 0

�
= 1 � Pf ; (A.57)
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 x1 

 x2 

 0 

 g ( x ) = 0 

 f X ( x ) =  const. 
 � f 

� s 

Rys. A.1. Klasyczna metoda Monte Carlo. Symulacje losowe w przestrzeni oryginalnej, n = 2 .

gdzie Pf = P
�
X 2 D f

�
. Warto±¢ oczekiwana oraz wariancjaI D f (X ) wynosz¡

E
�
I D f (X )

�
= 1 � Pf + 0 � (1 � Pf ) = Pf ; (A.58)

Var
�
I D f (X )

�
= E

�
I 2

D f
(X )

�
�

�
E

�
I D f (X )

�� 2 = Pf � P2
f = Pf (1 � Pf ): (A.59)

W celu obliczenia prawdopodobie«stwa awarii w metodzie Monte Carlo wprowa-
dza si¦ nast¦puj¡cy estymator warto±ci oczekiwanej funkcji charakterystycznej:

bE
�
I D f (X )

�
=

1
N

NX

k=1

I D f (X (k) ) = bPf ; (A.60)

gdzie X (k) , k = 1 ; : : : ; N , s¡ niezale»nymi wektorami losowymi o g¦sto±ci praw-
dopodobie«stwaf X (x). Jak ªatwo pokaza¢, warto±¢ oczekiwana i wariancja es-
tymatora ( A.60) dane s¡ wzorami

E
� bPf

�
=

1
N

NX

k=1

E
�
I D f (X (k) )

�
=

1
N

NPf = Pf ; (A.61)

Var
� bPf

�
=

1
N 2

NX

k=1

Var
�
I D f (X (k) )

�
=

1
N 2 NPf (1� Pf )=

1
N

Pf (1� Pf ): (A.62)



A.4. Metody symulacyjne 277

Estymator (A.60) jest wi¦c nieobci¡»ony, a odpowiadaj¡cy mu wspóªczynnik
zmienno±ci ma posta¢

� bPf
=

q
Var

� bPf
�

E
� bPf

� =

s
1 � Pf

NPf
: (A.63)

Przeksztaªcaj¡c równanie (A.63) dostaje si¦ nast¦puj¡cy wzór na liczb¦ symu-
lacji (wielko±¢ próbki) N :

N =
1 � Pf

� 2
bPf

Pf
: (A.64)

Co ciekawe, liczba symulacjiN konieczna dla zapewnienia okre±lonej �jako±ci�
wyników, mierzona wspóªczynnikiem zmienno±ci� bPf

, nie zale»y od liczby zmien-
nych losowychn. Z drugiej strony, równanie (A.64) ukazuje najwi¦ksz¡ sªabo±¢
klasycznej metody Monte Carlo. Chc¡c uzyska¢ dobre oszacowanie warto±ciPf ,
np. odpowiadaj¡ce wspóªczynnikowi� bPf

= 0 :1, oraz spodziewaj¡c si¦ warto±ci

prawdopodobie«stwa awarii w przedziale10� 6 � 10� 3 nale»y obliczy¢ warto±¢
funkcji granicznej dla N = 105 � 108 realizacji zmiennych losowych. Czas takiej
analizy, szczególnie wtedy gdy funkcja graniczna nie jest dana w sposób jaw-
ny i wymaga przeprowadzenia dªugotrwaªych oblicze« MES, jest w wi¦kszo±ci
przypadków trudny do zaakceptowania.

Chocia» olbrzymi koszt obliczeniowy zwi¡zany z klasyczn¡ metod¡ Monte
Carlo wyklucza korzystanie z tej metody w analizie niezawodno±ci zªo»onych
konstrukcji, które modelowane s¡ za pomoc¡ tysi¦cy elementów sko«czonych,
to w przypadku niewielkich zada« stanowi¢ mo»e ona alternatyw¦ dla innych
metod. Niezaprzeczalnymi zaletami klasycznej metody Monte Carlo jest jej intu-
icyjny charakter, ªatwo±¢ implementacji, niewra»liwo±¢ na ksztaªt obszaru awarii
oraz mo»liwo±¢ przeprowadzenia symulacji w przestrzeni oryginalnej, bez ko-
nieczno±ci transformacji do przestrzeniU.

A.4.2. Metoda importance sampling

Metod¡, która pozwala na znaczn¡ redukcj¦ wariancji estymatora prawdopo-
dobie«stwa awarii, a co za tym idzie na ograniczenie liczby niezb¦dnych symu-
lacji losowych N , jest importance sampling. Istnieje wiele odmian tej metody.
Przegl¡d tych, które znalazªy najwi¦ksze zastosowanie w analizie niezawodno-
±ci konstrukcji mo»na znale¹¢ w pracy [172]. Idea metody importance sampling
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opiera si¦ na spostrze»eniu, i» warto±¢ oczekiwan¡ (A.58) mo»na w sposób rów-
nowa»ny zapisa¢ jako

EX [I D f (X )] =
Z 1

�1
� � �

Z 1

�1| {z }
n

I D f (x) f X (x) dx

=
Z 1

�1
� � �

Z 1

�1| {z }
n

I D f (v )
f X (v )
sV (v )

sV (v )dv = EV

�
I D f (V )

f X (V )
sV (V )

�
(A.65)

gdzie sV (�) jest ª¡czn¡ g¦sto±ci¡ prawdopodobie«stwa n elementowego wektora
losowegoV , a EX [�] i EV [�] oznaczaj¡ operacj¦ warto±ci oczekiwanej odpowied-
nio wzgl¦dem funkcji f X (�) i sV (�). Poniewa» warto±¢ oczekiwana funkcji cha-
rakterystycznej równa jest prawdopodobie«stwu awarii (zob. (A.58)), dlatego
mo»na zapisa¢

Pf = EX [I D f (X )] = EV

�
I D f (V )

f X (V )
sV (V )

�
; (A.66)

lub po transformacji zmiennych podstawowychX na standardowe zmienne nor-
malne U

Pf = EU [I � f (U )] = EV

�
I � f (V )

' n (V ; 0; I )
sV (V )

�
; (A.67)

gdzie I � f jest funkcj¡ charakterystyczn¡ obszaru awarii � f w przestrzeni U,
a ' n (v ; 0; I ) jest n-wymiarow¡ ª¡czn¡ g¦sto±ci¡ prawdopodobie«stwa zmiennych
normalnych o zerowych warto±ciach ±rednich i jednostkowejmacierzy kowarian-
cji. W takim przypadku estymator prawdopodobie«stwa awarii bPf przyjmuje
posta¢ (por. (A.60))

bPf =
1
N

NX

k=1

I � f (Vk )
' n (Vk ; 0; I )

sV (Vk )
: (A.68)

Warto±¢ estymatora oblicza si¦ podstawiaj¡c do powy»szegowzoru realizacje
vk wektora losowegoV k wygenerowane zgodnie z funkcj¡ g¦sto±cisV (�), która
nazywana jest g¦sto±ci¡ losuj¡c¡. Odpowiedni wybór g¦sto±ci losuj¡cej decyduje
o efektywno±ci metody importance sampling. Funkcja ta powinna minimalizo-
wa¢ wariancj¦ estymatora (A.68). Mo»na pokaza¢ (zob. np. [173] strona 74), »e
je»eli sV (�) b¦dzie funkcj¡ proporcjonaln¡ do ' n (v ; 0; I ) w obszarze caªkowania
(obszarze awarii), to wariancja bPf redukuje si¦ do zera. Warunek ten zapiszemy
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jako

sV (v ) =
I � f (v ) ' n (v ; 0; I )

Pf
; (A.69)

lub w sposób równowa»ny
Z

� f

sV (v )dv = 1 ; i sV (v ) = �' n (v ; 0; I )I � f (v ) prawie wsz¦dzie w � f ,

(A.70)
gdzie � jest staª¡. W przypadku optymalnej g¦sto±ci losuj¡cej wystarczy tylko
jedna realizacja (w obszarze� f ) aby otrzyma¢ dokªadn¡ warto±¢ prawdopo-
dobie«stwa awarii. Niestety, w celu znalezienia takiej g¦sto±ci niezb¦dna jest
uprzednia znajomo±¢ warto±ciPf . Pomimo pozornej niepraktyczno±ci, kryte-
rium ( A.69) stanowi cenn¡ wskazówk¦ przy konstruowaniu g¦sto±ci losuj¡cych
bliskich optymalnej.

Cz¦sto zdecydowan¡ popraw¦ efektywno±ci obliczeniowej osi¡ga si¦ wybiera-
j¡c jako g¦sto±¢ sV (v ) n-wymiarow¡ gaussowsk¡ funkcj¦ g¦sto±ci o warto±ciach
oczekiwanych w punkcie projektowymu � , a wi¦c skupion¡ w obszarze, który
ma najwi¦kszy wpªyw na warto±¢Pf (zob. rys. A.2)

sV (v ) = ' n (v ; u � ; I ) =
nY

i =1

' (vi � u�
i ): (A.71)

W takim przypadku estymator prawdopodobie«stwa awarii przybiera posta¢

bPf =
1
N

NX

k=1

I � f (Vk )
' n (Vk ; 0; I )
' n (Vk ; u � ; I )

: (A.72)

Wybieraj¡c gaussowsk¡ g¦sto±¢ losuj¡c¡ (A.71) oszacowanie warto±ciPf nie
jest bardzo wra»liwe na ksztaªt obszaru� f i � za wyj¡tkiem przypadków sil-
nie nieliniowych powierzchni granicznych � prawdopodobie«stwo, »e realizacja
zmiennej losowej wygenerowanej zgodnie z g¦sto±ci¡sV (�) znajdzie si¦ w obsza-
rze awarii wynosi okoªo50%. Kontrastuje to z klasyczn¡ metod¡ Monte Carlo
gdzie prawdopodobie«stwo �tra�enia� realizacji w obszar awarii byªo mniej wi¦-
cej równe obliczanemu prawdopodobie«stwu awarii. Liczne do±wiadczenia w sto-
sowaniu metody importance sampling (w wersji (A.72)) pozwalaj¡ stwierdzi¢,
»e w wi¦kszo±ci przypadków zadowalaj¡c¡ estymacj¦Pf mo»na otrzyma¢ ju» po
wygenerowaniu od kilkuset do kilku tysi¦cy realizacji zmiennych. Jest to o wiele
rz¦dów wielko±ci mniej ni» w przypadku klasycznego Monte Carlo.
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j n ( u,0,I  ) = const 

j n ( u, u*,I  ) = const 

 u* 

Rys. A.2. Metoda importance sampling. Symulacje losowe wokóª punktu projektowego u �

w przestrzeni standardowej.

Mimo niew¡tpliwych zalet metody, istniej¡ pewne wa»ne ograniczenia, któ-
re mog¡ czasem utrudni¢ analiz¦ niezawodno±ci przy pomocy zaprezentowanej
techniki importance sampling (wyliczaj¡c za [172] te, które dotycz¡ symulacji
w przestrzeni U).

1. G¦sto±¢ losuj¡casV (�) mo»e nie by¢ dobrze dobrana.

2. Powierzchnia graniczna mo»e posiada¢ wiele punktów projektowych (mi-
nimów lokalnych funkcji kuk pod warunkiem, »eh(u) = 0 ).

3. Je±li nale»y jednocze±nie rozpatrywa¢ wiele funkcji granicznych, wtedy
równie» mamy do czynienia z wieloma punktami projektowymi.

4. Funkcje graniczne mog¡ charakteryzowa¢ si¦ znaczn¡ ujemn¡ krzywizn¡
w punkcie projektowym.

Sposobem przezwyci¦»enia wymienionych trudno±ci wydaj¡ si¦ by¢ adaptacyjne
metody importance sampling, których najwa»niejsze elementy omówione zostaªy
w nast¦pnym podrozdziale.
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A.4.3. Metody adaptacyjne

Zgodnie z warunkiem (A.69), metoda importance sampling jest tym bardziej
efektywna im bardziej g¦sto±¢ losuj¡casV (�) zbli»ona jest do oryginalnej funkcji
ª¡cznej g¦sto±ci prawdopodobie«stwa zmiennych losowych wobszarze awariiDf

(lub � f je±li próbki generowane s¡ w przestrzeniU). Poniewa» nie istnieje »ad-
na absolutnie skuteczna metoda doboru takiej funkcji, dlatego zaproponowano
szereg metod dopasowania funkcjisV (�) do hipotetycznej g¦sto±ci idealnej.

Jedn¡ z propozycji jest zaªo»enie pewniej g¦sto±ci losuj¡cej, wygenerowa-
nie pocz¡tkowej próby, a nast¦pnie obliczenie warto±ci ±rednich oraz macierzy
kowariancji na podstawie tych realizacji, które znalazªy si¦ w obszarze awarii.
W pracy [19] jako funkcj¦ losuj¡c¡ przyj¦to wielowymiarowy rozkªad normalny
zde�niowany przez tak oszacowane momenty statystyczne. Poprzez generowanie
kolejnych realizacji zmiennych losowych funkcjasV (�) jest ci¡gle udoskonalana,
gdy» parametry rozkªadu estymuje si¦ na podstawie coraz liczniejszej próbki.
Przyjmuje si¦, »e g¦sto±¢ losuj¡ca o tak uaktualnianym poªo»eniu oraz ksztaª-
cie zbiega ostatecznie do g¦sto±ci idealnej. Niestety, zbie»no±ci tej nie mo»na
zagwarantowa¢, szczególnie w przypadku zªego pocz¡tkowego wyboru g¦sto±ci
losuj¡cej.

Innym pomysªem jest przyj¦cie funkcji sV (�) jako sumy K skªadowych g¦-
sto±cis(i )

V (v )

sV (v ) =
KX

i =1

w(i )s(i )
V (v ); (A.73)

gdzie w(i ) , i = 1 ; : : : ; K , s¡ wagami, które dobiera si¦ tak aby sV (�) dopasowa¢
jak najlepiej do f X (�) w obszarzeDf (lub do ' n (�; 0; I ) w � f ).

Najcz¦±ciej ka»da z elementarnych g¦sto±cis(i )
V (�) we wzorze (A.73) uak-

tualniana jest wraz z post¦pem procesu symulacji losowych.W artykule [116]
Karamchandani i in. przyj¦li g¦sto±ci s(i )

V (�), i = 1 ; : : : ; K , jako równe oryginal-
nej ª¡cznej g¦sto±ci prawdopodobie«stwa zmiennych losowych, których warto±ci
oczekiwane przesuni¦to do wybranych punktówv̂ (i ) , zwanych punktami repre-
zentatywnymi. Odpowiednie wspóªczynniki wagowe zde�niowane s¡ wtedy jako
(w przypadku symulacji w przestrzeni standardowej)

w(i ) =
' n (v̂ (i ) ; 0; I )

KX

j =1

' n (v̂ (j ) ; 0; I )

: (A.74)
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Oznacza to, »e warto±ci wag s¡ proporcjonalne do �wkªadu� jaki dany punkt
v̂ (i ) wnosi do oszacowania warto±ci prawdopodobie«stwa awarii.Trzeba tu rów-
nie» podkre±li¢, i» efektywno±¢ dochodzenia do idealnej g¦sto±ci losuj¡cej zale»y
w znacznym stopniu od wyboruK pocz¡tkowych punktów reprezentatywnych
oraz rozkªadu prawdopodobie«stwa, z którego s¡ generowane. W podrozdzia-
le 5.1 omówiono pewn¡ wersj¦ powy»szego adaptacyjnego algorytmuzapropo-
nowan¡ w pracy [278]. Po wprowadzeniu pewnych mody�kacji algorytm ten
wykorzystano w podrozdziale6.1, po±wi¦conym analizie niezawodno±ci w za-
gadnieniach dotycz¡cych wytrzymaªo±ci zderzeniowej, do obliczenia prawdopo-
dobie«stwa awarii dynamicznie zgniatanej belki cienko±ciennej.

W celu obliczenia warto±ci estymatora (A.72) niezb¦dna jest znajomo±¢ poªo-
»enia punktu projektowego. Niestety, bardzo cz¦sto specy�ka funkcji granicznej
uniemo»liwia wykorzystanie efektywnych gradientowych algorytmów takich jak
iHLRF lub ARF w celu szybkiego i precyzyjnego znalezienia punktu u � . Jed-
nym ze sposobów przezwyci¦»enia tego problemu jest aproksymacja oryginalnej
funkcji granicznej przy pomocy odpowiednio dobranej powierzchni odpowiedzi.

Odmienn¡ metod¡ jest poszukiwanie punktu projektowego w trakcie samych
symulacji losowych oraz uaktualnianie funkcji g¦sto±ci losuj¡cej za ka»dym ra-
zem gdy znajdowane jest jego lepsze oszacowanie. Zazwyczaj, w przestrzeniU ja-
ko wyj±ciow¡ g¦sto±¢ losuj¡c¡ wybiera si¦ funkcj¦ ª¡cznej g ¦sto±ci standardowych
zmiennych normalnych (A.7) lub funkcj¦ typu ( A.71), gdzie punkt u � specy�-
kowany jest na podstawie pewnej wiedzy na temat analizowanego zagadnienia.
Pomijaj¡c szczegóªy dotycz¡ce pierwszych kroków algorytmu i przyjmuj¡c, »e
aktualnie g¦sto±¢ losuj¡ca �skoncentrowana� jest nad punktem w obszarze awa-
rii, zasada zmiany poªo»enia g¦sto±ci losuj¡cej sprowadzasi¦ do sprawdzenia,
czy wygenerowana realizacja wektora losowego prowadzi do ujemnej warto±ci
funkcji granicznej i czy norma tego wektorakuk jest mniejsza od normy wek-
tora przyjmowanego dotychczas jako wektor warto±ci ±rednich. Je±li tak jest, to
punkt ten przyjmuje si¦ jako nowy wektor warto±ci ±rednich wde�nicji g¦sto±ci
losuj¡cej, a estymator prawdopodobie«stwa awarii przybiera posta¢

bPf =
1
N

"
N1X

i =1

I � f (V (1)
i )

' n (V (1)
i ; 0; I )

' n (V (1)
i ; u (1) ; I )

+
N2X

i =1

I � f (V (2)
i )

' n (V (2)
i ; 0; I )

' n (V (2)
i ; u (2) ; I )

+

+ : : : +
NmX

i =1

I � f (V (m)
i )

' n (V (m)
i ; 0; I )

' n (V (m)
i ; u (m) ; I )

#

; (A.75)

gdzieN = N1 + N2 + � � � + Nm jest caªkowit¡ liczb¡ wygenerowanych realizacji,
m jest liczb¡ zmian funkcji g¦sto±ci losuj¡cej, ' n (v (1) ; u (1) ; I ) jest pocz¡tkow¡
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funkcj¡ g¦sto±ci losuj¡cej (umieszczon¡ nad punktem u (1) ), zgodnie z któr¡ wy-
generowanoN1 realizacji, ' n (v (2) ; u (2) ; I ) jest zmody�kowan¡ g¦sto±ci¡ losuj¡c¡
sªu»¡c¡ do wygenerowaniaN2 realizacji itd.

Nie ulega w¡tpliwo±ci, »e adaptacyjne techniki importancesampling, w któ-
rych punkt projektowy lokalizowany jest zgodnie z przedstawion¡ powy»ej pro-
cedur¡, s¡ znacznie mniej efektywne od metod gradientowychw przypadku ró»-
niczkowalnych funkcji granicznych. Stanowi¡ jednak interesuj¡c¡ alternatyw¦,
gdy warunek ten nie jest speªniony.
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B

Algorytmy tworzenia optymalnych
ªaci«skich hiperkostek

Plan eksperymentów zwany ªaci«sk¡ hiperkostk¡ (ang.Latin hypercube - LH)
lub te» n-wymiarowym kwadratem ªaci«skim de�niuje si¦ za pomoc¡ macierzy
L o N wierszach i n kolumnach, gdzie ka»da z kolumn jest permutacj¡ liczb
caªkowitych od 1 do N (N to ilo±¢ punktów). Wiersze macierzyL zawieraj¡
dyskretne wspóªrz¦dne poszczególnych punktów. Mo»emy zatem zapisa¢

L =

2

6
4

x1
...

xN

3

7
5 =

2

6
4

x11 � � � x1n
...

...
xN 1 � � � xNn

3

7
5 ; (B.1)

gdzie x j jest j -tym punktem próbki/planu eksperymentów. Charakterystyczn¡
cech¡ LH jest to, »e dowolnie wybrane dwa punkty nie maj¡ »adnej wspóªrz¦dnej
takiej samej. Na rys.B.1 pokazano przykªadowe macierzeL oraz odpowiadaj¡ce
im rozkªady punktów kwadratów ªaci«skich.
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Rys. B.1. Przykªadowe macierze oraz ukªady punktów 2 i 4 wymiarowych kwadra-
tów/hiperkostek ªaci«skich.

Szczególny przypadek LH stanowi¡ wielowymiarowe optymalne kwadraty
ªaci«skie, czy te» optymalne ªaci«skie hiperkostki (ang.optimal Latin hypercu-
be - OLH). S¡ one niezwykle wa»nym elementem omawianych w niniejszej pracy
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metod analizy niezawodno±ci oraz optymalizacji odporno±ciowej. W rozdziale 4
pokazano, »e estymacja momentów statystycznych funkcji losowych za pomo-
c¡ metod symulacyjnych wykorzystuj¡cych OLH jest du»o bardziej efektywna
w porównaniu do klasycznych, �czysto losowych� metod symulacyjnych. Plan
OLH posiada równie» wªa±ciwo±¢ równomiernego wypeªnianiaanalizowanego
obszaru, co jest niesªychanie istotne przy konstruowaniu powierzchni odpowie-
dzi, jak równie» w metodach losowego przeszukiwania.

Niestety, w przypadku du»ej liczby zmiennych oraz punktów wchodz¡cych
w skªad planowanego eksperymentu numerycznego, znalezienie takiej kon�gu-
racji ªaci«skiej hiperkostki, która jest optymalna (w rozumieniu pewnego kry-
terium) nie jest ªatwe i wymaga u»ycia wyspecjalizowanych algorytmów. Omó-
wione zostan¡ dwie metody budowania OLH.

Poni»ej, w podrozdzialeB.2, przedstawiona zostaªa tzw. metoda CP sªu»¡ca
do konstruowania optymalnych hiperkostek, a w podrozdzialeB.3 omówiony jest
wyspecjalizowany algorytm genetyczny, który w przypadku du»ych warto±ciN
i n okazuje si¦ by¢ bardziej efektywny od CP. Prezentacja algorytmów poprze-
dzona jest przegl¡dem kryteriów optymalno±ci oraz sformuªowaniem problemu
optymalizacji. W podrozdziale B.4 omówione s¡ stosowane kryteria zbie»no±ci
algorytmów.

Du»¡ zalet¡ planów OLH jest ich uniwersalno±¢. Raz wygenerowana opty-
malna n-wymiarowa hiperkostka o N punktach mo»e by¢ zapisana i u»ywana
wielokrotnie do ró»nych zada«, w których wyst¦puje n-zmiennych losowych.

Ostatecznym celem przedstawianych algorytmów jest otrzymanie wspóªrz¦d-
nych N punktów w przestrzeni Rn (N realizacji n-wymiarowego wektora loso-
wego). Wygenerowana próbka musi oczywi±cie uwzgl¦dnia¢ rozkªady prawdopo-
dobie«stwa zmiennych losowych. W podrozdzialeB.7 wyja±niono w jaki sposób
wykorzysta¢ hiperkostki ªaci«skie do generowania próbek ze zmiennych losowych
o rozkªadach ci¡gªych.

Prezentowany w niniejszym dodatku materiaª opiera si¦ w znacznym stopniu
na rozwa»aniach zamieszczonych w pracy [150].

B.1. Kryteria optymalizacji

W celu zde�niowana kryteriów, wzgl¦dem których optymalizo wany b¦dzie
ukªad punktów ªaci«skiej hiperkostki, wprowad¹my trzy funkcje okre±lone na
zbiorze dopuszczalnych kon�guracji hiperkostek o warto±ciach w R.
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Funkcja d zde�niowana jest jako kwadrat najmniejszej (euklidesowej) odle-
gªo±ci pomi¦dzy dwoma punktami planu eksperymentów

d(L ) := min
1� i;j � N; i 6= j

kx i � x j k2: (B.2)

Przyjmijmy nast¦pnie, »e nd jest liczb¡ wyst¡pie« minimalnej odlegªo±ci (B.2).
Dla danej realizacji ªaci«skiej hiperkostki b¦dzie to nd(L ).

Ostatnia funkcja, G, dana jest przez analogi¦ do sumy wzajemnych siª dzia-
ªaj¡cych na zbiór elektrycznie naªadowanych cz¡stek (zob.[7] i [11])

G(L ) :=
NX

i =1

NX

j = i +1

1
kx i � x j k2 : (B.3)

Funkcje te posªu»¡ teraz do zaproponowania dwóch kryteriówoptymalizacji ªa-
ci«skich hiperkostek.

Kryterium najmniejszej odlegªo±ci :

Przyjmuje si¦, »e hiperkostka ªaci«skaL 1 jest lepsza odL 2 je±lid(L 1) >d (L 2).
W przypadku gdy d(L 1) = d(L 2), L 1 jest lepsza odL 2 je±li nd(L 1) < n d(L 2).

Kryterium siª :

L 1 jest lepsza odL 2 je±li G(L 1) < G (L 2).

Nale»y zauwa»y¢, »e sprawdzenie warunku równo±ci wyst¦puj¡ce w pierw-
szym kryterium implementuje si¦ równie» jako sprawdzenie równo±ci nawet w ra-
mach arytmetyki zmiennoprzecinkowej. Wynika to z tego, i» porównywane s¡
kwadraty odlegªo±ci punktów o wspóªrz¦dnych caªkowitoliczbowych, a wi¦c licz-
by caªkowite.

Zmieniaj¡c kon�guracj¦ punktów w ªaci«skich hiperkostkac h tak, by polep-
szy¢ warto±¢ danego kryterium (maksymalizowa¢ pierwsze lub minimalizowa¢
drugie) otrzymuje si¦ w wyniku taki plan eksperymentów, który wypeªnia rów-
nomiernie obj¦to±¢ n-wymiarowej hiperkostki (ang. space �lling design). Unika
si¦ w ten sposób koncentracji punktów w niektórych obszarach (ang. clustering),
a w konsekwencji, pozostawienia innych obszarów niezbadanymi. Na rys. B.2 po-
kazano przykªadowe kon�guracje kwadratu ªaci«skiego przed i po optymalizacji.
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Rys. B.2. Kwadrat ªaci«ski ( N = 50 ; n = 2 ). Po lewej ukªad losowy, po prawej optymalny.

B.2. Algorytm CP

Metoda CP zostaªa zaproponowana przez Parka w [193], a nast¦pnie zmo-
dy�kowana w pracy [264]. Skrót CP pochodzi od pierwszych liter angielskiej
nazwy �columnwise-pairwise�, co mo»na przetªumaczy¢ jako�kolumnami i pa-
rami�. Nazwa ta wynika wprost z dokonywanych w algorytmie przeksztaªce«
macierzy L .

Na potrzeby prezentacji okre±lmy mianemprostej zamiany tak¡ mody�kacj¦
kolumny macierzy L , która polega na zamianie miejscami dwóch elementów
tej kolumny. Poni»ej, w postaci pseudo-kodu, przedstawiona jest operacja tzw.
przeczesywania macierzyL (ang. CP-sweep)

for i = 1 : : n

for j = 1 : : liczba mo»liwych zamian

Dokonaj prostej zamianyelementów paryj .

Oblicz warto±¢ kryterium.

Powró¢ do stanu sprzed zamiany.

end of for-loop

Zamie« kolumn¦ i na t¦, która odpowiada najlepszejprostej zamianie.

end of for-loop
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Oczywi±cie, przez �lepsz¡� b¡d¹ te» �najlepsz¡� prost¡ zamian¦ rozumie si¦ tak¡
zamian¦, która prowadzi do odpowiedniej poprawy warto±ci wybranego kryte-
rium optymalizacji. Przeczesywanie jest wi¦c strategi¡ systematycznego spraw-
dzania wszystkich kolumn macierzyL pod k¡tem znalezienia najlepszej mo»liwej
prostej zamiany.

W pewnym uproszczeniu, algorytm CP polega na wielokrotnym wykona-
niu operacji przeczesywania a» do speªnienia warunku zbie»no±ci (zostanie on
omówiony w punkcieB.4). Wynikiem dziaªania algorytmu jest macierzL o opty-
malnej kon�guracji, determinuj¡ca plan eksperymentów OLH.

Czasem dla odró»nienia od OLH oraz dla podkre±lenia, »e mamydo czy-
nienia z ªaci«sk¡ hiperkostk¡ o losowym ukªadzie punktów, u»ywa¢ b¦dziemy
skrótu RLH, od angielskiej nazwy random Latin hypercube. Zbudowanie RLH
jest zadaniem bardzo prostym w implementacji i polega na wygenerowaniu n
losowych permutacji liczb 1 do N , bez konieczno±ci zmiany kon�guracji punk-
tów.

B.3. Algorytm genetyczny

Algorytmy genetyczne s¡ obecnie bardzo powszechnie stosowanymi meto-
dami optymalizacji globalnej. Znajduj¡ one zastosowanie wszerokiej klasie za-
gadnie« nauki i techniki. Najwa»niejsze operacje wchodz¡ce w skªad algorytmu
genetycznego wyszczególnione s¡ w poni»szym pseudo-kodzie:

Losowo wygenerujpopulacj¦ pocz¡tkow¡.

Dokonaj oceny osobnikówpopulacji pocz¡tkowej.

while ( nie jest speªniony warunek zbie»no±ci )

Dokonaj selekcji. Zachowaj jedynie najlepiej przystosowane osobniki.

Na zachowanych osobnikach przeprowad¹ operacj¦krzy»owania.

Dokonaj losowychmutacji osobników.

Dokonaj oceny nowej populacji.

Sprawd¹ warunek zbie»no±ci.

end of while-loop

W przypadku zadania optymalizacji ªaci«skich hiperkostek istniej¡ ró»ne
wersje algorytmu w zale»no±ci od sposobu zde�niowania operacji selekcji, krzy-
»owania, mutacji oraz wyboru populacji pocz¡tkowej. Na przykªad, w pracy [11]
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u»yty zostaª standardowy algorytm genetyczny ogólnego przeznaczenia do znaj-
dowania OLH wedªug kryterium (B.3). To podej±cie wymaga jednak specjalne-
go kodowania zmiennych projektowych, którymi s¡ wspóªrz¦dne punktów, oraz
wprowadzenia do sformuªowania funkcji celu specjalnych czªonów wymuszaj¡-
cych speªnienie przez dany ukªad punktów zaªo»e« ªaci«skiej hiperkostki (»adna
wspóªrz¦dna punktu nie powtarza si¦).

W odró»nieniu od tego podej±cia, zaimplementowany przez autora algorytm
genetyczny zostaª zaprojektowany specjalnie pod k¡tem specy�cznego problemu
tworzenia OLH. W zainspirowanej prac¡ Simpsona [219] metodzie wszystkie
operacje genetyczne zde�niowane s¡ bezpo±rednio na macierzach L , zob. (B.1),
w taki sposób aby zachowa¢ ich charakterystyczn¡ budow¦. Wymienione powy»ej
podstawowe elementy algorytmu genetycznego okre±lone s¡ nast¦puj¡co:

Populacja pocz¡tkowa. Dziaªanie algorytmu rozpoczyna si¦ od losowego
wygenerowaniaNpop macierzy L reprezentuj¡cych pocz¡tkow¡ populacj¦ hiper-
kostek ªaci«skich. Ze wzgl¦du na zde�niowan¡ dalej operacj¦ selekcji, liczba Npop

musi by¢ parzysta.

Selekcja. Uwzgl¦dniaj¡c jedno z kryteriów optymalizacji opisanych w B.1,
zatrzymuje si¦ Npop=2 najlepszych hiperkostek. Pozostaªe s¡ pomijane. Hiper-
kostki indeksowane s¡ od najlepszej do najgorszej. Oznaczmy je jako eL 1; eL 2; : : : ;
eL Npop =2.

Krzy»owanie. W trakcie tej operacji, przedstawionej schematycznie na
rys. B.3, z Npop=2 hiperkostek wybranych na etapie selekcji (�rodziców�) ge-
nerowanych jestNpop nowych hiperkostek (�dzieci�).

Macierz eL 1 odpowiadaj¡ca najlepszej ªaci«skiej hiperkostce umieszczana jest
na pocz¡tku nowej populacji. Oznaczamy j¡ jako L 1. Ta sama macierz umiesz-
czana jest równie» na miejscuNpop=2 + 1. W wyniku krzy»owania najlepszej
ªaci«skiej hiperkostki z k-t¡, k 2 [2; Npop=2], powstaj¡ dwie nowe hiperkostki.
Pierwsz¡ hiperkostk¦ (w nowej populacji o indeksiek) tworzy si¦ przez zast¡pie-
nie wybranej losowo kolumny macierzyeL 1 odpowiedni¡ kolumn¡ macierzy eL k .
Macierz drugiej hiperkostki, o indeksieNpop=2 + k, powstaje przez zast¡pienie
losowo wybranej kolumny eL k przez odpowiedni¡ kolumn¦ z eL 1.

Mutacja. Ta niesªychanie istotna operacja genetyczna wykonywana jest na
wszystkich hiperkostkach z populacji za wyj¡tkiem najlepszej, o macierzyL 1.
Mutacj¦ przeprowadza si¦ na ka»dej kolumnie macierzyL 2; : : : ; L Npop . Polega
ona na zamianie miejscami dwóch losowo wybranych wyrazów kolumny, je±li
wygenerowana z rozkªadu jednostajnego[0; 1] liczba ma warto±¢ mniejsz¡ ni»
zaªo»ona warto±¢ progowapmut .
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Po selekcji (rodzice)

Po krzy»owaniu (dzieci)

Rys. B.3. Ilustracja operacji krzy»owania algorytmu genet ycznego w przypadku Npop = 8 .
Nale»y zauwa»y¢, »e po krzy»owaniuL 1 i L 5 s¡ takie same jak ~L 1 - macierz najlepszej ªaci«-
skiej hiperkostki przed krzy»owaniem. Na etapie mutacji L 1 nie jest jednak mody�kowana, co
sprawia, »e jedna kopia najlepszej hiperkostki zostaje zawsze zachowana.

Wyst¦puj¡cy w p¦tli while pseudo-kodu warunek zbie»no±ci algorytmu ge-
netycznego przedstawiony jest w podrozdzialeB.4.

B.4. Warunki zbie»no±ci

Warunki zbie»no±ci zaprezentowanych algorytmów omówionezostan¡ na przy-
kªadzie kryterium siª wykorzystuj¡cego funkcj¦ G dan¡ równaniem (B.3). Za-
równo w przypadku metody CP, jak te» algorytmu genetycznego, warunek zbie»-
no±ci algorytmu sprowadza si¦ do porównania aktualnej zmiany warto±ci kryte-
rium do zmiany pocz¡tkowej. Ze wzgl¦du na specy�k¦ obydwu metod istniej¡
istotne ró»nice w implementacji tego warunku i dlatego wymaga on osobnego
omówienia dla ka»dego z algorytmów.

Algorytm CP
Oznaczmy przez� G1 zmian¦ warto±ci funkcji G po pierwszej iteracji, tzn. po
pierwszej operacji przeczesywania. Warunek zbie»no±ci, który sprawdzany jest
po iteracji k ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

� Gk < � � G1: (B.4)
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gdzie � Gk jest zmian¡ warto±ci funkcji G na k-tej iteracji, a � jest parametrem.
W przykªadach numerycznych przedstawionych w dalszej cz¦±ci tekstu przyj¦to
� = 10 � 6. Speªnienie nierówno±ci (B.4) powoduje zako«czenie dziaªania algoryt-
mu. Oczywi±cie, proces optymalizacji trwa tym dªu»ej, im wi¦ksze s¡ warto±ci
N i n oraz im mniejsza jest warto±¢� . Na przykªad, utworzenie optymalnej ªa-
ci«skiej hiperkostki w przypadku N = 30 i n = 6 wymagaªo31 iteracji. Warto±¢
funkcji kryterium odpowiadaj¡ca OLH wynosiªa G(L ) = 0 :5331.

Algorytm genetyczny
W odró»nieniu od operacji przeczesywania z metody CP, wygenerowanie nowej
populacji macierzy L w zaproponowanym algorytmie genetycznym jest zada-
niem stosunkowo tanim i nie wymagaj¡cym dªugiego czasu pracy procesora.
Z drugiej strony, prawdopodobie«stwo, »e nast¦pna populacja nie przyniesie
poprawy kryterium optymalizacji nie jest pomijalne, a co za tym idzie zamiast
rozpatrywa¢ zmian¦ warto±ci funkcji G w czasie �»ycia� jednej populacji nale»y
porównywa¢ ª¡czne zmiany generowane przezp populacji (zazwyczaj zakªada
si¦ si¦ p = 50 lub 100). Jako warto±¢ odniesienia przyjmuje si¦ wi¦c

� ~Gp = G(L p) � G(L 0); (B.5)

gdzie L p odpowiada najlepszej hiperkostce zp-tej populacji, a L 0 odpowiada
najlepszej hiperkostce w losowo wybranej populacji pocz¡tkowej. Je±li numer
populacji k jest wielokrotno±ci¡ p, sprawdzany jest nast¦puj¡cy warunek zbie»-
no±ci:

G(L k ) � G(L k� p) < � � ~Gp: (B.6)

W obliczeniach przyj¦to � = 10 � 7. Stosuj¡c algorytm genetyczny do znalezienia
kon�guracji OLH w przypadku N = 30 i n = 6 , zbie»no±¢ rozwi¡zania zostaªa
osi¡gni¦ta po okoªo 3300pokoleniach, daj¡c w wyniku G(L ) = 0 :5326.

B.5. Analiza zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu CP

Dokªadna analiza zªo»ono±ci obliczeniowej zarówno algorytmu CP jak i algo-
rytmu genetycznego wydaje si¦ by¢ zadaniem bardzo trudnym,a wr¦cz niemo»-
liwym. Jednak»e, jak to zostanie pokazane poni»ej, w przypadku metody CP
jeste±my w stanie poda¢ oszacowanie czasu rozwi¡zania, które powinno okaza¢
si¦ przydatnym z punktu widzenia praktyki.

Poprzez zªo»ono±¢ obliczeniow¡ rozumiemy asymptotyczny wzrost czasu dzia-
ªania algorytmu wraz ze wzrostem liczby punktówN oraz liczby zmiennychn.
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W przypadku funkcji T(N ) zapis T = O(N q) oznacza, »e istniej¡ takie staªe~c1

i ~c2, dla których
~c1N q < T < ~c2N q; (B.7)

je»eli N jest dostatecznie du»¡ liczb¡. Zale»no±¢ t¡ wyrazi¢ mo»na równie» jako
T � N q.

W celu oszacowania zªo»ono±ci obliczeniowej operacji przeczesywania algo-
rytmu CP (zob. pseudo kod na stronie288) nale»y pami¦ta¢, »e:

� Zewn¦trzna p¦tla przebiega n kolumn macierzy L .

� W ka»dej kolumnie dokonuje si¦ sprawdzenia wszystkich mo»liwych pro-
stych zamian. Jest ichN (N � 1)=2, a wi¦c O(N 2).

� Ka»da prosta zamiana poci¡ga za sob¡ konieczno±¢ uaktualnienia odlegªo-
±ci pomi¦dzy punktami planu LH. Odlegªo±ci te tworz¡ macierz N � N .
Nale»y jednak zauwa»y¢, »e za wyj¡tkiem pierwszej iteracji, nie jest ko-
nieczne obliczenie wszystkich odlegªo±ci mi¦dzypunktowych. Zamiana
miejscami dwóch elementów kolumny macierzyL powoduje jedynie ko-
nieczno±¢ uaktualnienia warto±ci w dwóch wierszach oraz dwóch kolum-
nach macierzy odlegªo±ci. Ze wzgl¦du na symetri¦ tej macierzy, poci¡ga to
za sob¡ wykonanie2N � 3 oblicze« odlegªo±ci punktów na jedn¡ operacj¦
prostej zamiany, a wi¦c wymagaO(N ) operacji. Po uaktualnieniu macie-
rzy odlegªo±ci nale»y nast¦pnie obliczy¢ warto±¢ kryterium optymalizacji,
co wi¡»e si¦ z przeprowadzeniemO(N 2) dodatkowych operacji. Osta-
tecznie, oszacowanie nakªadu oblicze« wykonywanych przy okazji jednej
prostej zamiany Tswap wynosi

Tswap � c1N + c2N 2: (B.8)

Podsumowuj¡c powy»sze spostrze»enia mo»na napisa¢, »e zªo»ono±¢ obliczenio-
wa operacji przeczesywania wyra»a si¦ wzorem

TCP � nN 2(c1N + c2N 2): (B.9)

Jedynym elementem, który nale»y jeszcze uwzgl¦dni¢ w naszej analizie jest
(nieznana) liczba powtórze« operacji przeczesania. Oznaczmy j¡ przez 
 (N; n ).
Na podstawie wykonanych testów wydaje si¦, »e uprawnione jest nast¦puj¡ce
zaªo»enie:


 (N; n ) � N: (B.10)
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Ostatecznie, równania (B.9) oraz (B.10) prowadz¡ do oszacowania caªkowitej
zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu CP jako

Ttot � nN 3(c1N + c2N 2): (B.11)

Na podstawie powy»szego wzoru nale»y podkre±li¢ bardzo siln¡ nieliniow¡ zale»-
no±¢ czasu poszukiwania optymalnej kon�guracji hiperkostki ªaci«skiej od liczby
punktów N . Bardzo zgrubnie mo»na zaªo»y¢, »eT � N q gdzieq 2 (3; 5). W ce-
lu wery�kacji tego oszacowania przeprowadzono szereg testów numerycznych
przyjmuj¡c n = 2 ; 3; 6 oraz N = 100; 120; : : : ; 200. Na rys. B.4 pokazane jest
porównanie zªo»ono±ci obliczeniowej uzyskanej z testów z zale»no±ci¡ pot¦gow¡
typu N q. Dopasowuj¡c warto±¢ wykªadnikaq do otrzymanych czasów optyma-
lizacji (obliczonych jako warto±¢ ±redni¡ z 10 testów dla ka»dej warto±ci N )
dostajemy q = 3 :65; 3:95; 3:65 dla, odpowiednio, n = 3 ; 4; 6. Konserwatywnym
podej±ciem wydaje si¦ przyj¦cie np.q = 4 .
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Rys. B.4. Wery�kacja teoretycznie zªo»ono±ci obliczeniowej T � N q algorytmu CP.

Aby u±wiadomi¢ sobie ogromny nakªad oblicze« zwi¡zany z tworzeniem du-
»ych planów OLH, mo»na oszacowa¢ czas utworzenia ªaci«skiej hiperkostki o
N = 1000 i n = 3 na podstawie wyników dla N = 100. U»ywaj¡c jednego
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procesora Pentium 4 3:20GHz na komputerze typu PC wygenerowanie takiej
hiperkostki zaj¦ªoby ponad 10 dni!

B.6. Dobór parametrów algorytmu genetycznego

Na podstawie przeprowadzonych licznych testów numerycznych ustalono, »e
parametrami, które maj¡ decyduj¡cy wpªyw na efektywno±¢ dziaªania algoryt-
mu genetycznego s¡ liczebno±¢ populacjiNpop oraz prawdopodobie«stwo mutacji
pmut .

Optymalne warto±ci tych parametrów zale»¡ zarówno od liczby punktów N
jak i liczby zmiennych n. Na rys. B.5 pokazano jak zmienia si¦ kryterium opty-
malizacji w funkcji czasu pracy procesora w przypadku ªaci«skiej hiperkostki
zawieraj¡cej 100 punktów w 10 wymiarach. Mo»na zauwa»y¢, »e przyj¦cie zbyt
maªego prawdopodobie«stwa mutacjipmut = 0 :01 prowadzi do bardzo wolnej
zbie»no±ci algorytmu niezale»nie od wielko±ci populacjiNpop. Powi¦kszanie po-
pulacji hiperkostek zwi¦ksza prawdopodobie«stwo wyst¡pienia korzystnej mo-
dy�kacji w trakcie operacji krzy»owania, ale równocze±niewydªu»a czas trwania
tej operacji. Po wykonaniu wielu testów dla ró»nych hiperkostek wydaje si¦, »e
warto±ci Npop = 50 i pmut = 0 :1 mo»na przyj¡¢ jako �bezpieczne� rozwi¡zanie
dla szerokiej klasy ªaci«skich hiperkostek.

Warto w tym miejscu zaj¡¢ si¦ równie» porównaniem efektywno±ci algoryt-
mu genetycznego oraz algorytmu CP. O ile w zadaniu optymalizacji hiperkostki
o N = 100 punktach i n = 10 wymiarach szybko±¢ zbie»no±ci algorytmu CP
przewy»sza algorytm genetyczny (zob. rys.B.5), o tyle dla N = 300 i n = 10
zbie»no±¢ algorytmu genetycznego jest znacznie lepsza w porównaniu do CP,
rys. B.6. Na podstawie testów numerycznych sugeruje si¦ korzystanie z algo-
rytmu CP w przypadku N < 150, a z algorytmu genetycznego w przypadku
wi¦kszych hiperkostek ªaci«skich. Oczywi±cie granica ta jest dosy¢ rozmyta i za-
le»y równie» w pewnym stopniu od parametrun, ale ogólny trend jest bardzo
czytelny - algorytm genetyczny jest lepszym wyborem dla du»ych planów LH.
Znaczn¡ zalet¡ tego algorytmu jest równie» jego stabilno±¢. Krzywe zbie»no±ci
zawsze s¡ podobne do tych z rysunkówB.5 i B.6, a w czasie testów nigdy nie za-
obserwowano zbie»no±ci do lokalnego minimum ani przypadku, gdzie algorytm
CP dawaªby zasadniczo lepsze rozwi¡zanie.
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Rys. B.6. Porównanie zbie»no±ci algorytmu CP i algorytmu genetycznego (Npop = 50 i
pmut = 0 :1) w przypadku hiperkostki ªaci«skiej o N = 300 punktach i n = 10 wymiarach.
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ddB.7. Wykorzystanie ªaci«skich hiperkostek do generowaniapróbek
zmiennych losowych o dowolnych rozkªadach
prawdopodobie«stwa

Opiszemy tu, jak wykorzysta¢ otrzyman¡ w procesie optymalizacji macierz
L , opisuj¡c¡ przy pomocy wspóªrz¦dnych caªkowitoliczbowych ukªad punktów
OLH, do generowania próbek zmiennych losowychX o dowolnych funkcjach
g¦sto±ci rozkªadu prawdopodobie«stwa. Metoda ta dotyczy¢oczywi±cie b¦dzie
wszystkich ªaci«skich hiperkostek, których szczególnym przypadkiem s¡ hiper-
kostki optymalne - OLH.

Przypomnijmy, »e ka»da kolumna macierzyL odpowiada jednej zmiennej lo-
sowej o zadanym rozkªadzie prawdopodobie«stwa. Kolumna tajest permutacj¡
liczb od 1 doN . Realizacjaxk(m) zmiennej losowejX k , 1 � k � n, odpowiada-
j¡cej liczbie m, 1 � m � N , w k-tej kolumnie macierzy L wyznaczana jest przy
pomocy dystrybuanty zmiennej X k w nast¦puj¡cy sposób:

xk (m) = F � 1
X k

(~xm ); (B.12)

gdzie

~xm =
m
N

�
1

2N
: (B.13)

Metoda kryj¡ca si¦ za powy»szymi wzorami sprowadza si¦ do podzielenia za-
kresu zmienno±ci ka»dej zmiennej losowej naN przedziaªów o równym praw-
dopodobie«stwie, a realizacjexk(i ), i = 1 ; : : : ; N , odpowiadaj¡ probabilistycz-
nym ±rodkom (medianom) zmiennejX k w tych przedziaªach. Innym mo»liwym
rozwi¡zaniem jest wybór xk(i ) w sposób losowy wewn¡trz i -tego przedziaªu.
W pracach [119] i [100] pokazano jednak, »e wybór median b¡d¹te» warto-
±ci ±rednich (tutaj niezb¦dne jest caªkowanie numeryczne)zmiennych losowych
wewn¡trz przedziaªów prowadzi do bardziej precyzyjnej estymacji (mniejszej
wariancji estymatorów). Zagadnieniom wyboru poªo»enia punktów wewn¡trz
komórki ªaci«skiej hiperkostki po±wi¦cono wi¦cej uwagi w rozdziale4.

Nale»y pami¦ta¢, »e w ogólnym przypadku zmienne losowe mog¡posiada¢
dowolne rozkªady prawdopodobie«stwa oraz by¢ skorelowane. Z drugiej stro-
ny, opisana metoda generowania realizacji zmiennych losowych na podstawie
planu eksperymentów danego przez hiperkostk¦ ªaci«sk¡ nieuwzgl¦dnia »adnej
wzajemnej zale»no±ci zmiennych. Aby zatem móc wykorzysta¢LH w symula-
cjach losowych, oryginalne zmienne musz¡ by¢ uprzednio przetransformowane
na zbiór niezale»nych zmiennych losowych. W przypadku, gdyznana jest funk-
cja ª¡cznej g¦sto±ci prawdopodobie«stwa zmiennych mo»liwe jest zastosowanie
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transformacji Rosenblatta [209], a je»eli znane s¡ jedyniebrzegowe rozkªady
prawdopodobie«stwa zmiennych losowych oraz macierz wspóªczynników kore-
lacji, mo»na u»y¢ transformacji Natafa [183]. Zachowuj¡c miar¦ prawdopodo-
bie«stwa, obydwie te transformacje przeksztaªcaj¡ oryginalne zmienne losowe
na niezale»ne standardowe zmienne gaussowskie, zob. równie» podrozdziaªA.2
w dodatku A. Realizacje zmiennych wygenerowane w przestrzeni standardowej
zgodnie z reguª¡ (B.12) s¡ nast¦pnie przy pomocy transformacji odwrotnej prze-
ksztaªcane na zmienne oryginalneX . Na rys. B.7 przedstawiono przykªadowe
plany eksperymentów generowanych przy pomocy OLH i RLH w przypadku
dwóch jednakowych zmiennych o rozkªadach jednostajnych i dla ró»nych warto-
±ci wspóªczynnika korelacji wzajemnej� XY = Cov(X; Y )=[� (X )� (Y )] (wspóª-
czynnika Pearsona). Porównuj¡c otrzymane wykresy mo»na zauwa»y¢, »e nieza-
le»nie od warto±ci� , ukªad punktów OLH charakteryzuje si¦ pewn¡ regularno-
±ci¡, symetri¡ i jednorodno±ci¡. Trzeba jednak zaznaczy¢,»e wspomniane trans-
formacje nie gwarantuj¡ równomiernego rozªo»enia punktówprzy rzutowaniu na
poszczególne osie. Inne znane autorowi metody �narzucenia� korelacji pomi¦dzy
zmiennymi losowymi, które zachowuj¡ jednocze±nie równomierno±¢ rozªo»enia
punktów przy rzutowaniu, polegaj¡ na odpowiedniej zmianiekolejno±ci kolumn
macierzy L , zob. [89, 100, 105]. Algorytmy te s¡ w wi¦kszo±ci przypadków bar-
dziej zªo»one obliczeniowo od metod transformacyjnych i przeznaczone s¡ za-
zwyczaj do narzucenia warto±ci tzw. wspóªczynnika korelacji Spearmana (jest
to wspóªczynnik korelacji Pearsona, liczony dla rang zmiennych). Wydaje si¦
jednak, »e podej±cie wykorzystuj¡ce transformacj¦ do zmiennych niezale»nych
jest bardziej uniwersalne i nie wymaga tworzenia nowej ªaci«skiej hiperkostki
dla ka»dej macierzy korelacji. Pozwala to na wykorzystanietej samej, uprzednio
przygotowanej optymalnej ªaci«skiej hiperkostki, do przypadku dowolnej kore-
lacji zmiennych losowych.

B.8. Porównanie kryteriów optymalizacji w zadaniu estymacji
momentów funkcji losowych

W podrozdziale B.1 wprowadzono dwa kryteria optymalizacji u»ywane do
znalezienia optymalnej kon�guracji ªaci«skiej hiperkostki. S¡ to: kryterium naj-
mniejszej odlegªo±ci oraz kryterium siª. W celu porównaniatych kryteriów oraz
aby oszacowa¢ poprawno±¢ estymacji momentów statystycznych funkcji loso-
wych przy u»yciu metod symulacyjnych wykorzystuj¡cych plany OLH, przepro-
wadzono szereg testów z tzw. funkcj¡ Rosenbrocka (zwan¡ te»funkcj¡ bananow¡)
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RLH: � = 0 :0, ~� = 0 :16 OLH: � = 0 :0, ~� = 0 :002

RLH: � = 0 :8, ~� = 0 :796 OLH: � = 0 :8, ~� = 0 :807

RLH: � = 0 :95, ~� = 0 :943 OLH: � = 0 :95, ~� = 0 :949

Rys. B.7. Porównanie rozrzutu 100 punktów eksperymentalnych planów OLH i RLH w przy-
padku dwóch jednakowych zmiennych o rozkªadzie jednostajnym. � oznacza zakªadany wspóª-
czynnik korelacji, a ~� jest wspóªczynnikiem obliczonym z wygenerowanej próbki.
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b(X 1; X 2) = 100(X 2 � X 2
1 )2 + (1 � X 1)2: (B.14)

Zaªo»ono, »e dwie zmienne losoweX 1 i X 2 maj¡ rozkªad jednostajny w prze-
dziale [0; 2]. Funkcja ª¡cznej g¦sto±ci rozkªadu prawdopodobie«stwa jest w tym
przypadku staªa i wynosi f X 1X 2 (x1; x2) = 1 =4. Celem symulacji losowych jest
oszacowanie warto±ci ±redniej funkcjib(X 1; X 2). Warto±¢ ta mo»e by¢ wyzna-
czona analitycznie, co umo»liwi lepsz¡ ocen¦ wyników symulacji

E[b(X 1; X 2)] =
Z 2

0

Z 2

0
b(x1; x2)

1
4

dx1dx2 = 187: (B.15)

Warto±¢ ±rednia (B.15) oszacowana b¦dzie za pomoc¡ nast¦puj¡cych metod
symulacyjnych:

� Symulacje z u»yciem OLH, kryterium siª - OLH1.

� Symulacje z u»yciem OLH, kryterium najmniejszej odlegªo±ci - OLH2.

� Šaci«ska hiperkostka bez optymalizacji - RLH.

� Standardowa metoda Monte Carlo - MC.

Wyniki testów zebrane zostaªy w tabeliB.1, w której przedstawiono warto±ci
±rednich bª¦dów procentowych estymacjiE[b(X 1; X 2)] w funkcji wielko±ci prób-
ki N . Dla wybranej metody, wielko±ci bª¦dów obliczane s¡ przez porównanie
warto±ci ±redniej oszacowania zM powtórze« symulacji losowych z warto±ci¡
dokªadn¡

1
187M

MX

k=1

jb
(k)

� 187j; (B.16)

gdzie b
(k)

jest k-t¡ realizacj¡ warto±ci ±redniej, a M przyj¦to równe 10.

Analizuj¡c otrzymane wyniki ªatwo jest dokona¢ klasy�kacj i metod. Naj-
mniejszy bª¡d estymacji przy ustalonym N otrzymuje si¦ u»ywaj¡c pierwszego
rodzaju symulacji OLH (wedªug kryterium siª), nieco gorszyjest OLH z kryte-
rium minimalnej odlegªo±ci, nast¦pnie RLH, a najwi¦kszy bª¡d daje metoda MC.

Jak to zostaªo pokazane w punktachB.5 i B.6, koszt wygenerowania du»ych
planów OLH (N > 500) jest bardzo wysoki. Jednak maj¡c na uwadze analiz¦
niezawodno±ci b¡d¹ optymalizacj¦ odporno±ciow¡ zªo»onych i kosztownych ob-
liczeniowo konstrukcji oraz procesów technologicznych, trudno wyobrazi¢ sobie
mo»liwo±¢ wykonania tysi¦cy eksperymentów numerycznych.Siª¡ optymalnych
ªaci«skich hiperkostek jest zapewnienie wystarczaj¡co dokªadnej estymacji przy
u»yciu niewielkich próbek.
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N OLH1 OLH2 RLH MC

10 9.1 12.5 20.7 37.8
20 3.5 7.9 14.3 17.8
50 1.5 3.9 10.2 12.5
100 1.1 2.7 6.6 9.4
200 0.6 1.8 5.6 6.0
500 0.3 0.8 2.4 4.8
1000 - - 1.5 3.2
2000 - - 1.1 2.2
5000 - - 0.7 1.2

Tablica B.1. Bª¡d procentowy oszacowania warto±ci ±redniej funkcji Rosenbrocka przy pomocy
ró»nych metod symulacyjnych. Plany OLH o N wi¦kszym ni» 500 nie byªy generowane ze
wzgl¦du na zbyt dªugi czas oblicze«.



302 B. Algorytmy tworzenia optymalnych ªaci«skich hiperkostek



C

Metody dyskretyzacji pól losowych

Niniejszy dodatek po±wi¦cony jest zagadnieniom dotycz¡cym modelowania prze-
strzennej losowej zmienno±ci parametrów ukªadów konstrukcyjnych przy pomo-
cy pól losowych, a w szczególno±ci metodom ich dyskretyzacji. Problematyk¦ t¦
uznano za istotn¡ i wymagaj¡c¡ dokªadniejszego przedstawienia przede wszyst-
kim ze wzgl¦du na zwi¡zek metody optymalnej aproksymacji liniowej z metod¡
krigingu (dominuj¡c¡ technik¡ powierzchni odpowiedzi sto sowan¡ w optymaliza-
cji odporno±ciowej) oraz z u»ywanymi w przykªadach numerycznych metodami
dyskretyzowania pól losowych.

C.1. Podstawowe de�nicje

Warto±ci niektórych parametrów opisuj¡cych materiaª, geometri¦, wielko±¢
i rozkªad uszkodze« czy te» obci¡»enia dziaªaj¡ce na ukªad konstrukcyjny cha-
rakteryzuj¡ si¦ losow¡ zmienno±ci¡ nie tylko w obr¦bie popu lacji, ale równie»
przestrzennymi losowymi �uktuacjami w ramach samej konstrukcji. Takie pa-
rametry modelowane mog¡ by¢ przy pomocypól losowych.

Skalarne pole losowe o warto±ciach rzeczywistych zde�niowa¢ mo»na jako
rodzin¦ jednowymiarowych zmiennych losowychH (z) indeksowanych wektorem
wspóªrz¦dnych z okre±laj¡cym poªo»enie wk wymiarowym obszarze
 � Rk

H (z) 2 R; z = f z1; : : : ; zkg 2 
 � Rk : (C.1)

Zmienna losowaH (z), nazywana jestwarto±ci¡ pola losowegow punkcie z. W li-
teraturze pola losowe okre±lane s¡ równie» jako procesy losowe (stochastyczne).
Najcz¦±ciej jednak termin pole losowe u»ywany jest gdyk = 2 lub 3, natomiast
proces losowy odnosi si¦ zazwyczaj do przypadku jednowymiarowego, gdzie pa-
rametr poªo»enia uto»samia si¦ najcz¦±ciej z czasem. Zbiórrealizacji zmiennych
H (z) we wszystkich punktachz 2 
 nazywamy realizacj¡ pola losowego.
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Pole losoweH (z), z 2 
 , nazywamy polem losowym drugiego rz¦du, je»eli
speªniony jest nast¦puj¡cy warunek:

E[jH (z)j2] < 1 : (C.2)

W przypadku takiego pola okre±li¢ mo»nafunkcj¦ warto±ci oczekiwanej

� H (z) = E[H (z)]; (C.3)

oraz funkcj¦ kowariancji pola losowego (ang.auto-covariance function) dan¡
jako

K H (z; z0) = E
�
(H (z) � � H (z))

�
H (z0) � � H (z0)

��
; (C.4)

b¦d¡c¡ w istocie kowariancj¡ mi¦dzy zmiennymi losowymi H (z) i H (z0) okre-
±lonymi w punktach z i z0. Funkcja kowariancji zawiera informacj¦ na temat
przestrzennej zmienno±ci pola losowego.

Pole losoweH (z) nazywamy sªabo stacjonarnym(ang. weakly homogenous)
je»eli

8z2 
 � H (z) = const oraz 8z2 
 ;z+� z2 
 K H (z; z + � z) = K H (� z): (C.5)

Stacjonarne pole losowe jestizotropowe, je±li jego funkcja kowariancji zale»y
jedynie od odlegªo±ci pomi¦dzy dwoma punktami.

8z2 
 K H (z; z + � z) = K H (k� zk): (C.6)

Uzupeªniaj¡c, warto wprowadzi¢ równie» de�nicj¦ funkcji wariancji pola lo-
sowego

Var[H (z)] = K H (z; z) = � 2
H (z) = E

�
(H (z) � � H (z)) 2�

; (C.7)

gdzie � 2
H (z) jest funkcj¡ odchylenia standardowego, oraz przy pomocy (C.4) i

(C.7) de�nicj¦ funkcji korelacji

� H (z; z0) =
K H (z; z0)

� H (z)� H (z0)
: (C.8)

W wi¦kszo±ci istotnych z praktycznego punktu widzenia przypadków kore-
lacja mi¦dzy zmiennymi H (z) i H (z0) zanika wraz z odlegªo±ci¡ punktówz i z0.
Dlatego te», spo±ród funkcji korelacji najcz¦±ciej u»ywanych w modelowaniu pól
losowych wymieni¢ nale»y funkcje:
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� trójk¡tn¡

� (� z) =

8
<

:
1 �

k� zk
a

gdy k� zk � a

0 gdy k� zk > a
; (C.9)

gdzie parametr a jest pewn¡ miar¡ �zasi¦gu� �uktuacji pola losowego
zwan¡ dªugo±ci¡ korelacji;

� wykªadnicz¡

� (� z) = exp
�

�
k� zk

a

�
; (C.10)

� gaussowsk¡

� (� z) = exp
�

�
k� zk2

a2

�
: (C.11)

Dªugo±¢ korelacjia de�niuje si¦ formalnie jako

a =

R1
0 � jK H (� )jd�
R1

0 jK H (� )jd�
; (C.12)

gdzie � = k� zk.

Pole losowe nazywamy gaussowskim, je±li ka»dy wektorf H (z1); : : : ; H (zn )g,
dla dowolnegon � 1, ma rozkªad normalny. Pole to jest w sposób jednoznacz-
ny okre±lone przez jego warto±¢ ±redni¡� H (z), wariancj¦ � 2

H (z) oraz funkcj¦
korelacji � (� z).

Reprezentowanie pola losowego jako niepoliczalnego zbioru zmiennych lo-
sowych nie jest wygodne w obliczeniach numerycznych, dlatego te» zazwyczaj
stosuje si¦ przybli»enie ci¡gªego pola losowego przy pomocy sko«czonej (dys-
kretnej) liczby zmiennych losowych, tzw. dyskretyzacj¦ pola losowego, cf. [254].

Dyskretyzacja skalarnego pola losowegoH (z) zde�niowana jest przez nast¦-
puj¡c¡ funkcj¦ aproksymuj¡c¡:

H (z)
Dyskretyzacja
����������! Ĥ (z) = H(z; X ); (C.13)

gdzie X = f X 1; X 2; : : : ; X n g jest n-wymiarowym wektorem losowym. W ogól-
no±ci funkcj¦ H (z; X ) przedstawi¢ mo»na jako

H(z; X ) = c0(z) +
nX

i =1

ci (z)X i ; (C.14)
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gdzie ci ; i = 0 ; 1; : : : ; n, s¡ funkcjami z 2 
 , a X i ; i = 1 ; : : : ; n, s¡ zmiennymi
losowymi, na których opiera si¦ dyskretyzacja. Istnieje wiele metod dyskrety-
zacji. Wi¦kszo±¢ z nich wykorzystuje podziaª obszaru
 , na którym dane jest
pole losowe, na rozª¡czne, przylegaj¡ce podobszary (zwaneelementami pola lo-
sowego)
 e

i , i = 1 ; 2; : : : ; Ne. W przypadku kiedy analiza stochastyczna, która
wymaga u»ycia modeli pól losowych, stosowana jest w poª¡czeniu z analiz¡ me-
tod¡ elementów sko«czonych, warto jest tak dobra¢ elementypola losowego,
aby ich siatka odpowiadaªa w pewien sposób siatce MES. Za [245] mo»na poda¢
nast¦puj¡c¡ klasy�kacj¦ metod dyskretyzacji pól losowych :

� Metody dyskretyzacji punktowej (ang. point discretization), w których
zmienne losowef X 1; X 2; : : : ; X n g s¡ warto±ciami pola losowegoH (zi )
w wybranych punktach zi ; i = 1 ; : : : ; n, obszaru
 , np. charakterystycz-
nych punktach elementów
 e

i , i = 1 ; 2; : : : ; Ne.

� Metody u±redniania, w których zmienne X s¡ wa»onymi caªkami pola
losowegoH (z) wewn¡trz elementów 
 e

i

X i =
Z


 e
i

H (z)w(z) d
 : (C.15)

Metody u±redniania, jak równie» metody dyskretyzacji punktowej, pomi-
mo heurystycznego charakteru, s¡ ch¦tnie stosowane w dyskretyzacji pól
losowych przede wszystkim ze wzgl¦du na swoj¡ prostot¦.

� Metody aproksymacji funkcjami ksztaªtu, wykorzystuj¡ce znane z meto-
dy elementów sko«czonych funkcje ksztaªtu oraz sko«czony zbiór (w¦zªo-
wych) warto±ci pola losowego. Metody te mo»na traktowa¢ jako szczegól-
ny przypadek metod dyskretyzacji punktowej.

� Metody rozwini¦cia w szereg, wykorzystuj¡ce reprezentacje pola losowego
za pomoc¡ odpowiednio obci¦tego rozwini¦cia w szereg funkcji determi-
nistycznych ze wspóªczynnikami losowymi, zob. [73].

W kolejnych podrozdziaªach omówionych zostanie jedynie kilka wybranych me-
tod dyskretyzacji. Jak ju» wspomniano we wst¦pie, szczególnie du»o uwagi po-
±wi¦cone zostanie metodzie optymalnej aproksymacji liniowej ze wzgl¦du na jej
zwi¡zek z u»ywan¡ w pracy metod¡ krigingu, zob. podrozrdziaª 3.2.

C.2. Dyskretyzacja punktowa

Istot¡ metody dyskretyzacji punktowej jest reprezentowanie pola losowego w
ka»dym z elementów
 e

i , i = 1 ; 2; : : : ; Ne, przez zmienn¡ losow¡ b¦d¡c¡ warto-
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±ci¡ tego pola w wybranym punkcie elementu. Najpopularniejszym wariantem
metody dyskretyzacji punktowej jest tzw. metoda punktów ±rodkowych(ang.
midpoint method - MP), w której pole losowe wewn¡trz elementu
 e

i przybli»a-
ne jest warto±ci¡ tego pola w ±rodku ci¦»ko±ci elementu, zob. [44].

Wprowadza si¦ nast¦puj¡cy wektor losowy:

X MP = f H (z�
1); H (z�

2); : : : ; H (z�
Ne

)g; (C.16)

gdzie X i = H (z�
i ), i = 1 ; 2; : : : ; Ne, s¡ warto±ciami pola losowego w ±rodkach

ci¦»ko±ci elementów. Zakªada si¦, »e wªasno±ci wektoraX MP wynikaj¡ bezpo-
±redniego z wªasno±ci pola losowegoH (z), na przykªad,

Cov(X m ; X n ) = K H (z�
m ; z�

n ); m; n 2 f 1; 2; : : : ; Neg: (C.17)

Ostatecznie, aproksymacj¦ pola losowegoH (z) metod¡ punktów ±rodkowych
zapisa¢ mo»na jako

ĤMP (z) = H (z�
i ); z 2 
 e

i ; i = 1 ; 2; : : : ; Ne; (C.18)

lub inaczej

ĤMP (z) =
NeX

i =1

I 
 e
i
(z)H (z�

i ); (C.19)

gdzie I 
 e
i
, i = 1 ; : : : ; Ne, s¡ funkcjami charakterysycznymi elementów pola lo-

sowego. RealizacjeĤMP (z) s¡ funkcjami schodkowymi o warto±ciach staªych
wewn¡trz elementów pola losowego
 e

i ; i = 1 ; 2; : : : ; Ne, z nieci¡gªo±ciami na
brzegach elementów. Mo»na pokaza¢, zob. [44], »e dyskretyzacja metod¡ punk-
tów ±rodkowych prowadzi do wi¦kszej losowej zmienno±ci pola ĤMP (z) wewn¡trz
elementów w porównaniu z oryginalnym polem losowymH (z).

Inna z wersji dyskretyzacji punktowej jest ±ci±le zwi¡zanaz tzw. stochastycz-
n¡ metod¡ elementów sko«czonych (ang.Stochastic Finite Element Method -
SFEM) [123]. Poniewa» wszystkie operacje caªkowania wykonywane w trakcie
rozwi¡zania zadania MES przeprowadza si¦ obliczaj¡c warto±ci funkcji podcaª-
kowych w punktach Gaussa elementów sko«czonych, dyskretyzacji pola losowe-
go dokonuje si¦ wªa±nie w punktach caªkowania elementów, zob. [18]. Metoda
ta pozwala otrzyma¢ bardzo dobr¡ aproksymacj¦ pola losowego w przypadku
maªych warto±ci dªugo±ci korelacji, lecz jej podstawow¡ wad¡ jest gwaªtowny
wzrost liczby zmiennych losowych wraz z wielko±ci¡ siatki MES.
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C.3. Metoda ±redniej przestrzennej

Do grupy metod u±redniania zaliczy¢ mo»na dyskretyzacj¦ pola losowego
metod¡ ±redniej przestrzennej (ang.spatial average method- SA), zob. [255]
i [127]. W przeciwie«stwie do metody dyskretyzacji punktowej, gdzie pole lo-
sowe w elemencie reprezentowane jest przez warto±ci tego pola w arbitralnie
wybranych punktach, w metodzie ±redniej przestrzennej pole losowe u±redniane
jest wewn¡trz elementu, co prowadzi do nast¦puj¡cej de�nic ji:

ĤSA(z) =

R

 e

i
H (z)d
 e

i

j
 e
i j

= �H i ; z 2 
 e
i ; i = 1 ; 2; : : : ; Ne: (C.20)

Konsekwentnie, wektor X SA = f �H1; �H2; : : : ; �HNe g przyjmuje si¦ jako wektor
zmiennych losowych stanowi¡cych podstaw¦ dyskretyzacji.Ostatecznie, podob-
nie jak w metodzie punktów ±rodkowych, dyskretyzacj¦ pola losowego mo»na
zapisa¢ w postaci nast¦puj¡cej sumy:

ĤSA(z) =
NeX

i =1

I 
 e
i
(z) �H i : (C.21)

Niestety podej±cie to ma zastosowanie jedynie w przypadku gaussowskich pól
losowych. Tylko wtedy mo»liwe jest otrzymanie funkcji g¦sto±ci wektoraX SA .
Warto±ci ±rednie oraz kowariancje zmiennychX SA dane s¡ poprzez odpowiednie
caªki funkcji warto±ci ±rednich oraz kowariancji pola losowego w elementach
dyskretyzacji.

Aproksymacja metod¡ ±redniej przestrzennej prowadzi do pola o wi¦kszej
regularno±ci w porównaniu z oryginalnym polem losowym. Mo»na zatem trak-
towa¢ t¦ metod¦ oraz metod¦ punktów ±rodkowych jako, odpowiednio, dolne
i górne ograniczenia losowej zmienno±ci dyskretyzowanegopola.

C.4. Metoda funkcji ksztaªtu

Dyskretyzacja pola losowego metod¡ funkcji ksztaªtu (ang.shape function
method - SF), zob. [155,156], wykorzystuje koncepcj¦ funkcji aproksymuj¡cych
znan¡ z metody elementów sko«czonych. Obszar
 , w którym okre±lone jest
pole losowe, tak jak w przypadku poprzednich metod, dzielony jest na elementy

 e

i , i = 1 ; 2; : : : ; Ne. Aproksymacja pola wewn¡trz tych elementów dana jest
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jako

ĤSF(z) =
qiX

j =1

N j (z)H (zj ); z 2 
 e
i ; i = 1 ; 2; : : : ; Ne ; (C.22)

gdzieqi jest liczb¡ w¦zªów elementu 
 e
i , N j (z), j = 1 ; : : : ; qi , s¡ warto±ciami wie-

lomianowych funkcji ksztaªtu w punkcie z, a zj s¡ wspóªrz¦dnymi w¦zªów. Co za
tym idzie, funkcja warto±ci oczekiwanej oraz funkcja kowariancji aproksymacji
typu SF maj¡ nast¦puj¡c¡ posta¢:

� Ĥ SF
(z) =

qiX

i =1

N i (z)� H (zi ); (C.23)

K Ĥ SF
(z; z0) =

qiX

i =1

qjX

j =1

N i (z)N j (z0)K H (zi ; zj ); (C.24)

gdzie qi jest liczb¡ w¦zªów w elemencie zawieraj¡cym punkt z, a qj jest liczb¡
w¦zªów w elemencie zawieraj¡cym punkt z0. Realizacje pola losowegoĤSF s¡
funkcjami ci¡gªymi na 
 , co stanowi niew¡tpliw¡ zalet¦ tej metody dyskretyzacji
w porównaniu z metod¡ punktów ±rodkowych czy te» metod¡ u±redniania.

C.5. Metoda optymalnej aproksymacji liniowej

Metoda optymalnej aproksymacji liniowej (ang. optimal linear estimation
method - OLE) opisana zostaªa przez Li i Der Kiureghian'a w pracy [147]. Mo»na
j¡ rozpatrywa¢ jako szczególny przypadek metody funkcji ksztaªtu, poniewa»
w dyskretyzacji metod¡ OLE równie» wykorzystuje si¦ wektor warto±ci pola
losowego w punktach w¦zªowych

X = f H (z1); H (z2); : : : ; H (zq)g; (C.25)

gdzie zi , i = 1 ; : : : ; q s¡ wspóªrz¦dnymi w¦zªów, a aproksymacja pola losowego
zde�niowana jest wzorem (por. (C.22)):

ĤOLE (z; X ) = a(z) +
qX

i =1

bi (z)X i : (C.26)

Dla ustalonegoz 2 
 warto±ci wspóªczynnikówa(z) i bi (z), i = 1 ; : : : ; q, wy-
znaczane s¡ przez rozwi¡zanie nast¦puj¡cego zadania optymalizacji:

znajd¹ minimum: Var[H (z) � ĤOLE (z; X )]; (C.27)

przy ograniczeniu: E[H (z) � ĤOLE (z; X )] = 0 : (C.28)



310 C. Metody dyskretyzacji pól losowych

Poszukuje si¦ zatem takich warto±cia(z) i bi (z), które minimalizuj¡ wariancj¦
bª¦du aproksymacji przy jednoczesnym zapewnieniu, »e aproksymacja ĤOLE

w punkcie z jest nieobci¡»ona, tzn. E[H (z)] = E[ĤOLE (z; X )].

Podstawiaj¡c (C.26) do warunku (C.28) wspóªczynnika(z) wyznaczy¢ mo»-
na jako

a(z) = � H (z) �
qX

i =1

bi (z)E[X i ]: (C.29)

Podstawiaj¡c nast¦pnie powy»sze wyra»enie do (C.26) otrzymuje si¦

ĤOLE (z; X ) = � H (z) +
qX

i =1

bi (z) (X i � E[X i ]) : (C.30)

Uwzgl¦dnienie (C.30) w wyra»eniu na wariancj¦ przy jednoczesnym wykorzy-
staniu warunku (C.28), prowadzi do nast¦puj¡cej postaci funkcji celu (C.27):

Var
h
H (z) � ĤOLE (z)

i
= E

� �
H (z) � ĤOLE (z)

� 2
�

=

= � 2
H (z) � 2

qX

i =1

bi (z)Cov[H (z); X i ] +
qX

i =1

qX

j =1

bi (z)bj (z)Cov[X i ; X j ]: (C.31)

Warto±ci funkcji bi (z) powinny minimalizowa¢ funkcj¦ ( C.31) w ka»dym punkcie
obszaru 
 . Warunek konieczny istnienia minimum, zerowanie si¦ pierwszych
pochodnych (C.31) ze wzgl¦du na bi (z), dany jest jako

8 i = 1 ; 2; : : : ; q � Cov[H (z); X i ] +
qX

j =1

bj (z)Cov[X i ; X j ] = 0 : (C.32)

Ostatecznie, na podstawie (C.32), warto±ci bi w punkcie z oblicza si¦ rozwi¡zuj¡c
nast¦puj¡cy ukªad równa« liniowych:

b(z) = C � 1
X CHX (z); (C.33)

gdzie b(z) = f b1(z); b2(z); : : : ; bq(z)g, CX jest macierz¡ kowariancji zmiennych
losowych X , a CHX (z) = f Cov[H (z); X 1]; Cov[H (z); X 2]; : : : ; Cov[H (z); X q]g.
Wykorzystuj¡c powy»szy wynik w wyra»eniu (C.30) otrzymuje si¦ macierzow¡
posta¢ wzoru na dyskretyzacj¦ pola losowego metod¡ OLE

ĤOLE (z; X ) = � H (z) +
�
C � 1

X CHX (z)
� T (X � � X ); (C.34)
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gdzie � X = f E[X 1]; E[X 2]; : : : ; E[X q]g. Wyodr¦bniaj¡c we wzorze ( C.34) cz¦±¢
deterministyczn¡ mo»na przedstawi¢ go w nast¦puj¡cej równowa»nej postaci:

ĤOLE (z; X ) =
�
� H (z) � CHX (z)C � 1

X � X

�
+

qX

i =1

�
C � 1

X CHX (z)
�

i X i : (C.35)

Šatwo zauwa»y¢, »e metoda optymalnej aproksymacji liniowej bardzo podobna
jest do dyskretyzacji pola losowego metod¡ funkcji ksztaªtu (C.22). Pomijaj¡c
wspólny skªadnik w wyra»eniu (C.35), funkcje ksztaªtu odpowiadaj¡ce punktom
w¦zªowym w metodzie OLE zapisa¢ mo»na jako

N OLE
i (z) =

�
C � 1

X CHX (z)
�

i =
qX

j =1

(C � 1
X ) ij � H (z)� H (zj )� H [H (z); X j ];

i = 1 ; : : : ; q:

(C.36)

Wariancja dyskretyzacji OLE w punkcie z wyra»a si¦ nast¦puj¡co:

Var
h
ĤOLE (z; X )

i
= E

� �
ĤOLE (z; X ) � E

h
ĤOLE (z; X )

i� 2
�

=

= E
� �

ĤOLE (z; X ) � � H (z)
� 2

�

= E
�
CT

HX (z)C � 1
X (X � � X )(X � � X )T C � 1

X CHX (z)
�

= CT
HX (z)C � 1

X CHX (z): (C.37)

Wykorzystuj¡c ( C.33) wariancja bª¦du aproksymacji (C.31) dana jest w postaci
macierzowej jako

Var
h
H(z) � ĤOLE (z; X )

i
= � 2

H (z) � 2CT
HX (z)C � 1

X CHX (z)+ CT
HX (z)C � 1

X CHX (z)

= � 2
H (z) � CT

HX (z)C � 1
X CHX (z): (C.38)

Mo»na zauwa»y¢, »e drugi wyraz w wyra»eniu (C.38) równa si¦ wariancji dys-
kretyzacji metod¡ OLE ( C.37). Poniewa» wariancja z de�nicji przyjmuje jedynie
warto±ci nieujemne, z równania (C.38) wynika zale»no±¢

Var
h
ĤOLE (z; X )

i
� � 2

H (z); (C.39)

co oznacza, »e dyskretyzacja metod¡ OLE prowadzi do pola losowego o wi¦kszej
regularno±ci (mniejszej losowo±ci) ni» oryginalne pole losowe.
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C.6. Niegaussowskie pola losowe

W wi¦kszo±ci praktycznych zada« analizy niezawodno±ci konstrukcji otrzy-
mywane warto±ci prawdopodobie«stwa awarii s¡ bardzo maªe,a co za tym idzie
bardzo wra»liwe na zaªo»enia dotycz¡ce typów rozkªadów prawdopodobie«stwa
zmiennych losowych, w szczególno±ci ksztaªtu tzw. ogonów funkcji g¦sto±ci praw-
dopodobie«stwa. Z tego wzgl¦du, jest niesªychanie istotne»eby wybrana metoda
dyskretyzacji byªa w stanie jak najdokªadniej odda¢ rzeczywisty ksztaªt rozkªa-
du prawdopodobie«stwa zmiennych reprezentuj¡cych pole losowe, a nie jedynie
ich dwóch pierwszych momentów statystycznych.

Przedstawione w tym dodatku metody dyskretyzacji speªniaj¡ ten warunek
tylko w przypadku gaussowskich pól losowych. Z drugiej strony, mog¡ by¢ one
stosowane w przypadku niegaussowskich pól losowychHNG , je»eli istnieje na-
st¦puj¡ca nieliniowa transformacja:

HNG (z) = T [H (z)] ; (C.40)

gdzie H jest polem gaussowskim.HNG mo»na przybli»y¢ przez transformacj¦
dyskretyzacji pola losowego.

ĤNG (z) = T
�
Ĥ (z)

�
; (C.41)

Jednak, jak to podkre±lono w doskonaªej przegl¡dowej pracySudreta i Der Kiu-
reghiana [245], w przypadku transformacji dyskretyzacji metod¡ OLE otrzyma-
ne przybli»enie mo»e utraci¢ wªasno±¢ minimalizacji bª¦duaproksymacji (C.27).

Do klasy transformacji, które wykorzysta¢ mo»na w równaniu(C.40) zaliczy¢
nale»y transformacj¦ Natafa, zob. [151, 183], która znajduje zastosowanie przy
dyskretyzacji logarytmiczno-normalnych pól losowych. Pola te s¡ szczególnie
wa»ne w modelowaniu losowych wªasno±ci materiaªu ze wzgl¦du na przyjmowa-
nie jedynie dodatnich realizacji.

C.7. Dobór wielko±ci elementów pola losowego

Niektóre z metod dyskretyzacji, np. MP, SA i SF, wymagaj¡ podziaªu ob-
szaru
 na elementy pola losowego. Ponadto, pomimo »e do zbudowaniadyskre-
tyzacji metod¡ OLE wystarczy poda¢ dowolny zbiór punktów f z1; : : : ; zqg 2 
 ,
to wybierane s¡ najcz¦±ciej w¦zªy regularnych siatek opisuj¡cych geometri¦ ana-
lizowanego zagadnienia.
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Poniewa» w wi¦kszo±ci przypadków, które s¡ istotne z punktuwidzenia prak-
tyki projektowej, do rozwi¡zania problemu mechanicznego wykorzystywana jest
metoda elementów sko«czonych, wa»ne jest ze wzgl¦du na prostot¦ implemen-
tacji, aby siatka elementów sko«czonych oraz siatka elementów pola losowego
byªy w pewien sposób ze sob¡ zwi¡zane. Z drugiej strony, nale»y pami¦ta¢, »e
dobór wielko±ci tych dwóch rodzajów elementów wynika z innych przesªanek.
Zazwyczaj nie powinno si¦ stosowa¢ tej samej siatki do dyskretyzacji pola loso-
wego w zagadnieniu analizy stochastycznej oraz dyskretyzacji pola przemiesz-
cze« lub temperatur w zadaniu MES. Siatka elementów sko«czonych uwzgl¦dnia
charakter pola napr¦»e« i zag¦szczana jest w miejscach wyst¦powania du»ych
gradientów tych napr¦»e«, natomiast najwa»niejsz¡ wielko±ci¡, która steruje do-
borem wymiaru elementów pola losowego, jest dªugo±¢ korelacji (C.12) funkcji
kowariancji tego pola.

Jak wspomniano, w praktyce najcz¦±ciej stosuje si¦ jednak siatki pola loso-
wego powi¡zane z siatkami MES. Uªatwia to odwzorowanie realizacji tego pola
na parametry elementów sko«czonych. Podstawow¡ technik¡ jest tu �skªadanie�
elementów pola losowego z kilku elementów MES. W zale»no±ciod zastosowanej
metody dyskretyzacji, w literaturze mo»na znale¹¢ szereg sugestii dotycz¡cych
doboru wielko±ci elementów pola losowego, za [245]:

� W przypadku metod u±redniania, na podstawie zada« dotycz¡cych ana-
lizy belek oraz jednowymiarowych pól losowych w [161] zaleca si¦, aby
odlegªo±ci pomi¦dzy ±rodkami ci¦»ko±ci elementów byªy wi¦ksze od tzw.
skali �uktuacji (ang. scale of �uctuation ) zde�niowanej jako (zob. [255])

� =
Z 1

�1
� (� z)d� z: (C.42)

� Analizuj¡c belk¦ o losowej sztywno±ci z trójk¡tn¡ funkcj¡ k orelacji (C.9),
w pracy [44] zaproponowano przyj¦cie dªugo±ci elementów losowych w gra-
nicach a=4 do a=2.

� U»ywanie zbyt g¦stej siatki elementów pola losowego prowadzi¢ mo»e do
bardzo wysokiej korelacji zmiennych losowych stosowanychw dyskretyza-
cji pola. Powodowa¢ to mo»e problemy numeryczne, np. przy odwracaniu
macierzy korelacji we wzorze (C.34). Zatem, konstruuj¡c dyskretyzacj¦
pola losowego powinno si¦ unika¢ silnego skorelowania zmiennych stano-
wi¡cych podstaw¦ dyskretyzacji.
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AE-MDB Advanced European Mobile Deformable Barrier� europejska za-
awansowana ruchoma odksztaªcalna bariera.

AMV Advanced Mean Value� udoskonalona metoda warto±ci ±redniej, przy-
bli»ona metoda wyznaczania dystrybuanty funkcji losowej (odpowiedzi
konstrukcji), a w szczególno±ci jej kwantyli.

API Application Programming Interface � interfejs do programowania aplikacji.

ARF Abdo-Rackwitz-Fiessler algorithm� algorytm Abdo-Rackwitza-Fiesslera
poszukiwania punktu projektowego.

BFGS Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno� skrót od nazwisk twórców, quasi-
newtonowska metoda aproksymacji hesjanu.

BST Basic Shell Triangle � podstawowy trójk¡tny element powªokowy.

Control parameters � parametry sterowalne, okre±lenie u»ywane w metodzie
Taguchi'ego.

CA Cluster Analysis � analiza skupie«.

CP Columnwise-Parwise algorithm� algorytm �kolumnami i parami�, metoda
optymalizacji rozmieszczenia punktów ªaci«skiej hiperkostki.

CPU Central Processing Unit � procesor.

DACE Design and Analysis of Computer Experiments� metoda analizy eks-
perymentów komputerowych oparta na technice krigingu.

DFSS Design For Six Sigma� nowoczesna strategia projektowania procesów
i konstrukcji gdzie gªówny nacisk kªadziony jest na speªnienie wysokich
wymaga« dotycz¡cych jako±ci.

DRM Dimension Reduction Method� metoda redukcji wymiarów, jedna z me-
tod szacowania statystyk funkcji losowej.
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DRS Dual Response Surface method� strategia aproksymacji statystyk, jedna
ze strategii rozwi¡zania zadania optymalizacji odporno±ciowej.

DS Descriptive Sampling � próbkowanie opisowe lub zdeterminowane, do tej
klasy mo»na zaliczy¢ tak»e metody symulacyjne wykorzystuj¡ce koncep-
cj¦ ªaci«skiej hiperkostki.

EPP Expanded PolyPropylene foam� pianka polipropylenowa.

ESS Explained Sum of Squares� wyja±niona suma kwadratów, poj¦cie u»ywane
w liniowej analizie regresji.

FORM First Order Reliability Method � metoda analizy niezawodno±ci pierw-
szego rz¦du.

GPU Graphics Processing Unit � procesor kart gra�cznej.

HMV Hybrid Mean Value algorithm � hybrydowy algorytm warto±ci ±redniej,
metoda rozwi¡zywania zadania odwrotnego analizy niezawodno±ci w ra-
mach podej±cia PMA.

iHLRF improved Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler algorithm� udoskonalony al-
gorytm Hasofera-Linda-Rackwitza-Fiesslera poszukiwania punktu projek-
towego.

Inner array � wewn¦trzna tablica ortogonalna, okre±lenie u»ywane w metodzie
Taguchi'ego.

IS Importance Sampling � metody redukcji wariancji, rodzina symulacyjnych
metod analizy niezawodno±ci.

LH Latin Hypercube � ªaci«ska hiperkostka.

MLE Maximum Likelihood Estimation � metoda najwi¦kszej wiarygodno±ci,
u»ywana do wyznaczania wspóªczynników równania krigingu.

MLS Moving Least Squares method� lokalna metoda najmniejszych kwadra-
tów, metoda aproksymacji lokalnej oparta na metodzie wa»onej regresji
liniowej.

MC Monte Carlo simulation � podstawowa symulacyjna metoda Monte Carlo,
zwana czasem klasyczn¡ (classical) lub zgrubn¡ ( crude).

MOGA Multi Objective Genetic Algorithm � wielokryterialny algorytm gene-
tyczny.

MP Midpoint method � metoda punktów ±rodkowych, metoda dyskretyzacji
pola losowego.

MPP Most Probable Point lub Most Probable failure Point � punkt projektowy
zwany te» punktem beta.
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MSE Mean Squared Error � bª¡d ±redniokwadratowy.

MVFO Mean Value First Order � zgrubna metoda szacowania prawdopodo-
bie«stwa awarii polegaj¡ca na liniowej aproksymacji funkcji granicznej w
warto±ciach oczekiwanych zmiennych losowych.

Noise parameters � parametry zakªócaj¡ce, okre±lenie u»ywane w metodzie
Taguchi'ego.

Nugget e�ect � efekt grudki zªota, metoda umo»liwiaj¡ca uzyskanie równa«
krigingu w wersji aproksymacyjnej.

OLE Optimal Linear Estimation method � metoda optymalnej aproksymacji
liniowej, metoda dyskretyzacji pola losowego.

OLH Optimal Latin Hypecube � optymalna hiperkostka ªaci«ska, ªaci«ska hi-
perkostka o równomiernym rozmieszczeniu punktów, np. taka, która mak-
symalizuje minimaln¡ odlegªo±¢ mi¦dzy punktami.

Outer array � zewn¦trzna tablica ortogonalna, okre±lenie u»ywane w metodzie
Taguchi'ego.

Parallel coordinate plot � wykres wieloosiowy do wizualizacji danych wielo-
wymiarowych.

PCA Principal Component Analysis � analiza gªównych skªadowych.

PCE Polynomial Chaos Expansion� metoda rozwini¦cia funkcji losowej w cha-
os wielomianowy.

PMA Performance Measure Approach� metoda minimum funkcji granicznej,
jedno z alternatywnych sformuªowa« zadania optymalizacjiodporno±cio-
wej.

RDO Robust Design Optimization� optymalizacja odporno±ciowa konstrukcji.

RBDO Reliability Based Design Optimization� optymalizacja niezawodno±cio-
wa konstrukcji.

Response surface � powierzchnia odpowiedzi, metamodel (model modelu).

RIA Reliability Index Approach � metoda wska¹nika niezawodno±ci, jedno z al-
ternatywnych sformuªowa« zadania optymalizacji odporno±ciowej.

RLH Random Latin Hypecube� losowa hiperkostka ªaci«ska, nazwa ma pod-
kre±la¢, »e ukªad punktów hiperkostki jest przypadkowy (chocia» zgodny
z koncepcj¡ LH) i nie podlegaª »adnym mody�kacjom.

RMSE Root Mean Squared Error � pierwiastek bª¦du ±redniokwadratowego.

Robust design � in»ynieria jako±ci, metodologia projektowania konstrukcji,
urz¡dze« lub procesów produkcyjnych, w której, zachowuj¡cfunkcjonal-
no±¢ projektowanego systemu, d¡»y si¦ do znalezienia rozwi¡zania jak



318 Tªumaczenia angielskich skrótów i terminów wyst¦puj¡cych w tek±cie

najmniej wra»liwego (jak najbardziej odpornego) na zmianywarto±ci je-
go parametrów.

RSS Residual Sum of Squares� suma kwadratów reszt, poj¦cie u»ywane w li-
niowej analizie regresji.

SA Spatial Average method� metoda ±redniej przestrzennej, metoda dyskrety-
zacji pola losowego.

Scatter plot � wykres punktowy.

SF Shape Function method� metoda funkcji ksztaªtu, metoda dyskretyzacji
pola losowego.

SFEM Stochastic Finite Element Method� metoda stochastycznych elementów
sko«czonych.

S/N Signal to Noise ratio � stosunek sygnaªu do zakªócenia, okre±lenie u»ywane
w metodzie Taguchi'ego.

SORA Sequential Optimization and Reliability Assessment� metoda sekwen-
cyjnej optymalizacji i analizy niezawodno±ci, strategia realizacji zadania
optymalizacji niezawodno±ciowej z grupy metod rozprz¦»onych.

SORM Second Order Reliability Method� metoda analizy niezawodno±ci dru-
giego rz¦du.

Space �lling design � wypeªniaj¡cy plan eksperymentów (taki jak OLH albo
ci¡g Sobola), pseudolosowy eksperyment, który równomiernie wypeªnia
dany obszar.

SVD Singular Value Decomposition method� metoda dekompozycji na warto-
±ci singularne.

SVM Support Vector Machine method� metoda maszyny wektorów no±nych,
metoda klasy�kacji.

Trust region � obszar dopuszczalny.

TSS Total Sum of Squares� caªkowita suma kwadratów, poj¦cie u»ywane w li-
niowej analizie regresji.
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