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Wanda SZEMPLINSKA-STUPNICKA
Elzbieta TYRKIEL
Samodzielna Pracownia Dynamiki Stosowanej

BIFURKACJE, DRGANIA CHAOTYCZNE 1 FRAKTALE
W OSCYLATORZE ,DWUDOLKOWYM”

1. Wstep

Prezentowany zeszyt jest druga czgScia cyklu prac na temat zjawisk chaotycznych w
nieliniowych oscylatorach. Cze$¢ 1, zatytulowana ,,Bifurkacje, chaos i1 fraktale w dynamice
wahadla” opublikowana zostata w pracach Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki [25].
Majac nadziejg, ze Czytelnik zapoznat si¢ z przedstawionym tam materialem, w obecnym zeszycie
nie powtarzamy wyjasnien dotyczacych podstawowych poje¢ dynamiki nieliniowej, takich jak:

e bifurkacja siodlowo-weztowa 1 bifurkacja podwojenia okresu;

e wykres bifurkacyjny;

e obszary przyciagania;

e dziwny atraktor;

o fraktale

1 inne.

Ujecie tematyki pozostaje bez zmian. Staramy si¢ przedstawi¢ materiat opierajac si¢ gtownie na
interpretacji geometrycznej, przy wykorzystaniu wynikdw obliczen numerycznych 1 grafiki
komputerowej. Zakres omowionych problemow jest znacznie szerszy niz w czg¢sci . Staramy si¢
wyjasnic i zilustrowad takie zjawiska i pojgcia, jak:

e kryzys brzegowy atraktora chaotycznego;

¢ nieprzewidywalnos$¢ ruchu uktadu po zniszczeniu atraktora chaotycznego;

e intermitencyjne przej$cie do chaosu;

e kryterium Mielnikowa;

e wykladniki Lapunowa.

Omawiany w pracy uktad drgajacy posiada dwa minima energii potencjalnej 1 dlatego w skrocie
zostat nazwany uktadem ,,dwudotkowym”. Model matematyczny tego uktadu pojawit si¢ w 1979 r.
jako jednomodalne rownanie ruchu wyboczonej belki [7]. Pierwsze wyniki eksperymentu
fizycznego przedstawil Moon w 1980 r. [11]. W latach pdzniejszych ten sam model znalazt

zastosowanie w wielu galgziach fizyki. Okazato si¢ przy tym, ze jest to model tak bogaty w rozne



zjawiska nieliniowe, ze stat si¢ archetypem wykorzystywanym w ksiazkach-podrecznikach pisanych
przez matematykow stosowanych [33].

Dla Czytelnikow pragnacych poglebi¢ swoja wiedzg na temat uktadu ,,dwudotkowego”, jak
réwniez zapozna¢ si¢ z bardziej zaawansowanymi problemami dynamiki nieliniowej, dolaczamy

spis pomocniczej literatury.

2. Model ukladu ,,dwudotkowego”

Spdjrzmy na zachowanie si¢ kulki, ktéra porusza si¢ po torze narysowanym na rys. 1. Tor ten
ma pagorek, 1 obok dwa dotki. Na kulke dziata sita cigzkosci (wzdtuz osi y), oraz sita oporu ruchu.
Jasne jest, ze jezeli nie przytlozymy zadnej dodatkowej sity zewngtrznej, to kulka bgdzie dazyta do
spoczynku na dnie jednego z dotkéw. Przytézmy teraz do kulki pozioma (wzdhuiz osi z) site
oscylacyjna Acosmot. W najprostszym doswiadczeniu mozemy zamiast przykladania sity
wprowadzi¢ podstawe urzadzenia w poziomy ruch oscylacyjny z,cosmt, jak na rys. 1. Musimy
jednak pamigta¢, by w trakcie naszego doswiadczenia kulka nie odrywata si¢ od powierzchni toru.
Mamy tu niewatpliwie do czynienia z uktadem deterministycznym ttumionym z wymuszeniem
okresowym. Jesli tak, to ruch kulki powinien by¢ catkowicie regularny, co wigcej - rowniez
okresowy (periodyczny).

Latwo przewidzie¢, ze pod wpltywem sity okresowej o matej amplitudzie kulka bedzie

wykonywac¢ drgania wokot swego polozenia spoczynku, a wige ruch bgdzie ograniczony do jednego

"
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Rys. 1. Model fizyczny uktadu ,,dwudotkowego”



dotka. Ale przy wzrastajacej sile wymuszajacej amplituda drgan kulki bedzie rosna¢ i tu
dochodzimy do pytania: co si¢ bedzie dziato, gdy kulka osiagnie wierzchotek toru (z = 0) i zacznie
przeskakiwa¢ do drugiego dotka? Skoro uktad jest symetryczny wzgledem z = 0, to kulka begdzie
miala taka sama tendencj¢ do przeskakiwania przez wierzchotek toru, jesli znajdzie si¢ w tym
drugim dotku. A zatem - czy kulka zacznie teraz ciagle przeskakiwac¢ z prawego do lewego dotka i z

powrotem? I czy bedzie to ruch regularny, przewidywalny w czasie?

Pokazemy dalej, ze wlasnie ten ruch, zwiazany z przeskakiwaniem kulki z dotka do dotka,
moze by¢ chaotyczny; a ponadto, ze ruch ten wystepuje w szerokim zakresie wartosci amplitudy i
czestosci sity wymuszajace;.

Omawiany uktad drgajacy cechuje ogromna réznorodno$¢ zjawisk silnie nieliniowych. Ich
przejawem jest m.in. mozliwo$¢ wystepowania réznych rodzajow ruchu, zaréwno regularnych, jak i
chaotycznych. Aby to zbada¢ doktadnie, trzeba przeprowadzi¢ obliczenia numeryczne. Trzeba wige
sformutowa¢ model matematyczny uktadu, tj. rownanie ruchu kulki, i przeprowadzi¢ jego
numeryczng analiz¢ (na przyktad przy zastosowaniu pakietu programoéw dynamiki nieliniowej

Dynamics [14]).

Nasz model fizyczny (rys. 1) wybraliSmy tak, by réwnanie ruchu miato form¢ réwnania
rozniczkowego zwyczajnego drugiego rzedu, rdOwnania majacego zastosowanie w wielu réznych
gateziach fizyki:

d’z  dz

F+ka—az+ﬁz3=Acosar, (1)

gdzie o, >0 sa stalymi wspotczynnikami, k£ reprezentuje wspotczynnik sity oporu (ttumienia
wiskotycznego), 4, ® oznaczaja odpowiednio amplitude oraz czesto$¢ sity wymuszajacej, d/dr
oznacza rozniczkowanie wzgledem czasu t.

Po przeksztalceniach i1 zamianie zmiennych mozna to rownanie sprowadzi¢ do postaci

bezwymiarowej (standardowej):

2
1 1

d—fvthﬁ——x+—x3 = F cosmt , (2)

dt dt 2 2

gdzie:

Wszystkie obliczenia przedstawione dalej wykonane sa dla réwnania ruchu w formie réwnania (2).



Zastandbwmy si¢ teraz, jak dobraé ksztalt toru, po ktorym porusza sie¢ kulka, by sily potencjalne

opisane byly zatozona w rownaniu (2) zaleznoscia:

Zauwazmy, ze ksztalt tego toru, czyli zalezno$¢ wspotrzednej pionowej y od wspotrzednej poziomej x,
y = y(x), decyduje o zmianie energii potencjalnej V' w funkcji x. Z kursu mechaniki ogolnej wiemy, ze
sita potencjalna wzdtuz osi x jest rowna pochodnej energii potencjalnej wzgledem x, ze znakiem minus.

Mozemy to zapisac nastgpujaco:

a stad: V(x):j(—%x+%x3j dx+C:—%x2+%x4+C : 3)

gdzie C - stata dowolna. Jesli przyjmiemy potozenie osi uktadu tak, jak narys. 1,to C = re

Na rys. 2 przedstawiamy wykres energii potencjalnej V' w funkcji x, a tym samym opisany analitycznie

ksztatt toru kulki na rys. 1. Zauwazmy, ze energia potencjalna osiaga minimum przy
x=+1 oraz x=-1,
a wigc oba minima (,,dotki” potencjatu) potozone sa symetrycznie wiasnie w tych odlegtosciach od

szczytu - punktu odpowiadajacego maksimum energii potencjalnej przy x =0.

Vix),

>

v

-1 0 +1

Rys. 2. Wykres energii potencjalnej kulki V(x)



3. Oscylacyjny ruch kulki wokot ,,dotka potencjalu”

Najpierw spojrzmy na rys. 3, gdzie narysowana jest tylko prawa strona wykresu potencjatu V' =
V(x), tj. tylko otoczenie prawego minimum energii potencjalnej. Wprowadzamy tez dodatkowo
wspotrzedna x = x —1, okres$lajaca odlegtos¢ w poziomie od tego minimum. Réwnanie ruchu w

nowej zmiennej X przybiera postac:

2_
X s 320 8 Feosor. )
dt2 dt 2 2

Zatem czgsto$¢ wlasna matych drgan kulki wokot potozenia rownowagi (x = 0) jest rowna 1.

_ Widzimy wyraznie (rys. 3a), ze ten
X ) .
V(;)C) — dotek potencjalu, w ktorym porusza si¢
| kulka, jest niesymetryczny wzgledem
x =0. Mozemy wigc spodziewac sig, ze

(@) o
1 ruch kulki bedzie niesymetryczny. |
rzeczy-wiscie, portret fazowy ruchu 7-

perio-dycznego, tj. trajektoria tego

> ruchu w plaszczyznie x-—Xx, jest

niesymetryczny (rys. 3b).

Nastepnie rysujemy schematycznie

X A . wykres maksymalnego wychylenia X,
( b) w funkcji czgstosci wymuszenia ® w
poblizu glownego rezonansu, tj. w

otoczeniu ® = 1. Wykres ten wskazuje

na tzw. ,migkka -charakterystyke”
uktadu, przy ktérej krzywe rezonansowe

Xmax = Xmax (®) sa pochylone, podobnie

X jak w przypadku wahadta, w kierunku
'

0 +1 mniejszych czgstosci [25]. Widzimy tez,
ze pomigdzy czgstosciami oznaczonymi

Rys. 3. Otoczenie prawego dotka potencjatlu; (a) O,y 1 Ogp uklad posiada dwa
krzywa energii potencjalnej; (b) portret fazowy

) stabilne rozwiazania T-periodyczne
ruchu T-periodycznego Zwigzani periodycz

(atraktory T-periodyczne) oznaczone

linia ciagla - atraktor rezonansowy S, 1 nierezonansowy S, (rys. 4a). Atraktory te znikaja w



punktach bifurkacji siodtowo-weztowych snd 1 snB. Widzimy tu pelna analogi¢ do zjawisk
wystepujacych przy drganiach wahadla, z jednym wyjatkiem - oba atraktory S, i S, sa w
obecnym przypadku niesymetryczne (S;(x) # S;(-x), i=r,n).

x’”""ﬁ (a) P(;< F< E
snB
Sl‘
—
O (DA 1 - @
Xmax

| | . ®

Rys. 4. Charakterystyki amplitudowo-czgstosciowe w otoczeniu gldownego rezonansu;
(a) mata amplituda wymuszenia F; (b) wigksza amplituda wymuszenia F'

Gdy zwigkszymy nieco parametr amplitudy wymuszenia F, okaze sig, ze przy wierzchotku
krzywej rezonansowej S, pojawiaja si¢ nowe, nieregularne zjawiska (rys. 4b). Znika bifurkacja
siodtowo-wezlowa snB, a zamiast niej pojawia si¢ cala kaskada bifurkacji podwojenia okresu (na
rys. 4b jako pd zaznaczony jest poczatek tej kaskady). Dalej pojawia si¢ waski pas chaosu
oscylacyjnego (atraktor chaotyczny), ktory ostatecznie znika poprzez mechanizm kryzysu - cr;. Jest

to na razie rysunek schematyczny, zjawiska te zostana omoéwione doktadniej w nastgpnych

rozdzialach.



Strzatki (w gor¢ 1 w dol) zaznaczone na rys. 4b w punkcie kryzysu cr; informuja nas o
mozliwych dalszych zachowaniach sig¢ uktadu po zniknigciu atraktora chaotycznego. Strzatka w dot
wskazuje, ze po kryzysie atraktora chaotycznego trajektoria ruchu ukladu zdaza do atraktora

nierezonansowego S,, a tym samym nie opuszcza danego ,dotka potencjalu”. A co oznacza

symbolicznie zaznaczona strzatka do gory? W nastepnym rozdziale pokazemy, ze po zniknigciu
atraktora chaotycznego trajektoria ruchu uktadu moze rowniez przekroczy¢ barierg potencjatu V.,
(przy x = 0) 1 zacza¢ wykonywac¢ drgania nierezonansowe w przeciwlegtym ,,dotku”.

Tak wigc schematyczny rysunek 4b sygnalizuje nam, ze przy dostatecznie duzej wartosci
amplitudy wymuszenia F' regularnemu, 7-periodycznemu ruchowi wewnatrz dotka potencjatu moga
towarzyszy¢ zupelnie nieregularne zjawiska.

Aby zbada¢, przy jakiej wartosci F' te nowe zjawiska si¢ pojawiaja, a nastepnie - dlaczego si¢
pojawiaja, zanalizujmy najpierw wykres ilustrujacy obszary istnienia roéznych atraktoréw w

plaszczyznie parametrOw wymuszenia (parametrow kontrolnych) F - @ —rys. 5.
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Rys. 5. Obszary istnienia roznych atraktorow w ptaszczyznie parametrow kontrolnych F - ®
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Widzimy, ze krzywa rezonansowa ma charakter taki jak na rys. 4a tylko w stosunkowo waskim
zakresie amplitudy wymuszenia - od Fy do F;, bo tylko w tym zakresie istnieja obie bifurkacje
siodtowo-weztowe snAd 1 snB. W zakresie od F; do F, zakres czgstosci, w ktorym oba atraktory (S,
i S,) wspolistnieja, maleje, a pojawiajace si¢ linie oznaczone pd (poczatek kaskady bifurkacji
podwojenia okresu) i1 cr; (kryzys atraktora chaotycznego) wskazuja, ze wykres rezonansowy ma
charakter taki jak na rys. 4b. Na rys. 5 widzimy jeszcze jedna linig (M), linig, ktéra nie oznacza
granicy istnienia zadnego atraktora. Co oznacza linia M i jaka role odgrywa w zachowaniu si¢

uktadu - na to pytanie odpowiada nastgpny rozdzial poswigcony tzw. kryterium Mielnikowa.

4. Kryterium Mielnikowa jako kryterium chaotycznosci ukladu

Zwrocimy si¢ teraz w kierunku obserwacji rozmaito$ci siodta centralnego. Postuzymy si¢ w tym
celu metoda ,,odwzorowania Poincarégo”, ktéra rozwiazanie 7-periodyczne przeksztalca w jeden
punkt (patrz [25]). Siodlo centralne reprezentuje niestabilne rozwiazanie T-periodyczne, ktore
pojawia si¢ przy wierzchotku energii potencjalnej uktadu. Dla uproszczenia rozwazan wybieramy
takie wartosci parametrow F i ®, przy ktorych w obu dotkach potencjatu istnieje tylko atraktor
rezonansowy S, - na rys. 5 jest to obszar polozony na prawo od linii bifurkacyjnej snA. Na rys. 6
przedstawiamy, na plaszczyznie Poincarégo x, —x,, atraktory rezonansowe w prawym i lewym
dotku (punkty S; i S: ), a takze siodlo centralne oznaczone Dy 1 jego rozmaitosci stateczne W, i
niestateczne W, (rys. 6a). Pamigtamy, ze rozmaito$ci stateczne wyznaczaja granice obszarow
przyciagania réznych atraktorow. Rozmaito$ci niestateczne natomiast daza bezposrednio do tych
atraktorow (tu punktéw S;, S: ). I tak wszystkie trajektorie z obszaru oznaczonego kolorem biatym
daza do lewego atraktora S; (czyli do ruchu periodycznego kulki w lewym dotku), a wszystkie
trajektorie z obszaru niebieskiego - do prawego atraktora S: . Granica obszarow przyciagania obu
atraktoréw jest tu gtadka, ciagla krzywa i nie mamy watpliwosci, ktora trajektoria dazy do ktérego
atraktora.

Taka klarowna sytuacja ma miejsce tylko dla wartosci F, w, ktore znajduja si¢ ponizej linii M
(rys. 5), czyli dla F(w) < F);(®). Co sig dzieje z rozmaitoSciami, a wigc 1 z granicami obszarow
przyciagania, gdy przekroczymy lini¢ bifurkacyjna M - to ilustruja rys. 6b, 6¢. Tutaj oba typy
rozmaitosci - stateczne i niestateczne - przecinaja si¢ (rys. 6b). Prowadzac obliczenia numeryczne
mozemy si¢ przekona¢, ze liczba tych przecig¢ bedzie stale rosta z uptywem czasu obliczen (w
granicy dazy ona do nieskonczonosci). Co si¢ dzieje teraz z granicami obszarOw przyciagania

wspotistniejacych atraktorow - przestaja by¢ one regularne i ciagle, a staja si¢ fraktalne.
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Przyktad fraktalnych granic obszarow przyciagania przedstawiony jest na rys. 6c. Jesli
trajektoria ruchu wystartuje z warunkéw poczatkowych potozonych w obszarze o strukturze
fraktalnej, to ruch przej$ciowy bedzie chaotyczny, a stan koncowy (to, czy kulka ostatecznie bedzie
wykonywaé¢ drgania periodyczne w prawym czy lewym dolku), jest nieprzewidywalny.
Wspominalismy juz o tym zjawisku w rozdziale 6 poprzedniego zeszytu [25], gdzie
wprowadziliSmy pojecie globalnej bifurkacji homoklinicznej. W naszym uktadzie odno$na globalna
bifurkacja, zwana tez kryterium Mielnikowa (odpowiadajaca krzywej M na rys. 5) jest bifurkacjq

homokliniczngq siodla centralnego. Po przekroczeniu tej granicy, tj. dla F(w)> Fy(®), nasz

regularny dotad uktad staje si¢ uktadem chaotycznym.

Zauwazmy jednak, ze uktad nadal posiada regularne, periodyczne atraktory i dlatego przy
wykonywaniu ,,eksperymentu” - czy to fizycznego, czy numerycznego - mozemy w ogole tej
chaotyczno$ci nie zauwazy¢. Jesli bowiem trajektoria kulki rozpocznie si¢ dostatecznie blisko
ktoregos z istniejacych atraktorow, to i ruch przejSciowy bedzie regularny, 1 stan koncowy bedzie
przewidywalny.

Krytyczne parametry bifurkacji homoklinicznej siodta centralnego (bifurkacji Mielnikowa) mozna
obliczy¢ analitycznie w sposob przyblizony, przy uzyciu metody perturbacyjnej. Matematycznej analizie
tego problemu poswigcono duzo miejsca w wielu ksiazkach i artykutach. Po raz pierwszy wyprowadzenie
analitycznego wzoru opisujacego t¢ bifurkacje opublikowano w ksiazce [4]. Zalezno$¢ krytycznych

warto$ci amplitudy wymuszenia F od czgstosci ® 1 wspolczynnika ttumienia 4 przybiera postac:

W obecnej pracy kryterium Mielnikowa wyznaczono zaréwno za pomoca powyzszego wzoru, jak i
poprzez numeryczng analizg rozmaitosci stabilnych i niestabilnych siodta centralnego. Wyniki roznity si¢

tak nieznacznie, ze na rys. 5 mozna je bylo przedstawi¢ w postaci jedne;j linii M.

Powrocimy teraz do obszaru gtownego rezonansu, tj. do tego zakresu wartosci @, w ktorym
istnieja dwa T-periodyczne atraktory (rezonansowy S, i nierezonansowy S, ) w kazdym z dotkéw
potencjatu. Zilustrujemy zagadnienie nieprzewidywalnosci stanu koncowego w sytuacji, gdy
atraktory rezonansowe S, 1 S, zostaly juz przeksztatcone (poprzez kaskade podwojenia okresu) do

oscylacyjnych atraktoréw chaotycznych i znikaja wzdtuz linii bifurkacyjnej oznaczonej cr; (rys. 5).

5. Nieprzewidywalnos$¢ stanu koncowego ruchu ukladu

Wybierzmy parametry F, @ w zakresie, w ktorym wspotistnieja wszystkie cztery atraktory
(rezonansowe S;,S: 1 nierezonansowe S,; ,S,; ), tj. w obszarze, ktéry na rys. 5 ograniczony jest

liniami bifurkacyjnymi snA, snB i cr;, oraz przy warto$ci wymuszenia F > F),. W obszarze tym
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wykres rezonansowy ma charakter taki, jak naszkicowany na rys. 4b. Tamten rysunek byl jednak
schematyczny, teraz sporzadzamy wykres bifurkacyjny, S§ledzac przemiany atraktora
rezonansowego S: przy wartosci F =0.062 1 zmniejszajacych si¢ warto$ciach czgstosci

wymuszenia ® (rys. 7).

® I lev&lfy "dotek" | prawy “doyfek”
1
073} : i
| | 5 TN ’Q)pd
|
F |
072f : 1
L | a
, (a)
071[ ! 1
I |
| el —> ”a)crl
070} ; S!' |
1
| |
L |
0.69 : : : X
1.0 05 0.0 10 p
a) + le‘ "d t k" ' ' " I "
wy "dotek" prawy "dotek
|
073} ! 1
I N ’wpd
1
072| ! i
I |
. (b)
071[ ! i
I 1
< T oottt 'a)crl
070 | . ! |
| Sn :
0.69 . ‘ : . . X
1.0 205 0.0 05 1.0

Rys. 7. Wykres bifurkacyjny ilustrujacy przemiany atraktora rezonansowego i nieprzewidywalnos¢
stanu koncowego; (@) F=0.0620, (b) F=0.0621

Na osi poziomej rejestrowana jest wartos¢ przemieszczenia Poincarégo - x,. Od gory rysunku
pojawia si¢ jedna linia reprezentujaca T-periodyczny atraktor S: , §j. atraktor w prawym dotku
potencjalu. Przy wartosci ® = o ,, atraktor ten podlega bifurkacji podwojenia okresu i zostaje
zastapiony przez atraktor 27-periodyczny, reprezentowany na wykresie bifurkacyjnym przez 2 linie.

Przy dalszym zmniejszaniu ® pojawia si¢ cala kaskada coraz cze$ciej nastgpujacych po sobie
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bifurkacji podwojenia okresu, az wreszcie atraktor przestaje by¢ periodyczny - zamienia si¢ w
chaotyczny atraktor oscylacyjny (na wykresie tuz przed ®., widzimy obszar catkowicie
zaciemniony). Ten atraktor rOwniez traci statecznos¢, zostaje zniszczony przy ® = ®,, przez tzw.
mechanizm kryzysu brzegowego.

Nastgpnie - na gornym rysunku widzimy strzatkg pozioma skierowana w prawo, w kierunku
wspotistniejacego atraktora nierezonansowego Sn W rezultacie trajektoria ruchu osiada na tym
atraktorze, czyli kulka pozostaje w tym samym dotku potencjatu. Na dolnym rysunku natomiast
widzimy sytuacj¢ odwrotna - po zniknigciu chaotycznego atraktora oscylacyjnego kulka przeskakuje
przez barierg potencjatu V., 1 ostateczny wynik - to drgania 7-periodyczne w przeciwlegtym dotku
potencjatu (atraktor S,; ). Oba przypadki réznia si¢ bardzo nieznacznie wartosciami parametru
wymuszenia (AF = 0.0001). Tak wigc stan koncowy uktadu po zniknigciu chaotycznego atraktora
oscylacyjnego jest nieprzewidywalny.

Wyjasénienie przyczyn tej nieprzewidywalnos$ci znajdziemy na wykresie przedstawiajacym
obszary przyciagania na plaszczyznie x, —xp (rys. 8). Tutaj tez odpowiemy sobie na pytanie: co to

jest kryzys brzegowy atraktora chaotycznego?

6. Kryzys brzegowy chaotycznego atraktora oscylacyjnego

Na rys. 8 zaznaczono punkty S,; 1 S,: reprezentujace T-periodyczne atraktory nierezonansowe,
odpowiednio w lewym i prawym dotku potencjatu. W poblizu $rodka rysunku widzimy siodto
centralne Dy, lezace w poblizu wierzchotka potencjatu. Parametry F' i @ dobrano tak, ze atraktory
rezonansowe S; i S: przeksztalcone sa juz w chaotyczne atraktory oscylacyjne. Te chaotyczne
atraktory widzimy w postaci biatych linii (w rzeczywistosci ich odwzorowanie Poincarégo sktada
si¢ z wielu punktow), jeden w lewym, drugi w prawym dotku potencjatu. Mamy wigc 4
wspotistniejace atraktory i1 4 obszary ich przyciagania, zaznaczone odpowiednio kolorami. Granice
tych obszarow maja silnie fraktalna strukture; efektem tej fraktalnosci jest silne wymieszanie si¢
tych czterech kolorow. Zwrdéémy teraz uwage na obszar w poblizu prawego atraktora chaotycznego.
Obszar ten, zaznaczony prostokatem na rys. 8a, przedstawiony jest w powigkszeniu na rys. 8b. Tu
jeszcze wyrazniej widzimy silnie fraktalne granice obszarow przyciagania. Parametry uktadu sa tak
dobrane, ze atraktory chaotyczne sa tuz przed calkowita utrata stateczno$ci, czyli tuz przed
kryzysem brzegowym - widzimy bowiem, ze atraktor na rys 8b prawie ,,dotyka” granicy swego

(niebieskiego) obszaru przyciagania. Na granicy tej widzimy 3 biale punkty, oznaczone symbolami



Rys. 8. Kryzys brzegowy chaotycznego atraktora oscylacyjnego i fraktalne granice obszarow
przyciagania; F =0.075, ® =0.7601

'Dsyr, i =1,2,3. Symbol D oznacza, Ze jest to siodlo, a fakt, ze jest tych punktoéw trzy oznacza, ze
jest to siodto o okresie 37.

Pojgcie kryzysu atraktora chaotycznego pojawilo si¢ w literaturze naukowej w roku 1983 [3].
Kryzys atraktora chaotycznego oznacza nagla jego zmiang przy matej zmianie parametréw. Kryzys
brzegowy to nagle zniszczenie atraktora, ktére nastgpuje wtedy, gdy atraktor ,,zderzy sig” (w
przestrzeni fazowej) z niestabilng orbita okresowa (siodtem), lezaca na brzegu jego obszaru
przyciagania.

Rysunki 8a, 8b przedstawiaja nasz atraktor chaotyczny tuz przed zderzeniem z siodtem 37-
okresowym, lezacym na brzegu jego obszaru przyciagania. Oznacza to, ze mata zmiana parametréw
wymuszenia F, @ spowoduje zniszczenie (zniknigcie) tego atraktora. Rysunek 8c przedstawia

obszary przyciagania pozostate po zniknigciu atraktora chaotycznego (doktadniej: jednoczesnym
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zniknigciu obu atraktorow chaotycznych w poblizu prawego i lewego ,,dotka” potencjatlu). Zniknat
wigc kolor niebieski i zielony, pozostaly kolory czerwony i zo6lty, tj. obszary przyciagania 7-
periodycznych atraktordw nierezonansowych S,; i S,: . Zauwazmy jednak, ze w obszarze, w ktorym
wystgpowat atraktor chaotyczny, obszary przyciagania maja silnie fraktalng strukturg¢. Oznacza to,
ze trajektoria ruchu, startujaca z tego obszaru po zniknigciu atraktora chaotycznego, ma charakter
chaotycznego ruchu przejsciowego. Nie mozna wigc przewidzie¢, jaki bedzie rezultat koncowy -
czy trajektoria ta osiadzie na lewym, czy na prawym atraktorze nierezonansowym.

Na rys. 9 omawiane zjawiska zilustrowane sa w formie portretow fazowych atraktorow, przed-
stawianych dotad w formie odwzorowania Poincarégo. Najpierw widzimy cztery 7-periodyczne
atraktory oscylacyjne - S; , S: oraz S,; , S,: - w obu dotkach potencjatu (rys. 9a); nastepnie - atraktory
nierezonansowe S,; , S,; oraz chaotyczne atraktory oscylacyjne powstate z atraktoroOw rezonan-
sowych (rys. 9b); po kryzysie atraktoréw chaotycznych pozostaja tylko atraktory S,; , S,; (rys. 9c¢).

Powr6¢my na chwilg do rys. 5. Widzimy, ze w miarg zwigkszania amplitudy sity wymuszajacej

F zakres czgsto$ci @, w ktorym istnieja oba atraktory oscylacyjne - rezonansowy i nierezonansowy -

x lewy "dolek" prawy "dotek"
|(@
. atraktor atraktor
i rezonansowy S) rezonansowy S'
| 0.5 .L l
| o
|-0.5
-1 _ atraktor . atraktor
nierezonansowy Sy nierezonansowy S,
-1.5
1.5 1 0.5 ] 8.5 1 1.5 x

b) - ' (c)

oscylacyjny oscylacyjny
L1 atraktor chaotyczny atraktor chaotyczny -

cr,

s [} "
0.5 Sn Sl’l

-1.5 | 1.5

1.5 -1 0.5 o 0.5 1 1.5 x -1.5 -1 -0.5 o 0.5 1 1.5 x

Rys. 9. Portrety fazowe atraktorow ,,jednodotkowych”; (a), (b) przed oraz (c) po kryzysie
oscylacyjnych atraktoréw chaotycznych
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zmniejsza si¢. Zakres ten ograniczony jest z lewej strony linig kryzysu brzegowego cr;, z prawej za$
-linig bifurkacji siodlowo-weztowe;j atraktora nierezonansowego snd, przy czym g,y > ®,, . Przy
F = F, obie te linie bifurkacyjne przecinaja si¢, a dla F > F, mamy sytuacjg, przy ktorej
Ogpq <O, . Zatem wewnatrz obszaru w ksztalcie litery V, w ktorym atraktor rezonansowy znika
przy wigkszej czgstosci niz ta, przy ktorej pojawia sig atraktor nierezonansowy, mamy sytuacjg, w
ktorej nie istnieja zadne atraktory oscylacyjne reprezentujace ruch uktadu wewnatrz ,,dotka”
potencjatu. Jesli tak, to domyslamy sig, ze musi istnie¢ jaka$ forma ruchu (drgania ustalone kulki),

przy ktorej ukltad stale ,,przeskakuje” z jednego do drugiego dotka.

7. Trwaly chaos ,,mi¢dzydoltkowy”

0.10

0.6 0.8 1.0 ®

Rys. 10. Obszary istnienia poszczeg6lnych atraktorow w szerokim zakresie parametrow kontrolnych
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Przyjrzyjmy si¢ najpierw obszarom istnienia réznych atraktorow w szerokim zakresie parametru
F, obejmujacym F > F,. Wspomniany w poprzednim rozdziale obszar w ksztalcie litery V
oznaczony jest symbolem CH. Pojawia si¢ tu rOwniez nowy atraktor oznaczony Sy (rys. 10).

Najpierw przyjrzyjmy si¢ ruchowi uktadu wewnatrz obszaru V, przed pojawieniem si¢ atraktora
S;. Zaczynamy od wykresu bifurkacyjnego sporzadzonego przy malejacej czestosci wymuszenia ®,
dla F = 0.11 - rys. 11. Startujemy od czgstoSci ® >®,,, , a wigc od T-periodycznego atraktora
rezonansowego w lewym lub prawym dotku (tutaj S;). Przy zmniejszaniu ®, atraktor ten podlega
kaskadzie bifurkacji podwojenia okresu i przeksztalca si¢, w malym zakresie wychylenia x,, w
chaotyczny atraktor oscylacyjny. Atraktor ten istnieje w bardzo waskim obszarze czgstosci ® i
znika, a na wykresie pojawia si¢ szeroki pas catkowicie zaciemniony, obejmujacy oba dotki
potencjatu (-15<x, <15). Wnioskujemy, ze ruch uktadu polega na nieustannym przeskakiwaniu
kulki przez barier¢ potencjatu (czyli Vimax), 1 ze ruch ten nie jest periodyczny. Dopiero gdy,
zmniejszajac czgsto§¢ wymuszenia, dochodzimy do warto$ci o,y odpowiadajacej bifurkacji
siodtowo-wezlowej, z obszaru tego ,,wytania si¢” 7T-periodyczny atraktor oscylacyjny S, (narys. 11

narysowano réwniez linia przerywana odpowiadajaca mu galaz niestateczng).

0) T Ll T T T T Il
Sv
r
0.90 | .
Wpd
0.85} 1 Qery
0.80 |
0.75
Wsna
0.70 |
0.65L . . . . . _Ix

15 1.0 05 0.0 0.5 1.0 15 P

Rys. 11. Wykres bifurkacyjny dla F=0.11
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Probke przebiegu czasowego tego nieregularnego ruchu obejmujacego oba ,,dotki” potencjatu
przedstawiono na rys. 12. Widzimy, Ze ruch uktadu polega na nieustannym przeskakiwaniu przez
barier¢ potencjatu, na przemian z wykonywaniem kilku oscylacji w kazdym z dotkow, ale wszystkie
elementy tego ruchu wskazuja na jego nieregularny, przypadkowy charakter. Odwzorowanie
Poincarégo tego ruchu uzupetnia 1 potwierdza to wrazenie. Jest to atraktor o duzej liczbie punktow,

przy czym liczba tych punktdéw stale rosnie ze wzrostem czasu obliczen - rys. 13. Aby wykazaé

X

1.5 4

1.0 5

0 | M L1 Vo

-0.5 K 1

1.0 { i

—

15| .

1000 1500 2000 2500 t

Rys. 12. Przyktad przebiegu czasowego ruchu uktadu na chaotycznym atraktorze
,miedzydotkowym”

Xp

1.5 -1 —0.5 0 0.5 A 1.5

Xp
Rys. 13. Odwzorowanie Poincarégo chaotycznego atraktora ,,miedzydotkowego”

droga eksperymentu numerycznego, ze ruch ten jest ruchem chaotycznym, mogliby$my:

a) wykazac, ze atraktor ten jest ,,dziwnym atraktorem”, tzn. ze ma strukturg fraktalna;

b) zbadac¢ przebiegi czasowe x = x(¢) startujace z bardzo bliskich warunkow poczatkowych.
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W rozdziale 7 zeszytu [25] wspomnieliSmy jednak, Ze aby udowodni¢ matematycznie
wykladniczq wraZliwos¢ ruchu ukladu na warunki poczatkowe, nalezy obliczy¢ wyktadniki

Lapunowa.

8. Wykladniki Lapunowa

Wyktadnicza wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe oznacza, ze dwie trajektorie, startujace z
bardzo bliskich warunkow poczatkowych, beda si¢ oddala¢ od siebie z uplywem czasu wedtug
funkcji wyktadniczej. Zilustrowane to jest schematycznie na rys. 14. Zalezno$¢ migdzy odlegloscia
dwoch trajektorii d po czasie ¢ i ich odlegloscia d, w chwili poczatkowej ¢, zaktadamy w postaci

funkcji wyktadnicze;j:
d(t) = dy(ty) e
Wyktadnik A nazywamy wyktadnikiem Lapunowa. Mozna go przedstawi¢ w postaci:

A= lim - 5)

t—o f dO

Jezeli A >0, to trajektorie oddalaja si¢ od siebie (jak na rys. 14); jesli A < 0, trajektorie sa zbiezne.
Matematyczne rozwazania prowadza do wniosku, ze nasz uklad posiada 3 wykladniki Lapunowa
A (przestrzen fazowa ukladu jest trojwymiarowa), a
/ | poniewaz uktad jest tlumiony (dyssypacyjny),

spetniony jest warunek:

3
27\‘1‘ <0.
i=1

Aby ruch byt chaotyczny, wystarczy by jeden z
wyktadnikéw Lapunowa byt dodatni [12,15,33]. Jesli
A1 >0, to dwa pozostate wykladniki spelniaja
\ warunek: A, + A3 <0.

\4

to t Tak wiec trajektorie ruchu chaotycznego nie

uciekaja do nieskonczono$ci; wrecz przeciwnie, maja
Rys. 14. Schematyczna ilustracja

wyktadniczej wrazliwos$ci na warunki
poczatkowe ku sobie, pozostajac stale na ograniczonym w

charakter rekurencyjny: to rozchodza sig, to zbiegaja

przestrzeni fazowej atraktorze chaotycznym.

We wspomnianym juz programie komputerowym Dynamics [14] zawarta jest procedura
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obliczania najwigkszego wyktadnika Lapunowa A;. Latwo wigc wykaza¢, ze w nieregularnym

ruchu ,,migdzydotkowym” scharakteryzowanym na rys. 12 i 13 najwigkszy wyktadnik Lapunowa
jest dodatni, a wigc ze jest to chaos trwaly, a odwzorowanie Poincarégo na rys. 13 przedstawia

chaotyczny atraktor ,,miedzydotkowy”.

9. Intermitencyjne przejscie do chaosu

Wréémy na chwile do rys. 10 oraz do wykresu bifurkacyjnego na rys. 11 i zastanowmy si¢, w
jaki sposob uktad przechodzi z drgan regularnych, 7-periodycznych do chaosu i odwrotnie. W
literaturze zagadnieniu temu, nazywanemu ,,droga do chaosu”, poswigcone jest duzo miejsca.
Pewne zjawiska towarzyszace tej drodze do chaosu (przy malejacej czgstosci @) juz zbadaliSmy:
oba T-periodyczne atraktory rezonansowe (w prawym i lewym ,doltku” potencjalu) ulegaja
kaskadzie bifurkacji podwojenia okresu; kaskadzie, ktora konczy sig catkowita utrata stateczno$ci
atraktorow ,,jednodotkowych” (kryzysem cr;) 1 w efekcie prowadzi do nieregularnego,

chaotycznego ruchu obejmujacego oba dotki potencjatu.

Przyjrzyjmy si¢ teraz scenariuszowi przej$cia do chaosu przy przeciwnej granicy jego obszaru
(snA4 na rys. 10), przy zwigkszajacej si¢ tym razem czgstosci . Tu nie obserwujemy zadnych
przemian atraktora nierezonansowego S, . Znika on bowiem nagle w bifurkacji siodtowo-weztowe;j
przy o =wm,,, 1 oba rysunki wskazuja na to, ze uktad nagle przechodzi do ruchu chaotycznego.
Stwierdzono jednak juz dawno, ze i tu wystepuje pewien stan przejsciowy, ale odbywa si¢ to
wewnatrz obszaru zaliczanego juz do obszaru chaotycznego [12,15,33]. Pamigtajmy, ze wyktadniki
Lapunowa sa parametrami usrednionego czasu, przy bardzo dlugim czasie trwania obliczen (patrz
wzor (5)). Przyjrzyjmy si¢ wigc, jak wyglada przebieg czasowy x = x(¢#) odpowiedzi ukladu w
obszarze parametréw zaliczanych do chaosu, ale blisko dolnej granicy tego obszaru, tj. przy
czestosciach niewiele wigkszych od czestosci odpowiadajacej znikaniu atraktora S, (® > ®,,, ). Na
rys. 15 schematycznie rysujemy t¢ granicg chaosu jako ® =, 1 wskazujemy czgstosci ®;, ®, i
w3, przy ktorych badamy przebieg czasowy x(¢). Najpierw pokazujemy przebieg czasowy przy
®; <Oy, 1, zgodnie z przewidywaniem, obserwujemy drgania 7-periodyczne odpowiadajace
atraktorowi S, (rys. 16a). Nastepnie przekraczamy prog bifurkacji siodtowo-weziowe] 1
obserwujemy dwa przebiegi czasowe przy czestosciach ®, 1 w;, nieco wigkszych od g,
(rys.16b,c). Przy obu tych czgstosciach obserwujemy dziwne zjawisko: nadal wystepuja tu dtugie
odcinki czasu, w ktérych ruch jest okresowy i dokladnie przypomina ruch na rys. 16a; ale to

regularne zachowanie przerywane jest przez ,,wybuchy” o skonczonym czasie trwania, w ktérych
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Rys. 15. Czgstosci probnych prze-
biegbw czasowych przy granicy
intermitencyjnego przej$cia do chaosu
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zachowanie si¢ uktadu jest chaotyczne. Przy tym, czasy
trwania zarowno regularnych, jak 1 chaotycznych
skladowych tego przebiegu sa nieprzewidywalne.
Mozna jednak zauwazy¢, ze w miare oddalania si¢
parametru ® od ®,, Ww kierunku obszaru
chaotycznego ,,wybuchy” chaosu w omawianym
przebiegu czasowym stajq si¢ coraz czgstsze i duzsze,
a czasy trwania ruchu okresowego coraz krotsze.

Aby zilustrowa¢ przebiegi czasowe w dluzszym
czasie, zastosujemy 1 tutaj metode odwzorowania
Poincarégo. Na rys. 17a,b przedstawiony jest przebieg
czasowy przemieszczenia Poincarégo x,(f). Teraz

odcinki czasowe ruchu oscylacyjnego T-periodycznego

odwzorowane sg jako poziome linie, usytuowane w poblizu x, =+1 lub x, =-1,a ,,wybuchy”

X

15|

1.0

0.5 |

0.0 |-

05|

10 F

-1.5

s | | @)

200

400 600 800 t

(D)

A | )

200

400 600 800 t

Rys. 16. Przebiegi czasowe ruchu uktadu przy intermitencyjnym przejsciu do chaosu, dla czgstosci
oznaczonych narys. 15; (a) ® =®;; (b)) ® =®,;
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Rys. 17. Ilustracja intermitencyjnego przejscia do chaosu za pomoca odwzorowania Poincarégo;
(a) O =0, (b) O =wm3;

chaosu miedzydotkowego - jako zakropkowane, prawie zaczernione pasy pionowe, obejmujace oba

wdotki” (x, ~—~=+12, x, . =-15). Opisywane zjawisko jako jedna z mozliwych ,drog do

Pmi

chaosu”, nosi nazwe¢ intermitencji.

Przejdzmy teraz do zbadania nieznanego dotad atraktora S, .
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10. Duza Orbita i kryzys brzegowy chaotycznego atraktora ,,mi¢dzydotkowego”

Wybieramy parametry F' i1 @ z obszaru, gdzie atraktor chaotyczny wspoélistnieje z atraktorem
S, 1 przedstawiamy oba atraktory na rys. 18. Na plaszczyznie Poincarégo x, —x, widzimy
,miedzydotkowy” atraktor chaotyczny o ksztatcie podobnym do tego na rys. 13, oraz atraktor 7-
periodyczny S;, dla ktérego oproécz odwzorowania Poincarégo (jeden punkt) rysujemy réwniez
pelny portret fazowy. Widzimy, ze przy tak duzych warto$ciach amplitudy wymuszenia F' nasz
uktad moze wykonywa¢ regularny 7-periodyczny ruch drgajacy o wychyleniach wigkszych od
wychylen podczas ,,miedzydotkowego” ruchu chaotycznego. To tak, jakby uktad ,,nie zwracat juz

uwagi” na istniejaca barierg potencjatu (maksimum energii potencjalnej) migdzy dwoma ,,dotkami”.

V(X) A

v =

Xp

2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Rys. 18. Krzywa energii potencjalnej oraz dwa wspotistniejace atraktory ,,migdzydotkowe” -
Duza Orbita S; i atraktor chaotyczny CH

Popatrzmy teraz na obszary przyciagania tych dwoch wspotistniejacych atraktorow - rys. 19a.
Atraktor S, , nazywany tez ,,Duza Orbita”, reprezentowany tu jest przez jeden punkt, a jego obszar
przyciagania oznaczony jest kolorem zielonym. Chaotyczny atraktor ,,miedzydotkowy” CH ma
kolor biaty, a jego obszar przyciagania - kolor r6zowy. Dla naszych dalszych rozwazan istotne jest,
Ze na granicy tych obszaréw przyciagania lezy punkt D; , reprezentujacy niestateczne rozwiazanie

(siodto) T-periodyczne.
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(a) obszary przyciagania
atraktorow  ,,miedzydotko-
wych” - Duzej Orbity S;
(zielony) oraz atraktora cha-
otycznego (r6zowy); atraktor
chaotyczny CH oznaczony
jest kolorem biatym.
F=0.144, » =0.730

2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 xp

(b) obszary przyciagania
atraktorow ,,miedzydotko-
wych” oraz rozmaito$ci sta-
teczne WSI, WS2 1 niestatecz-
ne Wul, Wu2 siodla D; przed
bifurkacja  homokliniczna

tego siodta;
F=0.144, ® =0.730

(c) obszar przyciagania
Duzej Orbity S; (zielony)
oraz rozmaito§ci stateczne
WSI, WS2 1 niestateczne W;,l ,
W? siodta D, po bifurkacji
homoklinicznej tego siodla
(tj. po kryzysie atraktora
chaotycznego CH);
F=0.144, ® =0.689
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Bifurkacja homokliniczna siodla Dy

Wréémy na chwile do rys. 10. Widzimy na nim, ze obszar istnienia chaotycznego atraktora
»miedzydotkowego” konczy si¢ nagle wzdluz linii oznaczonej cr,. Pamigtajmy, ze rysunek ten
zostal uzyskany na drodze symulacji komputerowej. Pokazemy teraz, Zze scenariusz znikania tego
atraktora jest tu zupetnie inny, niz (omowiony w poprzednim rozdziale) wzdhuz linii snAd, a
mianowicie, ze obserwujemy tu scenariusz kryzysu brzegowego. W rozdziale 6 postugiwalismy si¢
pierwotna definicja kryzysu jako zderzenia atraktora chaotycznego z orbita niestateczna lezaca na
brzegu jego obszaru przyciagania (orbitg t¢ nazywa si¢ w literaturze siodlem niszczqcym). W latach
p6zniejszych pokazano, ze to ,,zderzenie” zachodzi przy globalnej bifurkacji homoklinicznej tej
niestateczne] orbity. W naszym przypadku ta orbita na brzegu (siodtem niszczacym) jest siodto D; .

Pamigtamy, ze globalna bifurkacja homokliniczna danego siodta zachodzi wtedy, gdy
rozmaitos$ci stateczne i niestateczne tego siodta stajq si¢ do siebie styczne, a nastgpnie przecinaja si¢
wiele razy (nieskonczenie wiele przy ¢ — o) [25]. Wyznaczajac numerycznie rozmaitosci siodta
D; mozna znalez¢ krytyczne warto$ci parametrow F, , przy ktérych staja si¢ one styczne.
Obliczenia te wskazuja, ze istotnie bifurkacja homokliniczna siodta D; zachodzi przy wartosciach
parametréw F, ® odpowiadajacych linii cr;, linii wyznaczonej na drodze symulacji komputerowej

jako granica istnienia atraktora chaotycznego.

Zjawisko kryzysu brzegowego atraktora chaotycznego w powiazaniu z bifurkacja
homokliniczna siodla niszczacego D; zilustrowane jest na rys.19a -19c. Rysunki 19a 1 19b
wykonane zostaty dla tych samych parametrow F, w przed kryzysem atraktora chaotycznego (F =
0.144, ® = 0.730); przedstawiaja one zar6wno obszary przyciagania wspotistniejacych atraktorow -
Duzej Orbity S; (obszar zielony) oraz atraktora chaotycznego CH (obszar r6zowy), jak i strukture
rozmaitosci siodta D; . Widzimy, ze rozmaito$ci stateczne i1 niestateczne nie przecinaja si¢, ani nie
sa styczne. Rozmaito$ci stateczne W), W;z pokrywaja si¢ z granica obszarOw przyciagania, ktora
jest gladka, ciagla krzywa. Rozmaito$¢ niestateczna Wu1 dazy do atraktora periodycznego S; ;
natomiast druga rozmaito$¢ niestateczna Wu2 , dazac do atraktora chaotycznego, przybiera strukturg

tego atraktora.

Rysunek 19c odpowiada parametrom F, ® po przekroczeniu bifurkacji homoklinicznej siodia
D; (F =0.144, o = 0.689). Widzimy, ze atraktor chaotyczny juz nie istnieje; zostal zniszczony
wraz ze swoim (ré6zowym) obszarem przyciagania, a rozmaitosci stateczne i rozmaito$¢ niestateczna
Wu2 siodta D; przecinaja si¢. Jednak rozmaito$¢ niestateczna Wuz, ktora poprzednio dazyla do

atraktora chaotycznego, nadal wyglada niemal identycznie jak ten chaotyczny atraktor, zaznaczony
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kolorem bialym na rys. 19a.

Sprawa geometrycznego podobienstwa obu struktur (atraktora chaotycznego 1 dazacej do niego
rozmaito$ci niestatecznej), rozwazana S$ciSle w kategoriach matematycznych, jest poza zakresem
obecnego opracowania. W naszych badaniach komputerowych fakt ten prowadzi do wniosku, ze po
bifurkacji homoklinicznej ruch przejSciowy moze mie¢ charakter przejsciowego ruchu

chaotycznego. Zjawisko to ilustruje rys. 20.

w=-—001
X atraktor r chaotyczny
chaotyczny | ruch przejsciowy

| 1.5 :
1.0
| 0.5

00 " | | Il

. SL
-0.5 ‘
1-1.5
0 500 1000 1500 2000 2500 t

Rys. 20. Przyktad przejsciowego przebiegu czasowego po utracie stateczno$ci chaotycznego
atraktora ,,miedzydotkowego”, wywotanej mata zmiana czgsto$ci wymuszenia A ®

Widzimy tu przebieg czasowy ruchu uktadu x =x(¢#) w poblizu granicy utraty statecznosci
atraktora chaotycznego. Najpierw ruch odbywa si¢ na atraktorze chaotycznym (0 < ¢ < 500),
nastgpnie wprowadzamy nagla, mala zmiang czgsto$ci wymuszenia (Aw =—-0.01) tak, by uktad
znalazt si¢ poza granica kryzysu tego atraktora. Nadal jednak widzimy przez pewien, dos¢ diugi
czas ten sam typ ruchu chaotycznego. Jest to chaos przej$ciowy, gdyz atraktor chaotyczny zostatl juz
zniszczony. Przy t = 2000 chaos przejSciowy nagle znika, 1 ruch uktadu stabilizuje si¢ na jedynym

istniejacym atraktorze uktadu, tj. na T-periodycznej Duzej Orbicie S .

Omawiany uktad drgajacy, nazywany tu ,,ukladem dwudotkowym”, charakteryzuje si¢ ogromna
roznorodnoscia zjawisk bifurkacyjnych i chaotycznych. Omowilismy kilka z nich, ale tylko w
waskim zakresie parametréw wymuszenia F, ® objgtych wykresem przedstawionym na rys. 10.
Warto zatem spojrze¢ na zbiér roznorodnych mozliwych atraktorow tego uktadu w nieco szerszym

zakresie czgsto$ci wymuszenia.
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11. Roznorodne typy atraktorow ukladu ,,dwudolkowego”

Atraktory uktadu w malejacym zakresie czgstosci od @ = 1.0 do @ = 0.30 przedstawiamy na
zbiorczym rysunku (rys. 21). Dla wigkszej jasnos$ci, atraktory periodyczne przedstawione tu sa w
postaci pelnych portretow fazowych, a atraktory chaotyczne - w postaci ich odwzorowan Poncarégo.
Atraktory oznaczone punktami 1, 2, ....., 11 wystgpuja przy wartosciach F, ® oznaczonych tymi
samymi liczbami na rys. 10. Punkt 1 odpowiada matym wartosciom F, gdyz ilustruje on
wspotistnienie 7-periodycznych atraktorow rezonansowych i nierezonansowych (F = 0.06, ® =
0.74); punkt 11 odpowiada obszarowi w ktorym istnieje tylko atraktor chaotyczny (F = 0.1, o =
0.74). Pozostale atraktory znajdujemy przy wigkszej wartosci F = 0.17. 1 tak w punkcie 2
otrzymujemy atraktor rezonansowy, punkty 3 i 4 ilustruja jego dwie kolejne bifurkacje podwojenia
okresu. Punkt 5 przedstawia portret fazowy w ,,oknie periodycznym” wewnatrz obszaru chaosu
migdzydotkowego; jest to rowniez ruch ,,miedzydotkowy”, w ktérym oscylacje i1 przeskoki przez
barierg potencjatu sa tak zsynchronizowane, ze w efekcie powstaje ruch periodyczny o okresie 57.
Nastgpnie w punkcie 6 widzimy juz dwa wspotistniejace atraktory: miedzydotkowy atraktor
chaotyczny oraz T-periodyczna Duza Orbitg. Przy dalszym zmniejszaniu czgstosci znajdujemy sig
znowu w ,,0knie periodycznym” chaosu migdzydotkowego. W punkcie 7 obserwujemy ruch o
okresie 37, wspotistniejacy z Duza Orbita. W punkcie 8 znéw widzimy chaotyczny atraktor
migdzydotkowy 1 Duza Orbite, dalej (punkt 9) jest juz tylko Duza Orbita. Punkt 10 lezy juz poza

linig bifurkacji siodtowo-weztowej atraktora oscylacyjnego S, , a wigc Duza Orbita wspdtistnieje tu

z T-periodycznym atraktorem nierezonansowym. Dalsze punkty 12-20 leza juz poza obszarem
gléwnego rezonansu i przedstawiaja one kolejno: Duza Orbite i atraktor S, po jego pierwszej
(punkt 12) 1 po drugiej (punkt 13) bifurkacji podwojenia okresu. Punkty 14-15 obejmuja obszar
czestosci, w ktorym znow istnieje tylko Duza Orbita. Przy dalszym zmniejszaniu czgstosci ®
atraktor ten najpierw staje si¢ niesymetryczny, a nastgpnie ulega bifurkacji podwojenia okresu
(punkt 16, ® =0.405). W efekcie nastgpujacej po tym kaskady bifurkacji podwojenia okresu z
Duzej Orbity powstaje chaotyczny atraktor ,,migdzydotkowy” (punkt 17, ® =0.400). Atraktor ten
szybko zostaje zniszczony, a na jego miejscu pojawia si¢ para periodycznych atraktoréw
migdzydotkowych o okresach bedacych wielokrotnoscia okresu 7' (punkty 18 1 19). Po sekwencji
dalszych bifurkacji, w uktadzie wspoétistnieja zndw dwa atraktory: migdzydotkowy i jednodotkowy,

lecz réwniez subharmoniczne (punkt 20, » = 0.30).
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