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3.3.1 Równanie przep lywu ciep la . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.3.2 Sformu lowanie MES problemu niestacjonarnego przep lywu ciep la . . 39

3.4 Termolepkospre֒żystość . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.4.1 Model konstytutywny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.4.2 Sformu lowanie MES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.5 Model zniszczenia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.5.1 Wste֒p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.5.2 Koncepcja modelu zniszczenia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.5.3 Model zniszczenia nielokalnego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.5.4 Model zniszczenia w sformu lowaniu skończenie elementowym . . . . 55
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4.1 Podstawowe poje֒cia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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ROZDZIA L 1

Wste֒p

1.1 Cel, przedmiot i zakres pracy

Metoda elementów skończonych (MES) jest już od kilku dziesie֒cioleci pote֒żnym i bar-
dzo szeroko stosowanym narze֒dziem umożliwiaja֒cym inżynierom i naukowcom wykony-
wanie różnorodnych analiz. Najogólniej rzecz ujmuja֒c MES jest metoda֒ umożliwiaja֒ca֒
przybliżone rozwia֒zywanie równań różniczkowych. Sta֒d tak wszechstronne zastosowa-
nie w nauce i technice. Obszar zainteresowań autora ogranicza sie֒ do zastosowań MES
w termomechanice. Wszechstronność tej metody zaowocowa la istnieniem zarówno wielu
dużych, komercyjnych systemów o różnorodnych możliwościach jak i mniejszych, wyspe-
cjalizowanych programów obliczeniowych. W wielu ośrodkach naukowych tworzone sa֒
programy metody elementów skończonych, s luża֒ce do przeprowadzania eksperymentów
numerycznych testuja֒cych nowe idee rozwijaja֒cej sie֒ bardzo dynamicznie dziedziny, jaka֒
jest skończenie elementowa analiza materia lów i konstrukcji. Istotnym aspektem projek-
towania konstrukcji jest poszukiwanie rozwia֒zań bardziej optymalnych i niezawodnych,
dlatego też duże znaczenie ma analiza optymalizacyjna, niezawodnościowa oraz optymali-
zacja niezawodnościowa. Programy komputerowe optymalizacji i niezawodności bazuja֒ na
wynikach dostarczanych przez programy MES. Sta֒d ważnym kierunkiem rozwoju wydaje
sie֒ być integracja w jednym programie procedur analizy MES i optymalizacji konstrukcji,
co jest jednym z celów tej pracy.

Z lożony system obliczeniowy MES jest programem komputerowym umożliwiaja֒cym
analizowanie wielu różnych rodzajów konstrukcji takich jak belki, ramy, tarcze w p laskim
stanie odkszta lcenia czy napre֒żenia, konstrukcje trójwymiarowe w trójosiowym stanie
napre֒żenia. W systemach tych istnieje możliwość przeprowadzania rozmaitych typów ob-
liczeń np. statycznych, dynamicznych czy przep lywu ciep la. Najmniejsze z programów
MES sk ladaja֒ sie֒ zwykle z kilku tysie֒cy linii kodu. System stworzony w ramach tej pracy
sk lada sie֒ z ponad dziesie֒ciu tysie֒cy linii kodu. Kod źród lowy komercyjnych systemów
MES sk lada sie֒ nierzadko z kilkuset tysie֒cy linii. Poste֒p w dziedzinie komputeryzacji,
lawinowo rosna֒ca moc obliczeniowa wspó lczesnych komputerów sprawia, że rośnie ape-
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tyt na rozwia֒zywanie coraz bardziej skomplikowanych zadań. Rosna֒cy stopień z lożoności
systemów MES oraz wymagane przez dzisiejszy rynek szybkie tempo prac stanowi duże
wyzwanie dla twórców pracuja֒cych nad tworzeniem i rozwijaniem budowanych przez nich
systemów. Uwarunkowania te wymagaja֒ zastosowania wydajnych narze֒dzi programi-
stycznych do projektowania i budowy wspó lczesnych programów a stopień komplikacji
sprawia, że narze֒dzia powinny zapewniać  latwość budowy i testowania programów. Tym
trudnym wyzwaniom potrafi sprostać podej́scie obiektowe. Tradycyjne podej́scie struktu-
ralne stosowane cze֒sto w przesz lości nie dostarcza efektywnych narze֒dzi pozwalaja֒cych na
 latwe opisywanie z lożonych systemów tak, jak to czyni od czterech dekad przeżywaja֒ce
obecnie rozkwit podej́scie obiektowe. Do budowy programu z zastosowaniem paradyg-
matu programowania strukturalnego potrzeba wie֒cej czasu i ludzi. Stopień z lożoności
systemu skończenie elementowego jest na tyle duży, że podej́scie obiektowe wydaje sie֒
być najlepszym rozwia֒zaniem. Wspó lczesne systemy MES wyposażone sa֒ zwykle w pre i
postprocesory pozwalaja֒ce na graficzne zobrazowanie rezultatów obliczeń w postaci map
warstwicowych czy animacji. Programowanie obiektowe ma również duże zastosowanie
przy budowie takich graficznych programów wizualizacyjnych. Testowanie zalet podej́scia
obiektowego jest jednym z celów tej pracy. W jej ramach stworzony zosta l system MES
VMES++, wykorzystuja֒cy techniki obiektowe do analizy konstrukcji.

Architektura systemu pozwala nazwać go środowiskiem obliczeniowym. Środowisko
obliczeniowe to zbiór modu lów umożliwiaja֒cych realizacje֒ bardzo różnorodnych ekspe-
rymentów numerycznych. Ważna֒ cecha֒ tego środowiska jest możliwość jego rozbudowy.
Zastosowanie do stworzenia systemu paradygmatu programowania obiektowego pozwala
na relatywnie  latwe dodawanie nowych funkcji - od poszerzania spektrum możliwości w za-
kresie analiz MES, niezawodności, czy optymalizacji - do usprawnienia pewnych aspektów
technicznych jak np.: przestrzenna wizualizacja obliczeń z wykorzystaniem akceleratorów
graficznych i je֒zyka OpenGL. Najważniejszymi elementami środowiska VFEM++ sa֒:
modu l analizy MES, modu l analizy otymalizacyjnej, modu l analizy niezawodnościowej,
czy modu l postprocesora umożliwiaja֒cy wizualizacje֒ rezultatów obliczeń.

Istotnym aspektem projektowania wspó lczesnych konstrukcji inżynierskich jest szu-
kanie rozwia֒zań najbardziej optymalnych. Wśród wielu metod optymalizacji konstruk-
cji, metody gradientowe sa֒ metodami najbardziej wydajnymi. Podobnie w analizie nie-
zawodnościowej, najefektywniejszymi metodami oszacowania niezawodności sa֒ gradien-
towe metody FORM i SORM. Dla zastosowania metod gradientowych system MES musi
posiadać możliwość obliczania gradientów funkcji celu, gradientów ograniczeń, czy w
niezawodności, gradientów funkcji granicznej. Obliczaniem takich gradientów zajmuje
sie֒ analiza wrażliwości. Be֒da֒cy cze֒ścia֒ tej pracy system MES posiada funkcje analizy
wrażliwości, umożliwiaja֒ca֒ obliczanie gradientów potrzebnych w optymalizacji i nieza-
wodności wielkości.

Kolejnym istotnym problemem analizy skończenie elementowej jest analiza dok ladności
obliczeń. Jak już wspomniano, metoda elementów skończonych jest metoda֒ przybliżona֒,
zatem naturalnym problemem jest kwestia dok ladności otrzymywanych rezultatów. Twier-
dzenia o zbieżności określaja֒ warunki, spe lnienie których gwarantuje zbieżność rezul-
tatów do rozwia֒zania dok ladnego, wraz ze zwie֒kszaniem liczby stopni swobody modelu.
Zage֒szczanie siatki powoduje jednak zwie֒kszanie kosztów obliczeń. Dlatego też siatke֒
należy zage֒szczać selektywnie w tych obszarach konstrukcji, w których b la֒d obliczeń nie
mieści sie֒ w zadanej przez użytkownika tolerancji. Istnieja֒ s luża֒ce do szacowania b le֒du
obliczeń MES estymatory b le֒du (ang. error estimator) pozwalaja֒ce określić b la֒d obliczeń
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i na podstawie jego wartości dokonać poprawienia jakości siatki (ang. mesh refinement)
selektywnie. System VFEM++ posiada możliwość stosowania technik adaptacyjnych.

W sk lad pracy wchodzi Wste֒p, siedem Rozdzia lów oraz Wnioski i Bibliografia.
Drugi rozdzia l poświe֒cony jest podej́sciu obiektowemu w zastosowaniu do budowy sys-

temu metody elementów skończonych. Na wste֒pie rozdzia lu zaprezentowane zosta ly idee
zastosowania podej́scia obiektowego oraz przedstawione podstawowe poje֒cia. Naste֒pnie
pokazano sposób opisu podstawowych poje֒ć z dziedziny MES takich, jak: we֒ze l, element
skończony, materia l czy aproksymacja pola przemieszczeń. Na schematach graficznych
przedstawiono struktury danych odzwierciedlaja֒ce wzajemna֒ wspó lprace֒ w/w obiektów
be֒da֒ca֒ jednym z kluczowych aspektów podej́scia obiektowego.

Problematyka trzeciego rozdzia lu obejmuje zagadnienia zwia֒zane z analiza֒ MES kon-
strukcji termolepkospre֒żystych. Po krótkim wste֒pie, poświe֒conym reologii, przedstawiony
zosta l konstytutywny model materia lu termolepkospre֒żystego wraz z jego krótka֒ charak-
terystyka֒. Naste֒pnie wyprowadzono równania MES dla tego modelu oraz przedstawiono
sformu lowanie problemu niestacjonarnego przep lywu ciep la. W rozdziale tym przedsta-
wiono też sposób modelowania zniszczenia oraz koncepcje nielokalnego sformu lowania
zniszczenia, znacznie ograniczaja֒cego wp lyw siatki MES na rezultaty co czyni obliczeń
bardziej obiektywnymi. Naste֒pnie wyprowadzono równania MES dla termolepkospre֒-
żystego modelu materia lu, z uwzgle֒dnieniem zniszczenia.

Czwarty rozdzia l zawiera opis zastosowania analizy wrażliwości do opisanego w po-
przednim rozdziale modelu termolepkospre֒żystego. W cze֒ści wste֒pnej zaprezentowane
zosta ly podstawowe poje֒cia analizy wrażliwości oraz zwie֒źle opisane metody obliczania
wrażliwości. Naste֒pnie wyprowadzono równania MES dla obliczania wrażliwości problemu
niestacjonarnego przep lywu ciep la oraz równania wrażliwości dla termolepkospre֒żystego
modelu materia lu, a także podano algorytm obliczania wrażliwości. Ponadto dla obu ww.
zagadnień wyprowadzono równania MES dla wrażliwości na parametry kszta ltu.

Pia֒ty rozdzia l poświe֒cony jest analizie niezawodności. W rozdziale tym przedstawiono
na wste֒pie cele analizy niezawodności jako metody obliczania prawdopodobieństwa awarii
konstrukcji. Naste֒pnie opisane zosta ly podstawowe metody stosowane w analizie nieza-
wodności konstrukcji takie, jak: Metoda Monte Carlo, FORM, SORM, oraz Importance
Sampling.

W szóstym rozdziale zawarto opis technik poprawiania jakości siatki MES w opar-
ciu o estymator b le֒du. Na wste֒pie zaprezentowano różne rodzaje siatek regularnych i
nieregularnych, a naste֒pnie przedstawiono idee֒ oraz podstawowe wzory dla estymatora
b le֒du. W dalszej cze֒ści rozdzia lu przedstawiono techniki adaptacyjne dla siatek regular-
nych i nieregularnych (uzyskanych przez triangularyzacje֒) oraz przedstawiono algorytm
triangularyzacji Delaunaya.

Zamykaja֒cy prace֒ rozdzia l siódmy zawiera wnioski i spostrzeżenia wynikaja֒ce z otrzy-
manych w pracy rezultatów.
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Podej́scie obiektowe w analizie MES,
niezawodności i optymalizacji

2.1 Wste֒p

W tym rozdziale przedstawiono zastosowanie podej́scia obiektowego do programowania
skończenie elementowego. Na wste֒pie przedstawione zostana֒ podstawowe poje֒cia z bar-
dzo szerokiej dziedziny, jaka֒ sa֒ metody obiektowe w informatyce, [8], [5]–[7]. G lówny
nacisk po lożony zostanie na zastosowanie podej́scia obiektowego w metodzie elementów
skończonych. Przedstawione zostana֒ struktury danych zastosowane w obiektowo zorien-
towanym środowisku obliczeniowym VFEM++ be֒da֒cym cze֒ścia֒ tej pracy. Zaprezentowane
i omówione be֒da֒ najistotniejsze obiektowe struktury danych i powia֒zania mie֒dzy nimi
sk ladaja֒ce sie֒ na opisywany system.

Już ponad dziesie֒ć lat tematyka obiektowa obecna jest na  lamach wioda֒cych czaso-
pism naukowych. Pierwsza֒ znacza֒ca֒ prace֒ przedstawiaja֒ca architekture֒ programu analizy
konstrukcji zaprezentowa l Miller (1990) [14]. Od tego czasu sukcesywnie ros lo zaintereso-
wanie podej́sciem obiektowym w zastosowaniu do budowy systemów MES. Zaowocowa lo
to wieloma publikacjami [11]–[17],[21]-[29]. Również polscy naukowcy interesuja֒ sie֒ ta֒
dziedzina֒ [18]–[20]. Pojawi ly sie֒ też interesuja֒ce pozycje ksia֒żkowe na ten temat por.
[30, 33].

2.2 Idea podej́scia obiektowego

Podstawa֒ do stworzenia każdego systemu jest dobre zrozumienie modelowanego problemu.
Naste֒pnie trzeba zastosować efektywne metody do opisu problemu. Wobec lawinowo
rosna֒cej z lożoności systemów MES, bardziej tradycyjne podej́scie strukturalne wydaje sie֒
być ma lo wydajne. Paradygmat podej́scia strukturalnego brzmi: [4]:
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Zadecyduj, jakie chcesz mieć procedury, stosuj najlepsze
algorytmy, jakie możesz znaleźć

Z tego paradygmatu wynika, że jednym z najważniejszych poje֒ć jest algorytm. Na
dziedzine֒ problemu patrzy sie֒ zatem jak na zbiór czynności do wykonania zaniedbuja֒c
niejako struktury danych. Z czasem zorientowano sie֒, że istotna֒ role֒ w procesie budowy
systemów informatycznych odgrywa organizacja danych. Dostrzeżono zwia֒zek pomie֒dzy
procedurami a strukturami danych. Powsta l wie֒c bardziej zaawansowany paradygmat
programowania modularnego mianowicie: [4]

Zadecyduj, jakie chcesz mieć modu ly, podziel program w
taki sposób, aby ukryć dane w modu lach.

Paradygmat stosowany m.in. w je֒zyku FORTRAN 90/95. Program podzielony jest na
cze֒ści zwane modu lami, a każdy modu l zawiera deklaracje struktur danych oraz poje֒ciowo
z nimi zwia֒zane procedury. Pozwala to na budowanie lepszych modeli niż w przypadku
podej́scia strukturalnego i jest krokiem w kierunku podej́scia obiektowego znacznie rozwi-
jaja֒cego idee֒  la֒czenia danych i procedur. Paradygmat programowania obiektowego brzmi:
[4]

Zadecyduj, jakie chcesz mieć klasy; dla każdej klasy do-
starcz pe lny zbiór operacji; korzystaja֒c z mechanizmów
dziedziczenia jawnie wskaż to, co wspólne.

Wed lug tego paradygmatu stworzenie odpowiednich struktur danych i określenie re-
lacji mie֒dzy nimi odgrywa kluczowa֒ role֒. Dzie֒ki temu komputerowy model stworzony
za pomoca֒ takich struktur jest znacznie bliższy problemowi, bo niemal wprost odzwier-
ciedla rzeczywiste zależności pomie֒dzy elementami sk ladowymi rozpatrywanej dziedziny
problemu. Wie֒kszość dziedzin życia a w szczególności różne dziedziny nauki i techniki
pos luguja֒ sie֒ klasyfikacja֒ jako podstawowa֒ metoda֒ ustanowienia porza֒dku w poje֒ciach
sk ladaja֒cych sie֒ na nia֒. Wprowadza to przejrzysta֒ strukture֒ i pozwala zdecydowanie
prościej poruszać sie֒ w danej dziedzinie. Na przyk lad trudno sobie wyobrazić matema-
tyke֒ bez istnienia poje֒ć typu: cia lo, grupa, przestrzeń liniowa, czy innych, podobnych
wzajemnie powia֒zanych struktur. W rozpatrywanym w tej pracy zagadnieniu - metodzie
elementów skończonych - można z  latwościa֒ stworzyć podobne klasyfikacje. Na przyk lad
elementy skończone można podzielić na jedno-, dwu- i trójwymiarowe. Można wyróżnić
klase֒ elementów izoparametrycznych. Każdy typ elementu skończonego może mieć wiele
typów materia lów, konstrukcje można poddawać rozmaitym rodzajom analiz. Dzie֒ki
mechanizmom obiektowym tworzymy struktury danych niemal bezpośrednio odzwiercie-
dlaja֒ce te klasyfikacje naszego problemu. Deklarowane w obiektowym je֒zyku programo-
wania struktury danych, zwane klasami, sa֒ w laśnie tym obrazem naturalnych elementów
klasyfikacji. Dzie֒ki tej naturalności budowa struktur danych jest znacznie prostsza, niż w
przypadku programowania strukturalnego, gdzie struktury danych nie maja֒ wiele wspól-
nego z naturalna֒ klasyfikacja֒. Czytelniejszy model pozwala jednej osobie na kontrole֒
znacznie bardziej z lożonych problemów, niż w podej́sciu strukturalnym. Sprawia, że sys-
tem jest  latwiejszy w utrzymaniu i prostszy w rozbudowie. W podej́sciu strukturalnym
cze֒sto  latwiej jest napisać program od nowa, niż go zmodyfikować. Podej́scie obiektowe
daje również możliwości wyrażania zwia֒zków pomie֒dzy poszczególnymi klasami, czyli
tworzenia struktur obiektowych, co be֒dzie opisane w dalszej cze֒ści rozdzia lu.
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2.3 Wybór je֒zyka programowania

Najbardziej rozpowszechnionym je֒zykiem programowania aplikacji mechanicznych jest
FORTRAN. Chociaż powstaja֒ coraz to nowsze implementacje tego je֒zyka, cia֒gle nie daje
on wsparcia programistom stosuja֒cym podej́scie obiektowe. Wśród je֒zyków wspieraja֒cych
techniki obiektowe najbardziej rozpowszechnionym jest niewa֒tpliwie C++. Na wie֒kszości
platform sprze֒towych i systemów operacyjnych istnieje nierzadko kilka kompilatorów tego
je֒zyka. W wielu z nich istnieja֒ bardzo wygodne środowiska programistyczne, które za-
wieraja֒ nie tylko kompilator, ale i szereg innych pożytecznych narze֒dzi do konstrukcji
oprogramowania. Je֒zyk C++, oprócz technik obiektowych, daje inne mechanizmy bar-
dzo pożyteczne przy programowaniu skończenie elementowym. Możliwe jest definiowanie
operatorów arytmetycznych przez użytkownika, co sprawia, że wyrażenia macierzowe za-
pisuje sie֒ jak w matematyce z użyciem operatorów. Program w je֒zyku C++ jest zatem
bardzo czytelny, co nie jest bez znaczenia w przypadku skomplikowanego systemu MES.
Podobne, choć nie tak uniwersalne, mechanizmy wprowadzono w FORTRANIE 90/95: [4]

“C++ zaprojektowano tak, by umożliwić racjonalna֒ strukturalizacje֒ dużych pro-
gramów, by pojedyncza osoba by la w stanie uruchomić 25000 wierszy kodu. Do-
tychczasowa praktyka pokazuje, że C++ wype lnia to zadanie z nawia֒zka֒”

Potwierdza to również ta praca, gdyż stworzony przez autora system VFEM++ jest obiekto-
wym programem sk ladaja֒cym sie֒ z ponad 10000 linii kodu. Uruchomienie i rozszerzanie
programu, wed lug opinii autora, nie sprawia zbyt wielu k lopotów. Wp lyw na wybór
je֒zyka moga֒ mieć preferencje autorów programów, a w szczególności zdobyte w pracy
zawodowej doświadczenie. Dalsze rozważania na temat podej́scia obiektowego, zaprezen-
towane w kolejnych punktach pracy, maja֒ charakter ogólny i dotycza֒ każdego je֒zyka im-
plementuja֒cego techniki obiektowe. Zapowiadana wersja FORTRAN 2003 ma już wspierać
podej́scie obiektowe.

2.4 Podstawowe poje֒cia podej́scia obiektowego

2.4.1 Uwagi o terminologii

Tak, jak w każdej dziedzinie, również w programowaniu obiektowym istnieje specyficzna
terminologia. Niestety nie jest ona ujednolicona. Różni autorzy wprowadzaja֒ swoje
w lasne nazewnictwo, zwykle podobne, ale cze֒sto nieco odmienne od innych. Sa֒ też różne
podej́scia do modelowania struktur obiektów. Diagramy struktur obiektowych przed-
stawiane sa֒ w różny sposób przez różnych autorów. Istnieja֒ prace be֒da֒ce porównaniem
podej́sć do metod analizy i projektowania obiektowego [3]. Martin [8] podaje tabelaryczne
zestawienie podstawowych terminów podej́scia obiektowego stosowanego przez czo lowych
autorów prac poświe֒conych obiektowości. Na szcze֒ście nie ma wie֒kszego znaczenia, jaka
konwencja nazewnictwa zostanie przyje֒ta. Powodem wyboru tej czy innej graficznej re-
prezentacji struktur obiektowych może być to, jakie informacje zawarte sa֒ w diagramach.
W tej pracy zastosowany be֒dzie sposób Coada i Yourdona [5]-[7].
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2.4.2 Analiza, projektowanie i programowanie obiektowe

Techniki obiektowe daja֒ narze֒dzia do modelowania bardzo skomplikowanych problemów.
Im bardziej z lożony problem, tym bardziej skomplikowany jest również proces tworzenia
oprogramowania modeluja֒cego ten problem . Wobec tych wyzwań konieczne sta lo sie֒
wypracowanie technik efektywnego tworzenia zaawansowanego oprogramowania. Proces
tworzenia programu obiektowego sk lada sie֒ z trzech cze֒ści:

• analiza obiektowa

• projektowanie obiektowe

• programowanie obiektowe

   START

ANAL IZ A  OBIEKTO W A

PRO JEKT OW ANIE
OBIEKTO W E

PR OG R AM OW ANIE
OBIEKTOW E

Rysunek 2.1: Schemat procesu tworzenia aplikacji obiektowej

Analiza Obiektowa - to pierwszy etap tworzenia programu. Jednym z zasadniczych
elementów tej fazy jest dog le֒bne zrozumienie problemu oraz określenie obowia֒zków sys-
temu czyli zadań jakie musi spe lniać tworzony program. Gruntowna znajomość dziedziny
i zadań systemu pozwala naste֒pnie na stworzenie zbioru klas, atrybutów i metod be֒da֒cych
sk ladowymi modelowanego zagadnienia. Wykorzystuje sie֒ do tego programy narze֒dziowe
wspomagaja֒ce analize֒ obiektowa֒. Nie określa sie֒ w tej fazie sposobów realizacji zadań
realizowanych przez obiekty. Czynności na tym etapie należy jedynie wyspecyfikować. Na
przyk lad wiadomo, że obiekt opisuja֒cy macierz posiada funkcje֒ dekompozycji macierzy.
Na etapie analizy nie określa sie֒, jaka֒ metoda֒ be֒dzie ona dekomponowana.

Projektowanie Obiektowe - na tym etapie na podstawie wcześniejszych obserwacji ana-
litycznych tworzona jest konstrukcja systemu, z uwzgle֒dnieniem szczegó lów zwia֒zanych z
implementacja֒ komputerowa֒. Tutaj, w odróżnieniu od analizy, istotny jest aspekt kom-
puterowej realizacji zadania. Na tym etapie uzupe lnia sie֒ np. opis klas o specyfikacje֒
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sk ladowych (rozdzielanie sk ladowych na publiczne i sk ladowe). Należy też zaprojektować
interfejs komunikacji z użytkownikiem.

Programowanie obiektowe - kodowanie programu w danym je֒zyku programowania na
bazie stworzonego wcześniej projektu.

Wymienione powyżej etapy nie sa֒ jednak realizowane ścísle jeden po drugim. Cze֒sto
powraca sie֒ do poprzednich etapów. Czasami na etapie analizy nie da sie֒ przewidzieć
wszystkich wyste֒puja֒cych zjawisk lub wymagań narzucanych podczas programowania.
Cze֒sto trzeba stworzyć programy prototypowe, aby przekonać sie֒ o s luszności wcześniejszych
za lożeń. W procesie tworzenia programu możliwe jest wie֒c wielokrotne powtarzanie po-
szczególnych etapów. Schematycznie ten iteracyjny proces zobrazowany jest na Rys. 2.1.
Podane etapy tworzenia programu obiektowego stanowia֒ dość z lożony proces. Szczegó lowa֒
wiedze֒ na temat ich realizacji można znaleźć w bogatej literaturze [5]-[7],[8] ,[4], [10] .

2.4.3 Poje֒cie klasy i obiektu

Atrybuty

Metody

Nazwa klasy

Rysunek 2.2: Przyk lad diagramu obrazuja֒cego klase֒

Podstawowym poje֒ciem podej́scia obiektowego jest obiekt. Formalnie obiekt jest
zmienna֒ zadeklarowana֒ w danym je֒zyku programowania. Jest to zmienna typu rekor-
dowego zawieraja֒ca zbiór innych zmiennych i procedur zwanych sk ladowymi. Taka de-
klaracja budowy obiektu nazywa sie֒ klasa֒. Inaczej mówia֒c klasa jest typem danych, a
utworzona zmienna tego typu jest obiektem. W terminologii obiektowej taka֒ zmienna֒
nazywa sie֒ egzemplarzem (ang. instance). Cze֒sto jednak zdarza sie֒, że poje֒cia klasy
oraz obiektu traktowane sa֒ jak synonimy. Wymiennie mówi sie֒ o sk ladowych klasy lub
obiektu. Tworzenie klas nie jest czynnościa֒ formalna֒, wie֒c nazewnictwo w programo-
waniu obiektowym odzwierciedla sens, jaki maja֒ poszczególne poje֒cia. Dlatego niektóre
z nazw sa inne niż te, do których jest sie֒ przyzwyczajonym programuja֒c np. struktu-
ralnie, (funkcja, procedura, zmienna). Zmienne, sk ladowe klasy, nazywa sie֒ atrybutami
lub cechami obiektu, gdyż opisuja֒ one istotne dla tego obiektu w laściwości. Procedury i
funkcje natomiast nazywa sie֒ metodami lub us lugami. Realizuja֒ one wszystkie czynności
przypisane temu obiektowi i tylko one moga֒ mieć wy la֒czny doste֒p do atrybutów i moga֒
je przetwarzać. Schematycznie na diagramach klasy be֒da֒ przedstawiane tak, jak na Rys.
2.2. Przedstawiony jest na nim schemat klasy z jej nazwa֒, atrybutami oraz metodami.

Sa֒ takie klasy, które s luża֒ tylko do deklaracji struktur obiektowych. Z tych klas nigdy
nie powstaja֒ egzemplarze. Takie klasy nazywamy klasami abstrakcyjnymi. Ich zastosowa-
nie be֒dzie szerzej omówione w naste֒pnych punktach. Natomiast klasy nieabstrakcyjne,
czyli takie z których tworzy sie֒ w programie obiekty, nosza֒ nazwe֒ klasy-i-obiektu. Szara
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obwódka na schemacie (Rys. 2.2) oznacza że jest to klasa-i-obiekt, natomiast jej brak
oznacza klase֒ abstrakcyjna֒.

Deklaracje takich struktur oraz możliwość tworzenia obiektów sa֒ pote֒żnymi narze֒-
dziami doskonale wspieraja֒cymi modelowanie rzeczywistych problemów. Klasa jest struk-
tura֒ reprezentuja֒ca֒ bowiem określone w dziedzinie problemu poje֒cie, przechowuja֒c w so-
bie wszystkie dane potrzebne do opisu danego zjawiska i definiuja֒ce wszystkie operacje z
poje֒ciem tym zwia֒zane, a udoste֒pniaja֒c “na zewna֒trz” tylko wybrane rezultaty dzia lania
i ukrywaja֒c wszystkie nieistotne dla przysz lego użytkownika obiektu szczegó ly dzia lania.
To poste֒powanie nazywa sie֒ hermetyzacja֒ danych. Dzie֒ki temu mamy pewność, że dana
czynność jest wykonywana tam, i tylko tam gdzie powinna być wykonywana, co znako-
micie u latwia szukanie b le֒dów w programie oraz pozwala na rozszerzanie i modyfikacje֒
programu. Wystarczy bowiem tylko zmodyfikować deklaracje֒ tego obiektu (klase֒). Wia-
domo, że wszystkie dane i czynności zwia֒zane z tym poje֒ciem sa֒ tam zadeklarowane. To
tylko pozornie przypomina poste֒powanie w podej́sciu strukturalnym bo deklaracje pro-
cedur nie maja֒ żadnego formalnego powia֒zania z deklaracjami zmiennych. W obiekcie
w laśnie takie formalne powia֒zanie danych i przetwarzaja֒cych je procedur ma miejsce i
określa sie֒ je terminem abstrakcja danych. Takie podej́scie pozwala znacznie natural-
niej opisać zjawiska wyste֒puja֒ce w rzeczywistości. Klasa bardziej bezpośrednio modeluje
rzeczywiste obiekty. Dobrym przyk ladem jest urza֒dzenie elektroniczne. Każda cze֒ść
jest obiektem wykonuja֒cym pewne czynności na rzecz urza֒dzenia, a jej cechami sa֒ pa-
rametry (np. w kondensatorze pojemność). Urza֒dzenie to jest zamknie֒te w obudowie i
komunikuje sie֒ ze światem zewne֒trznym tylko poprzez wychodza֒ce z niego przewody a
jego dzia lanie jest ukryte pod obudowa֒ i niedoste֒pne. Owe przewody to, w przypadku
obiektów, procedury doste֒pne dla użytkownika, dzie֒ki którym obiekt komunikuje sie֒ ze
światem zewne֒trznym, a wartości funkcji sk ladowych to rezultaty jego dzia lania.

W����
X,Y,Z

DajWynikU�����	
��We
�����������

U�����	�
Rysunek 2.3: Klasa we֒ze l

W interesuja֒cej nas dziedzinie, jaka֒ jest analiza konstrukcji metoda֒ elementów skoń-
czonych, można bez trudu dostrzec wiele podobszarów tej dziedziny, które moga֒ (a nawet,
można by rzec, aż sie֒ o to prosza֒) być modelowane przy pomocy klas. Najprostszym
przyk ladem może być struktura danych opisuja֒ca we֒ze l. W klasie We֒ze l (Rys. 2.3) wi-
dzimy atrybuty w postaci wspó lrze֒dnych we֒z la (sa֒ to trzy liczby rzeczywiste X, Y, Z) i
trzy sk ladowe funkcje: jedna zwracaja֒ca macierz wspó lrze֒dnych we֒z la WeźWspó lrze֒dne i
dwie funkcje s luża֒ce do uśredniania wyników w we֒z lach.

Drugim przyk ladem jest (Rys. 2.4) klasa elementu skończonego kratownicy. Posiada
ona zbiór we֒z lów, na których “rozpie֒ty“ jest element oraz funkcje obliczaja֒ce macierz
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Rysunek 2.4: Klasa Kratownica

sztywności, macierz bezw ladności i macierz styczna֒. Liczba zmiennych obiektowych
(egzemplarzy) be֒dzie taka jak odpowiednia ilość we֒z lów i elementów konstrukcji ana-
lizowanego zadania. Każdy egzemplarz przechowuje swoje dane (np. wspó lrze֒dne).
Przyk ladowe klasy zamieszczone w tym rozdziale ilustruja֒ jedynie omawiane mechani-
zmy obiektowe. Klasy sk ladaja֒ce sie֒ na tworzony w ramach tej pracy VFEM++ posiadaja֒
znacznie wie֒cej funkcji sk ladowych (obliczanie macierzy transformacji, macierzy kszta ltu,
tablicowania wyników), które nie sa֒ prezentowane na diagramach by nie przes laniać istoty
problemu.

2.4.4 Struktury obiektowe

Nietrudno zauważyć, że klasyfikacja poje֒ć rozpatrywanej dziedziny wskazuje wspólne ce-
chy i różnice. Istotna jest wie֒c możliwość odzwierciedlenia tych naturalnych klasyfikacji
w modelu obiektowym. Dla przyk ladu rozważmy podobieństwa elementów skończonych.
Cecha֒ wspólna֒ wszystkich elementów skończonych jest to, że posiadaja֒ niepusty zbiór
we֒z lów, na których sa֒ rozpie֒te. Niektóre elementy maja֒ ze soba֒ wie֒cej cech wspólnych
niż inne. Na przyk lad element ramy p laskiej ma wie֒cej cech wspólnych z elementem
ramy przestrzennej niż z elementem pow lokowym. Znajdowanie tych cech wspólnych i
możliwość efektywnego wykorzystania ich jest jedna֒ z ważniejszych w laściwości podej́scia
obiektowego. Takie znajdowanie bardziej ogólnych typów nosi nazwe֒ uogólniania. Widać
to nawet w paradygmacie programowania obiektowego (punkt 2.2). W podej́sciu struk-
turalnym je֒zyki programowania nie dawa ly żadnego wsparcia, żadnych mechanizmów
pozwalaja֒cych wykorzystać cechy wspólne pomie֒dzy elementami skończonymi. Twórcy
oprogramowania musieli sami rozwia֒zywać te problemy. Wprowadza lo to dodatkowe kom-
plikacje. Podej́scie obiektowe poprzez stworzenie odpowiednich relacji pomie֒dzy obiek-
tami daje nam możliwość efektywnego wykorzystania cech wspólnych, a przez to dużego
uproszczenia procesu tworzenia nawet bardzo z lożonych struktur.

2.4.4.1 Struktura generalizacja-specjalizacja

Jednym z typów powia֒zań obiektów jest struktura generalizacja-specjalizacja (w skrócie
gen-spec). Struktura ta realizowana jest przy pomocy mechanizmu dziedziczenia. Dziedzi-
czenie oznacza przekazywanie cech jednej klasy klasie dziedzicza֒cej. Dziedzicza֒ca klasa
be֒dzie posiada la atrybuty i us lugi klasy, z której dziedziczy, maja֒c możliwość dodania
swoich atrybutów lub us lug. Takie powia֒zanie klas poprzez dziedziczenie nazywa sie֒ hie-
rarchia֒ klas. Przyk ladowa hierarchia klas elementów skończonych pokazana jest na Rys.
2.5 Klasa Element posiada atrybuty ZbiórWe֒z lów i dziedzicza֒ce z niej klasy RamaP laska,
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Rama3D oraz Tarcza be֒da֒ również posiada ly ten atrybut, czyli nie trzeba go już w klasie
deklarować.

Ważnym mechanizmem poszerzaja֒cym funkcjonalność dziedziczenia i wspieraja֒cym
opis wzajemnych relacji klas jest polimorfizm. Polimorfizm umożliwia dziedzicza֒cym kla-
som posiadanie w lasnych definicji danej funkcji zadeklarowanej w klasie bazowej. Takie
polimorficzne funkcje nazywa sie֒ funkcjami wirtualnymi. Jest to również zobrazowane
na Rys. 2.5. W Klasie bazowej Element zadeklowano funkcje: MacierzSztywności, Ma-

cierzStyczna֒ i MacierzBezw ladności. Dziedzicza֒ce z niej klasy również posiadaja֒ deklaracje֒
tych funkcji, przy czym treść tych funkcji w każdej z klas jest inna. Abstrakcyjna klasa
Element istnieje tylko po to, aby zapostulować pewien zestaw cech, które musi posiadać
element skończony. Zatem w klasie Element funkcje sa֒ również abstrakcyjne tzn. nie
posiadaja֒ cia l. Treść tych funkcji jest zdefiniowana w dziedzicza֒cych z niej klasach-i-
obiektach reprezentuja֒cych konkretne elementy skończone. Takie hierarchie dziedziczenia
moga֒ być bardziej rozbudowane. Hierarchia może być rozbudowana ”wzd luż”, kiedy wiele
klas dziedziczy jedna z drugiej lub, kiedy jedna klasa dziedziczy z kilku klas. Pó lkola na
schemacie, Rys. 2.5, sa֒ oznaczeniem struktury gen-spec, czyli dziedziczenia.

Element

ZbiórWez���
ObliczMacierzBezw��������ObliczMacierzSztywno

���
ObliczMacierzStyczn�

Rama3D Tarcza

ObliczMacierzBezw��������ObliczMacierzSztywno
���

ObliczMacierzStyczn�RamaP !"#!
ObliczMacierzBezw��������ObliczMacierzSztywno

���
ObliczMacierzStyczn�

ObliczMacierzBezw��������ObliczMacierzSztywno
���

ObliczMacierzStyczn�
Rysunek 2.5: Klasa Kratownica3D

Widać tu ogromna֒ role֒, jaka֒ odgrywaja֒ dziedziczenie i polimorfizm. To w laśnie
te mechanizmy daja֒ możliwość budowania z lożonych struktur efektywnie wykorzystuja֒c
wspólne cechy klas. Pozwalaja֒ zdefiniować pewne klasy na dużym poziomie ogólności,
postuluja֒c istnienie atrybutów i funkcji (generalizacja), Poprzez dziedziczenie budowana
jest hierarchia, na końcu której znajduja֒ sie֒ konkretne klasy-i-obiekty (specjalizacja). W
programowaniu strukturalnym nie ma o tym mowy. Program zawiera tylko konkretny
kod realizuja֒cy konkretny algorytm. W podej́sciu obiektowym definiujemy struktury pro-
gramu na znacznie wie֒kszym poziomie ogólności. Dzie֒ki klasom abstrakcyjnym można
zbudować system klas be֒da֒cy podstawa֒ do budowy programu i jednocześnie u latwiaja֒cy
tworzenie konkretnych klas-i-obiektów dla zagadnień stoja֒cych na niższym poziomie w
hierarchii dziedziczenia.
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2.4.4.2 Struktura ca lość-cze֒ść

Innym powia֒zaniem obiektów jest struktura ca lość-cze֒ść. Przy pomocy tej struktury opi-
sywane sa֒ poje֒cia o takiej z lożoności, w której g lówny obiekt reprezentuja֒cy dane poje֒cie
zawiera inne obiekty wspó lpracuja֒ce z nim i be֒da֒ce w rzeczywistości jego cze֒ściami. Nie-
trudno pokazać praktyczne przyk lady obiektów posiadaja֒cych cze֒ści. Na przyk lad sa-
mochód posiada silnik, czy ko la. Podobnie w dziedzinie, jaka֒ jest analiza konstrukcji
metoda֒ elementów skończonych, można znaleźć wiele poje֒ć, których sk ladowe można by
nazwać cze֒ściami. Przyk ladowo cze֒ściami elementu skończonego możemy nazwać materia l
elementu, we֒z ly, na których jest rozpie֒ty czy aproksymacje pola wynikowego. Przyk lad
struktury ca lość-cze֒ść pokazany jest na Rys. 2.6. Na schemacie widzimy obiekt Element,

Element

ObliczMacierzBezw$%&'()*+ObliczMacierzSztywno
)*+

ObliczMacierzStyczn, 0,m0,1

W-./0
Wspó$123&'4
DajMacierzWspo$123&'5*6

Materia
0

Sta$47%841+%$94
ObliczFunkcjeMateria$(94
ObliczMacierzMateria$(9%
DajMacierzG3:8()*+

0,n

1

Aproks ymacja

ObliczFunkcjeKszta$8;W32$5<124=(9MacierzPunktówGaussa

ObliczWarto
)*>;'?*@+0,k

Rysunek 2.6: Przyk lad struktury ca lość cześć

który zawiera trzy inne obiekty. Kierunek zaznaczony na rysunku skierowany jest od
obiektu-cze֒ści do obiektu-ca lości. Liczby umieszczone na po la֒czeniu oznaczaja֒ maksy-
malna֒ liczbe֒ posiadanych obiektów. Obiekt Element wspó lpracuje z k we֒z lami. Pozornie
może to wygla֒dać na sprzeczne z poprzednimi przyk ladami, gdzie ZbiórWe֒z lów by l atry-
butem obiektu. To, że ZbiórWe֒z lów jest atrybutem, jest tylko szczegó lem realizacyjnym
struktury ca lość-cze֒ść. Obecnie rozpatrujemy sposób dzia lania struktury, a nie szczegó ly
implementacyjne. Obiekt Element posiada najwyżej jeden materia l. Ten sam materia l
natomiast może być przypisany do m elementów. Oczywíscie brak materia lu spowoduje
b la֒d przy rozwia֒zaniu zadania, ale jest formalnie dopuszczalny przy wprowadzaniu danych
zadania. Podobnie z obiektem Aproksymacji. Obiekt zawsze posiada jedna֒ aproksymacje֒

(np. Lagrange 16 we֒z lowa֒). Ta sama aproksymacja może być przypisana n obiektom.
Zgodnie z poje֒ciami hermetyzacji i abstrakcji danych obiekt pobiera wszystkie informa-
cje dotycza֒ce materia lu z obiektu Materia l, zaś informacje o funkcji kszta ltu i geometrii
elementu z obiektu Aproksymacja, z którymi jest po la֒czony w strukturze ca lość-cze֒ść. W
programie struktury ca lość-cze֒ść wykorzystuje sie֒  la֒cznie ze strukturami gen-spec, co zo-
stanie pokazane już na konkretnych przyk ladach struktur programu VFEM w dalszej cze֒ści
pracy.
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Rysunek 2.7: Komunikacja obiektów

2.4.4.3 Komunikacja obiektów

Powia֒zaniem nazywamy taki zwia֒zek dwóch obiektów, w którym obiekty te nie maja֒
żadnych cech wspólnych, żaden nie jest cze֒ścia֒ drugiego, a mimo to ze soba֒ wspó lpracuja֒.
Przyk lad powia֒zania znajduje sie֒ na Rys. 2.7. Obiekt OknoG lówne reprezentuje g lówne
okno programu. (w okienkowym systemie operacyjnym np.: Windows). Natomiast Kon-

strukcja jest obiektem be֒da֒cym w istocie baza֒ danych zawieraja֒ca֒ wszelkie dane anali-
zowanej konstrukcji. Obiekt OknoG lówne reprezentuje okno Windows. Odpowiada tylko
za wspó lprace֒ z użytkownikiem i nie ma nic wspólnego z analiza֒ konstrukcji. Nie ma
wie֒c żadnych cech wspólnych z obiektem Konstrukcja. Nie da sie֒ zastosować struktury
gen-spec ani struktury ca lość-cze֒ść. Obiekty te musza֒ jednak wspó lpracować ze soba֒.
Fizycznie ta wspó lpraca odbywa sie֒ tak samo jak w strukturze ca lość-cze֒ść tj. przez
wzajemne wywo lywanie sk ladowych funkcji (poje֒ciowo okno programu nie jest przecież
cze֒ścia֒ konstrukcji ani konstrukcja cze֒ścia֒ okna). G lówne okno (wersji okienkowej pro-
gramu) zawiera menu oraz przyciski steruja֒ce, przy pomocy których użytkownik wywo luje
poszczególne funkcje programu. Funkcje zwia֒zane z konstrukcja֒ takie, jak: wprowadzenie
danych, wykonanie obliczeń, narysowanie schematu, wykonuje obiekt Konstrukcja. Sta֒d
tez konieczność powia֒zania tych obiektów i ich wspó lpracy. Na Rys. 2.7 widać zaznaczone
czarna֒ linia֒ powia֒zanie. Szara֒, ukierunkowana֒ linia֒ zaznacza sie֒ wykonywanie funkcji.
Linia skierowana jest od obiektu wywo luja֒cego funkcje֒ do obiektu, którego ta funkcja
jest sk ladowa֒. Takie wywo lanie funkcji nazywa sie֒ komunikatem. Nad strza lka֒ można
umieścić opis komunikatu. Cze֒sto jednak chodzi o zaznaczenie tylko faktu wspó lpracy
obiektów i opisu nie umieszcza sie֒ . Moga֒ ze soba֒ wspó lpracować obiekty powia֒zane struk-
tura֒ ca lość-cze֒ść. Oznaczenie komunikatu może być wie֒c również pomie֒dzy obiektem-
ca lościa֒, a obiektem-cze֒ścia֒.

Pokazane na schematach struktury obiektowe sa֒ statycznym obrazem opisywanego
problemu. Zaznaczenie na schemacie komunikatów daje nam dynamiczny obraz struktur
pokazuja֒c sposób wspó lpracy powia֒zanych obiektów.

2.5 Zastosowanie struktur obiektowych do stworze-

nia systemu analizy VFEM++

2.5.1 Struktura ogólna

Ze wzgle֒du na czytelność struktury obiektowe programu VFEM zostana֒ przedstawione
na kilku wzajemnie uzupe lniaja֒cych sie֒ schematach. Na Rys. 2.8 pokazana jest zasad-
nicza struktura powia֒zań obiektu Konstrukcja. Obiekt ten jest g lównym obiektem pro-
gramu opisuja֒cym analizowana֒ konstrukcje֒. Jest rodzajem bazy danych przechowuja֒cym
wszystkie dane sk ladaja֒ce sie֒ na model konstrukcji. Konstrukcja ponadto wspó lpracuje
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Rysunek 2.8: Ogólna struktura systemu

z innymi obiektami, jak na przyk lad: EkranGraficzny reprezentuja֒cego wyj́scie graficzne,
na którym jest rysowana konstrukcja (np. okno Windows, drukarke֒, czy plik graficzny).
Poszczególne cze֒ści konstrukcji opisywane sa֒ przez obiekty tworza֒ce wraz z obiektem
Konstrukcja struktury ca lość-cze֒śc. Zdziwienie może budzić fakt, że obiekty takie, jak:
Materia l, czy Obcia֒żenieElementowe sa֒ cze֒ściami konstrukcji. Wydawa loby sie֒, że po-
winny być cze֒ściami elementu. Zrobiono tak dlatego, żeby nie tworzyć wielu identycznych
obiektów. Gdyby Element by l tylko cze֒ścia֒ obiektu Element, a konstrukcja zawiera laby
np. 1000 elementów o tym samym materiale, wówczas trzeba by utworzyć 1000 egzem-
plarzy obiektów klasy Materia l o identycznych parametrach. W przypadku, gdy Materia l

jest też cze֒ścia֒ obiektu Konstrukcja, tworzony jest pojedynczy egzemplarz obiektu Materia l

i może być przypisany jako cze֒ść wielu elementom. Podobna zasada dotyczy obiektów
Obcia֒żenieElementowe, ZwolnienieElem (obiekt ten reprezentuje wolny stopień swobody
elementu, tj. taki, który nie jest ”pod la֒czony”do żadnego innego elementu czy we֒z la np.
przegub).

2.5.2 Klasy elementów skończonych

Hierarchia klasy Element jest reprezentacja֒ obiektowa֒ poszczególnych rodzajow elementów
skończonych, w jakie wyposażony jest program VFEM. Schemat hierarchii pokazany jest
na Rys. 2.9. Na rysunku tym pominie֒to powia֒zania klasy Element z innymi niż ele-
menty skończone klasami. Abstrakcyjna bazowa klasa Element zawiera metody, które
musi zawierać każdy element skończony. Klasa ta zawiera też dwa atrybuty. Jednym
jest macierz q zawieraja֒ca wektor uogólnionych przemieszczeń we֒z lowych (we֒z lów, na
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Rysunek 2.9: Hierarchia klas elementów skończonych

których rozpie֒ty jest element) w uk ladzie lokalnym elementu. Wektor taki dostarczany jest
każdemu elementowi przez rozwia֒zuja֒cy zadanie obiekt klasy AnalizaMES po rozwia֒zaniu
zadania, umożliwiaja֒c elementowi obliczenie wyników. Struktury powia֒zań klasy Ana-

lizaMES zostana֒ zaprezentowane w dalszej cze֒ści pracy. Macierz W jest wektorem si l
wewne֒trznych. Taka konstrukcja klasy nie narzuca sposobu numerycznej realizacji po-
szczególnych funkcji elementu. Poszczególne macierze moga֒ być obliczane przez nume-
ryczne ca lkowanie albo zdefiniowane analitycznie. Klasa Element nie jest jedyna֒ abstrak-
cyjna֒ klasa֒ w hierarchii. W klasyfikacji elementów wymieniono bardziej szczegó lowe klasy
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elementów, jak: elementy jednowymiarowe (klasa TElement1D), elementy dwuwymiarowe
(klasa TElement2D), a w klasie elementów dwuwymiarowych-elementy izoparametryczne
reprezentowane przez ElementIzoparametryczny. Dopiero na bazie tych klas buduje sie֒
klasy-i-obiekty opisuja֒ce konkretne elementy skończone. Klasa Element1D posiada jeden
atrybut, jakim jest d lugość elementu. Dziedzicza֒ z niej klasy reprezentuja֒ce jednowy-
miarowe elementy (RamaP laska itp.). W tych klasach-i-obiektach zdefiniowano wszystkie
potrzebne do obliczeń funkcje zadeklarowane w klasie Element i Element1D, których nie
umieszczono na schematach klas elementów jednowymiarowych na Rys. 2.9 ze wzgle֒du na
brak miejsca. Zastosowany mechanizm funkcji polimorficznych pozwala na definicje֒ tej
samej funkcji w każdej z klas-i-obiektów odre֒bnie. W elementach pre֒towych zastosowano
analityczna֒ definicje֒ funkcji obliczaja֒cych macierze sztywności, bezw ladności i macierzy
wp lywu pod loża Winklera. W Elementcie pow loki obrotowo-symetrycznej macierze te
obliczane sa֒ w sposób numeryczny, z zastosowaniem kwadratury Gaussa w 7 punktach
(w/g zaleceń zawartych w [50].

W klasie elementów dwuwymiarowych zastosowano w systemie jedynie elementy izo-
parametryczne. Gdyby zaistnia la potrzeba utworzenia nieizoparametrycznego elementu
p laskiego, dziedziczy lby on z klasy Element2D. Podej́scie izoparametryczne jest na tyle
ogólne, że pozwala zdefiniować funkcje obliczaja֒ce macierze elementu już w abstrak-
cyjnej klasie IzoparametrycznyElement2D. Jedyna֒ różnica֒ pomie֒dzy różnymi typami ele-
mentów izoparametrycznych w funkcjach obliczaja֒cych macierze jest różniczkowy element
obje֒tości:

Ke =

∫

V

BTDBdV. (2.1)

Dla tarczy dV = h · dx · dy , zaś dla tarczy w stanie obrotowej symetrii mamy dV =
2 · π · r · dr · dz. Funkcja D KsiEta zwraca w laśnie te֒ wartość. Widać na Rys. 2.9, jak
 latwo wprowadzić do systemu nowy element bazuja֒cy na koncepcji izoparametrycznej.
Wystarczy zdefiniować tylko funkcje֒ licza֒ca֒ macierz odkszta lceń, macierz kszta ltu (tu w
odróżnieniu od elementów jednowymiarowych macierz kszta ltu jest funkcja֒ dwóch zmien-
nych), D KsiEta oraz Funkcje֒Wynikowa֒ (ta ostatnia s luży do obliczania wszystkich funkcji
wynikowych, jakie przewidujemy dla danego typu elementu). Zupe lnie innym elementem
jest uwidoczniony na schemacie pow lokowy element ElementAhmada. Dlatego konieczne
by lo zdefiniowanie w tej klasie odre֒bnych wersji wie֒kszości jego funkcji. Klasa ta posiada
ponadto atrybut v. Sa֒ to wektory normalne do powierzchni środkowej elementu w jego
we֒z lach s luża֒ce do opisu geometrii elementu. Szczegó lowy opis tego elementu można
znaleźć w pracy [50].

2.5.3 Aproksymacja i geometria elementów skończonych

Klasa elementu izoparametrycznego zdefiniowana jest tak, żeby wszystkie informacje do-
tycza֒ce aproksymacji i geometrii we֒z lów pobierane by ly z obiektu Aproksymacja. Jest
to pokazane na Rys. 2.10. Aproksymacja jest cze֒ścia֒ obiektu Element. W tym obiek-
cie zawarte sa֒: informacje dotycza֒ce geometrii we֒z lów, we֒z ly znajduja֒ce sie֒ na brzegu
elementu (potrzebnych do narysowania elementu), liczba punktów Gaussa potrzebna do
ca lkowania, funkcje kszta ltu i ich pochodne do drugiego rze֒du w la֒cznie. Obiekty Element i
Aproksymacja sa֒ tworzone niezależnie i wspó lpracuja֒ ze soba֒. Dzie֒ki takiemu rozwia֒zaniu
wystarczy stworzyć tylko jedna֒ nowa֒ klase֒ elementu izoparametrycznego. Obiekty tej
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Serendip12

WartodefcghijklmYn Ẑnc
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Serendip8

WartodefcghijklmYn Ẑnc
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Rysunek 2.10: Obiekt Element i jego cze֒ści. Hiererchia obiektu aproksymacja

klasy be֒da֒ automatycznie dzia lać z wszystkimi już istnieja֒cymi klasami aproksymacji.
Tak by l wprowadzany do programu VFEM element Pow loka Ahmada. Przed wprowa-
dzeniem tego elementu by ly już w programie aproksymacje przedstawione na Rys. 2.10,
wspó lpracuja֒ce z elementami tarczy i p lyty (tj. wszystkie oprócz aproksymacji Hermita).
Wystarczy lo stworzyć klase֒ Pow lokaAhmada. Obiekty tej klasy zacze֒ ly wspó lpracować z
klasami aproksymacji istnieja֒cymi już w programie. Taka konstrukcja znacznie u latwia
wprowadzanie, zarówno nowych klas elementów, jak i nowych klas aproksymacji. Nowo
dodawany element be֒dzie wspó lpracowa l z istnieja֒cymi klasami aproksymacji. Nowa
aproksymacja wprowadzana do programu be֒dzie wspó lpracować z wszystkimi typami ele-
mentów. Oczywíscie nie każda kombinacja element-aproksymacja ma sens np. tarcza
nie może wspó lpracować z aproksymacja֒ Hermita. Najważniejsze jest jednak to, aby nie
by lo żadnych przeszkód formalnych, czy utrudnień w zastosowaniu dowolnej kombinacji
element - aproksymacja. Ocena sensowności po la֒czenia może być wykonana na etapie
wprowadzania danych. Tak sie֒ dzieje podczas wprowadzania danych w systemie VFEM++,
a ewentualne niezgodności sa֒ sygnalizowane b le֒dem.

2.5.4 Klasy materia lów

Zadaniem obiektów klasy Materia l jest reprezentowanie poszczególnych typów materia lów.
Obiekty te przechowuja֒ sta le materia lowe oraz posiadaja֒ funkcje buduja֒ce macierze ma-
teria lowe. Dla elementów pre֒towych, gdzie macierze (sztywności, bezw ladności itp.)
obliczane sa֒ analitycznie, jedyna֒ funkcja֒ obiektu Materia l jest przechowywanie sta lych



24 Rozdzia l 2. Podej́scie obiektowe w analizie MES, niezawodności i optymalizacji

Materia
~���~������������

Macierze C,Ct,C0,Ctd,ro,

ObliczMacierze

Materia
~

DajWarto��������Sta
�������������

Materia
~�����������������

Materia
~� �¡� Materia

~¢�£���¤�¥�¦§Materia
~¢�£���¤�¥�¨§Materia

~�£©�̈ §Pow
~��£ª«©£¬®¡�P

~��£ �̄¤¬°�¤£�£¤¬��¥¡
Materia

~�£©�¦§
P
~��£ �̄¤¬°�¤£�������£P

~��£ �̄¤¬°�¤£®¡�TarczaPSO_Orto

TarczaPSO_Izo

TarczaPSN_Orto

TarczaPSN_Izo

C

Ctd

C0

NieliniowyMateria
~§�±�¤���£¤����

NieliniowyMateria
~§�±�¤���£¤����

Materia
~���°�¤�������

Materia
~���°�¤�������

ObliczNapr²³�́ ��

ObliczMacierze

ObliczNapr²³�́ ��
Materia

~�����������������
ObliczMacierze

ObliczNapr²³�́ ��

DC,dCt,dC0,dCtd

Rysunek 2.11: Hierarchia klas materia lowych

materia lowych. W przypadku materia lów nieliniowych w klasie Materia l definiowane sa֒
funkcje materia lowe. Jako sta le materia lowe rozumie sie֒ tu także charakterystyki prze-
krojowe takie jak pole przekroju, czy moment bezw ladności. Zasadniczo powinny być
stworzone klasy o nazwie np. Geometria opisuja֒ce w lasności przekrojów. Takie podej́scie
by loby uzasadnione w przypadku bardziej inżynierskiego podej́scia daja֒cego możliwość
definicji z lożonych przekrojów, np. kszta ltowników walcowanych, czy innych z lożonych
przekrojów. Dla uproszczenia zrezygnowano tu jednak z tak detalicznego podej́scia.

Każdy z typów elementów skończonych posiada co najmniej jeden odpowiadaja֒cy mu
materia l. Elementy pre֒towe zdefiniowane analitycznie nie moga֒ posiadać innych mate-
ria lów, jak tylko ten, dla którego wyprowadzono analityczne wzory na macierz sztywności
i inne macierze. Podej́scie numeryczne, gdzie do obliczeń potrzebna jest macierz mate-
ria lowa, umożliwia zdefiniowanie wielu różnych typów materia lów dla jednego typu ele-
mentu skończonego. Niektóre elementy skończone istnieja֒ce w systemie posiadaja֒ kilka



2.5. Zastosowanie struktur obiektowych do stworzenia systemu analizy VFEM++ 25

typów materia lów, do wyboru przez użytkownika. Sa֒ to elementy tarczowe posiadaja֒ce
materia l izotropowy oraz materia l warstwowo-izotropowy. Element p lyty Mindlina ma
do dyspozycji trzy materia ly: Izotropowy, Sandwiczowy oraz materia l p lyty z wycie֒tymi
prostoka֒tnymi otworami. Hierarchie֒ klas Materia l obrazuje Rys. 2.11. Z klasy Mate-

ria l dziedzicza֒ bezpośrednio klasy-i-obiekty reprezentuja֒ce poszczególne materia ly liniowe.
W abstrakcyjnej klasie Materia l zdefiniowano wszystkie funkcje potrzebne do dzia lania
obiektu tej klasy. W szczególności zadeklarowano w tej klasie dwie funkcje abstrak-
cyjne. Dziedzicza֒ce z klasy bazowej materia ly musza֒ te funkcje zdefiniować. Pierwsza֒
z nich jest funkcja ObliczMacierze, która ma za zadanie obliczyć wszystkie macierze ma-
teria lowe używane przez dany materia l, wraz z ich pochodnymi wzgle֒dem sta lych mate-
ria lowych potrzebnymi w analizie wrażliwości parametrycznej. Druga funkcja to funkcja
ObliczNapre֒żenia, reprezentuja֒ca prawo konstytutywne dla danego materia lu. Wszystkie
używane macierze materia lowe jak i funkcje umożliwiaja֒ce doste֒p do nich, zadeklarowane
sa֒ w bazowej klasie abstrakcyjnej Materia l. Może sie֒ to wydawać pozornie nielogiczne,
ponieważ w rezultacie każdy materia l posiada wszystkie funkcje. Po co na przyk lad ma-
teria lom dla zagadnienia statyki liniowej funkcje materia lowe, zwracaja֒ce macierze Ctd

czy C0, w laściwe dla materia lów lepkospre֒żystych? Może sie֒ jednak zdarzyć, że be֒dziemy
chcieli, aby cze֒ść konstrukcji poddanej analizie reologicznej mia la w laściwości wy la֒cznie
spre֒żyste. Innymi s lowy materia l spre֒żysty musi sie֒ dać zastosować nie tylko w statyce,
czy dynamice liniowej, ale również w innych typach analiz. Teoretycznie hierarchia klas
nie powinna stwarzać formalnych przeszkód stosowania dowolnych materia lów w dowol-
nych typach analiz. Dlatego w klasie bazowej zdefiniowano wszystkie znane typy macierzy
materia lowych oraz funkcji materia lowych.

2.5.5 Obiektowy model analizy skończenie elementowej

Obiekty klasy AnalizaMES s luża֒ do wykonania analizy skończenie elementowej. Schemat
hierarchii klasy AnalizaMES zawiera Rys. 2.12. W bazowej klasie deklarowane sa֒ wspólne
dla wszystkich typów analiz atrybuty i metody. Sa֒ to globalne macierze sztywności,
bezw ladności, macierz t lumienia, wektory obcia֒żeń i przemieszczeń. Zasadnicza֒ funkcja֒
jest funkcja Rozwia֒żZadanie. W ciele tej funkcji znajduje sie֒ kod algorytmu realizuja֒cego
dany rodzaj analizy. Bezpośrednio z klasy AnalizaMES wyprowadzona jest klasa Sta-

tykaLiniowa. Dziedzicza֒ca również z klasy AnalizaMES, klasa StatykaNieliniowa realizuje
analize֒ fizycznie nieliniowa֒. Ten rodzaj analizy doste֒pny jest tylko dla kratownic p laskich
i przestrzennych, gdyż tylko te obiekty maja֒ zdefiniowane procedury obliczaja֒ce macierz
styczna֒.  Latwo jednak rozszerzyć możliwości systemu o analize֒ nieliniowa֒ innych kon-
strukcji definiuja֒c funkcje֒ obliczaja֒ca֒ macierz styczna֒ dla innych elementów. Z pewnościa֒
takie funkcje zostana֒ do systemu dodane w niedalekiej przysz lości.

Dziedzicza֒ca z klasy StatykaNieliniowa klasa StatykaFizycznieNieliniowa reprezentuje,
zgodnie z nazwa֒, statyke֒ fizycznie nieliniowa֒ i w aktualnej wersji programu jest doste֒pna
tylko dla tarcz w p laskim stanie odkszta lcenia. Tylko dla tarcz PSO istnieja֒ klasy nie-
liniowego materia lu. W razie pojawienia sie֒ konieczności analizowania innych konstruk-
cji z nieliniowościami materia lowymi można  latwo dodać stosowne klasy materia lów dla
tych konstrukcji. Klasa AnalizyCzasowa  la֒czy w sobie wszystkie wspólne cechy metod
bezpośredniego ca lkowania równania ruchu. Każda z metod bezpośredniego ca lkowania
równania ruchu sk lada sie֒ z obliczeń wste֒pnych oraz powtarzanych w pe֒tli obliczeń na
przyroście. Tylko te dwie funkcje wystarczy zdefiniować w każdej z klas dziedzicza֒cych,
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Rysunek 2.12: Schemat hierarchii klas analizy skończenie elementowej

reprezentuja֒cych konkretna֒ metode֒ ca lkowania równania ruchu. Na Rys. 2.13 pokazano
schemat powia֒zań klasy AnalizaMES. Widać tu, że podczas analizy solver wysy la komuni-
katy do czterech innych obiektów: Konstrukcji, Elementu, We֒z la oraz Obcia֒żeniaWe֒z lowego.
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Rysunek 2.13: Schemat powia֒zań klasy analizy skończenie elementowej

2.5.6 Klasy obcia֒żeń elementowych

Każdy z poszczególnych typów elementów skończonych może posiadać różne rodzaje
obcia֒żeń elementowych. Struktura gen-spec jest wie֒c i w tym przypadku bardzo pomocna.
Podstawowa֒ bazowa֒ klasa֒ jest klasa Obcia֒żenieElementowe. Wyprowadzone z niej sa֒ abs-
trakcyjne klasy dla poszczególnych typów elementów, a naste֒pnie dla poszczególnych
typów obcia֒żeń. Jedyna֒ funkcja֒, jaka֒ trzeba zdefiniować w każdej z klas, jest funk-
cja ObliczWektorSi lWe֒z lowych s luża֒ca zgodnie z nazwa֒ do obliczenia wektora obcia֒żeń
we֒z lowych elementu dla danego obcia֒żenia mie֒dzywe֒z lowego. Hierarchia klas pokazana
jest na Rys. 2.14. Ze wzgle֒du na d lugość nazw dokonano w nich skrótów. Pow oznacza
obcia֒żenie powierzchniowe, Ln - obcia֒żenie dzia laja֒ce wzd luż linii. Glob - obcia֒żenie glo-
balne (obcia֒żenie, którego sk ladowe podaje sie֒ w kartezjańskim uk ladzie globalnym). Lok
- to obcia֒żenie, które dzia la stycznie do powierzchni lub linii dzia lania.
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Rysunek 2.14: Hierarchia klas obcia֒żeń elementowych

2.5.7 Klasy obiektów geometrycznych i generatora siatek regu-
larnych

Klasy realizuja֒ce generacje֒ siatki powinny być jak najbardziej uniwersalne. Zagadnienie
generacji siatek opisuja֒ obiekty należa֒ce do trzech różnych hierarchii. Pierwsza z nich
to klasy obiektów geometrycznych, na których be֒dzie generowana siatka. Moga֒ to być
powierzchnie lub linie, w zależności od jakiego typu elementy be֒da֒ generowane. I tak
mamy powierzchnie֒ rozpie֒ta֒ na czterech (Lagrange4) lub ośmiu (Serendip8) punktach.
Jest to klasa Powierzchnia3D IZO lub w przypadku zadań p laskich Powierzchnia2D IZO.
Możemy generować siatki na powierzchni zdefiniowanej j/w, ale we wspó lrze֒dnych wal-
cowych lub kulistych obs luguja֒ to klasy PowierzchniaWalca i PowierzchniaKuli. Klasy te
posiadaja֒ dwie funkcje sk ladowe: jedna oblicza wspó lrze֒dne kartezjańskie punktu o zada-
nych wspó lrze֒dnych naturalnych powierzchni, czy linii, druga zaś wyznacza wektor nor-
malny (w przypadku klasy Powierzchnia), albo wektor styczny (w przypadku klasy Linia).
W zadaniach p laskich powierzchnie֒ możemy zdefiniować we wspó lrze֒dnych biegunowych
przy pomocy obiektów klasy PowierzchniaBiegunowa. Takie same możliwości mamy w
przypadku generacji elementów jednowymiarowych na zadanej linii. Drugim typem klas
wspó lpracuja֒cym przy generacji siatek jest klasa Siatka. Klasy typu siatka opisuja֒ ro-
dzaj generowanej siatki. Doste֒pne sa֒ dwie siatki: jedna to siatka prostoka֒tna o zadanej
liczbie elementów skończonych na bokach prostoka֒ta oraz dla siatek liniowych - siatka
dziela֒ca zadany odcinek na ustalona֒ liczbe֒ cze֒ści. Metoda Wygeneruj punkt zawarta w
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Rysunek 2.15: Hierarchie klas: Powierzchni, Linii, Generatora, Siatki

klasie Siatka ma za zadanie przeliczyć wspó lrze֒dne we֒z la ze wspó lrze֒dnych naturalnych
elementu skończonego do wspó lrze֒dnych parametryzuja֒cych powierzchnie֒. Druga z funk-
cji (Naste֒pny) decyduje o tym, kiedy zakończyć proces generacji zwracaja֒c wtedy wartość
logiczna֒ false. Proces generowania siatek nadzorowany jest przez obiekty klasy Genera-

tor. Sa֒ dwie klasy-i-obiekty tego typu: generator dla elementów powierzchniowych oraz
generator dla elementów liniowych.

Na Rys. 2.16 przedstawiono strukture֒ powia֒zań obiektu Generator z innymi obiektami
wspó lpracuja֒cymi podczas generacji siatek regularnych. Przez siatke֒ regularna֒ rozumie
sie֒ taka֒ siatke֒, której liczba elementów skończonych w wygenerowanym modelu jest znana
przed rozpocze֒ciem generacji. Zastosowania innych struktur wymaga generator siatek nie-
regularnych np. triangularyzacja Delaunay’a. Ten generator be֒dzie szczegó lowo opisany
w dalszej cze֒ści pracy. Dla siatek regularnych proces generacji przebiega naste֒puja֒co:
Generator dostaje obiekt reprezentuja֒cy element skończony. Zadaniem generatora jest
ustalić liste֒ we֒z lów, na których element jest rozpie֒ty. W tym celu Generator wywo luje
funkcje֒ elementu GenerujSie֒ (patrz Rys. 2.9). W funkcji tej Element pobiera z obiektu
Aproksymacja wspó lrze֒dne naturalne we֒z lów i kolejno zwraca je Generatorowi, który z ko-
lei wywo luje sk ladowa֒ obiektu Siatka przeliczaja֒ca֒ wspó lrze֒dne naturalne elementu na
wspó lrze֒dne naturalne generowanego obszaru. Te z kolei przeliczane sa֒ przez obiekt klasy
Powierzchnia albo Linia na wspó lrze֒dne kartezjańskie. We֒ze l o takich wspó lrze֒dnych wpro-
wadzany jest do bazy we֒z lów. Cykl ten jest powtarzany dla wszystkich elementów. Taka
konstrukcja generatora daje bardzo duża֒ uniwersalność. Generator nie musi mieć żadnych
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Rysunek 2.16: Struktura powia֒zań obiektu generator
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Rysunek 2.17: Struktura powia֒zań z obiektem EkranGraficzny oraz komunikacja z nim

danych o elementach i może generować elementy dowolnego typu. Wystarczy, aby każdy
typ elementu posiada l funkcje֒ polimorficzna֒ GenerujSie֒.

2.5.8 Graficzny interfejs użytkownika

Klasa֒ reprezentuja֒ca֒ okno do wyświetlania schematu konstrukcji jest EkranGraficzny. Za-
wiera on wszystkie funkcje potrzebne do operacji graficznych: rysowania, drukowania i
zapisu schematu konstrukcji. Jakikolwiek inny obiekt wykorzystuja֒cy funkcje graficzne
systemu musi mieć powia֒zania z tym obiektem. W ekranie graficznym zdefiniowane sa֒
funkcje realizuja֒ce przekszta lcenie aksonometryczne oraz rzuty schematu. Atrybutami
ekranu graficznego sa֒ wszystkie parametry wyświetlania. Liczba egzemplarzy obiektu w
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programie odpowiada liczbie otwartych przez użytkownika okien graficznych, lub liczbie
plików graficznych jakie be֒da֒ zapisane w danym zadaniu. Dzie֒ki temu jest możliwość
utworzenia kilku różnych widoków tej samej konstrukcji równocześnie.

Pokazana na Rys. 2.17 struktura powia֒zań oraz sposób obs lugi grafiki nie sa zbyt
skomplikowane. Program VFEM++nie posiada wprowadzania danych o konstrukcji przy
pomocy edytora graficznego. Przy tej metodzie wprowadzania danych struktury graficzne
by lyby bardziej skomplikowane.

2.5.9 Klasy analizy niezawodnościowej

Wobec dużej różnorodności metod analizy niezawodnościowej podej́scie obiektowe jest
również w tym przypadku bardzo efektywnym narze֒dziem programowania takich obliczeń.
Istnieja֒ bowiem nie tylko najrozmaitsze metody analizy niezawodności takie jak FORM

(First Order Reliability Method), SORM (Second Order Reliability Method), Monte Carlo
czy Importance Sampling, ale i również wiele alternatywnych procedur sk ladaja֒cych sie֒
na te metody. Można bowiem w ramach metod FORM czy SORM stosować różne algo-

Rysunek 2.18: Hierarchia klas analizy niezawodnościowej

rytmy znajdowania punktu projektowego. Można stosować różne metody transformacji
zmiennych losowych do przestrzeni standardowej (np. Natafa czy Rossenblatta). Istnieje
też wiele różnych parametrów konstrukcji, których losowość życzymy sobie uwzgle֒dniać
w naszej analizie, takich, jak: sta le materia lowe, parametry kszta ltu konstrukcji, czy
obcia֒żenie. Zaprogramowanie tych wszystkich elementów analizy niezawodnościowej po-
legać be֒dzie na stworzeniu odpowiednich struktur obiektowych zaprezentowanych poniżej.

Na Rys. 2.18 przedstawiono hierarchie֒ klas analiz niezawodnościowych.W klasie ba-
zowej zadeklarowano jedna֒ abstrakcyjna֒ funkcje֒ WykonajAnalize֒ która jest definiowana
w dziedzicza֒cych z niej konkretnych klasach reprezentuja֒cych poszczególne typy ana-
liz. W be֒da֒cym cze֒ścia֒ tej pracy systemie zaimplementowano trzy typy analizy nieza-
wodnościowej: Monte Carlo, FORM, SORM i Importance Sampling. Bazowa klasa posiada
również kilka atrybutów wspólnych dla wszystkich klas bazowych takich jak, wskaźnik do
funkcji celu, z którym ten obiekt wspó lpracuje oraz zbiór zmiennych losowych, których
wartości sa֒ potrzebne podczas analizy. Pewnego komentarza wymaga fakt, iż Analiza
skończenie elementowa nie posiada wspólnej klasy bazowej z analiza֒ niezawodnościowa֒ i
opisana֒ poniżej analiza֒ optymalizacyjna֒.  Latwo jednak zauważyć, że tych analiz nic ze
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Rysunek 2.19: Hierarchia klas funkcji granicznej

soba֒ nie  la֒czy. Poza funkcja֒ realizuja֒ca֒ analize֒ nie mia lyby żadnych wspólnych cech
dlatego uznano, że powinny one stanowić odre֒bne byty hierarchiczne. Istnieje nato-
miast wspó lpraca pomie֒dzy analiza֒ niezawodności a analiza֒ MES Rys. 2.23, ponieważ
to w laśnie rezultaty obliczeń MES stanowia֒ podstawe֒ do obliczenia funkcji granicznej i
jej gradientów. Ogólna֒ postać funkcji granicznej, jaka istnieje w systemie, można przed-
stawić naste֒puja֒co:

R ≤ Rl lub R ≥ Rl. (2.2)

gdzie R stanowi dowolny wynik analizy skończenie elementowej taki, jak przemieszczenie
we֒z lów czy napre֒żenie elementowe w dowolnym punkcie elementu, jak i ich wbudowane
funkcje takie, jak wartości g lówne czy np. zredukowane napre֒żenia Hubera-Misesa. a Rl

to wielkość graniczna, która֒ dana wielkość jest ograniczona od góry lub od do lu. Wyzna-
czaniem wielkości wynikowych MES zajmuja֒ sie֒ odre֒bne obiekty, sta֒d zaprezentowana na
Rys. 2.19 hierarchia klas funkcji granicznej nie jest rozbudowana. Planuje sie֒ w przysz lości
rozbudowe֒ możliwości systemu o bardziej skomplikowane funkcje celu takie, jak zadawane
przez użytkownika funkcje wartości wynikowych.

Rysunek 2.20: Hierarchia klas zmiennych losowych
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W systemie można skorzystać z trzech rodzajów zmiennych losowych (Rys. 2.20). Sa֒
to: zmienna losowa reprezentuja֒ca losowy charakter sta lej materia lowej, zmienna losowa
obcia֒żenia oraz parametr kszta ltu. Wspólna֒ cecha֒ zmiennych losowych jest funkcja wir-
tualna WeźWartość s luża֒ca do nadania wartości zmiennej. Funkcja jest polimorficzna,
gdyż nie da sie֒ uogólnić sposobu nadawania wartości zmiennych losowych i dlatego każda
klasa musi mieć w lasna֒ definicje tej funkcji. Wspólnym dla wszystkich klas atrybutem
zadeklarowanym w klasie bazowej jest obiekt Rozk ladPrawdopodobieństwa reprezentuja֒cy,
zgodnie z nazwa֒, rozk lad prawdopodobieństwa danej zmiennej.

Rozk lady prawdopodobieństw również zosta ly zbudowane z użyciem struktur gen-spec.
Wspólnymi atrybutami wszystkich rozk ladów sa֒: wartość średnia i odchylenie standar-
dowe. W klasie bazowej ponadto postuluje sie֒ za pomoca֒ deklaracji funkcji wirtualnych
dwie cechy rozk ladów prawdopodobieństw, a mianowicie: funkcje֒ ge֒stości rozk ladu oraz
funkcje֒ dystrubuanty rozk ladu. Hierarchie klas oraz rodzaje klas rozk ladów prawdopodo-
bieństw pokazuje Rys. 2.21.

Rysunek 2.21: Hierarchia klas rozk ladów prawdopodobieństwa

Do zaprogramowania algorytmów poszukiwania punktów projektowych zosta la wy-
korzystana struktura gen-spec (Rys. 2.22). Pozwala to na zaimplementowanie wielu
metod (takich jak FORM czy ImportanceSampling) na wie֒kszym poziomie ogólności, co
da możliwość  latwego wybierania dowolnej metody poszukiwania punktu projektowego.
Wspólnymi atrybutami sa֒ obiekty funkcja celu i obiekt odpowiedzialny za transformacje
zmiennych losowych z przestrzeni oryginalnej do przestrzeni standardowej. Polimorficzna֒
funkcja֒ tej klasy jest funkcja realizuja֒ca algorytm poszukiwania punktu projektowego.

Struktury ca lość-cze֒ść oraz sposób wymiany komunikatów mie֒dzy obiektami obrazuje
diagram 2.23. Cze֒ścia֒ zmiennej losowej jest rozk lad prawdopodobieństwa. Zmienne lo-
sowe, wraz z funkcja֒ graniczna֒ i algorytmem poszukiwania punktu projektowego wchodza֒
w sk lad analizy niezawodnościowej. Do poszukiwania punktu projektowego potrzebne sa֒
wartości funkcji granicznej oraz dokonywanie zmian wartości zmiennych losowych, sta֒d też
wspó lpraca obiektu AnalizaNiezawodności z obiektami FunkcjaGraniczna i ZmiennaLosowa.



34 Rozdzia l 2. Podej́scie obiektowe w analizie MES, niezawodności i optymalizacji

Rysunek 2.22: Hierarchia klas dla algorytmów poszukiwania punktów projektowych

Rysunek 2.23: Sieć wzajemnych powia֒zań obiektów analizy niezawodnościowej

Algorytm DPSA po zaktualizowaniu zmiennych losowych wywo luje obliczenia MES, sta֒d
wspó lpraca z obiektami analizy MES. Z analiza֒ MES wspó lpracuja֒ też niektóre obiekty
analizy niezawodnościowej (Monte Carlo, i Importance Sampling).

2.5.10 Struktury klas optymalizacji

Można doszukać sie֒ pewnych podobieństw pomie֒dzy analizami niezawodności i optyma-
lizacji. W optymalizacji istnieje bowiem funkcja zwana funkcja֒ celu podobnie jak w
niezawodności - funkcja graniczna. Zmienne projektowe optymalizacji sa֒ pewnym ana-
logonem zmiennych losowych niezawodności. To formalne podobieństwo obu problemów
nie uzasadnia jednak konieczności wyprowadzenia ich klas ze wspólnej klasy bazowej,
gdyż mimo pozornych podobieństw sa֒ to zupe lnie inne typy analiz. Dlatego też struktury
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niezawodności i optymalizacji cechuje podobieństwo, ale sa֒ one odre֒bnymi strukturami
danych. Hierarchie֒ klas optymalizacji przedstawia Rys. 2.24.

W systemie istnieje jedna metoda optymalizacji, rozwia֒zuja֒ca֒ problem nieliniowego
programowania, oparta na algorytmie Schittkowskiego. W przysz lości planuje sie֒ rozbu-
dowe֒ systemu o inne procedury optymalizacyjne.

System zawiera dwa typy funkcji celu (Rys. 2.25) Sa֒ nimi funkcja celu pozwalaja֒ca na
optymalizacje֒ wielkości wynikowych MES takich, jak przemieszczenia, napre֒żenia, oraz
rozmaite funkcje (np wartości g lówne napre֒żeń czy odkszta lceń). Druga֒ funkcja֒ celu jest
masa konstrukcji. Ta funkcja celu pozwala rozwia֒zywać zagadnienia minimalizacji masy
konstrukcji. Dwie funkcje wirtualne powinna definiować każda z klas-i-obiektów funkcji
celu. Jedna z nich wyznacza wartość funkcji celu, a druga jej gradient.

Rysunek 2.26 przedstawia reprezentacje֒ obiektowa֒ zmiennych projektowych. Sys-
tem zawiera dwie klasy zmiennych projektowych: klase֒ zmiennych materia lowych, gdzie
zmienna֒ projektowa֒ jest sta la materia lowa oraz parametr kszta ltu, gdzie zmienna֒ jest
wspó lrze֒dna we֒z la parametryzuja֒cego kszta lt konstrukcji. Wspo lrze֒dne we֒z lów siatki
MES zależne sa֒ od parametrów kszta ltu.

Bazowa klasa ograniczeń posiada jeden atrybut typu logicznego, którego wartość true

oznacza, że dane ograniczenie jest ograniczeniem równościowym. Istnieje w systemie
jedna klasa-i-obiekt ograniczenia (Rys. 2.27). Jest to ograniczenie na wartość wynikowa֒
MES. Atrybutem tego ograniczenia jest pewna wielkość graniczna (podobnie, jak dla
funkcji granicznych niezawodności (2.2). Dana wartość wynikowa może być mniejsza

Rysunek 2.24: Hierarchia klas optymalizacji

Rysunek 2.25: Hierarchia klas funkcji celu
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(lub wie֒ksza, a w przypadku ograniczenia równościowego - równa) od za lożonej przez
użytkownika wielkości granicznej. Wirtualnymi funkcjami zadeklarowanymi w klasie ba-
zowej sa֒ funkcje licza֒ce wartość i gradient ograniczenia. Rysunek 2.28 zawiera schemat

Rysunek 2.26: Hierarchia klas zmiennych projektowych

Rysunek 2.27: Hierarchia klas ograniczeń

Rysunek 2.28: Wspó lpraca obiektów klas optymalizacji
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wspó lpracy obiektów optymalizacji. Funkcja celu, zmienne projektowe oraz ograniczenia
stanowia֒ wraz z obiektem optymalizacji strukture֒ ca lość-cze֒ść. Ponadto optymalizacja
wspó lpracuje z obiektem analizy MES uruchamiaja֒c analize֒ konstrukcji.

Nie stwarza wie֒kszych problemów uogólnienie przedstawionych powyżej schematów
optymalizacji i niezawodności tak, aby by lo możliwe rozwia֒zywanie problemów optymali-
zacji niezawodnościowej. W tym celu należy zadeklarować nowa֒ klase֒ funkcji celu, która֒
be֒dzie prawdopodobieństwo awarii oraz nowa֒ klase֒ ograniczenia niezawodnościowego.
Zmieni sie֒ też schemat wspó lpracy obiektów ponieważ, obiekt optymalizacji be֒dzie musia l
uruchamiać obliczenia niezawodnościowe. Optymalizacja niezawodnościowa jest jednym
z elementów planu rozwoju systemu w przysz lości.

Zaprezentowane w tym rozdziale zastosowanie podej́scia obiektowego do analizy MES,
optymalizacji i niezawodności pokazuje, że jest możliwe w relatywnie prosty sposób zbudo-
wanie z lożonych struktur danych opisuja֒cych bogactwo typów analiz, elementów skończo-
nych czy materia lów. Implementacja strukturalna na tym poziomie ogólności by laby
zapewne znacznie bardziej skomplikowana i wymaga la pracy kilku osób oraz poświe֒cenia
znacznie wie֒cej czasu. Klarowne struktury obiektowe pozwalaja֒ jednej osobie na two-
rzenie i utrzymanie tego systemu, a także stwarzaja֒ interesuja֒ca perspektywe֒ rozwoju
systemu w przysz lości. Ze wzgle֒du na duża֒ różnorodność analiz, typów elementów, wy-
czerpuja֒ca prezentacja możliwości programu wykracza poza ramy tej pracy. W dalszej
cze֒ści pracy kilka przyk ladów numerycznych zilustruje zatem tylko wybrane zagadnienia.



ROZDZIA L 3

Zagadnienia termolepkospre֒żystości

3.1 Wste֒p

W tym rozdziale przedstawione be֒da֒ zagadnienia sk ladaja֒ce sie֒ na model termolepko-
spre֒żysty. Po kilku wste֒pnych informacjach zaprezentowane zostana֒ podstawowe modele
materia lów reologicznych. Naste֒pnie bardziej szczegó lowo omówiony zostanie wybrany
termolepkospre֒żysty model materia lu. W termolepkospre֒żystym modelu w lasności me-
chaniczne materia lu w danym punkcie zależne sa֒ od temperatury w tym punkcie. Istot-
nym elementem be֒dzie również wyprowadzenie równań metody elementów skończonych
dla termolepkospre֒żystego modelu materia lu.

3.2 O reologii

Reologia jest nauka֒ zajmuja֒ca֒ sie֒ rozpatrywaniem w lasności mechanicznych materia lów
konstrukcyjnych, w których wraz z up lywem czasu obserwuje sie֒ zmiany stanu obej-
muja֒ce również zjawisko dysypacji energii. Protoplasta֒ reologii by l przedstawiciel Jońskiej
szko ly Heraklit z Efezu, który w swym dziele “O przyrodzie” zawar l s lynne powiedzenie
Παητα ρǫι -panta rej - wszystko p lynie, powiedzenie be֒da֒ce istote֒ reologii.

Materia ly lepkospre֒żyste to takie materia ly, które wykazuja֒ jednocześnie cechy cieczy
i cia l sta lych. Cia la lepkospre֒żyste wykazuja֒ zdolność do akumulowania cze֒ści energii od-
kszta lcenia podczas gdy reszta energii ulega rozproszeniu (dysypacji). Dysypacja energii
spowodowana jest zjawiskiem zwanym tarciem wewne֒trznym. Przez tarcie wewne֒trzne
rozumiemy opór, jaki stawiaja֒ przesuwaja֒ce sie֒ wzgle֒dem siebie warstwy cieczy. Dy-
sypowana energia odkszta lcenia równa jest zatem pracy tarcia wewne֒trznego. W ciele
lepkospre֒żystym obcia֒żonym sta lym w czasie obcia֒żeniem obserwujemy zmienny w czasie
stan odkszta lcenia. Mówimy wówczas, że cia lo p lynie. Proces ten nosi też nazwe֒ procesu
pe lzania. Innym charakterystycznym dla cia l lepkospre֒żystych zjawiskiem jest relaksacja.
Pod poje֒ciem relaksacji rozumiemy zmieniaja֒cy sie֒ w czasie stan napre֒żenia w próbce
poddanej sta lemu w czasie stanowi odkszta lcenia.
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3.3 Niestacjonarny przep lyw ciep la

3.3.1 Równanie przep lywu ciep la

Ω 

Ω Ω 
T

q

  n

Rysunek 3.1: Cia lo materialne z warunkami brzegowymi

Równanie różniczkowe (3.1) opisuje problem niestacjonarnego przep lywu ciep la w
ośrodkach termicznie ortotropowych,

∂

∂ x1

[
λ1

∂ θ

∂ x1

]
+

∂

∂ x2

[
λ2

∂ θ

∂ x2

]
+

∂

∂ x3

[
λ3

∂ θ

∂ x3

]
+ ġ = ρc

∂ θ

∂ τ
, (3.1)

gdzie θ = T − T0, zaś T0 jest temperatura֒ odniesienia na obszarze Ω (Rys. 3.3.1). W
ogólnym przypadku równanie to jest równaniem nieliniowym. W pracy ograniczymy
sie֒ do rozpatrywania liniowego przep lywu ciep la, tzn. w lasności termiczne ośrodka opisy-
wane be֒da֒ niezależnymi od temperatury sta lymi materia lowymi (λ1, λ2, λ3 - wartości prze-
wodności cieplnej, c - ciep lo w laściwe, ρ - ge֒stość materia lu). Równanie (3.1) uzupe lniaja֒
naste֒puja֒ce warunki brzegowe:

θ = θ̂, x ∈ ∂ΩT ,

λ1n1
∂ θ

∂ x1
+ λ2n2

∂ θ

∂ x2
+ λ3n3

∂ θ

∂ x3
= q̂, x ∈ ∂Ωq,

(3.2)

3.3.2 Sformu lowanie MES problemu niestacjonarnego przep lywu

ciep la

Do wyprowadzenia równań metody elementów skończonych wykorzystana zostanie me-
toda Galerkina. Wprowadzamy aproksymacje֒ pola temperatury

θ(x, τ) = N(x)θ(τ), (3.3)

gdzie N jest macierza֒ funkcji kszta ltu, a θ jest wektorem temperatur we֒z lowych o wymia-
rze Ñ , równym liczbie we֒z lów. Po podstawieniu tej aproksymacji do równań (3.1) oraz
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(3.2) mamy

[
∂

∂ x1

[
λ1
∂N

∂ x1

]
+

∂

∂ x2

[
λ2
∂N

∂ x2

]
+

∂

∂ x3

[
λ3
∂N

∂ x3

]]
θ + ġ − ρc

∂ θ

∂ τ
= R1, x ∈ ∂Ω

−

[
λ1n1

∂N

∂ x1

+ λ2n2
∂N

∂ x2

+ λ3n3
∂N

∂ x3

]
θ + q̂ = R2, x ∈ ∂Ωq

(3.4)
Ze wzgle֒du na przybliżony charakter aproksymacji (3.3) residua R1, R2 sa֒ różne od zera.
Minimalizuja֒c je otrzymujemy

∫

Ω

NTR1 dΩ +

∫

Ω

NTR2 d(∂Ω) = 0, (3.5)

a po podstawieniu mamy




∫

Ω

[
λ1
∂NT

∂ x1

∂N

∂ x1

+ λ2
∂NT

∂ x2

∂N

∂ x2

+ λ3
∂NT

∂ x3
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∂ x3

]
dΩ



 θ −

∫

Ω

NT ġ dΩ

+




∫

Ω

ρcNT N dΩ



 θ̇ −

∫

Ω

NT q̂ d(∂Ω) = 0. (3.6)

Wprowadzaja֒c naste֒puja֒ce oznaczenia

C =

∫

Ω

ρcNT N dΩ, (3.7)

K =

∫

Ω

[
λ1
∂NT

∂ x1

∂N

∂ x1
+ λ2

∂NT

∂ x2

∂N

∂ x2
+ λ3

∂NT

∂ x3

∂N

∂ x3

]
dΩ, (3.8)

P =

∫

Ω

NT ġ dΩ +

∫

Ω

NT q̂ d(∂Ω), (3.9)

zwane odpowiednio macierza֒ pojemności cieplnej C, macierza֒ przewodnictwa K oraz
wektorem “obcia֒żenia” (tu strumienia ciep la) P, równanie (3.6) ma teraz naste֒puja֒ca֒
postać

Cθ̇ + Kθ = P. (3.10)

Ñ × Ñ wymiarowe macierze K and C sa֒ w ogólnym przypadku zależne od temperatury
θ. Wektor “obcia֒żeń” P jest Ñ wymiarowy.
By rozwia֒zać uk lad równań (3.10) zastosujemy schemat przyrostowy, zaste֒puja֒c wielkości
θ i θ̇ wyrażeniami

t+α∆tθ = (1 − α) tθ + α t+∆tθ, α ∈ [0, 1]

t+α∆tθ̇ =
1

∆t
(t+∆tθ − tθ).

(3.11)
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Podstawiaja֒c te wyrażenia do równania (3.10) w chwili t + ∆t, otrzymujemy
[

1

∆t
t+α∆tC + α t+α∆tK

]
t+∆tθ = t+∆tP + (3.12)

+

[
1

∆t
t+α∆tC − (1 − α) t+α∆tK

]
tθ,

lub
t+α∆tK̂ t+∆tθ = t+α∆tP̂, (3.13)

gdzie

t+α∆tK̂ =

[
1

∆t
t+α∆tC + α t+α∆tK

]
, (3.14)

t+α∆tP̂ = t+α∆tP +

[
1

∆t
t+α∆tC − (1 − α) t+α∆tK

]
tθ. (3.15)

Równanie (3.13) może być rozwia֒zane ze wzgle֒du na t+∆tθ, przy zastosowaniu dowolnej
metody iteracyjnej, przy czym tθ jest znane, podczas gdy macierze t+α∆tC i t+α∆tK obli-
czane sa֒ przy pomocy ostatniej doste֒pnej wartości wektora temperatury t+∆tθ. W pracy
ograniczymy sie֒ do liniowej wersji równania (3.13), w której t+α∆tC i t+α∆tK sa֒ macie-
rzami niezależnymi od temperatury. W tym przypadku iteracja na kroku czasowym jest
niepotrzebna.

3.4 Termolepkospre֒żystość

3.4.1 Model konstytutywny

Ogólna postać równania konstytutywnego w trójosiowym stanie napre֒żenia ma postać
(3.16)

σij(τ) =

τ∫

0

Cijkl(ξ − ξ′)
d

dτ ′
[εkl(τ

′) − ε
(θ)
kl (τ ′)] dτ ′, (3.16)

gdzie τ jest czasem, a ξ zredukowanym czasem, zdefiniowanym w naste֒puja֒cy sposób

ξ = ξ(τ) =

τ∫

0

dζ

A(θ(ζ))
. (3.17)

ξ′ wartościa֒ funkcji ξ w chwili τ ′

ξ′ = ξ(τ ′) =

τ ′∫

0

dζ

A(θ(ζ))
. (3.18)

A(θ) jest wspó lczynnikiem czasu relaksacji wprowadzaja֒cym zależność w lasności mecha-

nicznych cia la od temperatury, ε
(θ)
ij ; to odkszta lcenia wste֒pne termiczne zwia֒zane z roz-

szerzalnościa֒ cieplna֒ materia lu

ε
(θ)
ij (τ) =

τ∫

0

α[θ(ζ)]θ̇[θ(ζ)]δijdζ, (3.19)
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gdzie α(θ) jest chwilowym wspó lczynnikiem rozszerzalności cieplnej zależnym w ogólności
od temperatury, θ to absolutna temperatura cia la, θ0 = θ(0) temperatura odniesienia.
Dla α(θ) = const otrzymujemy

ε
(θ)
ij (τ) = α[θ(τ) − θ0]δij . (3.20)

Funkcja Cijkl(ξ) jest maleja֒ca֒ funkcja֒ modu lów relaksacji(3.16). Modu l ten oparty
jest na zasadzie superpozycji, wed lug której ca lkowite napre֒żenie w czasie ξ jest suma֒
przyrostów napre֒żeń w krokach czasowych ξ′ < ξ. Statyka liniowa jest przypadkiem
granicznym, gdy Cijkl nie zależa֒ od czasu.

Izotropowa wersja równania konstytutywnego ma postać

Cijkl(ξ) = λ(ξ)δijδkl + µ(ξ)(δikδjl + δilδjk) = (3.21)

=

[
κ(ξ) −

2

3
µ(ξ)

]
δijδkl + µ(ξ)(δikδjl + δilδjk).

Zależności dla cze֒ści kulistej i dewiatorowej maja֒ postać

(3.22)

σD
ij (τ) =

τ∫

0

2µ(ξ(τ) − ξ′(τ ′))
d

dτ ′
εD

ij(τ
′) dτ ′,

σkk(τ) =

τ∫

0

3κ(ξ(τ) − ξ′(τ ′))
d

dτ ′

[
εkk(τ ′) − ε

(θ)
kk (τ ′)

]
dτ ′.

Modu ly relaksacji dla ścinania i ściskania sa֒ zdefiniowane naste֒puja֒co

µ(τ) = µ∞ + µ̃ exp

[
−
ξ(τ)

̺µ

]
,

κ(τ) = κ∞ + κ̃ exp

[
−
ξ(τ)

̺κ

]
,

(3.23)

gdzie dane parametry ̺µ i ̺κ sa֒ czasami relaksacji. Sta֒d

Cijkl(τ) = C∞
ijkl + C̃µ

ijkl exp

[
−
ξ(τ)

̺µ

]
+ C̃κ

ijkl exp

[
−
ξ(τ)

̺κ

]
,

C∞
ijkl =

[
κ∞ −

2

3
µ∞

]
δijδkl + µ∞(δikδjl + δilδjk),

C̃µ
ijkl = −

2

3
µ̃δijδkl + µ̃(δikδjl + δilδjk),

C̃κ
ijkl = −κ̃δijδkl.

(3.24)

Definiujemy dla τ = 0 modu ly (ang. glassy moduli)

µ(0)
Df
= µ0 = µ∞ + µ̃,

κ(0)
Df
= κ0 = κ∞ + κ̃,

(3.25)
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Rysunek 3.2: Znaczenie modu lów w modelu lepkospre֒żystym

oraz
Cijkl(0) = C0

ijkl = C∞
ijkl + C̃µ

ijkl + C̃κ
ijkl. (3.26)

Dla przejrzystości ograniczymy rozważania do jednego czasu relaksacji, sta֒d (3.24)1 be֒dzie
teraz mia lo postać

Cijkl(τ) = C∞
ijkl + C̃ijkl exp

[
−
ξ(τ)

̺κ

]
. (3.27)

Dla τ = 0, ξ = 0 modu ly Cijkl staja֒ sie֒ modu lami C0
ijkl (3.26), por. Rys. 3.2

Cijkl(0) = C∞
ijkl + C̃ijkl. (3.28)

Stosuja֒c (3.27), (3.28) przekszta lcamy równanie konstytutywne (3.16) do postaci

σij(τ) =

τ∫

0

[
C∞

ijkl + C̃ijkl exp

[
−
ξ − ξ′

̺

]]
d

dt′

[
εij(τ

′) − ε
(θ)
ij (τ ′)

]
dτ ′ =

=

τ∫

0

[
C0

ijkl − C̃ijkl

[
1 − exp

[
−
ξ − ξ′

̺

]]]
d

dt′

[
εij(τ

′) − ε
(θ)
ij (τ ′)

]
dτ ′ =

= C0
ijkl[εkl(τ) − ε

(θ)
kl (τ)] − σ

(c)
ij (τ), (3.29)

gdzie fikcyjne “napre֒żenie pe lzania” (różnica pomie֒dzy napre֒żeniem spre֒żystym

C0
ijkl[εkl(τ) − ε

(θ)
kl (τ)] a aktualnym napre֒żeniem σij) wynosi

σ
(c)
ij (τ) =

τ∫

0

C̃ijkl

[
1 − exp

[
−
ξ − ξ′

̺

]]
d

dt′

[
εkl(τ

′) − ε
(θ)
kl (τ ′)

]
dτ ′. (3.30)

Pole temperatury θ(x, τ) otrzymane jest z rozwia֒zania problemu niestacjonarnego przep ly-
wu ciep la. Zak ladamy, że na wartość temperatury nie maja֒ wp lywu w lasności mecha-
niczne materia lu, natomiast zależa֒ one od temperatury.
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Dla wyznaczenia napre֒żeń σij w aktualnej chwili czasowej τ na podstawie zwia֒zku
(3.29) należy:

(a) rozwia֒zać problem przep lywu ciep la (3.1), (3.2) w chwili θ(τ)

(b) znaleźć odkszta lcenia termiczne ε
(θ)
ij w chwili τ z (3.19)

(c) wyznaczyć zredukowany czas ξ w τ w/g (3.17)

(d) podstawić wyznaczone wielkości do równania (3.16)

Box 1. Idea rozwia֒zania problemu termolepkospre֒żystego

Możliwe jest stworzenie numerycznego modelu w oparciu o równania konstytutywne (3.29),
(3.30) - taka procedura mog laby wymagać obliczania ca lek Volterry (3.30). Tutaj zastoso-
wany zostanie schemat przyrostowy. Takie podej́scie jest szeroko stosowane w obliczeniach
numerycznych. Dla znalezienia schematu przyrostowego zróżniczkujemy równanie (3.30)
wzgle֒dem czasu

dσ
(c)
ij (τ)

dτ
=

τ∫

0

[
C̃ijkl

1

̺A(τ)
exp

[
−
ξ(τ) − ξ′(τ ′)

̺

]]
dε̃kl(τ

′)

dτ ′
dτ ′ = (3.31)

=
C̃ijkl

̺A(τ)

τ∫

0

−

[
1 − exp

[
−
ξ(τ) − ξ′(τ ′)

̺

]]
dε̃kl(τ

′)

dτ ′
dτ ′+

+
C̃ijkl

̺A(τ)

τ∫

0

dε̃kl(τ
′)

dτ ′
dτ ′ =

1

̺A(τ)

[
C̃ijklε̃kl(τ) − σ

(c)
ij (τ)

]
,

gdzie

ε̃ij
Df
= εij − ε

(θ)
ij . (3.32)

Równanie (3.31) jest wygodna֒ postacia֒ ewolucji w czasie napre֒żeń pe lzania σ
(c)
ij .

3.4.2 Sformu lowanie MES

Równanie konstytutywne w postaci (3.29), (3.31) pozwala  latwo zastososować standar-

dowe algorytmy przyrostowe metody elementów skończonych. Napre֒żenia σ
(c)
ij potrakto-

wane sa֒ jako wewne֒trzne parametry, których ewolucje֒ w czasie opisuje równanie (3.31).
Do rozwia֒zania równań MES problemu zastosowany zostanie schemat bezpośredniego

ca lkowania równania. Zak ladaja֒c, że zasady prac wirtualnych i temperatury wirtualnej
sa֒ spe lnione (z za lożona֒ dok ladnościa֒) na pocza֒tku kroku czasowego t −→ t+ ∆t (gdzie
mechaniczne i cieplne równania równowagi wraz z ich warunkami brzegowymi sa֒ spe lnione
w sensie ca lkowym w czasie t), skorzystanie z powyższych zasad dla t = t + ∆t daje
możliwość iteracyjnego wyznaczania we֒z lowego przyrostu przemieszczeń i temperatury,
potrzebnego do wyznaczenia napre֒żeń i innych wielkości dla t + ∆t.

Dla rozwia֒zania mechanicznych równań problemu termolepkospre֒żystego potrzebne
be֒da֒: schemat ca lkowania równania oraz konsystentna macierz sztywności. Bezpośrednie
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ca lkowanie równania konstytutywnego be֒dzie wykonywane w każdym punkcie, z zastoso-
waniem schematu Eulera do obliczenia wartości na końcu kroku σ

(c)
ij , z równań (3.31)

t+∆tσ(c) − tσ(c)

∆t
=

1

̺ t+∆tA

[
C̃ t+∆tε̃ − t+∆tσ(c)

]
. (3.33)

Po wyznaczeniu t+∆tσ(c) mamy

t+∆tσ(c) =

[
1

∆t
+

1
t+∆tA̺

]−1
[

tσ(c)

∆t
+

C̃ t+∆tε̃
t+∆tA̺

]
. (3.34)

Równanie konstytutywne (3.16) można zapisać w postaci

t+∆tσ = C0 t+∆tε̃ − t+∆tσ(c). (3.35)

Analizuja֒c równania (3.34), (3.35) widzimy, że przyrost odkszta lcenia t+∆tε jest obli-
czany raz i iteracja nie jest potrzebna na poziomie punktu dla obliczenia wielkości t+∆tσ.
Równanie konstytutywne (3.35) można napisać w postaci

t+∆tσ = C0 t+∆tε̃ −

[
1

∆t
+

1
t+∆tA̺

]−1
[

tσ(c)

∆t
+

C̃ t+∆tε̃
t+∆tA̺

]
= (3.36)

= t+∆tC∗ t+∆tε̃ −
t+∆tA̺

∆t + t+∆tA̺
tσ(c),

gdzie

t+∆tC∗ =
∂ t+∆tσ

∂ t+∆tε
= C0 −

[
1

∆t
+

1
t+∆tA̺

]−1
C̃

t+∆tA̺
= (3.37)

= C0 −
∆t C̃

∆t + t+∆tA̺

jest stycznym operatorem konsystentnym ze schematem ca lkowania równania.
Globalne równanie równowagi zapisane w chwili t + ∆t w postaci zasady prac wirtu-

alnych ma postać

∫

Ω

t+∆tσT δε dΩ =

∫

Ω

t+∆t̂f
T
δu dΩ +

∫

∂Ωσ

t̂
T
δu d∂Ωσ, (3.38)

gdzie f̂ i t̂ sa֒ obje֒tościowymi i brzegowymi wektorami obcia֒żenia dzia laja֒cego na cia lo.
Po wprowadzeniu w równaniu (3.38) standardowej aproksymacji pola przemieszczeń sto-
sowanej w metodzie elementów mamy

u = Nq, ∆u = N∆q,

ε = Lu = LNq = Bq, θ = Ñθ, (3.39)

B = LN
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i podstawieniu do (3.36) otrzymujemy

(iq + ∆q)T




∫

Ω

BT C0B dΩ



 δq −




∫

Ω

t+∆tA̺

∆t+ ̺ t+∆tA
iσ(c)

T

B dΩ



 δq+

− (tq + ∆q)T




∫

Ω

BT ∆t

∆t+ ̺ t+∆tA
C̃B dΩ



 δq −




∫

Ω

αT θ0
t+∆tC∗T

B dΩ



 δq+ (3.40)

θT




∫

Ω

N
T
αT t+∆tC∗T

B dΩ


 δq =



∫

Ω

ρ(tf + ∆f)T N dΩ


 δq+




∫

∂Ωσ

(tt + ∆t)T N d∂Ωσ


 δq.

Dla zwie֒z lości zapisu wprowadzamy naste֒puja֒ce oznaczenia

t+∆tD̃ =
∆t

∆t + t+∆tA̺
, t+∆tD

(c)
=

t+∆tA̺

∆t + t+∆tA̺
. (3.41)

Wszystkie wielkości (zamieszczone poniżej), zależne od temperatury zawsze zależa֒ od
t+∆tθ i nigdy nie zależa֒ od tθ. Dlatego nie be֒dzie używany indeks w wielkościach zależnych
od temperaury w t + ∆t. Każda wielkość z indeksami t, t + ∆t lub bez indeksu be֒dzie
traktowana jak zależna od t+∆tθ. Symbole (3.41) be֒da֒ stosowane jako D̃, D(c). Natomiast
indeksy w równaniach przep lywu ciep la sa֒ stosowane bez zmian.

K0 =

∫

Ω

BT C0 B dΩ, (3.42)

K̃ =




∫

Ω

D̃BT C̃ B dΩ


 , (3.43)

K∗ =

∫

Ω

BT C∗ B dΩ = K0 − K̃, (3.44)

KS =

∫

Ω

N
T
αT C∗B dΩ, (3.45)

t+∆tQ =




∫

Ω

(t̂f + ∆f̂)T N dΩ


 +




∫

∂Ωσ

(
btt + ∆t̂)T N d∂Ωσ


 , (3.46)

tF
0

=




∫

Ω

BT C0B dΩ



 tq, (3.47)
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F(θ) =

∫

Ω

αT θ0C
∗B dΩ, (3.48)

tF̃ =




∫

Ω

D̃BT C̃ B dΩ



 tq = K̃ tq, (3.49)

∆F̃ =



∫

Ω

D̃BT C̃ B dΩ


 ∆q = K̃∆q, (3.50)

tF
(c)

=



∫

Ω

D(c) BT tσ
(c)
dΩ


 , (3.51)

tF
(c)

= tF̃ + F
(c)
, (3.52)

t+∆tQ̂ = t+∆tQ − tF
0

+ tF(c) + F(θ), (3.53)

ze wzgle֒du na symetrie֒ macierzy K0, K̃,K∗ oraz dowolność ∆q można zapisać równanie
(3.40) jako

[
K0 − K̃

]
∆q = t+∆tQ − tF

0
+ tF(c) + F(θ), (3.54)

lub bardziej zwie֒źle

t+∆tK∗∆q = t+∆tQ̂. (3.55)

Uk lad równań dla problemu termolepkospre֒żystego ma postać

[
t+α∆tK̂ 0

KS K∗

] [
t+∆tθ

∆q

]
=

[
t+α∆tP̂
t+∆tQ̂

]
. (3.56)

Uk lad ten sk lada sie֒ z dwóch poduk ladów równań, które moga֒ być rozwia֒zywane od-
dzielnie, jeden po drugim. Rozpatruja֒c liniowy przep lyw ciep la macierzet+α∆tK̂ staja֒
sie֒ niezależne od czasu K̂; pierwszy poduk lad może być wyodre֒bniony z uk ladu równań
(4.17) w postaci

K̂ t+∆tθ = t+α∆tP̂. (3.57)

Maja֒c wyznaczona֒ temperature֒ t+∆tθ można obliczyć macierz styczna֒ oraz wektor pra-
wych stron dla drugiego poduk ladu z (4.17)

K∗ ∆q = t+∆tQ̂ − KS
t+∆tθ. (3.58)

Po rozwia֒zaniu otrzymamy przyrost przemieszczeń ∆q w rozpatrywanym kroku czaso-
wym. Drugi uk lad równań (3.58) może być zapisany w innej formie przez przeniesienie

na prawa֒ strone֒ wielkości K̃∆q w równaniu (3.54). Otrzymamy zatem

K0∆q = t+∆tQ̂ − KS
t+∆tθ − K̃∆q. (3.59)
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Stosuja֒c oznaczenie (3.51) mamy

K0∆q = t+∆tQ̂ − KS
t+∆tθ − ∆F̃. (3.60)

Zauważmy, że zastosowanie równania (3.55) redukuje procedure do jednokrotnego rozwia֒-
zania liniowego uk ladu równań algebraicznych w każdym przyroście czasowym. Natomiast
procedura oparta na równaniu (3.59) wymaga iteracji w/g wzoru

K0∆q(i+1) = t+∆tQ̂ − KS
t+∆tθ − K̃∆q(i), i = 1, 2, . . . . (3.61)

Warto zauważyć, że macierz K0 jest sta la w ca lym procesie, podczas gdy macierz K∗

jest sta la tylko w przypadku sta lego w czasie rozk ladu temperatury. W przeciwnym
przypadku macierz musi być obliczana i dekomponowana na każdym kroku czasowym.
Dlatego też nie można zak ladać, że rozwia֒zanie oparte na równaniu (3.58) be֒dzie zawsze
efektywniejsze. Może sie֒ okazać, że obliczenie i dekompozycja macierzy K∗ sprawi, że
stosowanie podej́scia (3.61) daje krótsze czasy obliczeń.

Prosty przyk lad numeryczny wraz z analiza֒ wrażliwości zawarty zosta l w naste֒pnym
rozdziale.

3.5 Model zniszczenia

3.5.1 Wste֒p

Odka֒d cz lowiek zacza֒ l budować konstrukcje inżynierskie, modelowanie ich zniszczenia
stawa lo sie֒ coraz bardziej istotnym elementem procesu projektowania. Zniszczenia ma-
teria lu od wieków interesowa lo badaczy. Wszechstronnie uzdolniony Leonardo da Vinci
oko lo roku 1500 zajmowa l sie֒ tym zjawiskiem i próbowa l je opisać poprzez zmienne me-
chaniczne. W ślad za nim posz lo wielu innych znanych badaczy (m.in. Coulomb, Tre-
sca, Huber-Mises, Mohr). Podawali oni wiele kryteriów zniszczenia be֒da֒cych funkcjami
sk ladowych tensora napre֒żenie czy odkszta lcenia. Jednak dopiero niedawno zacze֒to mode-
lować poste֒puja֒ca֒ degradacje֒ ośrodka wynikaja֒ca֒ z mikrostrukturalnych zmian poprze-
dzaja֒cych ca lkowite, makroskopowe zniszczenie. Era wspó lczesnego modelowania pro-
cesów zniszczenia rozpocze֒ la sie֒ w 1958 roku, kiedy to Katchanov opublikowa l pierwsza֒
prace֒, poświe֒cona֒ cia֒g lemu parametrowi opisuja֒cemu poste֒puja֒cy proces zniszczenia ma-
teria lu [57]. Od tego czasu pojawi lo sie֒ również wiele innych prac poświe֒conych tej proble-
matyce [63, 58, 60]. Koncepcja ta by la naste֒pnie rozwijana, m.in.uogólniona na z lożone
stany napre֒żenia.
Zdefiniowanie zmiennych mechanicznych reprezentuja֒cych stan zniszczenia jest trudne.
Makroskopowe obserwacje nie pozwalaja֒ odróżnić materia lu zniszczonego od niezniszczo-
nego. Dlatego bezpośredni, makroskopowy pomiar zniszczenia jest niemożliwy do wyko-
nania. Istnieje kilka podej́sć pozwalaja֒cych na tworzenie modeli zniszczenia. Jednym z
nich sa֒ obserwacje mikrostrukturalne pozwalaja֒ce na zaobserwowanie mikroszczelin. Ob-
serwacje te prowadza֒ do stworzenia mikroskopowego modelu zniszczenia i na tej podsta-
wie stworzenia modelu makroskopowego, czyli zidentyfikowania odpowiednich zmiennych
opisuja֒cych to zjawisko. Inna֒ możliwościa֒ jest obserwowanie i generalizacja danych po-
chodza֒cych z eksperymentów. Zniszczenie materia lu szacuje sie֒ po dokonaniu pomiarów
różnych w lasności mechanicznych, elektrycznych, czy też akustycznych. Naj latwiejsze do
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interpretacji, z punktu widzenia określenia zmiennych zniszczenia, sa֒ pomiary w lasności
mechanicznych. W tej pracy zastosowane be֒dzie to w laśnie podej́scie, czyli wprowadzona
przez Rabotnova koncepcja napre֒żeń efektywnych.

3.5.2 Koncepcja modelu zniszczenia

n
_

S

dS

Rysunek 3.3: Cia lo ulegaja֒ce zniszczeniu

Rozważania na temat modelu zniszczenia przeprowadzimy na przyk ladzie bry ly repre-
zentuja֒cej cia lo ulegaja֒ce zniszczeniu. Niech S be֒dzie powierzchnia֒ przekroju tej bry ly,
z wektorem normalnym do tej powierzchni n. Wraz z poste֒puja֒cym zniszczeniem ma-
teria lu, obserwujemy powie֒kszanie sie֒ powierzchni mikrope֒knie֒ć na przekroju materia lu.
Oznaczmy pole powierzchni przekroju próbki jako A, natomiast sumaryczne pole po-
wierzchni mikrope֒knie֒ć jako AD. Polem powierzchni niezniszczonego materia lu jest zatem
różnica A− AD. Zdefiniujemy teraz zmienna֒ zniszczenia jako

dn =
AD

A
. (3.62)

Zmienna zniszczenia jest zatem powierzchniowym rozk ladem ge֒stości niecia֒g lości mate-
ria lu w przekroju określonym przez wektor normalny n. Wielkość ta przyjmuje charakte-
rystyczne wartości:

• dn = 0 materia l jest w pierwotnym, niezniszczonym stanie,

• 0 < dn < 1 materia l podlega procesowi zniszczenia, zmienna charakteryzuje stopień
zniszczenia,

• dn = 1 materia l ca lkowicie zniszczony.
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Rozpatrujemy w tej pracy model zniszczenia izotropowego. Oznacza to, że w każdym
punkcie cia la wielkość d jest jednakowa dla każdego przekroju. Stan zniszczenia w danym
punkcie cia la opisuje zatem jedna skalarna wielkość dn = d. W przypadku anizotropowego
zniszczenia stan zniszczenia zależny by lby od wektora normalnego i do opisu stanu zni-
szczenia potrzebny by lby tensor drugiego rze֒du.

Zdefiniujemy teraz napre֒żenia efektywne w stanie jednoosiowym jako

σa =
P

A−AD

=
P

A(1 − d)
=

σ

(1 − d)
, (3.63)

gdzie P jest si la֒ jaka֒ obcia֒żamy próbke֒ w stanie jednoosiowym a σ to napre֒żenia od-
niesione do powierzchni pierwotnej. Napre֒żenia efektywne sa֒ zatem odniesione do po-
wierzchni niezniszczonego materia lu. Zachodzi

• σa = σ dla materia lu w pierwotnym, niezniszczonym stanie,

• σa ≥ σ dla rozpocze֒tego procesu zniszczenia,

• σa → ∞ w momencie ca lkowitego zniszczenia.

Jedna֒ z najważniejszych zalet napre֒żeń efektywnych jest to, że wszelkie relacje konstytu-
tywne sa֒ takie same, jak dla materia lu w stanie pierwotnym, niezniszczonym z tym, że
zwyk le napre֒żenia zaste֒puje sie֒ napre֒żeniami efektywnymi. Dla prawa Hooke’a mamy na
przyk lad

σ

(1 − d)
= E · ε, (3.64)

czyli
σ = (1 − d)E · ε, (3.65)

gdzie E - modu l Younga.
Proces zniszczenia w danym punkcie materia lu rozpoczyna sie֒ wtedy, gdy pewne

wielkości mechaniczne przekrocza֒ ustalony próg. Tym progiem sa֒ zwykle napre֒żenia lub
odkszta lcenia graniczne. W przypadku jednoosiowego stanu napre֒żenia, jeśli napre֒żenia
czy odkszta lcenia sa֒ poniżej wartości progowych, zniszczenie nie wyste֒puje.

σc < σ < σt −→ D = Ḋ = 0, (3.66)

gdzie σc, σt to wartości graniczne napre֒żenia w pre֒cie przy ściskaniu i przy rozcia֒ganiu.
W przypadku z lożonego stanu napre֒żenia proces zniszczenia rozpoczyna sie֒ z chwila֒

osia֒gnie֒cia powierzchni granicznej wyrażonej w napre֒żeniach

F (σ, d) = 0, (3.67)

lub wyrażonej w odkszta lceniach
F (ε, d) = 0. (3.68)

W rozpatrywanym modelu zniszczenia funkcja graniczna be֒dzie mia la postać

F (εeq, κ) = εeq − κ(εeq), (3.69)

gdzie κ jest maksymalnym odkszta lceniem efektywnym w historii odkszta lcenia materia lu

κ = max(εeq, κi), (3.70)
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gdzie κi jest progiem inicjacji zniszczenia. Natomiast εeq jest funkcja֒ niezmiennika stanu
odkszta lcenia, zwanego odkszta lceniem efektywnym. Dla wartości funkcji granicznej
F < 0 zniszczenie materia lu nie naste֒puje i materia l zachowuje sie֒ zgodnie ze swoimi pier-
wotnymi cechami (np. spre֒żyście). Gdy wartość funkcji granicznej zaczyna przyjmować
wartości dodatnie, wówczas zachodzi proces zniszczenia. Dzie֒ki takiej definicji wartości
κ (3.70), wartości zmiennej zniszczenia nie zmniejszaja֒ sie֒ w procesie odcia֒żenia mate-
ria lu, co by loby równoznaczne z “naprawianiem“ sie֒ materia lu nie maja֒cym potwierdzenia
w rzeczywistości. W tym modelu, zgodnie z rzeczywistym zachowaniem sie֒ materia lów
w procesie odcia֒żania, degradacja materia lu pozostaje nieodwracalna i poste֒puje dalej
z chwila֒ ponownego obcia֒żenia materia lu, co ilustruje rysunek 3.4. Poste֒p zniszczenia

Rysunek 3.4: Stagnacja zniszczenia w procesie odcia֒żania próbki

odbywa sie֒, zgodnie z warunkami Kuhna Tuckera

F < 0, F κ̇ = 0, κ̇ ≥ 0. (3.71)

Kszta lt powierzchni zniszczenia zależy od sposobu zdefiniowania odkszta lcenia efek-
tywnego. Definicja odkszta lcenia efektywnego zależna jest od rodzaju modelowanego
materia lu. Poniżej podane zostanie kilka najbardziej znanych definicji.

• Energia

εeq =
1

2
εT Dε, (3.72)

takie odkszta lcenie efektywne jest używane w analizie termodynamiki procesów nie-
odwracalnych.

• Znormalizowana energia

εeq =

√
1

E
εTDε. (3.73)

• Dodatnie odkszta lcenie g lówne

εeq =

√√√√
3∑

i=1

〈εi〉2, (3.74)
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gdzie 〈εi〉 =
1

2
(εi + |εi|) a εi to i-te odkszta lcenie g lówne.

• Zmodyfikowana definicja Hubera-Misesa

εeq =
(η − 1)I1

2η(1 − 2ν)
+

1

2η

√
(η − 1)2I2

1

(1 − 2ν)2
+

2ηJ2

(1 + ν)2
, (3.75)

gdzie η to stosunek wytrzyma lości na ściskanie do wytrzyma lości na rozcia֒ganie, a
I1 oraz J2 to niezmienniki tensora odkszta lcenia zdefiniowane naste֒puja֒co

I1 = εxx + εyy + εzz, (3.76)

J2 = (ε2
xx + ε2

yy + ε2
zz − εxxεyy − εyyεzz − εzzεxx)/3 + ε2

xy + ε2
yz + ε2

xz. (3.77)

Wiele materia lów wykazuje liniowy przyrost odkszta lcenia, wraz ze wzrostem obcia֒żenia,
aż do pewnej granicy, zwanej granica֒ proporcjonalności. Po osia֒gnie֒ciu granicy, powyżej
której wyste֒puje zjawisko zniszczenia powolna degradacja materia lu objawia sie֒ poste֒-
puja֒ca֒ utrata֒ zdolności materia lu do przenoszenia obcia֒żeń aż do jej ca lkowitego braku
w chwili zniszczenia. Zjawisko to nazywa sie֒ os labieniem materia lu. Jest ono wyraźnie
widoczne na wykresach si la-przemieszczenie obrazuja֒cych wyniki eksperymentów labo-
ratoryjnych prób nośności Rys. 3.4. S labnie֒cie materia lu jest procesem poste֒puja֒cym
wraz ze wzrostem zniszczenia zatem można mówić o ewolucji os labienia. W opisywanym
modelu zniszczenia, os labienie poste֒puje wraz ze wzrostem odkszta lceń efektywnych, a
wie֒c prawo ewolucji os labienia jest funkcja֒ εeq. Istnieje kilka funkcji s labnie֒cia. Trzy
najcze֒ściej spotykane w literaturze zostana֒ opisane poniżej.

Os labienie materia lu jest zjawiskiem mikrostrukturalnym. Poste֒puja֒ce zniszczenie
materia lu spowodowane jest  la֒czeniem sie֒ mikrope֒knie֒ć w obszarze zniszczenia. Na pozo-
sta lym obszarze, gdzie zniszczenie nie wyste֒puje, obserwuje sie֒ nawet odcia֒żenie materia lu
czyli zmniejszanie sie֒ odkszta lcenia. To zjawisko nazywa sie֒ lokalizacja֒ odkszta lceń.

• Os labienie liniowe. W liniowym os labieniu ewolucja zmiennej zniszczenia zdefinio-
wana jest naste֒puja֒co (Rys. 3.5)

d = 1 −
κi

κ

κc − κ

κc − κi

, (3.78)
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Rysunek 3.5: Liniowe os labienie

• Os labienie pote֒gowe. Ewolucja zmiennej zniszczenia, w przypadku os labienia
pote֒gowego, wyrażona jest wzorem (Rys. 3.6)

d = 1 −
(κi

κ

)α
(
κc − κ

κc − κi

)β

, (3.79)

Rysunek 3.6: Os labienie pote֒gowe

• Os labienie wyk ladnicze Os labienie wyk ladnicze wyraża poniższy wzór.

d = 1 −
(κi

κ

)α [
1 − α− αe−β(κ−κi)

]
, (3.80)



54 Rozdzia l 3. Zagadnienia termolepkospre֒żystości

Rysunek 3.7: Os labienie wyk ladnicze

3.5.3 Model zniszczenia nielokalnego

W zaprezentowanym tu modelu zniszczenia cia֒g lego (ang. continuum damage model)
mia la zastosowanie zasada lokalnego oddzia lywania, sformu lowana przez A. Einsteina
[1]. Relacja konstytutywna, jak i inne podane powyżej relacje, sk ladaja֒ce sie֒ na mo-
del zniszczenia, sa֒ zależnościami wielkości w określonym punkcie konstrukcji. Stosuja֒c
do analizy numerycznej modelu zniszczenia metode֒ elementów skończonych, dyskretyzu-
jemy konstrukcje֒ pokrywaja֒c ja֒ siatka֒ elementów skończonych. Skończenie elementowa
dyskretyzacja ma znacza֒cy wp lyw, zarówno na rozmieszczenie stref zniszczenia, jak i na
wielkość obcia֒żenia niszcza֒cego konstrukcje. Strefy zniszczenia maja֒ tendencje֒ do lokali-
zowania sie֒ w wa֒skich pasmach. Im drobniejsza dyskretyzacja, tym wcześniej w historii
obcia֒żenia obserwuje sie֒ powstawanie stref zniszczenia i tym szybciej naste֒puje ich wzrost.
W granicy, gdy wielkość elementu da֒ży do zera, obserwuje sie֒ da֒żenie do zera szerokości
stref zniszczenia oraz idealnie kruche zachowanie sie֒ materia lu, czyli inicjacja zniszczenia
jest od razu zniszczeniem konstrukcji, a obcia֒żenie inicjuja֒ce zniszczenie jest obcia֒żeniem
krytycznym.

By zapobiec tym patologicznym wp lywom dyskretyzacji skończenie elementowej zasto-
sujemy nielokalny model zniszczenia, polegaja֒cy na wprowadzeniu ważonej, uśrednionej
wartości odkszta lceń efektywnych zdefiniowanej naste֒puja֒co

εeq(x) =
1

Vr

∫

V

g(r)εeq(x + r) dV (r), (3.81)

gdzie

Vr =

∫

V

g(r) dV (r). (3.82)

Nielokalne odkszta lcenie efektywne εeq jest zatem pewna֒ średnia֒ wielkościa֒ ważona֒, obli-
czana֒ w oparciu o wartości odkszta lcenia efektywnego lokalnego, w otoczeniu rozpatrywa-
nego punktu x, z udzia lem wagi g, określaja֒cej wp lyw otoczenia punktu; zwykle wartość
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wag maleje wraz z odleg lościa֒ od punktu x. Stosowane sa֒ różne funkcje wagowe; poniżej
przytoczymy dwie definicje. Pierwsza z nich to funkcja Gaussa

g(r) = exp

(
−
r2

l2

)
, (3.83)

gdzie l jest parametrem d lugości określaja֒cym zasie֒g wp lywu wag. Druga funkcja wagowa
ma postać:

g(r) =





1 −
r2

R2 dla r ≤ R

0 dla r ≤ R,

(3.84)

gdzie podobnie jak poprzednio R jest zasie֒giem wp lywu zwanym promieniem oddzia lywania.

3.5.4 Model zniszczenia w sformu lowaniu skończenie elemento-
wym

Przedstawione powyżej rozważania zastosowane be֒da֒ w sformu lowaniu MES dla problemu
statyki. Użyty zostanie model konstytutywny Hooke’a uzupe lniony o model zniszczenia
(3.65). Wprowadzimy dodatkowe oznaczenia

CD = (1 − d)C, (3.85)

zatem
σ = CDε, (3.86)

Konsystentny modu l styczny wyznaczamy naste֒puja֒co

C∗
D =

∂ σ

∂ ε
= (1 − d)C −

∂ d

∂ ε
Cε, (3.87)

gdzie pochodna zmiennej zniszczenia wyraża sie֒ wzorem

∂ d

∂ ε
=

dκ

dεeq

dεeq

dε
(3.88)

Stosuja֒c zasade֒ prac wirtualnych
∫

Ω

δεTσ dΩ =

∫

Ω

δuT p dΩ +

∫

∂Ωσ

δuT t d∂Ωσ, (3.89)

oraz model konstytutywny, z uwzgle֒dnieniem zniszczenia, (3.86) otrzymujemy

δuT

∫

Ω

BT CDB dΩ q =

∫

Ω

δuT NT p dΩ +

∫

∂Ωσ

δuT NT t d∂Ωσ. (3.90)

Wprowadzaja֒c poniższe oznaczenie dla macierzy siecznej i wektora obcia֒żenia

KS =

∫

Ω

BT CD B dΩ, P =

∫

Ω

NT p dΩ +

∫

∂Ωσ

NT t d∂Ωσ. (3.91)
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Równanie to można rozwia֒zywać iteracyjnie, stosuja֒c naste֒puja֒cy schemat iteracyjny

KS(qi)qi+1 = P. (3.92)

Zbieżność tego procesu iteracyjnego jest zaledwie liniowa, wie֒c warto zastosować sformu lowanie
przyrostowe

i+1σ = iσ + ∆σ, (3.93)

∆σ =
∂ σ

∂ ε
∆ε = iC∗

T B∆q. (3.94)

Podstawiaja֒c do zasady prac wirtualnych dla i+1σ otrzymujemy

δuT

∫

Ω

BT iCDB dΩ iq + δuT

∫

Ω

BT C∗
DB dΩ ∆q = (3.95)

=

∫

Ω

δuT NT p dΩ +

∫

∂Ωσ

δuT NT t d∂Ωσ (3.96)

co daje równanie przyrostowe
KT ∆q = i+1P − iF, (3.97)

gdzie

KT =

∫

Ω

BT C∗
D B dΩ, (3.98)

i+1F =

∫

Ω

BT CD B iq dΩ. (3.99)

Równanie (3.97) można rozwia֒zywać metoda֒ Newtona-Raphsona, zapewniaja֒ca֒ kwadra-
towa֒ zbieżność.

3.5.5 Termolepkospre֒żystość ze zniszczeniem

Opisany w trzecim rozdziale model termolepkospre֒żysty uzupe lniony zostanie obecnie o
model zniszczenia. Równanie konstytutywne be֒dzie zatem mia lo postać

σij(τ) = (1 − d)

τ∫

0

Cijkl(ξ − ξ′)
d

dτ ′
[εkl(τ

′) − ε
(θ)
kl (τ ′)] dτ ′. (3.100)

Przekszta lcaja֒c, podobnie jak w rozdziale trzecim, mamy

σij(τ) = (1 − d)

τ∫

0

[
C∞

ijkl + C̃ijkl exp

[
−
ξ − ξ′

̺

]]
d

dt′

[
εij(τ

′) − ε
(θ)
ij (τ ′)

]
dτ ′ =

= (1 − d)

τ∫

0

[
C0

ijkl − C̃ijkl

[
1 − exp

[
−
ξ − ξ′

̺

]]]
d

dt′

[
εij(τ

′) − ε
(θ)
ij (τ ′)

]
dτ ′ =

= (1 − d)
[
C0

ijkl[εkl(τ) − ε
(θ)
kl (τ)] − σ

(c)
ij (τ)

]
. (3.101)
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Przyrostowa forma równania konstytutywnego ma zatem postać

t+∆tσ = (1 − t+∆td)
[
C0 t+∆tε̃ − t+∆tσ(c)

]
. (3.102)

Zmienna zniszczenia t+∆td oznacza zależność od odkszta lceń na kroku t+∆t czyli d(t+∆tε̃).
Stosuja֒c podobne przekszta lcenia, jak w drugim rozdziale mamy

t+∆tσ = (1 − t+∆td)

[
C0 t+∆tε̃ −

[
1

∆t
+

1
t+∆tA̺

]−1
[

tσ(c)

∆t
+

C̃ t+∆tε̃
t+∆tA̺

]]
= (3.103)

= (1 − t+∆td)

[
t+∆tC

∗ t+∆tε̃ −
t+∆tA̺

∆t + t+∆tA̺
tσ(c)

]
,

gdzie C
∗

nie jest tym razem modu lem konsystentnym, a jedynie oznaczeniem wprowadzo-
nym dla przejrzystości i analogii z oznaczeniami w rozdziale trzecim

t+∆tC
∗

= C0 −

[
1

∆t
+

1
t+∆tA̺

]−1
C̃

t+∆tA̺
= (3.104)

= C0 −
∆t C̃

∆t + t+∆tA̺
.

Podstawiaja֒c do równania prac wirtualnych (3.38) i stosuja֒c skończenie elementowa֒ aprok-
symacje (3.39) oraz uwzgle֒dniaja֒c oznaczenia (3.41), mamy

(tq + ∆q)T




∫

Ω

BT (1 − t+∆td)C0B dΩ



 δq −




∫

Ω

t+∆tD
(c)t(1 − t+∆td)σ(c)

T

B dΩ



 δq+

− (tq + ∆q)T



∫

Ω

(1 − t+∆td)BT t+∆tD̃C̃B dΩ


 δq−



∫

Ω

(1 − t+∆td)αT θ0
t+∆tC∗T

B dΩ


 δq+ (3.105)

θT




∫

Ω

(1 − t+∆td)N
T
αT t+∆tC∗T

B dΩ


 δq =




∫

Ω

ρ(tf + ∆f)T N dΩ


 δq+




∫

∂Ωσ

(tt + ∆t)T N d∂Ωσ


 δq.
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Wprowadzaja֒c analogiczne do (3.41)-(3.53)

K0 =

∫

Ω

BT (1 − t+∆td)C0 B dΩ, (3.106)

K̃ =




∫

Ω

D̃BT (1 − t+∆td)C̃ B dΩ


 , (3.107)

K∗ =

∫

Ω

BT (1 − t+∆td)C∗ B dΩ = K0 − K̃, (3.108)

KS =

∫

Ω

N
T
αT (1 − t+∆td)C∗B dΩ, (3.109)

t+∆tQ =




∫

Ω

(t̂f + ∆f̂)T N dΩ



 +




∫

∂Ωσ

(
btt + ∆t̂)T N d∂Ωσ



 , (3.110)

F0 =




∫

Ω

BT (1 − t+∆td)C0B dΩ


 tq, (3.111)

F(θ) =

∫

Ω

(1 − t+∆td)αT θ0C
∗B dΩ, (3.112)

F̃ =




∫

Ω

D̃BT (1 − t+∆td)C̃ B dΩ



 tq = K̃ tq, (3.113)

F̃D =




∫

Ω

D̃BT (1 − t+∆td)C̃ B dΩ


 ∆q = K̃∆q, (3.114)

F
(c)

=




∫

Ω

D(c) BT (1 − t+∆td) tσ
(c)
dΩ


 , (3.115)

F(c) = F̃ + F
(c)
, (3.116)

t+∆tQ̂ = t+∆tQ − F0 + F(c) + F(θ). (3.117)

Używaja֒c powyższych oznaczeń można równanie (3.95) napisać w postaci
[
K0 − K̃

]
∆q = t+∆tQ − F0 + F(c) + F(θ). (3.118)

Wszystkie sk ladowe powyższego równania, oprócz obcia֒żenia t+∆tQ, zależne sa֒ poprzez
zmienna֒ zniszczenia od przemieszczeń, zatem do rozwia֒zania tego równania zastosować
należy proces iteracyjny

[
iK0 − iK̃

]
i+1∆q = t+∆tQ − iF0 + iF(c) + iF(θ). (3.119)

Powyższy proces iteracyjny jest tylko liniowo zbieżny zatem lepiej zbudować równanie
MES dla lepkospre֒żystości, z zastosowaniem konsystentnej macierzy stycznej, a do rozwia֒zania
metode֒ Newtona-Raphsona.
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Konsystentny modu l styczny wyznaczony zostanie w naste֒puja֒cy sposób

t+∆tC∗ =
∂ t+∆tσ

∂ t+∆tε
= (3.120)

= (1 − t+∆td)C
∗
−

∂ d

∂ t+∆tε

[
t+∆tC

∗ t+∆tε̃ −
t+∆tA̺

∆t+ ̺ t+∆tA
tσ(c)

]
. (3.121)

Podstawiaja֒c do równań (3.93), (3.94) otrzymujemy

t+∆tσ
i+1

= (1 − t+∆td)
[
C

∗ t+∆tε̃
(i)

− t+∆tD
(c) tσ(c)

]
+ (1 − t+∆td)C

∗
∆ε

−
∂ t+∆t d

∂ t+∆t ε
(i)

[
C

∗ t+∆tε̃ − t+∆tD
(c) tσ(c)(i)

]
∆ε. (3.122)

Zatem po podstawieniu do równania prac wirtualnych mamy

δqT

∫

Ω

BT
[
(1 − t+∆tdi)

(
C

∗ t+∆tε̃
(i)

− t+∆tD
(c) tσ(c)

)]
dΩ+

+ δqT

∫

Ω

BT

[
(1 − t+∆tdi)C

∗
−
∂ t+∆tdi

∂ ε

(
C

∗ t+∆tε̃
(i)

− t+∆tD
(c) tσ(c)

)]
B∆q dΩ =

(3.123)

=

∫

Ω

δuT NT p dΩ +

∫

∂Ωσ

δuT NT t d∂Ωσ.

Oznaczamy poszczególne wyrazy równania

t+∆tε̃
(i)

= Bq(i) − αNθ + αθ0, (3.124)

KT =

∫

Ω

BT

[
(1 − t+∆tdi)C

∗
−
∂ t+∆tdi

∂ ε

(
C

∗ t+∆tε̃
(i)

− t+∆tD
(c) tσ(c)

)]
B dΩ,

(3.125)

Ks = −

∫

Ω

BT (1 − t+∆tdi)αN dΩ, (3.126)

F(i) =

∫

Ω

BT (1 − t+∆tdi)C
∗
Bt+∆tq

(i)
dΩ, (3.127)

F(i)
c =

∫

Ω

BT (1 − t+∆tdi) t+∆tD
(c) tσ(c) dΩ, (3.128)

F
(i)
θ

=

∫

Ω

BT (1 − t+∆tdi)C
∗
αθ0 dΩ, (3.129)

t+∆tQ =

∫

Ω

(t̂f + ∆f̂)T N dΩ +

∫

∂Ωσ

(
btt + ∆t̂)T N d∂Ωσ, (3.130)

Q̂ = t+∆tQ − F(i) − F(i)
c − F

(i)
θ
. (3.131)
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Maja֒c komplet oznaczeń, możemy napisać uk lad równań dla termolepkospre֒żystego ma-
teria lu ze zniszczeniem, z cze֒ścia֒ mechaniczna֒ w sformu lowaniu przyrostowym

[
t+α∆tK̂ 0

KS KT

] [
t+∆tθ

∆q

]
=

[
t+α∆tP̂

Q̂

]
. (3.132)

Powyższy uk lad równań sk lada sie֒ z dwóch poduk ladów, które można rozwia֒zać oddziel-
nie. Pierwsze równanie niestacjonarnego przep lywu ciep la może być rozwia֒zane w pierw-
szej kolejności, a naste֒pnie po podstawieniu pola temperatury do uk ladu, rozwia֒zane
zostanie drugie równanie postaci

KT ∆q = Q̂ − KS
t+∆tθ. (3.133)
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3.6 Przyk lad numeryczny - zniszczenie wspornika lep-

kospre֒żystego

Rysunek 3.8: Schemat wspornika

 

Rysunek 3.9: Dyskretyzacja MES wspornika

Schemat statyczny analizowanego wspornika przedstawiony jest na Rys. 3.8. Dane za-
dania sa֒ nastepuja֒ce: materia l termolepkospre֒żysty, τ0 = 30s., 100 równych kroków cza-
sowych zastosowano w tym teście. Użyto naste֒puja֒cych wartości sta lych materia lowych
E0 = 500, E∞ = 100, ̺ = 1, ν = 0.3, κ = λ

ρc
= 1, wartość strumienia ciep la na

swobodnym końcu pre֒ta wspornika q̂ = 1. Dane dotycza֒ce modelu zniszczenia: α1 = 0.96
α2 = 350. Stosunek wytrzyma lości na ściskanie do wytrzyma lości na rozcia֒ganie kct = 10
ki = 1.0e − 4. Promień wp lywu dla nielokalnego zniszcznia R = 0.2. Na utwierdzonym
końcu pre֒ta zadano warunki brzegowe dla temperatury T = 0. Funkcja zależności ter-
micznej A(θ) z równania Eq. 3.18 przyjmuje wartość A(θ) = 0.5 · T + 2.5. Dyskretyzacja
skończenie-elementowa zawiera 200 czterowe֒z lowych, liniowych elementów typu Lagrange
w siatce 20x10 elementów. Równomierne obcia֒żenie cia֒g le ma wartość q=2.5. Wspornik
poddano analizie pe lzania termolepkospre֒żystego ze zniszczeniem nielokalnym. Wykres
przemieszczenia górnego końca wspornika (P1) zawiera Rys. 3.10. Rys. 3.11 zawiera mape֒
warstwicowa֒ rozk ladu stref zniszczenia po up lywie rozpatrywanego czasu analizy. Znisz-
czenie naste֒puje w strefie rozcia֒ganej zgodnie z cechami ośrodka. Przedstawiono również
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na rysunku Rys. 3.12 wykres zmian funkcji wspó lczynnika zniszczenia (1− d) punkcie P2
w którym rozwija sie֒ zniszczenie.
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Rysunek 3.10: Pe lzanie górnego, swobodnego wierzcho lka pre֒ta wspornika
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Rysunek 3.11: Rozk lad stref zniszczenia konstrukcji wspornika
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Rysunek 3.12: Wykres zmian w czasie wartości (1 − d)

3.7 Przyk lad numeryczny - lokalne i nielokalne znisz-

czenie belki lepkospre֒żystej.

Rysunek 3.13: Schemat statyczny belki

W przyk ladzie tym przedmiotem analizy be֒dzie belka utwierdzona z lepkospre֒żystym
materia lem z uwzgle֒dznieniem zniszczenia. Zadanie rozwia֒zane zostanie wielokrotnie, dla
różnych dyskretyzacji MES i przy za lożeniu lokalnego oraz nielokalnego sformu lowania
zniszczenia. Schemat statyczny belki uwidoczniony jest na Rys. 3.13. Model uwzgle֒dnia
warunki symetrii belki. W zadaniu tym nie uwzgle֒dniono wp lywu temperatury gdyż nie
ma ona istotnego wp lywu na pokazanie różnic pomie֒dzy lokalnym a nielokalnym modelem
zniszczenia. Dane zadania sa֒ naste֒puja֒ce: analizowany przedzia l czasowy τ = 0 − 30s.,
100 równych kroków czasowych zastosowano w tym teście. Sta le materia lowe lepko-
spre֒żystości sa֒ naste֒puja֒ce: E0 = 210000, E∞ = 80000, ̺ = 1, ν = 0.166667, Dane mo-
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delu zniszczenia sa֒ naste֒puja֒ce α1 = 0.96 α2 = 350. Stosunek wytrzyma lości na ściskanie
do wytrzyma lości na rozcia֒ganie kct = 10 ki = 1.0e−4. Promień wp lywu dla nielokalnego
zniszczenia R = 0.5. Na rysunkach 3.14-3.16 przedstawiono przyk lady porównawcze dla
różnych wielkości siatki elementów czterowe֒z lowych Lagrange. W uje֒ciu lokalnym, wraz
z rosna֒ca֒ liczba֒ stopni swobody nie obserwuje sie֒ zwie֒kszania sie֒ dok ladności rozwia֒zania.
Strefy zniszczenia maja֒ tendencje֒ do lokalizowania sie֒ wa֒skich pasmach (3.14b,3.15b,3.16b).
Takie samo zjawisko obserwuje sie֒ stosuja֒c siatke֒ trójka֒tów o różnej d lugości krawe֒dzi.
Przyk lad belki rozwia֒zano używaja֒c trzech róznych siatek trójka֒tów o d lugości krawe֒dzi
kolejno 0.3, 0.2, 0.1. Rezultaty obliczeń zamieszczono na rysunkach (3.20,3.21,3.22). Loka-
lizacja stref zniszczenia wraz ze zmniejszaniem rozmiaru elementów trójka֒tnych widoczna
jest na rysunkach (3.20b,3.21b,3.22b). Wyraźna֒ poprawe֒ obiektywności rezultatów widać
w rozwia֒zaniach, w których stosowano uje֒cie nielokalne. Niezależnie od zastosowanej
siatki, strefy zniszczenia we wszystkich wykonanych tu rozwia֒zaniach z użyciem nielokal-
nego zniszczenia wygla֒daja֒ niemal jednakowo (3.14c,3.15c,3.16c,3.19c,(3.20c,3.21c,3.22c).
Dla zadań z siatka elementów czterwe֒z lowych typu Lagrange użyto techniki adaptacji
siatki regularnej zarówno w uje֒ciu lokalnym jak i nielokalnym. Poprawianie siatki zada-
nia zniszczenia lokalnego doprowadzi lo do otrzymania rezultatów z wyraźnie zlokalizowa-
nymi strefami zniszczenia. Rys. 3.17. Strefy zniszczenia dla siatki adaptacyjnej modelu
nielokalnego Rys. 3.18 sa֒ takie same jak w innych rozwia֒zywanych w tym przyk ladzie za-
daniach ze zniszczeniem nielokalnym. Na wszystkich zamieszczonych w tym przyk ladzie
mapach warstwicowych, obrazuja֒cych rozk lad stref zniszczenia kolor niebieski oznacza
materia l w stanie pierwotnym d = 0, natomiast kolor czerwony oznacza strefe֒ niezero-
wego wspó lczynnika zniszczenia d z maksymalna֒ wartościa֒ w punkcie P równa֒ d = 0.99.
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a)

 

b)

 

c)

 

Rysunek 3.14: Porównanie lokalnego i nielokalnego zniszczenia w belce modelowanej elemen-

tami z czterowe֒z lowa֒ aproksymacja֒ Lagrange: a) siatka MES, b) zniszczenie w sformu lowaniu

lokalnym, c) zniszczenie w sformu lowaniu nielokalnym
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a)

 

b)

 

c)

 

Rysunek 3.15: Porównanie lokalnego i nielokalnego zniszczenia w belce modelowanej elemen-

tami z czterowe֒z lowa֒ aproksymacja֒ Lagrange: a) siatka MES, b) zniszczenie w sformu lowaniu

lokalnym, c) zniszczenie w sformu lowaniu nielokalnym
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a)

 

b)

 

c)

 

Rysunek 3.16: Porównanie lokalnego i nielokalnego zniszczenia w belce modelowanej elemen-

tami z czterowe֒z lowa֒ aproksymacja֒ Lagrange: a) siatka MES, b) zniszczenie w sformu lowaniu

lokalnym, c) zniszczenie w sformu lowaniu nielokalnym
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a)

 

b)

 

Rysunek 3.17: Zastosowanie techniki adaptacyjnej dla siatek regularnych w lokalnym modelu

zniszczenia: a) siatka adaptacyjne MES, b) zniszczenie w sformu lowaniu lokalnym
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a)

 

b)

 

Rysunek 3.18: Zastosowanie techniki adaptacyjnej dla siatek regularnych w nielokalnym mo-

delu zniszczenia: a) siatka adaptacyjna MES, b) zniszczenie w sformu lowaniu nielokalnym
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a)

 

b)

 

c)

 

Rysunek 3.19: Porównanie lokalnego i nielokalnego zniszczenia w belce modelowanej ele-

mentami z dziewie֒ciowe֒z lowa֒ aproksymacja֒ Lagrange: a) siatka MES, b) zniszczenie w

sformu lowaniu lokalnym, c) zniszczenie w sformu lowaniu nielokalnym
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a)

 

b)

 

c)

 

Rysunek 3.20: Porównanie lokalnego i nielokalnego zniszczenia w belce modelowanej elemen-

tami trójka֒tnymi wielkościa֒ krawe֒dzi 0.3: a) siatka MES, b) zniszczenie w sformu lowaniu lokal-

nym, c) zniszczenie w sformu lowaniu nielokalnym
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a)

 

b)

 

c)

 

Rysunek 3.21: Porównanie lokalnego i nielokalnego zniszczenia w belce modelowanej elemen-

tami trójka֒tnymi wielkościa֒ krawe֒dzi 0.2: a) siatka MES, b) zniszczenie w sformu lowaniu lokal-

nym, c) zniszczenie w sformu lowaniu nielokalnym
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a)

 

b)

 

c)

 

Rysunek 3.22: Porównanie lokalnego i nielokalnego zniszczenia w belce modelowanej elemen-

tami trójka֒tnymi wielkościa֒ krawe֒dzi 0.1: a) siatka MES, b) zniszczenie w sformu lowaniu lokal-

nym, c) zniszczenie w sformu lowaniu nielokalnym



ROZDZIA L 4

Analiza wrażliwości dla zagadnień
termolepkospre֒żystych

4.1 Podstawowe poje֒cia

Najbardziej efektywnymi metodami zarówno optymalizacji jak i niezawodności wydaja֒ sie֒
być obecnie metody gradientowe. Dlatego istotnym zagadnieniem problemu optymalizacji
jest możliwość obliczania gradientów funkcji celu oraz gradientu ograniczeń ze wzgle֒du
na zmienne projektowe. Wyznaczaniem tych gradientów zajmuje sie֒ analiza wrażliwości.

Funkcjami celu dla optymalizacji sa֒ zwykle rezultaty analizy skończenie elementowej
takie jak np. napre֒żenia czy przemieszczenia lub ich funkcje. Zmiennymi projektowymi
zaś dowolne parametry charakteryzuja֒ce zadanie takie jak np. sta le materia lowe czy
parametry kszta ltu. Przyk ladowe równanie MES dla problemu zależnego od czasu dla
zadanego kroku czasowego wygla֒da naste֒puja֒co:

K∗(h)∆q(h) = tQ(h), (4.1)

gdzie K∗ to macierz konsystentna, Q wektor prawych stron, a ∆q(h) wektor przyrostów
przemieszczeń we֒z lowych na kroku czasowym. Macierz konsystentna oraz wektor prawych
stron jawnie zależa֒ od parametru projektowego, natomiast wektor przyrostów przemiesz-
czeń niejawnie, jako rozwia֒zanie równania

∆q(h) = K∗(h)−1 tQ(h). (4.2)

Istnieje kilka metod, przy pomocy których możemy obliczać wrażliwość. Poniżej omówione
zostana֒ trzy z nich.
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4.1.1 Metody obliczania wrażliwości

4.1.1.1 Metoda różnic skończonych

Metoda różnic skończonych polega na wyznaczeniu wrażliwości z wyrażenia przyrosto-
wego. Przyk ladowo

∆q

∆h
=

q(h + ∆h) − q(h)

∆h
. (4.3)

Wrażliwość ża֒danej wielkości na parametr projektowy wyznacza sie֒ obliczaja֒c dwukrot-
nie wartość funkcji, raz dla parametru projektowego h, a naste֒pnie dla h + ∆h i pod-
stawienie otrzymanych wartości do wzoru (4.3). Zaleta֒ metody (a w laściwie powodem,
dla którego w ogóle jest używana) jest  latwość implementacji. W prosty sposób można
używać istnieja֒cych procedur, czy nawet komercyjny kod, co rozwia֒zuje praktycznie do-
wolne problemy. Innym powodem stosowania metody różnic skończonych jest niemożność
zastosowania innych metod, ze wzgle֒du na duża֒ z lożoność problemu (np. bardzo skom-
plikowane prawa konstytutywne), dla którego zastosowanie innych metod jest niemożliwe.
W tworzonym w ramach tej pracy systemie metoda różnic skończonych używana jest jako
funkcja diagnostyczna do sprawdzania poprawności kodu wrażliwości obliczonej metoda֒
DDM.

4.1.1.2 Metoda bezpośredniego różniczkowania

Metode֒ te֒ oznacza sie֒ symbolem DDM od angielskiej nazwy direct differentiation method.
W tej metodzie różniczkujemy bezpośrednio równanie problemu (4.1), otrzymuja֒c, po
przekszta lceniu, naste֒puja֒ce równanie

K∗d∆q

dh
=

dtQ

dh
−

dK∗

dh
∆q. (4.4)

Do wyznaczenia wrażliwości potrzebne be֒dzie rozwia֒zanie problemu równowagi, czyli wek-
tor przyrostów ∆q. Analizuja֒c równanie 4.4 widać, że obliczenie wrażliwości nie jest
czasoch lonne. Jeśli do rozwia֒zania uk ladów równań liniowych wykorzystuje sie֒ metody
dekompozycyjne, to do obliczenia wrażliwości można wykorzystać zdekomponowana֒ ma-
cierz sztywności w procesie rozwia֒zywania problemu równowagi. Zatem koszt obliczenia
wrażliwości to tylko wyznaczenie niewiadomych w oparciu o wektor prawych stron (pod-
stawienie proste i odwrotne). Do rozwia֒zania bardzo dużych uk ladów równań liniowych
stosuje sie֒ metody iteracyjne. W tym przypadku również można obliczać wrażliwość ta-
nim kosztem. Stosuja֒c np. metode֒ uogólnionych reziduów sprze֒żonych GCR (Generalized
Conjugate Residual), w której podczas pierwszego rozwia֒zywania zadania tworzony jest
zbiór tzw. wektorów poszukiwań używanych w algorytmie. Wektory te moga֒ być zasto-
sowane przy drugim i naste֒pnych rozwia֒zaniach dla innych wektorów prawych stron z
efektywnościa֒ prawie taka֒, jak podstawienie odwrotne w metodach dekompozycyjnych.
Szczegó lowe analizy i testy zawar l w swojej ksia֒żce Lingen [33]. Przyk ladem nieefek-
tywnej metody w zastosowaniu do analizy wrażliwości metody jest metoda gradientów
sprze֒żonych (CG - Conjugate Gradient). W metodzie tej rozwia֒zanie równania dla dru-
giego i kolejnych wektorów prawych stron jest tak samo czasoch lonne, jak i dla pierwszego,
dlatego nie warto jej stosować w analizie wrażliwości. Reasumuja֒c: stosuja֒c metody ite-
racyjne do rozwia֒zywania uk ladów równań liniowych w analizie wrażliwości należy wzia֒ć
pod uwage֒ aspekt efektywności rozwia֒zania dla wielu wektorów prawych stron.

Algorytm obliczania wrażliwości wygla֒da naste֒puja֒co:
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• rozwia֒zanie problemu równowagi (4.1).

• obliczenie wektora prawych stron równania (4.4).

• rozwia֒zanie równania (4.4).

4.1.1.3 Metoda uk ladu sprze֒żonego

W procesie optymalizacji potrzebna jest nie tylko wrażliwość przemieszczeń, ale też ich
funkcji. Funkcja taka ogólnie ma postać:

G(∆q(h), h). (4.5)

Do wyznaczania wrażliwości takich funkcji pomocna może sie֒ okazać metoda uk ladu
sprze֒żonego (ang. adjoint system method ASM). Definiujemy naste֒pnie N wymiarowy
wektor, zwany wektorem sprze֒żonym, jako rozwia֒zanie poniższego uk ladu równań

K∗(h)λ(h) =

(
∂ G

∂∆q

)T

. (4.6)

Wrażliwość funkcji G obliczamy naste֒pnie z wyrażenia

dG

d∆q
=

∂ G

∂∆q
+ λT

(
dtQ

dh
−

dK∗

dh

)
. (4.7)

G lówna różnica mie֒dzy tymi metodami jest w efektywności numerycznej. Oznaczaja֒c q
jako liczbe֒ wektorów prawych stron, k liczbe֒ parametrów projektowych i n liczbe֒ funkcji
G, zauważamy, że dla obu metod do rozwia֒zania zadania trzeba najpierw q razy rozwia֒zać
równanie (4.1), naste֒pnie dla DDM należy q×k rozwia֒zać równanie (4.4), podczas gdy dla
ASM n razy równanie (4.6). Czyli gdy q × k < n, należy wybierać DDM, w przeciwnym
wypadku efektywniejsza jest metoda ASM.

4.2 Analiza wrażliwości w problemie przep lywu ciep la

Stosuja֒c metode֒ bezpośredniego różniczkowania (DDM), różniczkuja֒c (3.6) otrzymujemy
równanie wrażliwości dla problemu niestacjonarnego przep lywu ciep la

∂K

∂h
θ + K

dθ

dh
+
∂C

∂h
θ̇ + C

dθ̇

dh
=
∂P

∂h
, (4.8)

gdzie dθ(τ)
dh

jest niewiadoma֒, sta֒d wygodnie jest przekszta lcić to równanie do postaci

K
dθ

dh
+ C

dθ̇

dh
=
∂P

∂h
−

[
∂K

∂h
θ +

∂C

∂h
θ̇

]
, (4.9)

gdzie θ oraz θ̇ to odpowiednio temperatura i pre֒dkość zmian temperatury w za lożonej
chwili czasowej. Do rozwia֒zania tego równania zastosujemy ten sam schemat przyrostowy,
który stosowany by l do rozwiazywania równania przep lywu ciep la (3.11),

d t+∆tθ

dh
= (1 − α)

d tθ

dh
+ α

d t+∆tθ

dh
, α ∈ [0, 1], (4.10)

(4.11)

d t+∆tθ̇

dh
=

1

∆t

(
d t+∆tθ

dh
−

d tθ

dh

)
, (4.12)
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a po podstawieniu do równania wrażliwości przep lywu ciep la (4.8), otrzymujemy

[
αK +

1

∆t
C

]
d t+∆tθ

dh
=
∂ t+∆tP

∂h
−

[
∂K

∂h
θ +

∂C

∂h
θ̇

]
+

[
1

∆t
C − (1 − α)K

]
∂ t θ

∂h
. (4.13)

Dla uproszczenia równanie wrażliwości dla problemu przep lywu ciep la można zapisać w
postaci.

t+α∆tK̂
d t+∆tθ

dh
=

d t+α∆tP̂

dh
−

d t+α∆tK̂

dh
t+∆tθ. (4.14)

4.3 Analiza wrażliwości w lepkospre֒żystości

Stosuja֒c metode֒ DDM zróżniczkujemy wszystkie elementy sk ladowe uk ladu równań pro-
blemu lepkospre֒żystego (3.42)- (3.53) otrzymuja֒c

d K0

dh
=

∫

Ω

BT d C0

dh
B dΩ,

d K̃

dh
=




∫

Ω

BT

[
dD̃

dθ

dθ

dh
, C̃ + D̃

d C̃

dh

]
B dΩ



 ,

d K∗

dh
=

∫

Ω

BT dC∗

dθ

dθ

dh
B dΩ,

d KS

dh
=

∫

Ω

N
T
αT

[
dC∗

dθ

dθ

dh
ε(θ) + C∗dε(θ)

dθ

dθ

dh

]
B dΩ,

d t+∆tF
(θ)

dh
=

∫

Ω

αT θ0
t+∆t

[
dC∗

dθ

dθ

dh
ε(θ) + C∗dε(θ)

dθ

dθ

dh

]
B dΩ,

d t+∆tF
0

dh
=



∫

Ω

BT d C0

dh
B dΩ


 iq + K0 d tq

dh
,

d tF̃

dh
=



∫

Ω

BT d

dθ

(
D̃C̃

) dθ

dh
B dΩ


 tq +

+



∫

Ω

BT D̃C̃ B dΩ


 d tq

dh
=

d

dh
(K̃ tq) =

∂ K̃

∂h
tq + K̃

d tq

dh
,
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d ∆F̃

dh
=




∫

Ω

BT d

dθ

(
D̃C̃

) dθ

dh
B dΩ


 ∆q +

+




∫

Ω

BT D̃C̃ B dΩ


 d ∆q

dh
=

d

dh
(K̃ ∆q) =

∂ K̃

∂h
∆q + K̃

d ∆q

dh
,

d tF
(c)

dh
=




∫

Ω

d

dθ

(
D(c)

) dθ

dh
BT tσ

(c)
dΩ



 + (4.15)

+




∫

Ω

D(c) BT d tσ
(c)

dθ

dθ

dh
dΩ



 ,

d tF
(c)

dh
=

d tF
(c)

dh
+

d tF̃

dh
,

d t+∆tQ

dh
= 0,

d t+∆tQ̂

dh
= −

d tF0

dh
+

d t+∆tF(c)

dh
+

d t+∆tFθ

dh
.

Naste֒pnie różniczkuja֒c uk lad równań(4.17) po h otrzymujemy




K̂ 0

t+∆tKS K∗








d t+∆tθ

dh

d ∆q

dh



 =




d t+α∆t bP
dh

d t+∆t bQ
dh


−




d t+α∆t bK

dh
0

d t+∆tKS

dh
d t+∆tK∗

dh








t+∆tθ

∆q



 . (4.16)

Drugi uk lad równań z (4.16) można zapisać naste֒puja֒co

K∗d ∆q

dh
=

d t+∆tQ̂

dh
− t+∆tKS

d t+∆tθ

dh
−

d t+∆tKS

dh
t+∆tθ, (4.17)

Żeby rozwia֒zać ten uk lad równań trzeba najpierw rozwia֒zać uk lad (4.17) by otrzymać
t+∆tθ. Naste֒pnie rozwia֒zujemy uk lad równań problemu wrażliwości (4.16). Pierwszy pod-

uk lad rozwia֒zujemy ze wzgle֒du na d t+∆t
θ

dh
, a naste֒pnie z drugiego poduk ladu wyznaczamy

d ∆q

dh
, wykorzystuja֒c zdekomponowana֒ macierz K∗, która֒ mamy z rozwia֒zania problemu

równowagi (4.17). Prawa֒ strona uk ladu równań Eq. (4.17) można  latwo wyznaczyć, gdyż:

- macierz sztywności K∗ jest jawna֒ funkcja֒ parametru projektowego h,

- d tθ

dh
, d tq

dh
oraz d tσ(c)

dh
sa֒ znane i tylko te wielkości musza֒ być przechowywane w pamie֒ci

komputera jako dane z poprzedniego kroku.
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Akumulacja wrażliwości odbywa sie֒ w/g wzoru

d t+∆tq

dh
=

d tq

dh
+

d ∆q

dh
. (4.18)

Maja֒c wartości wrażliwości na pocza֒tku kroku czasowego i dodaja֒c do niego przyrost
wartości wrażliwości wyliczony z równania Eq. (4.16), mamy wartości wrażliwości na

końcu kroku. Dla wyliczenia wartości na końcu kroku dσ(c)

dh
różniczkujemy równanie Eq.

(3.34) otrzymuja֒c

d t+∆tσ(c)

dh
=

dD(c)

dθ

dθ

dh
tσ(c) +D(c) dtσ(c)

dθ

dθ

dh
+ (4.19)

+
d D̃

dθ

dθ

dh
C̃ t+∆tε̃ + D̃

d C̃

dh
t+∆tε̃ + D̃ C̃

d t+∆t ε̃

dh
.

Wszystkie wielkości z prawej strony sa֒ znane wartości na pocza֒tku kroku sa֒ prze-
chowywane w pamie֒ci komputera podczas gdy wielkości t+∆tε̃ oraz d t+∆teε

dh
można  latwo

obliczyć ze zwia֒zków

t+∆tε̃ = B t+∆tq − t+∆tε
(θ)

(4.20)

d t+∆tε̃

dh
= B

d t+∆tq

dh
−

d t+∆tε(θ)

dh
= B

d t+∆tq

dh
−

d

dh
(α[Ñθ − θ0]). (4.21)

Tak wie֒c maja֒c (4.19), można  latwo otrzymać wartości d t+∆tσ(c)

dh
. Warto zauważyć, że ko-

nieczność posiadania wartości dq

dh
praktycznie uniemożliwia zastosowanie metody systemu

sprze֒żonego do obliczania wrażliwości.

W przypadku korzystania z iteracyjnej wersji uk ladu równań w problemie równowagi
(3.61) analiza wrażliwości również wymagać be֒dzie iteracyjnej wersji równań. Zróż-
niczkowanie równania (3.61) prowadzi do otrzymania poniższych zwia֒zków

K0 d ∆q

dh
= −

d K0

dh
∆q +

d t+∆tQ̂

dh
− t+∆tKS

d t+∆tθ

dh
+

−
d t+∆tKS

dh
t+∆tθ −

d ∆F̃

dh
, (4.22)

Maja֒c wszystkie niezbe֒dne równania można teraz przedstawić algorytm obliczania wrażliwości
na kroku czasowym [t, t+ ∆t] (Box 2).
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(a) Rozwia֒zanie problemu niestacjonarnego przep lywu ciep la dla uzyskania
pola temperatur oraz wrażliwości temperatur dla czasu t + ∆t. Po-
trzebne do dalszych obliczeń sa֒ również wartości A(t+∆tθ), wraz z
wrażliwościami.

(b) na podstawie znanych wartości (tq, tσ(c)) dla czasu t z uk ladu równań
(4.17) wyznaczenie ∆q.

(c) Znaja֒c t+∆tθ, d t+∆tθ

dh
, ∆q oraz d tq

dh
, d tσ(c)

dh
, obliczenie wartości wrażliwości

przemieszczeń (4.16) wykorzystuja֒c zdekomponowana֒ w pkt. (b) macierz
K∗.

(d) Uaktualnienie wartości
t+∆tθ = tθ + ∆θ,
t+∆tq = tq + ∆q, (4.23)
t+∆tε̃ = B t+∆tq − ε(θ),

t+∆tσ(c) = D(c)t σ(c) + D̃ C̃ t+∆t ε̃,
t+∆tσ = C0 t+∆tε̃ − t+∆tσ(c)

oraz wrażliwości

d t+∆tθ

dh
=

d tθ

dh
+

d ∆θ

dh
,

d t+∆tq

dh
=

d tq

dh
+

d ∆q

dh
, (4.24)

d t+∆tε̃

dh
= B

d t+∆tq

dh
−

d t+∆tε(θ)

dh
,

d t+∆tσ(c)

dh
= z równania Eq. (4.19),

d t+∆tσ

dh
=

∂C0

∂ h
t+∆tε̃ + C0 d t+∆tε̃

dh
−

d t+∆tσ(c)

dθ

dθ

dh
(e) Przej́scie do naste֒pnego kroku t+∆tθ, d t+∆tθ

dh
, t+∆tq ,t+∆tσ(c) and d t+∆tq

dh
,

d t+∆t
σ

(c)

dh
zachowane w pamie֒ci.

Box 2. Nieiteracyjny algorytm obliczania wrażliwości dla typowego kroku czasowego
[t, t + ∆t]

4.4 Wrażliwość na parametry kszta ltu

W problemie wrażliwości na parametry kszta ltu istnieja֒ zmienne projektowe opisuja֒ce
kszta lt konstrukcji. Wspó lrze֒dne we֒z lów siatki MES zależa֒ od tych parametrów. Do
rozwia֒zania tego problemu zastosowana be֒dzie metoda zwana w je֒zyku angielskim Do-
main Parameterization Approach (DPA). Koncepcja metody DPA jest podobna do po-
dej́scia izoparametrycznego, co uwidacznia Rys. 4.1. Wyróżniamy tu niezależna֒ od pa-
rametrów projektowych konfiguracje֒ odniesienia Cr oraz zależna֒ od nich konfiguracje֒
aktualna֒ Ct. Dla uproszczenia przyjmijmy jeden parametr kszta ltu h (bez wie֒kszych
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k lopotów można by przyja֒ć ich wie֒cej). Mamy zatem

x = f(ξ, h), x ∈ Ω, ξ ∈ Ωr, (4.25)

F =
dx

dξ
, J = det F, dΩ = J dΩr. (4.26)

Wszystkie ca lki liczone podczas analizy musza֒ być obliczane po obszarze konfiguracji
aktualnej. Maja֒c zwia֒zek (4.26) można jednak przetransformować te ca lki do obszaru
konfiguracji odniesienia. (4.27). Otrzymamy wie֒c

∫

Ω

... dΩ =

∫

Ωr

... J dΩr (4.27)

Wrażliwość kszta ltu ca lki funkcji f obliczana zatem be֒dzie naste֒puja֒co

d

dh

∫

Ω

f dΩ =

∫

Ωr

[
df

dh
J + f

dJ

dh

]
dΩr (4.28)

Uk lad równań problemu wrażliwości kszta ltu jest taki sam, jak (4.16), lecz z użyciem
zwia֒zku (4.28) przy obliczaniu ca lek. Zatem definicje poszczególnych elementów uk ladu

ξ

η

x

y
Ωr

Ω (h)

Ω(h+∆h)x=f(ξ,h)

x=[x,y]

ξ=[ξ,η]

konfiguracja odn iesienia C
r

konfiguracja aktualna C
t

Rysunek 4.1: Konfiguracja aktualna Ω(h) i konfiguracja odniesienia Ωr
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równań be֒da֒ wygla֒da ly naste֒puja֒co

K0 =

∫

Ω

dBT

dh
C0 B + BT C0 dB

dh
+ BT C0 B

d J

dh
dΩ, (4.29)

d K0

dh
=

∫

Ωr

[
BT C0B

] dJ

dh
+

d

dh

[
BT C0B

]
J dΩr,

d K̃

dh
=

∫

Ωr

[
BT D̃C̃ B

] dJ

dh
+

d

dh

[
BT D̃C̃ B

]
J dΩr,

d K∗

dh
=

∫

Ωr

[
BT C∗B

] dJ

dh
+

d

dh

[
BT C∗B

]
J dΩr,

d KS

dh
=

∫

Ωr

N
T
αT d

dh

[
C∗ε(θ)BJ

]
dΩr,

d F(θ)

dh
=

∫

Ωr

αT θ0
d

dh

[
t+∆tC∗ε(θ)BJ

]
dΩr,

d tF

dh

0

=




∫

Ωr

[
BT C0B

] dJ

dh
+

d

dh

[
BT C0B

]
J dΩr


 iq + K0 d tq

dh
,

d tF̃

dh
=




∫

Ωr

d

dh

(
BT D̃C̃ B J

)
dΩr


 tq

+




∫

Ωr

BT D̃C̃ B J dΩr


 dtq

dh
,

(4.30)

d ∆F̃

dh
=




∫

Ωr

d

dh

(
BT D̃C̃ B J

)
dΩr


 ∆q

+




∫

Ωr

BT D̃C̃ B J dΩr


 d ∆q

dh
,

d tF
(c)

dh
=

∫

Ωr

d

dh

(
D(c),BT tσ

(c)
J
)
dΩr,

d tF
(c)

dh
=

d tF
(c)

dh
+

d tF̃

dh
,

d t+∆tQ

dh
= 0,

d t+∆tQ̂

dh
= −

d tF0

dh
+

d t+∆tF(c)

dh
+

d t+∆tFθ

dh
.



4.5. Wrażliwość parametryczna w modelu zniszczenia 83

4.5 Wrażliwość parametryczna w modelu zniszczenia

Do wyznaczenia równań wrażliwości zastosujemy metode֒ DDM. Różniczkuja֒c równanie
(3.97) mamy

KT

d∆q

dh
=
∂P

∂ h
−

dF

dh
−

dKT

dh
∆q, (4.31)

Powyższe równanie pozwala na wyznaczenie wrażliwości przyrostu przemieszczeń. Ad-
dytywność pochodnych sprawia, że przyrost ten może być akumulowany, co pozwoli
otrzymać wrażliwość przemieszczeń. Poszczególne wyrazy równania (4.31) nie posiadaja֒
indeksu iteracji, gdyż sa֒ to wielkości wyznaczone na końcu procesu iteracyjnego równania
równowagi, po uzyskaniu ża֒danej zbieżności (3.97). Poniżej zamieścimy definicje po-
szczególnych wyrazów uk ladu równań.

KT =

∫

Ω

BT C∗
D B dΩ, (4.32)

dKT

dh
=

∫

Ω

BT ∂C∗
D

∂ h
B dΩ, (4.33)

dF

dh
=

∫

Ω

BT ∂CD

∂ h
B iq + BT CD B

dq

dh
dΩ. (4.34)

4.5.1 Wrażliwość parametryczna w modelu termolepkospre֒żystym

ze zniszczeniem

Stosuja֒c jak poprzednio DDM do wyznaczenia równań wrażliwości, różniczkujemy uk lad
równań (3.132), otrzymujemy




t+α∆tK̂ 0

t+∆tKS KT








d t+∆t

θ

dh

d ∆q

dh



 =




d t+α∆tbP
dh

d t+∆t bQ
dh


 −




d t+α∆t bK

dh
0

d t+∆tKS

dh
d t+∆tKT

dh








t+∆tθ

∆q



 .

(4.35)
Poszczególne sk ladowe powyższego uk ladu równań dla termolepkospre֒żystego modelu ze
zniszczeniem obliczone poprzez zróżniczkowanie sk ladowych (4.37)-(4.44) zdefiniowane sa֒
naste֒puja֒co

d t+∆tε̃

dh
= B

dq

dh
−

dα

dh
Nθ − αN

dθ

dh
+

dαθ0
dh

, (4.36)

dKT

dh
=

∫

Ω

BT

[
(1 − t+∆td)

dC
∗

dh
−

dt+∆td

dh
C

∗

]
B dΩ− (4.37)

+

∫

Ω

BT

[
∂2 t+∆td

∂ ε ∂ h

(
C

∗ t+∆tε̃ − t+∆tD
(c) tσ(c)

)]
B dΩ−
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+

∫

Ω

BT

[
∂ t+∆td

∂ ε

d

dh

(
C

∗ t+∆tε̃ − t+∆tD
(c) tσ(c)

)]
B dΩ.

d

dh

(
C

∗ t+∆tε̃ − t+∆tD
(c) tσ(c)

)
=

dC
∗

dh
t+∆tε̃ + C

∗dt+∆tε̃

dh
−

dt+∆tD
(c)

dθ

dθ

dh
tσ(c)− (4.38)

+ t+∆tD
(c) dtσ(c)

dh
,

∂Ks

∂h
=

∫

Ω

BT t+∆tdi∂α

∂h
N − BT dt+∆tdi

dh
αN dΩ, (4.39)

dF

dh
=

∫

Ω

BT (1 − t+∆td)
∂C

∗

∂h
Bt+∆tq − BT dt+∆tdi

dh
C

∗
Bt+∆tq dΩ+ (4.40)

+

∫

Ω

BT (1 − t+∆tdi)C
∗
B

dt+∆tq

dh
dΩ,

dFc

dh
=

∫

Ω

BT (1 − t+∆td)
dt+∆tD

(c)

dθ

dθ

dh
σ(c) − BT ∂

t+∆td

∂h
t+∆tD

(c) tσ(c) dΩ+ (4.41)

+

∫

Ω

BT (1 − t+∆td) t+∆tD
(c) dσ(c)

dh
dΩ,

Fθ =

∫

Ω

BT (1 − t+∆td)C
∗∂α

∂h
θ0 + BT (1 − t+∆td)

∂C
∗

∂h
αθ0 dΩ− (4.42)

+

∫

Ω

BT dt+∆td

dh
C

∗
αθ0 dΩ, (4.43)

dQ̂

dh
=

dt+∆tQ

dh
−

dF

dh
−

dFc

dh
−

dFθ

dh
. (4.44)

4.5.2 Wrażliwość na parametry kszta ltu w modelu ze zniszcze-
niem

Wrażliwość na parametry kszta ltu dla problemu termolepkospre֒żystego ze zniszczeniem
znajdujemy rozwia֒zuja֒c ten sam uk lad równań (4.35), co dla wrażliwości parametrycz-
nej. Inne sa֒ jednak definicje sk ladowych uk ladu równań ze wzgle֒du na to, że wielkości
zależne od parametrów projektowych sa֒ inne niż w problemie wrażliwości parametrycznej.
Przyk ladowo macierze sztywności materia lowej nie zależa֒ od zmiennych projektowych pa-
rametryzuja֒cych kszta lt konstrukcji.

t+∆tε̃
(i)

=
dB

dh
q + B

dq

dh
− αN

dθ

dh
+ αθ0, (4.45)

dKs

dh
= −

∫

Ωr

dBT

dh
(1 − t+∆td)αN J dΩr +

∫

Ωr

BT dt+∆td

dh
αN J dΩr+ (4.46)

+

∫

Ωr

BT (1 − t+∆td)αN
d

dh
J dΩr,
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dKT

dh
=

∫

Ωr

BT

[
(1 − t+∆td)

dC
∗

dh
−

dt+∆td

dh
C

∗

]
B J dΩr− (4.47)

+

∫

Ωr

BT

[
∂2 t+∆td

∂ ε ∂ h

(
C

∗ t+∆tε̃ − t+∆tD
(c) tσ(c)

)]
B J dΩr−

+

∫

Ωr

BT

[
∂ t+∆td

∂ ε

d

dh

(
C

∗ t+∆tε̃ − t+∆tD
(c) tσ(c)

)]
B J dΩr+

+

∫

Ωr

dBT

dh

[
(1 − t+∆td)C

∗
−
∂ t+∆td

∂ ε

(
C

∗ t+∆tε̃ − t+∆tD
(c) tσ(c)

)]
B J dΩr

+

∫

Ωr

BT

[
(1 − t+∆td)C

∗
−
∂ t+∆td

∂ ε

(
C

∗ t+∆tε̃ − t+∆tD
(c) tσ(c)

)]
dB

dh
J dΩr

+

∫

Ωr

BT

[
(1 − t+∆td)C

∗
−
∂ t+∆td

∂ ε

(
C

∗ t+∆tε̃ − t+∆tD
(c) tσ(c)

)]
B

d

dh
J dΩr

d

dh

(
C

∗ t+∆tε̃ − t+∆tD
(c) tσ(c)

)
=

dC
∗

dh
t+∆tε̃ + C

∗dt+∆tε̃

dh
−

dt+∆tD
(c)

dθ

dθ

dh
tσ(c)− (4.48)

+ t+∆tD
(c) dtσ(c)

dh
.

dF

dh
=

∫

Ωr

dBT

dh
(1 − t+∆tdi)C

∗
Bt+∆tqJ dΩr −

∫

Ωr

BT dt+∆tdi

dh
C

∗
Bt+∆tqJ dΩr+ (4.49)

+

∫

Ωr

BT (1 − t+∆tdi)
dC

∗

dh
Bt+∆tqJ dΩr+

+

∫

Ωr

BT (1 − t+∆tdi)C
∗dB

dh
t+∆tqJ dΩr+

+

∫

Ωr

BT (1 − t+∆tdi)C
∗
B

dt+∆tq

dh
J dΩr+

+

∫

Ωr

BT (1 − t+∆tdi)C
∗
Bt+∆tq

d

dh
J dΩr,

dFθ

dh
=

∫

Ωr

dBT

dh
(1 − t+∆tdi)C

∗
αθ0 J dΩr− (4.50)

+

∫

Ωr

BT dt+∆tdi

dh
C

∗
αθ0 J dΩr+

+

∫

Ωr

BT (1 − t+∆tdi)
dC

∗

dh
αθ0 J dΩr+
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+

∫

Ωr

BT (1 − t+∆tdi)C
∗
αθ0

d

dh
J dΩr,

dFc

dh
=

∫

Ωr

dBT

dh
(1 − t+∆tdi) t+∆tD

(c) tσ(c) J dΩr− (4.51)

−

∫

Ωr

BT dt+∆tdi

dh
t+∆tD

(c) tσ(c) J dΩr+

+

∫

Ωr

BT (1 − t+∆tdi)
dt+∆tD

(c)

dθ

dθ

dh
tσ(c) J dΩr+

+

∫

Ωr

BT (1 − t+∆tdi) t+∆tD
(c) dtσ(c)

dh
J dΩr+

+

∫

Ωr

BT (1 − t+∆tdi) t+∆tD
(c) tσ(c) d

dh
J dΩr,

dt+∆tQ

dh
=

∫

Ωr

(t̂f + ∆f̂)T N
d

dh
J dΩr +

∫

∂Ωr
σ

(
btt + ∆t̂)T N

d

dh
J d∂Ωr

σ, (4.52)

dQ̂

dh
=

dt+∆tQ

dh
−

dF

dh
−

dFc

dh
−

dFθ

dh
. (4.53)

Algorytm wyznaczania wrażliwości parametrycznej oraz kszta ltu dla przemieszczeń i napre֒żeń
zawiera Box 3.
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(a) Rozwia֒zanie problemu niestacjonarnego przep lywu ciep la dla uzyskanie pola
temperatur oraz wrażliwości temperatur dla czasu t + ∆t. Potrzebne do dal-
szych obliczeń sa֒ również wartości A(t+∆tθ) wraz z wrażliwościami.

(b) na podstawie znanych wartości (tq, tσ(c)) dla czasu t z uk ladu równań (3.132)
wyznaczenie ∆q.

(c) Znaja֒c t+∆tθ, d t+∆tθ

dh
, ∆q oraz, d tq

dh
, d tσ(c)

dh
, obliczenie wartości wrażliwości

przemieszczeń (4.35), wykorzystuja֒c zdekomponowana֒ w pkt. (b) macierz
KT .

(d) Uaktualnienie wartości
t+∆tθ = tθ + ∆θ,
t+∆tq = tq + ∆q, (4.54)
t+∆tε̃ = B t+∆tq − ε(θ),

t+∆tσ(c) = D(c)t σ(c) + D̃ C̃ t+∆t ε̃,
t+∆tσ = (1 − t+∆td)C0 t+∆tε̃ − t+∆tσ(c)

oraz wrażliwości

d t+∆tθ

dh
=

d tθ

dh
+

d ∆θ

dh
,

d t+∆tq

dh
=

d tq

dh
+

d ∆q

dh
, (4.55)

d t+∆tε̃

dh
= B

d t+∆tq

dh
−

d t+∆tε(θ)

dh
,

d t+∆tσ(c)

dh
= z równania Eq. (4.19),

d t+∆tσ

dh
= (1 − t+∆td)

∂ C0

∂ h
t+∆tε̃ + C0 d t+∆tε̃

dh
−

d t+∆tσ(c)

dθ

dθ

dh
−

+
dt+∆td

dh
C0 t+∆tε̃ − t+∆tσ(c). (4.56)

(4.57)

(e) Przej́scie do naste֒pnego kroku t+∆tθ, d t+∆t
θ

dh
, t+∆tq ,t+∆tσ(c) i d t+∆tq

dh
,

d t+∆tσ(c)

dh
zachowane w pamie֒ci.

Box 3. Nieiteracyjny algorytm obliczania wrażliwości typowego kroku czasowego [t, t + ∆t] ter-

molepkospre֒żystego modelu materia lu ze zniszczeniem
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4.6 Przyk lad numeryczny - relaksacja napre֒żeń w pre֒cie

Rysunek 4.2: Schemat pre֒ta. Model pre֒ta sk ladaja֒cy sie֒ z 15 czterowe֒z lowych elementów

typu Lagrange

Model pre֒ta stanowi 15 czterowe֒z lowych elementów typu Lagrange w p laskim sta-
nie napre֒żenia. Schemat przedstawia Rys. 4.2. Geometryczne obcia֒żenie końca pre֒ta
przemieszczeniem u0 = 1 zosta lo zdje֒te po czasie τ0 = 12s. Zastosowano w tym teście
200 równych kroków czasowych . Użyto naste֒puja֒cych wartości sta lych materia lowych
E0 = 500, E∞ = 100, ̺ = 1, ν = 0.3, κ = λ

ρc
= 1, wartość strumienia ciep la na

swobodnym końcu pre֒ta wynosi q̂ = 5. Funkcja zależności termicznej A(θ) z równania
Eq. 3.18 przyjmuje wartość niezależna֒ od temperatury A(θ) = 2.5 a naste֒pnie wartość
sprze֒gaja֒ca֒ problem mechaniczny z przep lywem ciep la w postaci A(θ) = 0.2 · T + 2.5 i
A(θ) = 0.5 · T + 2.5. Analityczne rozwia֒zanie tego problemu staje sie֒ bardzo trudne na-
wet dla tak prostego pre֒ta. Dlatego przedstawione tu analityczne rozwia֒zanie problemu
podane zosta lo dla przypadku pierwszego tj. A(θ) = 2.5 czyli niezależności problemu
mechanicznego od rozk ladu temperatury (por. [45])

u(x, τ) =
u0x

l
[H(0) − H(τ0)]. (4.58)

σ(x, τ) =
u0

l
·

[
E∞ + Ẽ · exp

(
−
τ

̺

)]
− H(τ0)

u0

l
·

[
E∞ + Ẽ · exp

(
−
τ − τ0
̺

)]
(4.59)

gdzie H(τ) jest funkcja֒ Heavisite. Na rysunkach 4.3-4.8 obserwujemy bardzo dobra֒
zbieżność wyników numerycznych z analitycznymi. W przypadku zależnym od tempe-
ratury widać zbieżność rezultatów z wartościami dla problemu niezależnego A(θ), gdzie
wp lyw temperatury staje sie֒ coraz mniejszy. Zmniejszaja֒c wartość wspó lczynnika termicz-
nego, obserwujemy szybsza֒ relaksacje֒ napre֒żeń. Rezultaty numeryczne zamieszczone na
rys Fig. 4.3 potwierdzaja֒ ten fakt.
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Rysunek 4.3: Relaksacja napre֒żeń
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Rysunek 4.4: Niestacjonarny przep lyw ciep la. Zmiana temperatury w czasie dla niestacjonar-

nego problemu przep lywu ciep la
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Rysunek 4.5: Wrażliwość napre֒żenia normalnego na końcu pre֒ta na E0
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Rysunek 4.6: Wrażliwość napre֒żenia normalnego na końcu pre֒ta na E∞
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Rysunek 4.7: Wrażliwość napre֒żenia normalnego na końcu pre֒ta ρ
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Rysunek 4.8: Wrażliwość temperatury na sta le materia lowe przep lywu ciep la λ i ρ
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4.7 Przyk lad numeryczny - optymalizacja kszta ltu wspor-

nika lepkospre֒żystego

Rysunek 4.9: Schemat statyczny wspornika

Problem optymalizacji kszta ltu sformu lowany jest naste֒puja֒co:

{
minV (x),
gi(x) = σi

M |τ=30s + 150 ≤ 0, i = 0, 8, 12, 14, 28, 30, 32, 34, 106,
(4.60)

gdzie σi
M to napre֒żenie zredukowane Hubera-Misesa w i-tym we֒źle konstrukcji. Przyj-

mujemy cztery zmienne projektowe opisuja֒ce kszta lt konstrukcji x = {y1, y2, y3, y4}.
Schemat statyczny optymalizowanego wspornika przedstawiony jest na Rys. 4.9. Dolna
krawe֒dź wspornika jest opisana wielomianem czwartego stopnia jednoznacznie wyznaczo-
nym przez pie֒ć punktów. Zakres zmienności poszczególnych zmiennych projektowych jest
naste֒puja֒cy: y1 ∈ [1, 3.5], y2 ∈ [2, 4.5], y3 ∈ [3, 5], y4 ∈ [3, 5.5]. Sformu lowanie problemu
(4.60) zawiera 9 ograniczeń. Sa֒ to ograniczenia wartości napre֒żeń zredukowanych Hubera-
Misesa, obliczonych na końcu analizy pe lzania czyli dla czasu τ = 30s. Jako graniczna֒, do-
puszczalna֒ wartość wartość napre֒żenia przyje֒to 150. Pozosta le dane zadania :materia l ter-
molepkospre֒żysty, Sta le materia lowe: E0 = 500, E∞ = 100, ̺ = 1, ν = 0.3, κ = λ

ρc
= 1,

wartość strumienia ciep la na swobodnym końcu pre֒ta wspornika q̂ = 1. Na utwierdzonym
końcu pre֒ta zadano warunki brzegowe dla temperatury T = 0. Przyje֒to funkcje֒ zależności
termicznej A(θ) z równania Eq. 3.18 w naste֒puja֒cej postaci A(θ) = 0.5 · T + 2.5. Rozpa-
trywany przedzia l czasu wynosi 0 ÷ 30s. W tym teście zastosowano 100 równych kroków
czasowych. Na Rys. 4.10 przedstawiono dyskretyzacje֒ skończenie-elementowa֒ zawieraja֒ca֒
100 elementów czterowe֒z lowych typu Lagrange, z liniowymi funkcjami. Rys. 4.11 obrazuje
zbieżność procesu optymalizacji. Po 28 iteracjach osia֒gnie֒ta zosta la wartość minimalna
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obje֒tości. Pocza֒tkowa obje֒tość wynosi la 48 po zoptymalizowaniu obje֒tość wynosi 29.8
co stanowi 62% obje֒tości pocza֒tkowej. Wartości zmiennych projektowych dla konstrukcji
optymalnej wynosza֒ y1 = 2.42, y2 = 3.69, y3 = 4.89, y4 = 5.5. Na Rys. 4.12 przedsta-
wiony zosta l kszta lt optymalny wspornika. Mape֒ warstwicowa֒ napre֒żeń Hubera-Misesa
przedstawiono na Rys. 4.13. Widać na nim spe lnienie ograniczeń zadania.
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Rysunek 4.10: Dyskretyzacja MES. Zastosowano 100 elementów czterowe֒z lowychh typu La-
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Rysunek 4.11: Funkcja celu (obje֒tość wspornika) w procesie optymalizacji
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Rysunek 4.12: Optymalny kszta lt wspornika
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Rysunek 4.13: Mapa napre֒żeń Hubera-Misesa



ROZDZIA L 5

Ocena niezawodności konstrukcji

5.1 Informacje wste֒pne

Problem niezawodności konstrukcji sprowadza sie֒ do wyznaczenia prawdopodobieństwa
awarii. Wiele parametrów projektowych konstrukcji traktowanych jest cze֒sto determini-
stycznie. Sa֒ to na przyk lad parametry materia lowe, wartość obcia֒żenia czy parametry
opisuja֒ce kszta lt konstrukcji. W rzeczywistości parametry te maja֒ zmienny charakter i
uwzgle֒dniaja֒c te֒ zmienność otrzymujemy w rezultacie również pewien rozk lad wyników
analizy MES takich, jak przemieszczenia czy napre֒żenia. Może sie֒ okazać, że pewne nie-
korzystne wartości zmiennych projektowych moga֒ powodować niedopuszczalne wartości
przemieszczeń, napre֒żeń ba֒dź ich funkcji (np. napre֒żeń Hubera-Misesa). Przyjmowa-
nie przez za lożona֒ przez projektanta funkcje֒ wartości wynikowych (zwana֒ dalej funkcja֒
graniczna֒) wartości uznanych za niedopuszczalne nazywamy umownie awaria֒ konstruk-
cji, choć nie musi ona oznaczać dos lownego zniszczenia konstrukcji. Wartość liczbowa֒
określaja֒ca֒ niezawodność, zwana֒ inaczej trwa lościa֒ konstrukcji R, można wyrazić wzo-
rem

R = 1 − Pf , (5.1)

gdzie Pf jest prawdopodobieństwem awarii.
Oznaczmy wektor zmiennych losowych jako x = {x1,x2...xn}, funkcje֒ graniczna֒ okre-

ślaja֒ca֒ granice֒ mie֒dzy obszarem awarii i obszarem bezpiecznym oznaczymy jako g(x).
W obszarze awarii Ωf funkcja graniczna przyjmuje wartości ujemne, na granicy obszarów
równe zero a w obszarze bezpiecznym jest wie֒ksza od zera (Rys. 5.1). Funkcja charakte-
rystyczna obszaru awarii przyjmuja֒ca wartości niezerowe na Ωf ma postać

Ig(x) =

{
1 : g(x) ≤ 0
0 : g(x) > 0

(5.2)

Prawdopodobieństwo awarii można obliczyć ca lkuja֒c funkcje֒  la֒cznej ge֒stości prawdopo-
dobieństwa fX(x) zmiennych losowych po obszarze awarii, czyli tam, gdzie g(x) < 0 w/g
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Rysunek 5.1: Funkcja graniczna w przestrzeni zmiennych projektowych

wzoru:

Pf =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

...

∞∫

−∞

Ig(x)fX(x)dx1dx2...dxn. (5.3)

Celem projektanta jest stworzenie konstrukcji trwa lych, zatem cechować je be֒dzie
niskie prawdopodobieństwo awarii. W praktyce wynosi ono zwykle 10−4 ÷ 10−7, wie֒c
wygodnie jest pos lugiwać sie֒ wskaźnikiem niezawodności β. Wskaźnik niezawodności może
być zdefiniowany naste֒puja֒co:

β = −Φ−1(Pf), (5.4)

gdzie funkcja Φ jest funkcja֒ odwrotna֒ dystrybuanty rozk ladu normalnego. Wskaźnik
niezawodności dla w/w przedzia lu prawdopodobieństw awarii wynosi 3.7 ÷ 5.

Bezpośrednie obliczanie prawdopodobieństwa awarii ze wzoru (5.3) jest możliwe tylko
dla trywialnych, akademickich przypadków. W praktyce inżynierskiej opracowano szereg
metod pozwalaja֒cych bardziej efektywnie szacować prawdopodobieństwo awarii konstruk-
cji.

5.2 Charakterystyka metod szacowania niezawodności

5.2.1 Metoda Monte Carlo

Jedna֒ z najprostszych metod obliczania prawdopodobieństwa awarii jest metoda Monte
Carlo. Polega ona na wygenerowaniu N realizacji zbioru zmiennych losowych x. Dla
każdej realizacji sprawdza sie֒ warunek (5.2) i zlicza liczbe֒ realizacji powoduja֒cych awarie֒.
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Prawdopodobieństwo awarii oblicza sie֒ korzystaja֒c z estymatora wartości średniej

Pf =
1

N

N∑

i=1

Ig(xi). (5.5)

Metoda ta jest uniwersalna i  latwa do oprogramowania ale posiada też pewne wady.
Podstawowa֒ jej wada֒ jest to, że jest kosztowna numerycznie. Dla w miare֒ dok ladnego
oszacowania prawdopodobieństwa awarii trzeba przetestować bardzo duża֒ liczbe֒ realizacji
zmiennych losowych. Zw laszcza w konstrukcjach inżynierskich, dla których, jak wspomi-
nano przecie֒tnie prawdopodobieństwo awarii nie jest wie֒ksze zwykle niż 10−4. Dla po-
prawnego szacowania tego rze֒du prawdopodobieństwa ze wzoru (5.5) potrzeba oko lo mi-
liona realizacji zmiennych losowych. Na stosunkowo proste zadanie, którego analiza MES
trwa 0.1s potrzeba oko lo 28 godzin dla przetestowania miliona realizacji zmiennej losowej.
Czasem jednak pewne w lasności funkcji granicznej sprawiaja֒, że zastosowanie innych me-
tod staje sie֒ niemożliwe. Funkcja graniczna może być zaszumiona lub silnie nieliniowa
albo też nie znamy jej w lasności. W takich przypadkach możemy skorzystać z metody
Monte Carlo. Metoda ta może być również stosowana do testowania poprawności innych,
bardziej wydajnych metod. Istnieja֒ ulepszenia metody Monte Carlo i w zwia֒zku z dy-
namicznym wzrostem mocy obliczeniowych,  latwościa֒ implementacji i wszechstronnościa֒
zastosowania pojawiaja֒ sie֒ implementacje tej metody w komercyjnych pakietach do ana-
lizy stochastycznej.

5.2.2 First Order Reliability Method (FORM)

W tej metodzie zmienne losowe transformowane sa֒ do standardowej przestrzeni gaussow-
skiej U . W tej przestrzeni prawdopodobieństwo awarii wyrażone jest wzorem

Pf =

∫

G(u)≤0

φ(u)du, (5.6)

gdzie φ(u) jest funkcja֒ ge֒stości prawdopodobieństwa standardowego rozk ladu normal-
nego. Oszacowanie niezawodności ta֒ metoda֒ polega na przybliżeniu hiperpowierzchnii
granicznej g(x) w przestrzeni gaussowskiej U hiperp laszczyzna֒ styczna֒ do g(x), w pew-
nym określonym punkcie u∗ (Rys. 5.2). W praktyce uproszczenie polega na tym, że
ca lkowanie po obszarze awarii (5.6) ograniczone jest teraz hiperp laszczyzna֒, a nie hi-
perpowierzchnia֒, co znacznie upraszcza wyznaczenie prawdopodobieństwa. Takie przy-
bliżenie daje użyteczne oszacowanie prawdopodobieństwa awarii w pewnych określonych
warunkach. Zak lada sie֒, że funkcja graniczna nie jest silnie nieliniowa. Za lożenie to jest
prawdziwe dla szerokiej klasy konstrukcji inżynierskich. Punkt, w którym przybliżamy
powierzchnie֒ graniczna֒, jest najbliższym punktem środka uk ladu przestrzeni U i jed-
nocześnie punktem, w którym normalna do krzywej granicznej przechodzi przez środek
uk ladu przestrzeni standardowej U . Z w lasności przestrzeni standardowej wynika, że w
tym punkcie jest najwie֒ksza wartość funkcji ge֒stości prawdopodobieństwa oraz wartość
ta maleje wyk ladniczo, wraz ze zwie֒kszaniem odleg lości od środka uk ladu. Oznacza to,
że otoczenie punktu u∗ odgrywa najwie֒ksza֒ role֒ w szacowaniu prawdopodobieństwa ze
wzoru (5.6). Odleg lość tego punktu od pocza֒tku uk ladu jest wskaźnikiem niezawodności
β. Wyznaczenie punktu u∗ jest najbardziej czasoch lonna֒ cze֒ścia֒ algorytmu FORM. Do
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znalezienia tego punktu stosowane sa֒ algorytmy gradientowe optymalizacji minimalizuja֒ce
odleg lość punktu projektowego na krzywej od środka uk ladu przestrzeni U . Równanie hi-
perpowierzchni stycznej do powierzchni granicznej w punkcie u∗ można zapisać wzorem

g(u) = −αTu+ β, (5.7)

gdzie α jest macierza֒ gradientów powierzchni granicznej w punkcie u∗

α = −
∇g(u)

‖∇g(u)‖

∣∣∣∣
u=u∗

(5.8)

Wykorzystuja֒c równanie stycznej hiperp laszczyzny (5.7) w punkcie u∗, wskaźnik nieza-
wodności może być zatem wyrażony naste֒puja֒co

β = αTu∗. (5.9)

W standardowej przestrzeni gaussowskiej prawdopodobieństwo zdarzenia znajduja֒cego sie֒
w podprzestrzeni oddzielonej hiperp laszczyzna֒ jest równe dystrybuantcie standardowego
rozk ladu normalnego z odleg lościa֒ tej p laszczyzny od środka uk ladu jako parametrem
dystrybuanty. Zatem w przypadku FORM prawdopodobieństwo awarii wyraża sie֒ wzorem

Pf = Φ(−β) (5.10)

5.2.3 Second Order Reliability Method (SORM)

W niektórych przypadkach liniowe przybliżenie funkcji granicznej może okazać sie֒ niewy-
starczaja֒ce. Co wie֒cej czasami funkcja graniczna w przestrzeni oryginalnej jest liniowa, a
po przetransformowaniu jej do standardowej przestrzeni gaussowskiej staje sie֒ funkcja֒ nie-
liniowa֒. W metodzie SORM powierzchnie֒ graniczna֒ przybliża sie֒ powierzchnia֒ drugiego

Rysunek 5.2: FORM
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Rysunek 5.3: Funkcja graniczna przybliżona paraboloida֒ w metodzie SORM

rze֒du czyli paraboloida֒ zawieraja֒ca֒ punkt projektowy u∗ wyznaczany tak jak w meto-
dzie FORM. Istnieja֒ dwa sposoby wyznaczania paraboloidy przybliżaja֒cej powierzchnie֒
graniczna֒. Pierwszy krzywiznowy (ang. curvature-fitted) polegaja֒cy na wyznaczeniu pa-
raboloidy w oparciu o krzywizny funkcji granicznej w punkcie projektowym u∗. Parabolo-
ida konstruowana jest tu w nowym uk ladzie wspó lrze֒dnych v = {v1, v2, ..., vn}, w którym
ostatnia oś zawiera punkt projektowy u∗ (Rys. 5.3) w nowym uk ladzie wspó lrze֒dnych,
maja֒cy zatem wspó lrze֒dne v∗ = {0, 0..., β}.

Wyrażaja֒c funkcje֒ graniczna֒, jako wartość ostatniej wspó lrze֒dnej vn w funkcji pozo-
sta lych vb, można zapisać

vn = fg(vb). (5.11)

powierzchnia graniczna wyrażona jest naste֒puja֒co:

g(v) = −fg(vb) − vn. (5.12)

Paraboloide֒ w tym przypadku opisuje relacja

fg(vb) = β +
1

2

n−1∑

k=1

κkv
2
k, (5.13)

gdzie κk to krzywizny g lówne funkcji fg(vb) (jest ich n−1)), czyli wartości w lasne hesjanu
w punkcie v∗ powierzchni granicznej w punkcie fg. Oprócz transformacji z uk ladu u do
uk ladu v trzeba rozwia֒zać problem w lasny hesjanu rze֒du n−1, co może być czasoch lonne
w przypadku dużej liczby zmiennych projektowych. Prawdopodobieństwo awarii SORM
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Rysunek 5.4: Funkcja graniczna przybliżona paraboloida֒ poprowadzona֒ przez trzy punkty

szacujemy ze wzoru wyrażaja֒cego ca lke֒ po obszarze awarii przybliżonego paraboloida֒ ∆fs,
czyli prawdopodobieństwo zdarzenia vn > fg(vb)

Pf =

∫

∆fs

φ(vn)φn−1(vb)dv =

∞∫

−∞

...

∞∫

−∞

Φ(−fg(vb))φn−1(vb)dvb, (5.14)

Pf =

∞∫

−∞

...

∞∫

−∞

Φ(−β −
1

2

n−1∑

k=1

κkv
2
k)φn−1(vb)dvb. (5.15)

Ostatecznie prawdopodobieństwo awarii wyraża sie֒ wzorem

Pf ≡ P SORM
f = Φ(−β)

n−1∏

k=1

[1 + κkψ(−β)]−
1
2 . (5.16)

Wskaźnik niezawodności metody SORM wynosi

βSORM = −Φ−1(P SORM
f ). (5.17)

Drugi sposób budowy aproksymuja֒cej funkcje֒ graniczna֒ paraboloidy, zwany punktowym,
(ang. point-fitted) polega na napisaniu równania paraboloidy (5.13) przechodza֒cej przez
trzy punkty (Rys. 5.4). Zaleta֒ tej koncepcji jest to, że nie trzeba mieć hesjanu funkcji
granicznej w punkcie projektowym v∗ Nie jest zatem konieczne rozwia֒zywanie problemu
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Rysunek 5.5: Porównanie metod FORM i SORM

w lasnego dla hesjanu, szczególnie kosztownego w przypadku dużej liczby zmiennych pro-
jektowych. Dodatkowa֒ zaleta֒ tego podej́scia jest możliwość szacowania prawdopodo-
bieństwa awarii dla problemów, w których funkcja graniczna jest zaszumiona. Dla zaszu-
mionych funkcji oparcie wyznaczania paraboloidy o wartość hesjanu w punkcie v∗ może
prowadzić do b le֒dnych wyników.

Metoda֒ SORM otrzymuje sie֒ lepsze przybliżenie prawdopodobieństwa awarii niż me-
toda֒ FORM (Rys. 5.5). Metoda ta jednak jest bardziej czasoch lonna co może stwa-
rzać spore problemy w przypadku analizy dużych problemów inżynierskich. Obliczanie
funkcji granicznej danej niejawnie wia֒że sie֒ z wykonaniem analizy mes. Obliczenie he-
sjanu funkcji granicznej wykonywane jest metoda֒ różnicowa֒, z racji braku możliwości
liczenia wrażliwości drugiego rze֒du. W przypadku optymalizacji z ograniczeniami nie-
zawodnościowymi wyznaczanie prawdopodobieństwa awarii powtarzane jest wielokrotnie.
W przeciwieństwie do FORM, w metodzie SORM znacznie trudniej też wyznacza sie֒
wrażliwość wskaźnika niezawodności βSORM , sta֒d mimo lepszego oszacowania wskaźnika
niezawodności przez SORM, obie metody sa֒ szeroko stosowane w praktyce inżynierskiej,
a w przypadku optymalizacji niezawodnościowej stosuje sie֒ gównie FORM.

5.2.4 Importance sampling

Metoda analizy niezawodnościowej importance sampling  la֒czy metode֒ poszukiwania pu-
nktu projektowego z przeszukiwaniem losowym, stosowanym w metodzie Monte Carlo.
Dzie֒ki takiemu po la֒czeniu potrzebna jest mniejsza liczba realizacji losowych do oszaco-
wania prawdopodobieństwa awarii konstrukcji niż w tradycyjnej metodzie Monte Carlo,
gdyż realizacje losowe skoncentrowane sa֒ w regionie awarii. Takie przesunie֒cie koncen-
tracji próbkowania w region awarii opiera sie֒ na poniższej zależności definiuja֒cej wartość
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Rysunek 5.6: Importance sampling

średnia֒.

EX(IΩf
(X)) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

...

∞∫

−∞

IΩf
(x)fX(x)dx1dx2...dxn. (5.18)

=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

...

∞∫

−∞

IΩf
(Y)

fX(Y)

hY(Y)
hY(Y)dy1dy2...dyn = EY

[
IΩf

(Y)
fX(Y)

hY(Y)

]
.

(5.19)

Powyższe zależności pozwalaja֒ obliczać wartość średnia֒, a co za tym idzie prawdopodo-
bieństwo awarii w innej niż oryginalna przestrzeni Y i stosuja֒c w niej inna֒ funkcje֒ ge֒stości
prawdopodobieństwa hY(Y). Oszacowanie prawdopodobieństwa ma zatem postać:

Pf = EX[Ig(X)] = EY

[
Ig(Y)

fX(Y)

hY(Y)

]
. (5.20)

W standardowej przestrzeni gaussowskiej powyższy wzór można zapisać naste֒puja֒co

Pf = EY[Ig(U)] = EY

[
Ig(Y)

φ(Y, 0, I)

hY(Y)

]
, (5.21)

gdzie Ig(U) to funkcja charakterystyczna obszaru awarii określona wzorem (5.2), funk-
cja φ(u) to funkcja ge֒stości wielowymiarowego standardowego gaussowskiego rozk ladu
prawdopodobieństwa. Odpowiedni dobór funkcji ge֒stości prawdopodobieństwa decyduje
o efektywności estymatora. Ważne jest, aby koncentracja ge֒stości hY(Y), a tym sa-
mym próbkowania losowego naste֒powa la w otoczeniu punktu projektowego, w którym
koncentruje sie֒ rozk lad funkcji prawdopodobieństwa awarii. To w dużej mierze sprawia,
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że potrzebna jest znacznie mniejsza liczba próbek do oszacowania prawdopodobieństwa
awarii.

Istnieje duża liczba odmian metody importance sampling różnia֒cych sie֒ sposobem
doboru funkcji hY(Y). Cze֒sto stosuje sie֒ wielowymiarowa֒ funkcje֒ rozk ladu Gaussa, co
zapewnia dobra֒ efektywność tej metody (tj. o kilku tysie֒cy próbek). Najlepsze jednak re-
zultaty uzyskuje sie֒ uwzgle֒dniaja֒c przy doborze funkcji hY(Y) informacje o postaci funk-
cji granicznej. Można wtedy osia֒gna֒ć efektywność pozwalaja֒ca֒ przybliżyć rozwia֒zanie za
pomoca֒ tylko 100 próbek.

5.3 Przyk lad numeryczny - analiza niezawodności pre֒ta

termolepkospre֒żystego

Rysunek 5.7: Schemat pre֒ta. Model pre֒ta sk ladaja֒cy sie֒ z 15 czterowe֒z lowych elementów

typu Lagrange

Poddany zostanie analizie niezawodnościowej pre֒t w stanie jednoosiowego rozcia֒gania
(Rys. 5.7). Przyk lad tego pre֒ta by l już zamieszczony poprzednio w punkcie (p.4.6), gdzie
przedstawiono rezultaty analizy wrażliwości. W tym przyk ladzie porównamy cztery me-
tody analizy niezawodnościowej: FORM, SORM, Importance sampling oraz Monte Carlo.
Dane dotycza֒ce w lasności geometryczno-mechanicznych pozosta ly bez zmian (por. p.4.6).
Przyje֒to trzy zmienne losowe: E0, E∞ oraz ge֒stośc ρ. Zmienne losowe E0, E∞ maja֒
rozk lad normalny. Gestość ρ przyjmuje jedynie wartości dodatnie dlatego za lożono, że
ma rozk lad logarytmiczno-normalny. Charakterystyki rozk ladów prezentuje poniższa ta-
bela

zmienna wartość średnia m odchylenie standardowe σ
E0 500 80
E∞ 100 5
ρ 1 0.5

Rozpatrujemy w naszym przyk ladzie problem relaksacji napre֒żeń w pre֒cie po up lywie
czasu t = 12s przy obcia֒żeniu geometrycznym końca pre֒ta. Funkcja graniczna zdefi-
niowana jest naste֒puja֒co: G(X) = σ(X) − σlf , gdzie σ(X) jest napre֒żeniem w pre֒cie,
a σlf = 35. Wyniki analizy niezawodnościowej zestawione sa֒ w tabeli 5.1. Otrzymano
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Rysunek 5.8: Zbieżność algorytmu Hasofera-Linda-Rackwitza-Fiesslera poszukiwania punktu

projektowego

niemal identyczne rezultaty metodami symulacyjnymi Importance Sampling oraz Monte
Carlo. Prawdopodobieństwo obliczone metoda֒ FORM nieco odbiega od pozosta lych co

Typ analizy Liczba analiz MES czas obliczeń prawdopodobieństwo awarii β
FORM 10 0:00:21.5 0.012 2.263
SORM 12 0:00:24.8 0.011 2.292
IS 1010 0:06:12.3 0.011 2.300
MC 10000 0:55:15.2 0.011 2.301

Tablica 5.1: Zestawienie wyników analizy niezawodnościowej

spowodowane jest tym, że prawdopodobieństwo jest stosunkowo duże i za lożenie liniowego
przybliżenia powierzchni granicznej w punkcie projektowym nie prowadzi do dostatecznie
dok ladnych rezultatów. Znacznie lepsze rezultaty otrzymano metoda֒ SORM wykorzy-
stuja֒ce paraboliczna֒ aproksymacje֒ powierzchni granicznej. Widać jednak, że metody
FORM i SORM sa֒ metodami najefektywniejszymi i do oszacowania prawdopodobieństwa
awarii wystarczy niewielka liczba analiz. Trzeba mieć na uwadze, że efektywność metody
SORM maleje wraz z rosna֒ca֒ liczba֒ zmiennych losowych za sprawa֒ algorytmu wyzna-
czania hesjanu oraz wyznaczania jego wartości w lasnych hesjanu powierzchni granicznej.
Wykres zbieżności stosowanego w FORM i SORM algorytmu poszukiwania punktu pro-
jektowego Hasofera-Linda-Rackwitza-Fiesslera pokazuje Rys. 5.8 Efektywność analizy ma
duże znaczenie w przypadku zadań o dużej liczbie stopni swobody. Rysunek 5.9 obrazuje
próbkowanie w przestrzeni dwóch zmiennych E0, ρ. Można na tym rysunku zaobser-
wować przekrój powierzchni granicznej. Widać na tym przekroju nieliniowy charakter
powierzchni granicznej. Przyk ladowe czasy zamieszczone w tabeli 5.1 uzyskano na dwu-
procesorowej maszynie z procesorami PIII 1 GHz.
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Rysunek 5.9: Sampling Monte Carlo w przestrzeni dwóch zmiennych E0, ρ



ROZDZIA L 6

Generacja siatki i poprawianie dok ladności
obliczeń MES

6.1 Wste֒p

Rozdzia l ten poświe֒cony be֒dzie algorytmom generowania siatek MES stosowanych w pro-
gramie VFEM++ oraz metodom poprawiania jakości siatek, zwanym po angielsku Mesh
refinement.

Zasadnicze znaczenie dla rozwia֒zania zadania metoda֒ elementów skończonych ma dys-
kretyzacja konstrukcji. Stworzenie odpowiedniej siatki we֒z lów i elementów ma zasad-
nicze znaczenie dla uzyskania poprawnych rezultatów obliczeń. Dla pewnych prostych
pod wzgle֒dem liczby elementów zadań (w praktyce zwykle pre֒towych) można brać pod
uwage֒ możliwość re֒cznej generacji siatki poprzez podanie explicite listy wspó lrze֒dnych
we֒z lów i ich wzajemnych po la֒czeń, czyli listy elementów skończonych. Dla wie֒kszości
wspó lczesnych zagadnień zawieraja֒cych nierzadko dziesia֒tki czy setki tysie֒cy elementów
skończonych, niezbe֒dne staje sie֒ zastosowanie do tworzenia siatek odpowiednich pod-
programów zwanych generatorami siatek. Zastosowanie generatorów siatek MES może
mieć znaczenie nie tylko ze wzgle֒du na duża֒ liczbe֒ elementów skończonych, ale także ze
wzgle֒du na jakość siatki. W metodzie elementów skończonych istnieja֒ kryteria zbieżności,
w/g których zage֒szczanie siatki prowadzi do uzyskania dok ladniejszych wyników. Nad-
mierne zage֒szczanie prowadzi jednak do generowania dużych zadań, których obliczenia
sa֒ czasoch lonne, dlatego ważne jest, aby uzyskiwać siatki daja֒ce najdok ladniejsze rezul-
taty dla jak najmniejszej liczny stopni swobody. Odpowiednie rozmieszczanie we֒z lów
i elementów daja֒ce najlepsze rezultaty określa sie֒ mianem technik adaptacyjnych. Za-
gadnienie to ma duże znaczenie dla poprawności wyników. Użytkownik programu MES,
stosuja֒c odpowiedni generator, może zage֒szczać siatke֒ w tych miejscach, w których za-
danie tego wymaga (np. koncentracja napre֒żeń czy strefy zniszczenia). Można to robić
jedynie w oparciu o w lasne doświadczenie. Lepiej jednak nie opierać sie֒ na zawodnych
przeczuciach tylko na obiektywnej mierze b le֒du. W tym celu stworzone zosta ly estymatory
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b le֒du (ang. error estimator) pozwalaja֒ce na oszacowanie b le֒du rozwia֒zania zadania MES.
Drugim ważnym elementem procesu tworzenia optymalnej siatki sa֒ techniki adaptacyjne.
Techniki te to sposoby wykorzystania estymatora b le֒du do poprawienia jakości siatki.
Wartość estymatora w danym punkcie konstrukcji determinuje rozmiar elementu jaki po-
winna mieć siatka w danym miejscu. Takie dzia lanie sprawi, że siatka be֒dzie zage֒szczona
w miejscach o dużej wartości b le֒du i bardziej rzadka tam, gdzie b la֒d jest mniejszy.

W programie zaimplementowano możliwość re֒cznego wprowadzania we֒z lów i elementów
oraz automatyczna֒ generacje֒ siatek regularnych oraz triangularyzacje֒.

6.2 Siatki regularne

W programie VFEM++ zdefiniowano szereg klas s luża֒cych do generowania siatek. Pewne
szczegó ly struktur obiektowych generacji siatek sa֒ opisane w rozdziale drugim. Do wyge-
nerowania siatki potrzebne jest zdefiniowanie rodzaju uk ladu wspó lrze֒dnych, w którym
be֒dziemy definiować obszar do siatkowania. Ponadto należy zdefiniować typ siatki, jaki
ma być użyty. Dla zadań p laskich mamy do dyspozycji uk lady wspó lrze֒dnych karte-
zjański oraz biegunowy, zaś dla przestrzennych uk lady: kartezjański, sferyczny i walcowy.
W ogólności struktury obiektowe przewiduja֒ istnienie wielu typów siatek. Obecnie zaim-
plementowano dwa rodzje siatek. Dla elementów jednowymiarowych jest to równomierny
podzia l odcinka na n elementów. Dla elementów powierzchniowych podzia l prostoka֒tnego
obszaru na n×m elementów powierzchniowych. Elementy jednowymiarowe moga֒ być ge-
nerowane na odcinku krzywej zdefiniowanym przez wspó lrze֒dne końców lub na odcinku
krzywej zdefiniowanym przez trzy punkty: wspó lrze֒dne końca i wspó lrze֒dne środka od-
cinka

Rysunek 6.1: Przyk lad siatek elementów jednowymiarowych w uk ladzie kartezjańskim

Do definiowania obszarów dwuwymiarowych lub powierzchni pokrywanych siatkami, używa
sie֒ aproksymacji Lagrange4 oraz Serendip8 . Pozwala ona na zdefiniowanie obszaru przez
podanie kilku punktów we֒z lowych wyznaczaja֒cych jednoznacznie dany obszar poprzez
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Rysunek 6.2: Siatka na obszarze wyznaczonym przez aproksymacje֒ Lagrange4 w uk ladzie

kartezjańskim

Rysunek 6.3: Aproksymacja Serendip8 użyta do zdefiniowania obszaru generacji siatki w

uk ladzie kartezjańskim

aproksymacje funkcjami kszta ltu. Poniżej zaprezentowanych zostanie kilka przyk ladów
siatek regularnych. Na rysunku 6.2 pokazano obszar opisany przy pomocy aproksymacji
Lagrange4 i definiowany przez cztery punkty. Wygenerowana siatka sk lada sie֒ też z ele-
mentów o aproksymacji Lagrange4 . Na rysunku 6.3 znajduje sie֒ siatka sk ladaja֒ca sie֒ z
elementów Lagrange16 , wygenerowana na obszarze opisanym przy pomocy aproksyma-
cji Serendip8 , zdefiniowanej przez punkty wierzcho lkowe oraz punkty leża֒ce na środkach
boków prostoka֒ta. Na Rys. 6.4. pokazano obszar Lagrange4 lecz w uk ladzie biegu-
nowym, pokrytym siatka֒ elementów Lagrange9 . Na rysunkach 6.5-6.8 przedstawiono
wygenerowane siatki elementów pow lokowych na powierzchniach w różnych uk ladach
wspó lrze֒dnych.
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Rysunek 6.4: Obszar definiowany przy pomocy aproksymacji Lagrange4 . Uk lad biegunowy

Rysunek 6.5: Obszar definiowany przy pomocy aproksymacji Lagrange4 . Uk lad walcowy
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Rysunek 6.6: Aproksymacja obszaru Lagrange4 w uk ladzie sferycznym. Siatka z elementów

Lagrange9

Rysunek 6.7: Powierzchnia stożkowa wygenerowana w uk ladzie sferycznym. Siatka z ele-

mentów Lagrange16

Rysunek 6.8: Obszar generowany przy pomocy aproksymacji §8. Siatka z elementów La-

grange16
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6.3 Triangularyzacja parametryczna Delaunaya

Siatki regularne moga֒ być stosowane w konstrukcjach o prostych kszta ltach brzegu. W
przypadku bardziej z lożonych kszta ltów trzeba zastosować bardziej z lożone algorytmy
generacji siatki. Bardzo szeroko stosowanym algorytmem generowania siatki m.in. w
metodzie elementów skończonych jest zastosowany w tej pracy algorytm Triangulary-
zacji oparty na koncepcji Delaunay’a s luża֒cy do generowania siatek sk ladaja֒cych sie֒ z
trójka֒tnych elementów skończonych. Oprócz możliwości generowania skomplikowanego
kszta ltu dla analizowanej konstrukcji, druga֒ istotna֒ cecha֒ generatora siatek jest możliwość
generowania siatki z zadana֒ funkcja֒ ge֒stości we֒z lów. Pozwoli to na wygenerowane siatki
adaptacyjnej, w której stopień zage֒szczenia we֒z lów w danym punkcie konstrukcji zależny
jest od wartości estymatora b le֒du w tym punkcie. Proces generacji siatki trójka֒tnej
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Rysunek 6.9: Wste֒pna triangularyzacja obszaru

Rysunek 6.10: Gotowa siatka trójka֒tna z lokalnym zage֒szczeniem

sk lada sie֒ z kilku etapów:
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1. Triangularyzacja wste֒pna. Polega na wste֒pnym, zgrubnym podziale obszaru na
trójka֒ty. Może być wykonana nawet re֒cznie gdyż zwykle nie zawiera dużej liczby
trójka֒tów i jej re֒czne stworzenie nie jest specjalnie ucia֒żliwe, Rys. 6.9.

2. W laściwa triangularyzacja (ang. refinement stage) polegaja֒ca na kontroli pewnych
w lasności trójka֒tów, krawe֒dzi oraz funkcji ge֒stości i podziale na coraz mniejsze
elementy.

3. Wyg ladzanie siatki (Laplacian smoothing), Rys. 6.10.

6.3.1 Triangularyzacja w laściwa

Proces podzia lu trójka֒tów i krawe֒dzi na mniejsze polega na analizie w lasności siatki,
czyli ocenie jakości trójka֒tów i krawe֒dzi w siatce. Triangularyzacja rozpoczyna sie֒ od
utworzenia kolejki takich niew laściwych trójka֒tów (ang. bad triangles ) i krawe֒dzi (ang.
encroached edges).

Najpierw zajmiemy sie֒ w lasnościami trójka֒tów i ich podzia lem. Najlepszym trójka֒tem
jest trójka֒t równoboczny. W konstrukcjach o kszta ltach nieregularnych nie jest oczywíscie
możliwe, aby siatka sk lada la sie֒ z samych trójka֒tów równobocznych. Siatka na pocza֒tku
triangularyzacji w laściwej sk lada sie֒ z trójka֒tów o kszta ltach odbiegaja֒cych czasem na-
wet znacznie od trójka֒ta równobocznego. Sta֒d kryteria jakości trójka֒tów maja֒ na celu
sprawdzenie stopnia ich podobieństwa do trójka֒ta równobocznego. Trójka֒t nazywamy
trójka֒tem Delaunaya, jeśli ko lo opisane na nim nie zawiera żadnego innego we֒z la siatki,
jak tylko we֒z ly tego trójka֒ta. Kryterium to wia֒że sie֒ z naste֒pnymi, opisanymi poniżej
kryteriami, gdyż w praktyce, im bardziej trójka֒t jest zbliżony do trójka֒ta równobocznego
tym mniejsze jest ko lo na nim opisane i tym mniejsza szansa zawierania sie֒ w nim innych
we֒z lów siatki. Innym sposobem oceny jakości trójka֒ta jest porównanie promienia okre֒gu
wpisanego w trójka֒t r z promieniem okre֒gu opisanego na trójka֒cie R (Rys. 6.11). Trójka֒t
uznaje sie֒ za dobry, gdy spe lnia poniższy warunek:

Q =
R

2r
≤ Qmin (6.1)

Rysunek 6.11: Ocena jakości trójka֒ta

Innym kryterium jest sprawdzenie najmniejszej wartości ka֒ta w trójka֒cie. Stosuja֒c
to kryterium, otrzymuje sie֒ w laściwie takie same rezultaty, jak z porównywania promieni
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trójka֒tów wpisanego i opisanego z tym, że mniej obliczeń potrzeba aby wyznaczyć mini-
malny ka֒t w trójka֒cie, niż wymaga wyznaczenie promieni trójka֒tów opisanego i wpisanego
na trójka֒cie. Z testów szybkości przeprowadzonych VFEM++ wynika, że wyznaczenie
promieni wpisanego i opisanego zajmuje trzykrotnie wie֒cej czasu niż minimalnego ka֒ta.
Dlatego kryterium minimalnego ka֒ta sprzyja efektywności algorytmu generacji siatki.

Inna֒ istotna֒ cecha֒ elementu jest jego wielkość. Opisane w naste֒pnym punkcie oszaco-
wanie b le֒du przy pomocy estymatora daje w rezultacie informacje֒ o tym czy dany element
skończony ma w laściwe rozmiary. Ta informacja stanowi drugie kryterium decyduja֒ce o
tym czy proces podzia lu na mniejsze trójka֒ty ma być kontynuowany czy nie. Elementy o
w laściwych kszta ltach be֒da֒ mimo to dzielone na mniejsze jeśli, z rozk ladu b le֒du be֒dzie
wynika lo, że sa֒ za duże.

Jeśli już wiemy, że dany trójka֒t w siatce musi zostać podzielony na mniejsze proce-
dura podzia lu przebiega naste֒puja֒co. Najpierw wyznaczamy nowy przysz ly we֒ze l siatki
(ang. prospective node). Sposób jego wyznaczenia obrazuje Rys. 6.12. Nowy we֒ze l siatki

Rysunek 6.12: Sposób wyznaczenia nowego we֒z la siatki

leży na prostej mie֒dzy środkami okre֒gu wpisanego i opisanego na okre֒gu, a jego wspó lrze֒dne
wyraża relacja:

XP = (1 − ρ)XI + ρXO (6.2)

gdzie ρ jest waga֒ z przedzia lu (0, 1). Wie֒cej szczegó lów na temat doboru tej wagi zawiera
praca [2]. Maja֒c nowy punkt we֒z lowy znajdujemy wszystkie sa֒siednie trójka֒ty, których
ko la opisane na nich, zawieraja֒ nowy we֒ze l P (Rys. 6.13). Granice֒ tego obszaru pokazano
na Rys. 6.13 gruba֒ linia֒. Naste֒pnie retriangularyzujemy siatke֒, tworza֒c nowe trójka֒ty z
poszczególnych odcinków  lamanej granicy obszaru i nowego punktu we֒z lowego P . Stare
we֒z ly i elementy leża֒ce w miejscu retriangularyzacji zostaja֒ usunie֒te. Warto odnotować,
że ten sposób retriangularyzacji sprzyja spe lnianiu przez nowe trójka֒ty kryterium Delau-
naya.

Drugim elementem siatki podlegaja֒cym testowaniu i podzia lowi sa֒ krawe֒dzie. Krawe֒dź
be֒dzie podlega la podzia lowi, jeśli nie spe lnia kryterium Delaunaya lub jeśli jest za d luga.
Krawe֒dź jest krawe֒dzia֒ Delaunaya, jeśli ko lo, którego krawe֒dź jest średnica֒ nie zawiera
żadnych innych we֒z lów siatki, niż końcowe tej krawe֒dzi. W przeciwnym wypadku nowy
we֒ze l siatki tworzony jest w środku krawe֒dzi i siatka jest modyfikowana zgodnie z Rys.
6.14. Powsta le na skutek podzia lu krawe֒dzie sa֒ również sprawdzane, czy spe lniaja֒ kryte-
rium Delaunaya. Proces ten jest kontynuowany rekurencyjne aż do spe lnienia w lasności
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Rysunek 6.13: Retriangularyzacja siatki

Rysunek 6.14: Podzia l krawe֒dzi

Delaunaya przez wszystkie krawe֒dzie, co pokazano na lewym rysunku Rys. 6.14. Na de-
cyzje֒ o podziale krawe֒dzi ma też wp lyw jej wielkość. Proces podzia lu jest kontynuowany,
jeśli krawe֒dź nie jest krótsza, niż to wynika z funkcji ge֒stości we֒z lów.

6.4 Oszacowanie b le֒du

Od pocza֒tku istnienia metody elementów skończonych dok ladność obliczeń MES by la
jednym z ważniejszych zagadnień. Istnieja֒ różne przyczyny powstawania b le֒dów. W sta-
tyce liniowej g lównym powodem niedok ladności obliczeń jest dyskretyzacja MES. Dla pro-
blemów nieliniowych, lub problemów zależnych od czasu dodatkowymi b la֒d zależy również
od: przyje֒tego schematu iteracyjnego, oraz schematu ca lkowania równania. Nie ma
ogólnej teorii szacowania b le֒dów dla szerokiej gamy nieliniowych zagadnień, można jedy-
nie znaleźć takie oszacowania dla pewnych klas problemów. W ostatnich latach powsta lo
szereg prac poświe֒conych oszacowaniu b le֒du w modelach zniszczenia [78, 75, 81, 74, 73].
Proponowane tam rozwia֒zania sa֒ jednak bardzo skomplikowane i trudne do zaprogramo-
wania. Jako alternatywe֒ dla z lożonych estymatorów b le֒du stosujemy w modelu zniszcze-
nia stosowany be֒dzie wskaźnik b le֒du. W obszarach niezniszczonych b la֒d szacowany be֒dzie
za pomoca֒ estymatora Zienkiewicza-Zhu. Oba oszacowania s luża֒ do określania b le֒du
spowodowanego dyskretyzacja֒ MES. Dobór w laściwej siatki potrzebnej do rozwia֒zania
zadania metoda֒ elementów skończonych nie jest zagadnieniem trywialnym. Kryteria
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zbieżności, które zwykle sa֒ spe lniane przez najcze֒ściej stosowane elementy skończone
sprawiaja֒, że zage֒szczaja֒c siatke֒ otrzymujemy dok ladniejsze rozwia֒zanie. Zwie֒kszanie
liczby stopni swobody powoduje jednak wzrost czasu obliczeń. Potrzebne sa֒ metody po-
zwalaja֒ce na oszacowanie rozk ladu b le֒du i w konsekwencji stworzenie odpowiedniej siatki
zage֒szczonej w tych obszarach, gdzie to jest konieczne dla uzyskania dobrych rezultatów.
Estymator, oraz wskaźnik b le֒du sa֒ w laśnie takimi oszacowaniami b le֒du, daja֒cym w kon-
sekwencji oszacowanie wielkości elementu pozwalaja֒cej na dokonanie zage֒szczenia siatki
w newralgicznych miejscach konstrukcji.

6.5 Estymator b le֒du Zienkiewicza-Zhu

Zaprezentowany poniżej estymator b le֒du Zienkiewicza-Zhu można zastosować dla wielu
zagadnień. Może być zastosowany dla różnych typów konstrukcji od statyki liniowej
do nawet konstrukcji spre֒żysto-plastycznych (por. [50]). Dlatego też wartości napre֒żeń
czy odkszta lceń w poniższych równaniach moga֒ być rozumiane jako wielkości na kroku
czasowym (t+∆t(.)). Dalsze rozważania ograniczymy do zagadnień p laskich.

Rozwia֒zuja֒c zadanie metoda֒ elementów skończonych dostajemy rozwia֒zanie przy-
bliżone. B la֒d obliczeń zatem be֒dzie różnica֒ pomie֒dzy dok ladnym rozwia֒zaniem, a rozwia֒-
zaniem przybliżonym eσ = σ − σ̂, σ̂ = DBq. Ca lkowita miara b le֒du rozwia֒zania dla
obszaru konstrukcji Ω, wyrażona przy pomocy normy energetycznej, be֒dzie zatem mia la
postać:

‖e‖2
Ω =

∫

Ω

eT
σ D−1eσ dΩ, (6.3)

gdzie D jest macierza֒ materia lowa֒ problemu. Relatywny b la֒d zdefiniowany jest naste֒puja֒co:

η =
‖e‖Ω

‖u‖Ω
, (6.4)

gdzie ‖u‖Ω, energia odkszta lcenia zdefiniowana jest naste֒puja֒co:

‖u‖Ω =

∫

Ω

εTDε dΩ (6.5)

Wspó lczesnych bardzo skomplikowanych problemów analizowanych metoda֒ elementów
skończonych nie można rozwia֒zywać analitycznie. Sta֒d konieczność zasta֒pienia dok ladnego
rozwia֒zania w powyższych rozważaniach inna֒ wielkościa֒. Zienkiewicz i Zhu opracowali es-
tymator b le֒du, w którym w energetycznej normie b le֒du zasta֒piono dok ladne rozwia֒zanie
rozwia֒zaniem uśrednionym σ∗, zatem ca lkowity b la֒d be֒dzie wyrażony wzorem:

‖e‖
2

Ω =

∫

Ω

(σ∗ − σ̂)T D−1(σ∗ − σ̂) dΩ =

NE∑

i=1

∫

Ω

(σ∗ − σ̂)T D−1(σ∗ − σ̂) dΩ, (6.6)

gdzie NE jest liczba֒ elementów skończonych w zadaniu. Dopuszczalna norma b le֒du dla
pojedynczego elementu wynosi

ea = ηt

√
‖q̂‖2

Ω + ‖e‖Ω

NEe

. (6.7)
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Elementowy wskaźnik b le֒du

ξi =
‖e‖Ωi

ea

. (6.8)

Maja֒c obliczone powyższe wielkości, można wyznaczyć nowy rozmiar elementu.

hnew =
hold

ri

, gdzie ri = (ξi)
1

µ+1 . (6.9)

Nowa wielkość elementu stanowi funkcje֒ określaja֒ca֒ wielkość elementu nowej siatki ad-
aptacyjnej.

6.6 Wskaźnik b le֒du

Prosta֒ i bardzo wygodna alternatywa֒ dla skomplikowanych estymatorów b le֒du modeli
zniszczenia jest zastosowanie wskaźnika b le֒du. Podej́scie to zastosowa l po raz pierwszy
Huerta [77]. Różnica mie֒dzy estymatorem a wskaźnikiem b le֒du polega na tym, że esty-
mator b le֒du oparty jest na matematycznych rozważaniach maja֒cych na celu oszacować
wartość b le֒du. Wskaźnik zaś, ma jedynie pokazać, w których obszarach konstrukcji b la֒d
jest wie֒kszy a w których mniejszy. Innymi s lowy estymator to oszacowanie ilościowe,
a wskaźnik jakościowe. Wielkość elementu skończonego dla poszczególnych obszarów
trzeba dobrać na podstawie innych rozważań. Wskaźnik b le֒du zwykle funkcja֒ zmien-
nych stanu lub pewnych wielkości zwia֒zanych z siatka֒. Dlatego też można go wyznaczyć
 latwo i tanim kosztem. W naszym modelu zniszczenia wskaźnikiem b le֒du be֒dzie wprost
wskaźnik zniszczenia d. To proste, i efektywne podej́scie stosowane jest w wielu pra-
cach (np. [80, 82]). Wyznaczenie wielkości elementu skończonego w obszarze zniszczenia
wygla֒da zatem naste֒puja֒co:

hnew = h0 − (h0 − h1)d. (6.10)

Rozmiar elementu jest liniowo interpolowany pomie֒dzy wielkościami dla strefy nieznisz-
czonej (d = 0) h0 oraz ca lkowicie zniszczonej (d = 0) h1. Wielkość elementu w stre-
fach niezniszczonych może być wyznaczana przy pomocy estymatora ZZ. Trzeba jedynie
pamie֒tać, o tym, żeby wielkość elementu zapewnia la w laściwa֒ interakcje elementów w
nielokalnym zniszczeniu (3.84). W praktyce rozmiar elementu nie powinien być wie֒kszy
niż 1.5R.

6.7 Techniki adaptacyjne

Istnieje kilka metod poprawiania jakości siatek w oparciu o estymator b le֒du. Sa֒ to:

• Poprawianie jakości typu p (ang. p-refinement.) polega ono na zmianie stopnia
wielomianów interpolacyjnych funkcji kszta ltu elementów skończonych.

• Poprawianie jakości typu r (ang. r-refinement.) Ten typ poprawienia jakości siatki
polega na zmianie wspó lrze֒dnych we֒z lów, przy zachowaniu tej samej liczby stopni
swobody, celem uzyskania rozk ladu ge֒stości we֒z lów, podobnego do rozk ladu b le֒du.
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• Poprawianie jakości typu h (ang. h-refinement.) Ten rodzaj poprawiania siatek
realizuje sie֒ przez zmiane֒ siatki, lokalne zage֒szczanie albo ponowna֒ generacje֒ siatki.

W tej pracy wykorzystujemy poprawianie jakości typu h w dwóch wersjach: dla siatek
regularnych oraz dla siatek trójka֒tów. Dla problemów nieliniowych czy zależnych od
czasu kiedy to uk lad równań MES rozwia֒zywany jest wielokrotnie, dok ladności siatki,
należy sprawdzać na każdym kroku czasowym. W przypadku, gdy okaże sie֒, że należy
zmodyfikować siatke֒ można wybrać jedna֒ z dwóch dróg poste֒powania: kontynuowanie
analizy, konieczne wtedy jest przeniesienie wszystkich wartości elementowych (wskaźnik
zniszczenia, napre֒żenia lepkie itp.) ze starej siatki na nowa֒. Mapowanie to, można
wykonać jedna֒ z trzech metod:

• Metoda najbliższego punktu. Wielkości w danym punkcie elementu (zwykle środku
elementu) skończonego nowej siatki sa֒ kopiowane z najbliższego takiego punktu na
starej siatce. Metoda ta stosowana dla elementów z liniowymi funkcjami kszta ltu.

• Mapowanie przy pomocy funkcji kszta ltu. Wielkość w danym punkcie konstrukcji
wyliczana jest przez interpolacje֒ tej wielkości funkcjami kszta ltu w tym samym
punkcie, na elemencie starej siatki.

• Trzecia metoda polega na wyliczeniu wartości w punkcie konstrukcji jako średniej
ważonej wartości w elementach sa֒siednich do elementu, wewna֒trz którego ten punkt
konstrukcji leży na starej siatce.

Druga metoda poste֒powania restartowaniu analizy od pocza֒tku za każdym razem, gdy
siatka wymaga modyfikacji. Nie ma wówczas potrzeby mapowania wielkości, ale powta-
rzanie analizy od pocza֒tku sprawia, że metoda ta jest z regu ly mniej efektywna. Maja֒c
pewne doświadczenie można jednak czasami przewidzieć na ile niedok ladna jest siatka i ile
razy w procesie be֒dzie ona wymaga la poprawiania. W modelach reologicznych, przy nie-
zmiennych obcia֒żeniach, zdarza sie֒, że siatka wymaga modyfikacji tylko raz na pocza֒tku
analizy. Wówczas warto zastosować ta֒ metode֒. Z zastosowaniem tego podej́scia można
sie֒ spotkać w pracach [76, 78].

6.8 Poprawianie siatki regularnej przez zage֒szczenie

Dla siatek regularnych (takich, jak np Rys. 6.2) poprawianie można wykonywać przez po-
dzia l elementów na kilka mniejszych, zwanych też podzia lem izotropowym. Jest to jedna
z najprostszych technik zage֒szczania siatek (Rys. 6.15). Podzia l elementów na mniej-
sze stwarza jednak pewne trudności. Po podziale elementów niektóre we֒z ly mniejszych
elementów przylegaja֒ do krawe֒dzi wie֒kszych elementów. Wymaga to zastosowania aprok-
symacji zwia֒zanej (ang. constrained approximation), opisanej poniżej w celu zapewnienia
cia֒g lości pola przemieszczeń.

6.8.1 Aproksymacja zwia֒zana

Na Rys. 6.18 pokazano fragment siatki po wykonaniu zage֒szczania siatki prostoka֒tnej,
dla której konieczne jest zastosowanie aproksymacji zwia֒zanej. Konieczność ta wynika z
tego, że po zage֒szczeniu we֒z ly moga֒ leżeć na krawe֒dzi elementów skończonych. We֒z ly
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takie nazywane be֒da֒ dalej we֒z lami przylegaja֒cymi. Metoda elementów skończonych nie
gwarantuje w takiej sytuacji cia֒g lości pola przemieszczeń. Aby zgodność przemieszczeń w
takim przypadku by la możliwa do zapewnienia funkcje kszta ltu elementów skończonych
musza֒ być tego samego stopnia. Ponadto dla zapewnienia zgodności przemieszczeń w
takiej sytuacji konieczne jest wprowadzenie dodatkowych zwia֒zków na przemieszczenia,
aby w procesie odkszta lcania we֒z ly przylegaja֒ce niezmiennie znajdowa ly sie֒ na krawe֒dzi.
W naszym przyk ladzie we֒ze l 5 powinien leżeć niezmiennie na krawe֒dzi 2-3 elementu 1.
Żeby taka֒ zgodność uzyskać niewiadome we֒z la leża֒cego na krawe֒dzi nie moga֒ być już nie-
zależnymi stopniami swobody, ale funkcjami przemieszczeń elementu na którego krawe֒dzi
we֒ze l leży. Tak wie֒c wielkości elementowe, takie, jak np. macierz sztywności czy wektor
elementowego obcia֒żenia, be֒da֒ musia ly być przetransformowane do nowej przestrzeni przy
uwzgle֒dnieniu zwia֒zków przemieszczeń. Wymiar macierzy sztywności elementu z we֒z lami

Rysunek 6.15: Zage֒szczanie izotropowe

Rysunek 6.16: Wspornik pokryty regularna֒ siatka֒ elementów skończonych z liniowa֒ aproksy-

macja֒ Lagrange4
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Rysunek 6.17: Wspornik po wykonaniu zage֒szczania izotropowego Lagrange4

przylegaja֒cymi powie֒ksza sie֒ o pewna֒ liczbe֒ stopni swobody elementu, do którego element
dany przylega, pomijaja֒c jednocześnie stopnie samego we֒z la przylegaja֒cego, jak już wspo-
minano, nie be֒da֒ce wielkościami niezależnymi. W przypadku liniowych funkcji kszta ltu, z
przyk ladu zamieszczonego na Rys. 6.18,  latwo zauważyć, że przemieszczenia we֒z la przyle-
gaja֒cego 5 zależne musza֒ być tylko od we֒z lów 2,3, leża֒cych na tej samej krawe֒dzi, co we֒ze l
5. W praktyce podobnie be֒dzie w przypadku innych, zwykle używanych wielomianowych
funkcji kszta ltu. Przemieszczenia we֒z la przylegaja֒cego zależne be֒da֒ od przemieszczeń
we֒z lów elementu, definiuja֒cych te֒ krawe֒dź do której we֒ze l przylega. W zaprezentowa-
nym tutaj trywialnym przypadku widać, że aby by la zapewniona zgodność przemieszczeń

Rysunek 6.18: Fragment siatki po wykonaniu zage֒szczania izotropowego. We֒ze l 5 jest we֒z lem

przylegaja֒cym Lagrange4
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we֒z la 5, musza֒ one być średnia֒ arytmetyczna֒ przemieszczeń we֒z lów 2 i 3. Dla pro-
blemu przep lywu ciep la wektor stopni swobody elementu 3 dla aproksymacji zwia֒zanej
ma zatem postać t̂

e

3 = {t2, t6, t7, t5, t3}. Nieprzetransformowana macierz przewodnictwa
cieplnego tego elementu określona jest wzorem

He
3 =




h11 h12 h13 h14 0
h21 h22 h23 h24 0
h31 h32 h33 h34 0
h41 h42 h43 h44 0
0 0 0 0 0




(6.11)

Macierz transformacji wielkości z aproksymacji zwia֒zanej do pierwotnych wielkości ma
postać:

Ee
3,5 =




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1
2

0 0 0 1
2

0 0 0 0 0




(6.12)

Indeksy oznaczaja֒ transformacje dla elementu 3 i we֒z la przylegaja֒cego 5. Transformacja
wielkości z transformacji zwia֒zanych do zwyk lych realizowana jest naste֒puja֒co

te
3 =




t2
t6
t7

t2+t3
2

0




= E




t2
t6
t7
t5
t3




(6.13)

Transformacja macierzy pojemności wygla֒da naste֒puja֒co

He = E · Ĥ · ET (6.14)

W przypadku gdy element ity posiada lby p we֒z lów przylegaja֒cych, wówczas macierz
transformacji należy wyznaczyć naste֒puja֒co:

Ee
i = Ee

i,1E
e
i,2...E

e
i,p (6.15)

6.9 Przyk lady numeryczne

Wykonano szereg przyk ladów numerycznych z wykorzystaniem technik adaptacyjnych
h-refinement. Zastosowano dwie strategie adaptacyjne. Pierwsza stosowana dla siatek
regularnych polegaja֒ca na podziale prostoka֒tnych elementów na cztery mniejsze. Druga
metoda stosowana dla siatki trójka֒tnej, nieregularnej polega na wygenerowaniu nowej
siatki. Poprawność implementacji sprawdzono rozwia֒zuja֒c przyk lady zamieszczone w
pracy [50]. Testuja֒c przyk lad ze strony 411, Fig 15.7 otrzymano takie same wartości
relatywnej normy energii η w każdej iteracji.
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6.9.1 Przyk lad numeryczny - test relaksacji

Analizowano w tym przyk ladzie wspornik zamieszczony na Rys. 6.19. Jako obcia֒żenie
geometryczne przyje֒to przemieszczenie prawej krawe֒dzi wspornika u0 = 1 sta ly w w
ca lym przedziale czasu. Na tej samej krawe֒dzi dzia la na konstrukcje֒ strumień ciep la
F0 = 1. Pozosta le dane zadania: materia l termolepkospre֒żysty, τ0 = 30s. 100 równych
kroków czasowych zastosowano w tym teście. Użyto naste֒puja֒cych wartości sta lych ma-
teria lowych E0 = 500, E∞ = 100, ̺ = 1, ν = 0.3, κ = λ

ρc
= 1. Na utwierdzonym

brzegu zadano termiczne warunki brzegowe T = 0. Dyskretyzacje֒ MES stanowia֒ cztery
elementy Lagrange’a z liniowymi funkcjami kszta ltu (czterowe֒z lowe). W pierwszym kroku
czasowym analizy termolepkospre֒żystej okaza lo sie֒, że relatywna norma b le֒du nie spe lnia
zak ladanej wartości dopuszczalnej (η = 5%). Skutkowa lo to uruchomienie procedury ad-
aptacyjnej Poszczególne etapy adaptacji uwidacznia Rys. 6.20. Za trzecim razem jakość
siatki spe lni la już za lożona֒ norme֒ w pierwszym kroku czasowym. W naste֒pnych krokach
czasowych również norma b le֒du nie przekracza la zak ladanej wartości granicznej i obli-
czenia mog ly być przy zastosowaniu tej samej siatki. Zastosowano tu metode֒ restartu
czyli rozpoczynano analize֒ od pocza֒tku po zmodyfikowaniu siatki. Zachowanie sie֒ normy
b le֒du w procesie relaksacji pokazano na Rys. 6.21

Rysunek 6.19: Schemat statyczny wspornika
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a)
 

b)
 

c)
 

Rysunek 6.20: Kolejne fazy procesu poprawianie siatki. Wartości relatywnej normy energii

dla poszczególnych siatek: a) η = 8.7%, b) η = 5.6%, c) η = 3.7%

Rysunek 6.21: Relaksacje relatywnej normy b le֒du
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6.9.2 Przyk lad numeryczny - Po lprzestrzeń spre֒żysta

Rysunek 6.22: Schemat zadania

Podzia l elementów prostoka֒tnych na mniejsze jest strategia֒ adaptacji siatki zasto-
sowana w tym przyk ladzie. Schemat zadania przedstawiony zosta l na rysunku 6.22.
Przyje֒to materia l liniowo spre֒żysty o w laściwościach E = 210000, ν = 0.3. Redukcje֒
relatywnej normy b le֒du poniżej zak ladanego progu 5% osia֒gnie֒to po pie֒ciu iteracjach.
Siatki, oraz wartości normy b le֒du przedstawione sa֒ na rysunku 6.24. System VFEM++
posiada mechanizmy graficznej prezentacji wyników. Możliwe jest tworzenie map warstwi-
cowych wielkości wynikowych. Dla tego przyk ladu za la֒czono mapy warstwicowe napre֒żeń
zredukowanych Hubera-Misesa 6.23, oraz napre֒żeń ścinaja֒cych 6.25.

1

0

-1

x 10
0

 

Rysunek 6.23: Mapa napre֒żeń zredukowane Mizesa
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a)
 

b)
 

c)
 

d)
 

e)
 

f)
 

Rysunek 6.24: Kolejne fazy procesu poprawianie siatki. Wartości relatywnej normy energii

dla poszczególnych siatek: a) η = 39%, b) η = 24.1%, c) η = 14.1%, d) η = 8.4%, e) η = 5.2%,

f) η = 3.7%
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Rysunek 6.25: Mapa napre֒żeń ścinaja֒cych
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6.9.3 Zage֒szczanie siatek przez ponowna֒ generacje siatki

Rysunek 6.26: Schemat statyczny

Ponowna generacja siatki zmienna֒ ge֒stościa֒ we֒z lów skorelowana֒ z rozk ladem b le֒du
jest strategia֒ adaptacji siatki stosowana na nieregularnych siatek trójka֒tów. Strategia
stosowana jest w zadaniach z nieregularna֒ siatka֒ trójka֒tna֒. Stworzony w ramach tej
pracy system ma możliwość generowania siatek trójka֒tnych. Dodano również techniki
pozwalaja֒ce na poprawianie rozwia֒zania uzyskanego przy pomocy tych typów siatek.
Schemat statyczny zadania przedstawiony zosta l na Rys. 6.26. Zastosowano materia l
spre֒żysty o naste֒puja֒cych w lasnościach: E = 210000, ν = 0.3. Obszar zosta l pokryty
siatka֒ trójka֒tów o podobnych wymiarach przy użyciu triangularyzacji Delaunaya (Rys.
6.27a). Do obliczeń zastosowano element trójka֒tny CST. Naste֒pnie w oparciu o uzyskany
ze wzoru (6.9)rozk lad przewidywanych wielkości elementów. Wygenerowano nowa֒ siatke֒
(Rys. 6.27b). Wartość relatywnej normy energii dla tej siatki η = 3.4% < 5% pozwoli l
zakończyć proces już po pierwszej iteracji. Dla przyk ladu podano kilka map warstwico-
wych napre֒żeń Rys. 6.28,6.29.
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a)

 

b)

 

Rysunek 6.27: Kolejne fazy procesu poprawianie siatki. Wartości relatywnej normy energii

dla poszczególnych siatek: a) η = 27.1%, b) η = 3.4%
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Rysunek 6.28: Napre֒żenia zredukowane w/g hipotezy Hubera-Misesa
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Rysunek 6.29: Napre֒żenia ścinaja֒ce
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Proces poprawiania jakości siatki trójka֒tów przez ponowna֒ generacje֒ jest bardziej
zbieżny, niż poprzednio opisywany proces podzia lu siatek regularnych. Jeśli konstrukcja
nie jest obcia֒żona obcia֒żeniem skupionym, wówczas zwykle wystarcza jedna lub dwie
iteracje֒, podczas gdy w analogicznym zadaniu z siatka֒ regularna֒ potrzebnych może być
dwa, trzy razy wie֒cej iteracji. Procedura generowania nowej siatki trójka֒tnej, w oparciu
o rozk lad b le֒du brany ze starej siatki, jest jednak czasoch lonna i trudno jednoznacz-
nie wskazać wie֒ksza֒ efektywność której́s z metod. Poważne problemy sprawia również
obcia֒żenie skupione, które sprawia, że proces poprawiania siatki jest wolno zbieżny i pro-
wadzi to powstania zadań o przesadnie dużej liczbie stopni swobody. Obie techniki w
efekcie prowadza֒ do otrzymania zadań o zbliżonej liczbie stopni swobody. Koniecznościa֒
jest stosowanie procedur optymalizacji profilu macierzy. Numeracja we֒z lów powstaja֒cej
w procesie adaptacji nowej siatki, jest przypadkowa. Prowadzi to do powstania zbyt
dużych macierzy a w praktyce nawet do niemożności rozwia֒zania zadania, z powodu zbyt
d lugiego czasu dekompozycji. W tworzonym systemie używana jest klasyczna metoda
Reversal Cuthill-McKee (RCM), [83].
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Wnioski

Celem pracy by lo zastosowanie podej́scia obiektowego do stworzenia systemu MES s lu-
ża֒cego do analizy wielu problemów mechaniki konstrukcji, a w szczególności do analizy
uk ladów termolepkospre֒żystych, z uwzgle֒dnieniem zniszczenia. Do systemu w la֒czono
również metody optymalizacji oraz szacowania niezawodności konstrukcji. System na-
pisany zosta l w je֒zyku C++ przy pomocy środowiska programistycznego Visual C++
6.0 professional edition. Systemem VFEM++ można analizować naste֒puja֒ce rodzaje
konstrukcji: belki, ramy i kratownice p laskie oraz przestrzenne, tarcze w p laskich sta-
nach napre֒żenia oraz odkszta lcenia, p lyty średniej grubości bazuja֒ce na za lożeniach ki-
nematycznych Reisnera-Mindlina oraz pow loki obrotowo symetryczna֒ i średniej grubości
typu Ahmada. Konstrukcje można poddać naste֒puja֒cym rodzajom analiz: statyka li-
niowa, dynamika liniowa, statyka liniowa ze zniszczeniem, statyka nieliniowa z nieli-
niowościa֒ materia lowa֒ (p laskie stany) oraz geometrycznie nieliniowa֒ (kratownice), termo-
lepkospre֒żystość ze zniszczeniem oraz niestacjonarny przep lyw ciep la. Zaimplementowano
również możliwość liczenia gradientów funkcji wynikowych. W analizie wrażliwości sto-
sowana by la metoda DDM. Można stosować trzy rodzaje zmiennych projektowych: sta le
materia lowe, parametry kszta ltu oraz parametry obcia֒żenia. W systemie VFEM++ ist-
nieja֒ naste֒puja֒ce rozk lady prawdopodobieństw zmiennych losowych: rozk lad normalny,
lognormalny, jednostajny, Gumbela, Frecheta oraz Weibula. Do wyznaczenia rozk ladu
b le֒dów konstrukcji zastosowano estymator b le֒du Zienkiewicza-Zhu, na którym bazuja֒ al-
gorytmy poprawiaja֒ce jakość siatki. Stosuje sie֒ dwie metody poprawiania siatki : przez
podzia l - dla siatek regularnych i przez ponowna֒ generacje֒ dla siatek triangularyzowanych.

Elementami oryginalnymi pracy wed lug autora sa֒:

- Opracowanie koncepcji środowiska obliczeniowego MES z zastosowaniem podej́scia
obiektowego.

- Efektywna realizacja tej koncepcji w środowisku programistycznym je֒zyka C++.

- Wyprowadzenie równań MES dla pewnego modelu termolepkospre֒żystego.
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- Wyprowadzenie równań MES dla wrażliwości parametrycznej oraz wrażliwości na
parametry kszta ltu.

- Implementacja numeryczna zagadnienia termolepkospre֒żystego modelu materia lu w
obiektowym systemie MES.

- Opracowanie struktur obiektowych dla analizy optymalizacyjnej i niezawodnościowej.

- W la֒czenie analiz optymalizacyjnej i niezawodnościowej do stworzonego środowiska
obliczeniowego.

- Policzenie szeregu przyk ladów numerycznych z zakresu analizy optymalizacyjno-
niezawodnościowej konstrukcji termolepkospre֒żystych ze zniszczeniem oraz krytyczna
ocena otrzymanych rezultatów.

Przeprowadzone eksperymenty numeryczne, doświadczenia nabyte podczas budowy
oprogramowania oraz rozważania teoretyczne pozwalaja֒ sformu lować naste֒puja֒ce wnioski:

1. Podej́scie obiektowe, zastosowane do budowy systemu MES pozwala na bardzo efek-
tywne, szybkie stworzenie z lożonego systemu analizy MES.

2. Struktury danych obiektowego systemu MES odzwierciedlaja֒ naturalne zwia֒zki po-
mie֒dzy poje֒ciami dziedziny problemu, co prowadzi do otrzymania znacznie bardziej
przejrzystego kodu i lepszej diagnostyki, niż w tradycyjnym podej́sciu struktural-
nym.

3. Stosowanie funkcji wirtualnych, o wie֒kszej niż kilka linii obje֒tości kodu, które nie
mog lyby być rozwijane w miejscu (np. metoda obliczaja֒ca macierz sztywności ele-
mentu) nie powoduje zauważalnego zmniejszenia efektywności programu w stosunku
do metod niewirtualnych.

4. Dla zrealizowania mechanizmu polimorficzności mniejszych sk ladowych funkcji, za-
wieraja֒cych w swoim ciele tylko kilka linii (np. sk ladowa obiektu aproksymacja
obliczaja֒ca wartości funkcji kszta ltu), należy zamiast funkcji wirtualnych rozważyć
zastosowanie szablonów. Rozwia֒zanie takie pozwala kompilatorowi na umieszczenie
kodu funkcji w miejscu wywo lania, zamiast wywo lania funkcji, co może przyczynić
sie֒ do poprawy efektywności programu.

5. W przeprowadzonych eksperymentach numerycznych uzyskano podobna֒ efektywność
numeryczna֒, jak w analogicznym programie, napisanym w je֒zyku FORTRAN 95.

6. Podczas tworzenia systemu VFEM++ zwracano baczna֒ uwage֒ na stosowanie roz-
wia֒zań zawartych w standardzie je֒zyka C++, dzie֒ki czemu kod systemu jest prze-
nośny i przeniesienie go do innego systemu operacyjnego zajmuje niewiele czasu.

7. Integracja analizy skończenie elementowej, optymalizacji i analizy niezawodnościowej
prowadzi do zwie֒kszenia efektywności obliczeń, dzie֒ki unikaniu konieczności komuni-
kacji poszczególnych modu lów, poprzez wymiane֒ plików pomie֒dzy modu lami MES
i niezawodności czy optymalizacji. Jest to szczególnie istotne w przypadku me-
tody Monte Carlo gdzie konieczność wykonania np. miliona analiz MES sprawia, że
każda, nawet drobna optymalizacja kodu, może przek ladać sie֒ na godziny obliczeń.
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8. Nielokalne sformu lowanie modelu zniszczenia znacznie poprawia obiektywność obli-
czeń sprawiaja֒c, że rozwia֒zanie jest mniej czu le na rodzaje przyje֒tej siatki MES.

9. Asymptotyczne wartości przemieszczeń w procesie pe lzania i napre֒żeń w teście re-
laksacji, dla czasu da֒ża֒cego do nieskończoności nie zależa֒ od kszta ltu programu
obcia֒żeń w funkcji czasu, tylko od granicy wartości obcia֒żeń dla czasu da֒ża֒cego do
nieskończoności.

10. Wyprowadzony w ramach pracy termolepkospre֒żysty model materia lu ma te֒ ceche֒,
że temperatura ma wp lyw na w lasności mechaniczne, ale nie na odwrót. Uk lad
równań takiego problemu może być rozwia֒zany niezależnie tj. najpierw problem
niestacjonarnego przep lywu ciep la, a naste֒pnie zagadnienie lepkospre֒żyste, w opar-
ciu o wyznaczona֒ temperature֒.

11. Warto zaimplementować dwie wersje równań MES dla problemu termolepkospre֒-
żystego. Pierwsza֒, z macierza֒ konsystentna֒, gdzie niewiadomy wektor przyrostów
przemieszczeń jest tylko po lewej stronie. Niepotrzebna jest wówczas iteracja na
kroku czasowym do znalezienia niewiadomej, ale za to konieczna jest dekompozycja
macierzy konsystentnej. W drugiej wersji równania, niewiadomy wektor jest również
po prawej stronie równania, konieczna jest iteracja do rozwia֒zania równania na
kroku, ale za to nie trzeba dekomponować dużej macierzy. Przy dużych zadaniach
może sie֒ okazać, że wersja z iteracja֒ jest bardziej efektywna, niż wersja z macierza֒
konsystentna֒.

12. Istotnym problemem przy paralelizacji obliczeń jest nie tylko algorytm, ale także
doste֒p do wspólnych zasobów. W  latwym z pozoru do paralelizacji algorytmie agre-
gacji macierzy sztywności uzyskano na maszynie dwuprocesorowej przyspieszenie 1.7
w stosunku do jednoprocesorowej, co by lo spowodowane koniecznościa kolejkowania
doste֒pu wa֒tków do macierzy sztywności, w celu akumulacji elementowej macierzy
sztywności.

13. Przy stosowaniu technik polepszania jakości siatki, koniecznościa֒ jest stosowanie
procedur optymalizacji profilu macierzy. Numeracja we֒z lów, powstaja֒cej w procesie
adaptacji nowej siatki, jest przypadkowa. Prowadzi to do powstania zbyt dużych
macierzy, a w praktyce nawet do niemożności rozwia֒zania zadania, z powodu zbyt
d lugiego czasu dekompozycji macierzy.
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dement, J. Mécanique Appliquee, 2:317-365, 3, 1978.

[61] J. Lemaitre L. Chaboche Mechanics fd solid materials,Cambridge University
Press 1990.

[62] L. Chaboche Continuum Damage Mechanics,I, II J. Appl. Mech, 65-72, 1988.

[63] Y.N. Rabotnov Creep Problems in Structural Members, North-Holland, Amster-
dam, 1969.

[64] Y.N. Rabotnov. On the equations of state for creep. In P. in Applied Mechanics,
editor, Prager Aniversary Volume, pages 307-. mcm, 1963.

[65] F.K.G. Odquist Mathematical Theory of Creep and Creep Rupture, Claredon Press,
Oxford, 1974.

[66] A. Kirsch Creep tests, Advances in Creep Design, Appl. Science Publishers, London,
1971.

[67] F.A. Leckie, D.R Hayhurst Constitutive Equations for Creep Rupture, Acta Me-
talurgica, 25:1059-1070, 1977.

[68] F.A. Leckie, D.R Hayhurst Creep Rupture in Structures, Proc. R. Lond,. A340,
232-347, 1974.

[69] Y. Weitsman A Continuum Damage Model for Viscoelastic Materials, J. Appl.
Mech, 733-780 1988.

[70] M. Basista W.K. Nowacki(eds.) Modeling od damage and fracture processes in
engineering materials, Trends in Mechanics of Materials IPPT PAN, 1999.

[71] W. Derski, S. Ziemba Analiza Modeli Reologicznych, PWN, 1968. 1999.

[72] G. van Zijl Computational Modeling of Masonry Creep and Shrinkage, Meinema
BV, Delft, The Netherlands, 1999.

[73] P. Ladeveze, D. Leguillon Error estimate procedure in the finite element method
and application, Journal od numerical Analysis, 20:485-509, 1983.

[74] L. Gallimard, P. Ladeveze and J. P. Pelle Error estimation and adaptivity in
elastoplasticity, International Journal for Numerical methods in Engineering, 39:189-
217, 1996.

[75] C. Comi, U. Perego Error estimation and adaptivity in elastoplasticity, Interna-
tional Journal for Numerical methods in Engineering, 39:189-217, 1996.
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