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Wstep

Nieustanny rozwdj techniki obliczeniowej pozwala obecnie na tworzenie coraz
wiekszych i bardziej doktadnych modeli nieliniowych zjawisk fizycznych. Po-
wszechng praktyka staje sie np. komputerowa analiza zderzen pojazdéw, zob.
rysunki 1.1 i 1.2. Modele skoriczenie elementowe moga zawieraé¢ setki tysiecy
a nawet miliony elementéw skoriczonych, a do symulacji uzywa sie maszyn
wieloprocesorowych o olbrzymiej mocy. Symulacje numeryczne umozliwiajg

Rys. 1.1. Chrysler Neon, model MES (okolo 300000 elementéw skoriczonych). Rysunek po-
chodzi z raportu projektu APROSYS, zob. [198].
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Rys. 1.2. Poréwnania deformacji samochodu Chrysler Neon w tescie zderzenia czolowego z
przesunieciem, uzyskanych doswiadczalnie i przy pomocy symulacji MES. Rysunek pochodzi
z raportu projektu APROSYS, zob. [46].

doktadne zbadanie wszelkich charakterystyk danego problemu inzynierskiego,
zanim jeszcze ostateczny produkt lub nawet jego prototyp zostana wykonane.
Znaczenie tego procesu, zwanego wirtualnym prototypowaniem, ciagle wzrasta.
Zwiazane jest to z potrzebe skracania czasu trwania cykli projektowych, ktora
podyktowana jest przede wszystkim presja rynku i wymogami konkurencyjnosci.
Wirtualne symulacje pozwalaja na szybka analize wielu alternatywnych rozwia-
zan, przyczyniajac sie do podniesienia efektywnosci procesu projektowego oraz
redukujac koszty poprzez zmniejszenie liczby niezbednych testow fizycznych.
Ponadto, modelowanie komputerowe utatwia zastosowanie szeregu metod opty-
malizacyjnych.
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Wynikiem przeprowadzonej optymalizacji, jest konstrukcja/produkt/proces
technologiczny, ktére charakteryzuja sie optymalnymi cechami ze wzgledu na
kryteria przyjete jako miara ich jakosci. O przydatnosci tak otrzymanego roz-
wiazania w sposob oczywisty decyduja dwa czynniki. Jednym z nich jest ade-
kwatnos¢ samego modelu numerycznego, ktéry musi dobrze odzwierciedla¢ rze-
czywiste zjawisko fizyczne. Niespelnienie tego warunku prowadzi do powaznych
bledéw, a w konsekwencji ztych decyzji. Drugi czynnik to wtasciwe sformu-
towania zadania optymalizacji. Nietrafny dobér funkcji celu oraz ograniczen
projektowych moze tatwo sprawié, ze rozwiazanie optymalne bedzie zupelnie
nieprzydatne.

7 drugiej strony, co wydaje sie byé¢ juz powszechnie podzielang opinia, nie-
odzownym sktadnikiem wirtualnego prototypowania powinna sta¢ sie analiza
wplywu, jaki na modelowane zjawisko ma losowy charakter opisujacych je pa-
rametrow. Nie rozpatrujac tego zagadnienia, projektant traci niezwykle istotna
informacje dotyczaca jakosci, a co sie z tym wiaze, niezawodno$ci tworzonego
produktu. Rozwiazania, ktore spetniaja swoja funkcje dla nominalnych warto-
$ci parametréw moga okazaé sie nie do zaakceptowania jesli wezmie sie pod
uwage imperfekcje parametrow modelu oraz oddziatywan zewnetrznych. Nie-
unikniony losowy rozrzut wielkosci parametréw materialowych, wymiaréw czy
tez dziatajacych obcigzenn moze mieé¢ znaczacy wplyw na zachowanie sie kon-
strukcji czy poprawne dzialanie procesu technologicznego. Jest to wyjatkowo
istotne w przypadku uktadéw wysoce nieliniowych oraz projektéw bedacych wy-
nikiem optymalizacji deterministycznej. To wtasnie tzw. konstrukcje optymalne
sa zazwycza] szczegoOlnie wrazliwe na imperfekcje parametrow. Umiejscowione
na granicy obszaru dopuszczalnego rozwiazania optymalne moga stosunkowo ta-
two okazaé sie calkowicie nieprzydatnymi jesli warto$ci parametrow beda réznié
sie od zatozonych wartosci nominalnych. Naturalnym wydaje sie zatem roz-
szerzenie sformutowania optymalizacji deterministycznej, w ktorym uwzglednia
sie niepewno$¢ wartosci parametrow. Sformutowania takie oferuje optymalizacja
niezawodnosciowa oraz optymalizacja odpornosciowa [252]. Miara wptywu loso-
wosci parametréow moze by¢ natomiast prawdopodobieristwo awarii. Do szaco-
wania wielkosci tego prawdopodobienistwa stuza metody komputerowej analizy
niezawodnosci [143,173].

Pomimo do$é¢é powszechnego rozumienia znaczenia analizy stochastycznej
oraz potrzeby racjonalnego uwzgledniania losowego charakteru parametréw kon-
strukcji, analiza ta jednak nie jest ogélnie przyjeta praktyka projektowa. Nieste-
ty, dos¢ czesto dla prostoty lub w celu zredukowania kosztu obliczeni, rezygnuje
sie z doktadnego badania efektow rozrzutu wartosci parametrow. Do obliczen
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przyjmuje sie zazwyczaj takie miary statystyczne jak wartos¢ srednia czy kwan-
tyle rozktadéw prawdopodobienistwa pomnozone przez odpowiednie wspotczyn-
niki bezpieczenstwa. Wymieni¢ mozna szereg przyczyn tego stanu rzeczy. Naj-
istotniejszymi wydaja sie by¢:

e trudnosci w zebraniu odpowiednich danych do przygotowania probabili-
stycznego opisu zagadnienia,

e ciggle niski poziom wiedzy na temat analizy niedeterministycznej wsrod
projektantéw i inzynieréw,

e wysoki koszt takiej analizy w poréwnaniu do tradycyjnej analizy deter-
ministycznej,

e ograniczony dostep do wyspecjalizowanych, przyjaznych uzytkownikowi
programéw, ktore umozliwiaja np. analize niezawodnosci, optymalizacje
niezawodno$ciowa lub optymalizacje odpornosciows.

7 punktu widzenia projektanta wazne jest tez aby oprogramowanie do analizy
stochastycznej mozna bylo tatwo integrowa¢ z programami do analizy struktu-
ralnej, w szczegdlnosci z komercyjnymi programami metody elementéw skon-
czonych.

Efektywne uwzglednienie losowej natury parametréw modelowanych ukta-
déw w procesie projektowania wymaga zatem ciagtego udoskonalania metod
analizy stochastycznej, jak réwniez prac nad oprogramowaniem umozliwiajg-
cym taka analize. Problemy z brakiem dostatecznych danych statystycznych
do stworzenia tacznych rozktadéw prawdopodobienistwa zmiennych narzucaja
koniecznos¢ uzycia dostosowanych sformutowan zadania optymalizacji, np. sfor-
mulowania optymalizacji odpornos§ciowe;j.

Udoskonalanie algorytmoéw i sformutowan jest niewatpliwie koniecznym ele-
mentem poprawy efektywnosci analizy stochastycznej. Realizacja tego celu staje
sie jednak duzo tatwiejsza dzieki postepowi, a nawet skokowi jakosciowemu, jaki
dokonuje sie w rozwoju techniki obliczeniowej. Od momentu powstania pierw-
szych elektronicznych komputeréw opartych na uktadach scalonych az do chwili
obecnej, obserwuje sie wyktadniczy wzrost ich mocy obliczeniowej. W zwiazku ze
zblizaniem sie do granicy mozliwos$ci miniaturyzacji, mierzonej umieszczeniem
jak najwiekszej liczby tranzystoréw w uktadzie scalonym, zob. rys. 1.3, trend
catego przemystu komputerowego skierowany jest teraz na tworzenie uktadow
wieloprocesorowych (lub wielordzeniowych) i na przetwarzanie rownolegte, kto-
re stosowano do tej pory w wydajnych serwerach i superkomputerach. Maszy-
ny wieloprocesorowe staja sie duzo bardziej dostepne. Nikogo obecnie nie dziwi
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czterordzeniowy komputer osobisty czy tez 64-ro procesorowy serwer na wyposa-
zeniu firmy czy niewielkiej grupy badawczej. Coraz powszechniejsze rozwigzania
gridowe daja dostep do setek, a nawet tysiecy weztéw obliczeniowych. Niespo-
dziewany przetom w popularyzacji przetwarzania réwnoleglego wiaze sie rowniez
z rozwojem kart graficznych. Wykonywanie obliczeni ogdlnego przeznaczenia za
pomoca procesora karty graficznej (tzw. GPU), to nowy kierunek badan w inzy-
nierii komputerowej. Wspotczesne GPU posiadajg architekture masowo réwno-
legta z setkami rdzeni obliczeniowych, a ich teoretyczna moc obliczeniowa siega
1 TFLOPS (bilion operacji zmiennoprzecinkowych na sekunde).
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Rys. 1.3. Prawo Moore’e na przykladzie wzrostu liczby tranzystoréw w procesorach firmy Intel
w latach 1971-2008 (zréodto Wikimedia Commons).

Opisana tendencja rozwoju sprzetu komputerowego bardzo sprzyja szersze-
mu upowszechnianiu si¢ analizy stochastycznej w inzynierskiej praktyce projek-
towej. Renesans przezywaja obecnie metody symulacji losowych, w szczegdlno-
Sci efektywne metody symulacji pseudolosowych, np. wykorzystujace koncep-
cje tacinskiej hiperkostki. Analiza stochastyczna wkracza do zupelnie nowych
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dziedzin, gdzie jeszcze niedawno, ze wzgledu na olbrzymi koszt pojedynczej sy-
mulacji, nie do pomyslenia byta jakakolwiek analiza niedeterministyczna. Kom-
puterowa analiza niezawodnosci jak réwniez optymalizacja odpornos$ciowa za-
czynaja by¢ stosowane nawet w zagadnieniach dotyczacych projektowania kon-
strukcji samochodowych pod katem ich wytrzymatosci zderzeniowej, czy tez
w procesach gtebokiego ttoczenia blach. Metodom komputerowej realizacji wta-
$nie takich zagadnien po$wiecona jest niniejsza praca.

1.1. Optymalizacja odpornosciowa jako nowoczesna koncepcja
projektowania

Poniewaz rozwigzania optymalne klasycznej-deterministycznej optymaliza-
cji moga by¢ bardzo wrazliwe na niewielkie zmiany parametréow opisujacych
je modeli, dlatego bardziej racjonalnym celem, do ktoérego powinno sie dazyé
w procesie projektowania, jest zapewnienie wystarczajaco wysokiego poziomu
odpornosci konstrukeji/procesu na te zmiany, zob. [13]. A zatem, dazac do mi-
nimalizacji lub maksymalizacji wybranych charakterystyk konstrukcji, powin-
no dazy¢ sie jednoczesnie do znalezienia rozwigzania, ktére jest niewrazliwe na
trudne do kontrolowania imperfekcje parametréw modelu oraz zewnetrznych od-
dzialywan. Najwicksza zaleta optymalizacji odporno$ciowej jest wlasnie to, ze
prowadzi ona do rozwiazan, ktore zachowuja swoja jakos¢ i zatozona funkcjo-
nalno$é w szerokim zakresie warunkéw pracy.

Dazenie do rozwoju technik optymalizacji odpornosciowej nie jest jednak po-
dyktowane jedynie potrzeba zmniejszenia wrazliwosci funkcji celu oraz funkcji
ograniczen na losowe zmiany parametrow. Jesli zmienne projektowe opisuja je-
dynie czes¢ wiekszej catosci - systemu, niezbedne jest poczynienie zatozen doty-
czacych zachowania wszystkich jego elementéw dla danych realizacji zmiennych.
Wymaga to badz przeprowadzania symulacji odpowiedzi catego zintegrowanego
systemu, badz zatozenia pewnych zakreséw wielkosci oddziatywania pozostaltych
czescl na cze$é¢ optymalizowana, co w sposob naturalny prowadzi do sformuto-
wania optymalizacji odpornosciowej. Z podobng sytuacja mamy do czynienia,
gdy kilka zespotow projektantow tworzy ztozony system optymalizujac niezalez-
nie jego poszczegdlne elementy. Ze wzgledu na stopieri skomplikowania systemu
oraz ograniczenia czasowe wynikajace z narzuconych terminéw, zespoly czesto
muszg optymalizowaé¢ swoje elementy bez pelnej informacji na temat pozosta-
tych elementow, ktorych odpowiedzi stanowia dane wej$ciowe optymalizowanego
podsystemu.
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Ciekawsy, filozoficzng argumentacje wyjasniajaca zalety sformutowania opty-
malizacji odpornosciowej w stosunku do optymalizacji niezawodnosciowej przed-
stawil Hurtado w pracy [102]. Ze wzgledu na mozliwo$¢ uzycia uproszczonego
modelu niepewnosci parametrow, optymalizacja ta w duzo wiekszym stopniu od-
powiada oczekiwaniom (i mozliwosciom) $rodowiska inzynieréw projektantow.
Niektorzy z nich cenig bowiem duzo wyzej koncepcje odpornosci, rozumianej
jako bezpieczeristwo w przypadku nieprzewidzianych odstepstw parametréw od
zalozonych wartosci nominalnych, niz znajomosé prawdopodobieristwa awarii,
ktorego mate wartosci nie maja, ich zdaniem, istotnego praktycznego znaczenia.
Nie podzielajac do konca tej opinii, jako nieuwzgledniajacej wszystkich wyzwan
stawianych przy projektowaniu nowoczesnych konstrukeji, w pracy przedstawio-
ne zostang réwniez nowe metody umozliwiajace ocene niezawodnosci w ztozo-
nych zagadnieniach mechaniki, modelowanych przy pomocy metody elementéw
skoniczonych.

1.2. Cel i zakres pracy

Za gltowny cel pracy nalezy uzna¢ opracowanie sformutowan teoretycznych
oraz algorytméw numerycznych, ktore umozliwiaja analize stochastyczna zto-
zonych konstrukcji i proceséw technologicznych. Przez analize stochastyczna
rozumie¢ bedziemy tu szereg zagadnien, a w szczegdlnosci:

e analize losowego charakteru odpowiedzi uktadéw konstrukcyjnych, wy-
znaczenie parametrow rozkladu prawdopodobienistwa odpowiedzi,

e analize niezawodnosci, tj. oszacowanie prawdopodobieristwa awarii kon-
strukcji, badz procesu technologicznego,

e optymalizacje odpornosciowa, gdzie oprocz wartosci srednich wybranych
kryteriéw minimalizuje sie wariancje tych kryteriow.

Podkreslenie, iz opisana analiza stochastyczna dotyczy¢ ma ztozonych konstruk-
cji i procesow stuzy w istocie zaakcentowaniu koniecznosci opracowania wyspe-
cjalizowanych, nieklasycznych metod rozwiazania. Jako przyktady zaawansowa-
nych zagadnienn mechaniki, ktére uznaé¢ mozna za reprezentatywne dla ztozono-
$ci obliczeniowej wspolczesnie przeprowadzanych analiz numerycznych, wybrano
zagadnienia wytrzymatosci zderzeniowej elementéw konstrukeji pojazdow oraz
proces gltebokiego ttoczenia blachy. Jakosciowy charakter odpowiedzi tego typu
konstrukeji modelowany réwniez bedzie za pomocg szeregu specjalnie dobranych
przyktadéw analitycznych, jak réwniez mniejszych, testowych zadan mechaniki
konstrukeji.
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Pomimo nieustannego postepu techniki komputerowej, sam wzrost mocy ob-
liczeniowej nie jest wystarczajacym $rodkiem do zapewnienia “ekspansji” analizy
stochastycznej na nowe, niedostepne dotychczas obszary zastosowari. W dalszym
ciagu, szczegdlnie gdy problemy mechaniki reprezentowane sa przy pomocy zto-
zonych modeli MES, uzycie klasycznych metod symulacji Monte Carlo wiaze
sie z ogromnym nakladem obliczeniowym. W wiekszosci przypadkéow dodatko-
wy koszt generowany przez analize stochastyczng jest niewspotmiernie wysoki,
co podwaza zasadno$¢ przeprowadzania tego typu pogltebionej analizy. Z dru-
giej strony, np. w analizie niezawodno$ci ztozonych konstrukcji i proceséw tech-
nologicznych, najczesciej nie jest mozliwe bezposrednie zastosowanie bardziej
efektywnych metod oszacowania warto$ci prawdopodobienstwa awarii, takich
ktore wykorzystuja koncepcje punktu projektowego. Uzycie gradientowych al-
gorytméw lokalizacji punktu projektowego w analizie niezawodnodci elementdw
absorbujacych energie zderzen, skazane jest z gory na niepowodzenie. Funkcje
graniczne, z ktérymi ma sie tam do czynienia, zazwyczaj nie sg rézniczkowal-
ne, a obserwowany numeryczny szum skutecznie utrudnia zastosowanie jakich-
kolwiek metod niesymulacyjnych. Nier6zniczkowalne, a jednoczesnie kosztowne
obliczeniowo, sa takze funkcje celu i funkcje ograniczen zadania optymaliza-
¢ji odpornosciowej. Wszystko to sprawia, ze niezbednym skltadnikiem efektyw-
nej analizy stochastycznej ztozonych konstrukcji sa wyspecjalizowane algoryt-
my, ktore nie sg wrazliwe na silnie nieliniowy charakter odpowiedzi konstrukcji,
a jednoczed$nie sa w stanie wykorzysta¢ mozliwosci przetwarzania réwnolegtego
oferowane przez wspotczesne komputery.

W niniejszej pracy szczegblny nacisk polozony zostanie na nastepujace ele-
menty budowanych algorytmow:

e Efektywne symulacyjne metody analizy losowego rozrzutu odpowiedzi
konstrukeji. Zastosowane beda metody typu “descriptive sampling”, wy-
korzystujace koncepcje taciriskiej hiperkostki oraz optymalnej tacinskiej
hiperkostki. Metody te tacza dobra efektywnosé estymacji momentow sta-
tystycznych funkcji losowych z mata wrazliwoscia na charakter zmienno-
$ci tych funkcji oraz na typy rozkltadéw prawdopodobienstwa zmiennych
losowych. Uzyte zostang efektywne algorytmy tworzenia optymalnych hi-
perkostek (ang. optimal Latin hypercube - OLH).

e Nowoczesne techniki aproksymacji nieliniowych funkecji wielu zmiennych
(metody powierzchni odpowiedzi). Wykorzystywane beda przede wszyst-
kim: metoda wazonej liniowej regresji oraz metoda krigingu. To wtasnie
metoda krigingu, obok efektywnych technik symulacji losowych, stanowié¢
bedzie kluczowy element algorytmu rozwiazania zadania optymalizacji
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odpornosciowej. Jako dominujacy plan eksperymentéw uzywany bedzie
plan punktéow generowanych przez optymalne taciniskie hiperkostki.

e Wykorzystanie rozwiazan niewrazliwych na szum numeryczny, charakte-
rystyczny dla jawnego schematu catkowania réwnain ruchu oraz algoryt-
moéw kontaktu stosowanych w modelach MES. Jest to niezbedny warunek
zapewnienia zbieznosci zaréwno algorytméw analizy niezawodnosci jak
tez optymalizacji odpornosciowe;.

Ponadto, dodatkowym celem autora bylo blizsze przedstawienie koncepcji
optymalizacji odpornosciowej. Ten typ optymalizacji jest jeszcze ciagle malo
znany, szczegbdlnie w polskiej literaturze, i czasami mylony z optymalizacja nie-
zawodnosciows. Nawet zaproponowana przez autora nazwa “optymalizacja od-
pornosciowa” nie jest jeszcze powszechnie przyjetym tlumaczeniem angielskiego
terminu robust optimization. Majac to na uwadze, w niniejszej pracy podjeto
probe usystematyzowania wiedzy na temat alternatywnych sformutowan zada-
nia niedeterministycznej optymalizacji konstrukcji. Przedstawione beda sformu-
towania oraz zaproponowane zostang strategie rozwiazania zadania optymaliza-
¢ji odpornosciowe;.

Wszystkie rozwijane w pracy metody zaimplementowano w obiektowo zorien-
towanym programie STAND, ktory wspottworzony jest przez autora w ramach
badan prowadzonych w Pracowni Niezawodnosci i Optymalizacji IPPT PAN.
Efektywne tworzenie duzego programu do analizy stochastycznej konstrukeji,
przeznaczonego zaréwno do analizy niezawodno$ci jak i optymalizacji odporno-
$ciowej, a takze zadanie jego integracji z zewnetrznymi pakietami obliczeniowy-
mi MES, stanowig ciekawe i nietrywialne problemy informatyczne. Zagadnienia
te, o niebagatelnym znaczeniu w praktyce, zostana w pracy szczegdtowo omowio-
ne. Zaproponowanych bedzie szereg rozwiazari programistycznych dotyczacych
architektury kodu programu STAND.

Praca sktada sie z osmiu rozdziatéw i trzech dodatkow.

Rozdzial 1 zawiera miedzy innymi uzasadnienie decyzji podjecia rozwazanej
tematyki badawczej, jej cel i zakres, a takze przeglad literatury. Podkreslono
korzysci pltyngce ze stosowania réznych form analizy stochastycznej w procesie
projektowania konstrukeji, a jednoczesnie ukazano trudnosci zwiazane z szer-
szym upowszechnieniem takiego podejscia. Zwrocono szczegblna uwage na re-
nesans metod symulacyjnych wynikajacy z gwaltownego rozwoju i dostepnosci
rozwigzan wieloprocesorowych oraz z uzycia zaawansowanych technik symulacji
pseudolosowych. Przeglad literatury dotyczy w szczegdlnosci prac zwiazanych
z analiza niezawodnosci ztozonych konstrukeji, ktorych zachowanie modelowa-
ne jest przy pomocy metody elementéw skoriczonych, jak réwniez zagadnien
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optymalizacji odpornos$ciowej oraz technik aproksymacji odpowiedzi ukladéow
konstrukcyjnych. Wspomniano najwazniejsze publikacje, ktore charakteryzuja
rozwo6j oraz obecny stan wiedzy w wymienionych dziedzinach. Literatura do-
tyczaca bardziej szczegdlowych zagadnien jest przedstawiona w poszczegdlnych
rozdziatach pracy.

Rozdzial 2 poswiecony jest sformutowaniu zadania optymalizacji konstrukcji
o parametrach losowych. Przedstawiono dwa najbardziej znane sformulowania:
optymalizacje niezawodnos$ciowa i optymalizacje odporno$ciowa. W przypad-
ku optymalizacji niezawodnos$ciowej, obszernie oméwiono najwazniejsze strate-
gie rozwigzania, przede wszystkim pod katem ich efektywnosci obliczeniowe;j.
Omowiono réwniez problemy zwiazane z szerszym zastosowaniem optymalizacji
niezawodno$ciowej w praktyce. Problemy te spowodowane sa gltéwnie koniecz-
noscia precyzyjnej znajomosci rozktadéow prawdopodobieristwa zmiennych loso-
wych. Jako bardziej realistyczne podejécie do zagadnienia niedeterministycznej
optymalizacji konstrukcji uznano sformutowanie optymalizacji odpornosciowe;j.
Przedstawiono trzy strategie aproksymacji funkcji wchodzacych w sktad tego
sformutowania. Po analizie wad i zalet kazdej z nich zaproponowano uzycie tzw.
strategii aproksymacji funkcji celu i ograniczen odpornosciowych.

Tematem rozdzialu 3 jest zastosowanie metod powierzchni odpowiedzi w
aproksymacji zachowania ukladow konstrukcyjnych, ktére modelowane sa kom-
puterowo. Omoéwiono specyfike eksperymentoéw komputerowych oraz problemy
ze spelnieniem zalozen klasycznej metody regresji liniowej. Pokazano, ze me-
toda, ktora jest najlepiej dostosowana do analizy nielinowych odpowiedzi kon-
strukcji jest metoda krigingu. Planujac wykorzystanie tej metody do aproksyma-
cji funkeji zawierajacych skladnik szumowy (jak ma to miejsce w optymalizacji
odpornosciowej) zaprezentowano jak zmodyfikowaé rownania krigingu interpo-
lujacego w celu otrzymania techniki aproksymacyjnej. Zbadano wplyw réwno-
mierno$ci roztozenia punktéw eksperymentalnych na btad dopasowania. Przed-
stawiono rowniez metode aproksymacji lokalnej wykorzystujaca koncepcje tzw.
wazonej regresji liniowej. Zaréwno kriging, jak tez metoda aproksymacji lokalnej
stanowia podstawe proponowanych w pracy algorytméw analizy niezawodnosci
oraz optymalizacji odpornosciowej. Pokazano, ze w przypadku krigingu, wy-
korzystanie omowionych w dodatku B planéw eksperymentéw OLH poprawia
dopasowanie funkcji aproksymujacej.

Rozdzial 4 poswiecono analizie metod estymacji momentow statystycznych
odpowiedzi konstrukcji. Obok metod aproksymacji, jest to kluczowe zagadnie-
nie, ktore decyduje o efektywnosci rozwiazania zadania optymalizacji odpor-
nosciowej. W rozdziale skupiono sie na bardzo doktadnym omoéwieniu metod
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symulacyjnych, uznajac je za najbardziej uniwersalne i wiarygodne. Przedsta-
wiono idee symulacyjnych metod descriptive sampling i poréwnano je z kla-
sycznymi metodami Monte Carlo. Przeanalizowano wlasciwosci estymatorow
wartodci Sredniej i wariancji w przypadku prébek czysto losowych oraz gene-
rowanych przez taciniskie hiperkostki. Porownano efektywno$é réznych metod
symulacyjnych dla szeregu analitycznych losowych funkcji testowych, a takze
dwoch probleméw mechaniki. Wyniki testow pozwalaja zaproponowaé regule
doboru wielko$ci probki na potrzeby zadania optymalizacji odpornosciowej. Dla
kompletnodci prezentacji oméwiono wady i zalety alternatywnych metod szaco-
wania momentéw statystycznych funkcji losowych.

W rozdziale 5 przedstawiono propozycje dwoch algorytmoéw wykorzystuja-
cych metody symulacji losowych w zadaniach analizy niezawodnosci z zaszumio-
ng funkcja graniczng. Probki losowe tworzone sa najczesciej przy pomocy tacini-
skich hiperkostek. Pierwszy, dwuetapowy algorytm Z3M stanowi uniwersalne
narzedzie do szacowania prawdopodobienistwa awarii konstrukcji reprezentowa-
nych przy pomocy ztozonych modeli skonczenie elementowych. Bardzo czesto
w takich przypadkach mamy do czynienia z nier6zniczkowalng funkcja awarii,
co wynika z natury samego problemu lub z szumu numerycznego generowanego
przez metode rozwigzania zadania MES. Przeznaczeniem drugiego algorytmu
jest szybka poprawa niezawodnosci konstrukcji, jedynie za pomoca symulacji
OLH, bez uzycia metod powierzchni odpowiedzi.

Przyktady zastosowania algorytméw oméwionych w rozdziale 5 zaprezento-
wano w rozdziale 6. Dotyczy on analizy niezawodno$ci i optymalizacji odpor-
nos$ciowej w zagadnieniach zwigzanych z wytrzymaltoscia zderzeniowa. Zaréwno
funkcje awarii jak tez funkcje tworzace sformulowanie zadania optymalizacji za-
wieraja wpltyw szumu. W rozdziale przedstawiono: przyktad analizy niezawod-
nosci dynamicznie zgniatanej belki cienko$ciennej, gdzie uwzglednia sie losowe
awarie potaczen zgrzewanych, zadanie optymalizacji odpornosciowej tej belki,
jak rowniez przyklad zastosowania symulacyjnego algorytmu poprawy jej nie-
zawodno$ci. Ponadto, pokazano przyktad jakosciowej analizy zachowania zgnia-
tanego elementu tylnej ramy pojazdu. Metoda ta wykorzystuje prosty algorytm
klasyfikacji wynikow eksperymentéw numerycznych. Zaprezentowano réwniez
zastosowanie sformutowania optymalizacji odpornosciowej w zadaniu kalibra-
cji parametréow modelu numerycznego, uzywanego w komputerowej symulacji
standardowych testow zderzeniowych.

Rozdzial 7 poswiecony jest w calosci analizie niezawodno$ci proceséw tlo-
czenia blach. Po krotkim wstepie dotyczacym komputerowego modelowania tych
procesow, zaprezentowano definicje funkcji granicznej. Funkcja ta, bazujaca na
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analizie wykresu odksztatcen granicznych, jest nierézniczkowalna. Do oszacowa-
nia wartosci prawdopodobieristwa awarii zaproponowano wykorzystanie adapta-
cyjnej metody Monte Carlo. W zwiazku z niemozno$cia precyzyjnego wyznacze-
nia krzywej odksztatcen granicznych, czesto nie jest mozliwe jednoznaczne okre-
$lenie stanu awarii procesu ttoczenia. Trudnosci te bylty powodem wprowadzenia
koncepcji rozmytego prawdopodobienistwa awarii. Proces analizy niezawodno$ci
zilustrowano na testowym przyktadzie symulacji ttoczenia z konferencji NUMI-
SHEET’93.

W rozdziale 8 rozwazane sg problemy dotyczace efektywnej komputerowe;j
implementacji algorytmoéw analizy niezawodno$ci oraz optymalizacji konstruk-
cji. Poszcezegolne rozwigzania omawiane sa na przyktadzie programu STAND.
Obok obiektowo zorientowanej architektury kodu, szczegdlnie szeroko przedsta-
wione zostaly metody laczenia programu z zewnetrznymi modutami oblicze-
niowymi. Oméwiono przyktady wykorzystania w analizie niezawodnosci komer-
cyjnych pakietow metody elementéw skonczonych ABAQUS i RADIOSS. Du-
7o uwagi pos$wiecono réwniez rozwigzaniom majacym na celu stworzenie funk-
cjonalnego interfejsu uzytkownika. Program STAND uzywany byt do realizacji
wieckszosci zaprezentowanych w pracy przykladow obliczeniowych.

Dodatek A stanowi wyboér zagadnien dotyczacych komputerowej analizy nie-
zawodnosci konstrukeji. Znajomosé tej tematyki jest niezbedna do dobrego rozu-
mienia metod oraz przyktadéw numerycznych przedstawionych w gtéwnej czesci
niniejszego opracowania. Obok ogélnego sformulowania zadania analizy nieza-
wodno$ci, znalez¢ tam mozna oméwienie metod transformacji zmiennych loso-
wych, prezentacje klasycznych metod poszukiwania punktu projektowego oraz
przeglad popularnych metod symulacji losowych.

Kluczowym elementem wielu omawianych w pracy algorytmow jest plan eks-
perymentéw generowany przez optymalng hiperkostke taciiska - OLH. W do-
datku B obszernie zaprezentowano koncepcje OLH oraz metody znalezienia
optymalnego rozktadu punktéow taciniskiej hiperkostki. Przedstawiono metode
systematycznego przegladu mozliwych potozenn punktéw oraz metode wykorzy-
stujaca specjalnie zaprojektowany algorytm genetyczny. Okreslono ztozonosé
obliczeniowa tych metod. Przeprowadzono szereg testow w celu odpowiedniego
doboru metody oraz jej parametréw w zaleznosci od wielkosci probki i liczby
zmiennych losowych. Zaprezentowano réwniez sposéb uwzglednienia korelacji
miedzy zmiennymi.

Dodatek C poswiecono wybranym metodom dyskretyzacji pol losowych.
Chociaz, za wyjatkiem jednego przykladu w rozdziale 4, modele stochastycz-
ne rozpatrywanych probleméw sktadaty sie jedynie ze zmiennych losowych, to
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znajomos¢ podstaw teoretycznych teorii dyskretyzacji pol losowych jest bar-
dzo pomocna w zrozumieniu wyprowadzenia rownan metody krigingu. To wta-
$nie zaprezentowana dyskretyzacja metoda optymalnej aproksymacji liniowej
jest podstawa tej techniki aproksymacji.

Dobre zrozumienie tresci rozdzialéw wymaga znajomosci zagadnienn doty-
czacych metod komputerowej analizy niezawodnosci oraz koncepcji tacinskiej
hiperkostki. Jesli czytelnikowi tematyka ta nie jest dostatecznie znana, sugeruje
sie rozpoczecie lektury od dodatkéw A i B.

1.3. Przeglad literatury

1.3.1. Analiza niezawodnosci w zagadnieniach z niejawnga funkcja graniczna

Za pierwszy wazny krok w kierunku wspoétczesnych metod komputerowej
analizy niezawodnosci konstrukcji nalezy uznaé prace Hasofera i Linda [86]
z 1974 roku. Zawarto w niej koncepcje lokalizacji tzw. punktu projektowego,
to jest takiej realizacji zmiennych losowych z obszaru awarii, ktoérej odpowiada
najwieksza warto$¢ funkcji gestosci prawdopodobieiistwa. Linearyzacja funkcji
granicznej w punkcie projektowym pozwalata otrzymaé miare niezawodnosci,
ktora jest niezmiennicza ze wzgledu na réwnowazne sformutowania warunku
granicznego. Jest to tzw. wskaznik niezawodnosci Hasofera-Linda. Idee wskaz-
nika Hasofera-Linda wykorzystali w 1978 roku Rackwitz i Fiessler w pracy [200].
Zastosowali oni ponadto transformacje niezaleznych zmiennych losowych o do-
wolnych rozktadach prawdopodobienstwa do standardowych zmiennych normal-
nych oraz przedstawili iteracyjny algorytm poszukiwania punktu projektowego.
W pracy [93] Hohenbichler i Rackwitz zaproponowali wykorzystanie w analizie
niezawodnosci transformacji Rosenblatta [209] w celu transformacji zaleznych
zmiennych losowych do przestrzeni standardowej. Transformacja Rosenblatta
oraz, wykorzystana po raz pierwszy przez Der Kiureghiana i Liu w pracy [45],
transformacja Natafa nalezg obecnie do najczesciej stosowanych metod trans-
formacji. Aproksymacja funkcji granicznej w punkcie projektowym wielomia-
nem pierwszego lub drugiego stopnia prowadzi odpowiednio do metod anali-
zy niezawodnosci pierwszego rzedu (FORM) lub drugiego rzedu (SORM), zob.
np. [48,143,173|. Chociaz w poréwnaniu z SORM, czas obliczenn numerycznych
zwiazany z metoda FORM jest duzo krotszy, to w wielu przypadkach jest on
nadal zbyt dlugi z punktu widzenia praktyki projektowej. Jest tak zazwyczaj,
jesli obliczenie wartosci funkcji granicznej wiaze sie z czasochtonna, nielinio-
wa analiza za pomocg programu elementéw skonczonych lub jesli gradienty tej
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funkcji obliczane sa réznicowo. Niestety, w wielu przypadkach komputerowe;j
analizy niezawodno$ci zlozonych konstrukeji i proceséow technologicznych, cha-
rakter funkcji granicznej uniemozliwia lokalizacje punktu projektowego za po-
moca efektywnych metod gradientowych.

Odrebna grupe metod analizy niezawodnosci stanowia metody symulacyj-
ne. Do ich zalet naleza niewatpliwie: tatwos¢ implementacji, mozliwo$¢ uzy-
skania wynikéw z dowolna dokladnoscia oraz niewrazliwo$¢ na nierdzniczko-
walnos¢ funkcji granicznej czy tez na istnienie wielu punktéw projektowych.
Najlepiej znana, klasyczna metoda Monte Carlo jest jednak bardzo rzadko sto-
sowana w obliczeniach niezawodnosciowych. Przy bardzo malych wartosciach
prawdopodobienistwa awarii rzeczywistych konstrukcji, liczba koniecznych sy-
mulacji dyskwalifikuje przydatno$é tej metody w praktycznych zastosowaniach.
Lata osiemdziesiate ubieglego wieku przyniosty jednak rozwdj metod redukcji
wariancji, ang. importance sampling. Poprzez odpowiedni dobor funkcji gestosci
prawdopodobienistwa, wedtug ktorej generuje sie zmienne losowe, mozna znacz-
nie zmniejszy¢ obszar probkowania oraz liczbe symulacji. Metoda ta ma wiele
odmian. Stosowana jest tez czesto w potaczeniu z FORM lub SORM. Sposrod
prekursorskich prac jej poswieconych, warto wymienic¢ artykuly Schuéllera i Sti-
xa [217], Hohenbichlera i Rackwitza |94] oraz Doliniskiego [51]. Przeglad oraz
omoéwienie réznych metod symulacyjnych stosowanych w analizie niezawodnosci
znalez¢ mozna w pracach Melchersa [172,173].

We wezesnych zastosowaniach metod FORM i SORM przyjmowano najcze-
$ciej, ze funkcja graniczna jest jawng funkcja zmiennych losowych. Niestety, za
wyjatkiem akademickich przyktadow, takiej zaleznosci funkcyjnej nie mozna po-
da¢, a w wiekszosci przypadkoéw dana jest ona za posrednictwem okre$lonej pro-
cedury numerycznej, np. metody elementéw skoriczonych. Poczynajac jednak od
pierwszych prac Der Kiureghiana oraz wspotpracownikow [42,43|, w potowie lat
osiemdziesiatych problematyka wykorzystania metody elementéw skonczonych
w ramach metod analizy niezawodnosci zaczeta by¢ bardzo intensywnie rozwi-
jana. Jej rozwdj wiaze sie m.in. z rozwojem metod analizy wrazliwosci. Mozna
wymieni¢ wiele prac z ostatniego dziesieciolecia ubieglego wieku, gdzie bardzo
silnie podkreslano konieczno$é¢ implementacji efektywnych analitycznych metod
analizy wrazliwosci w zadaniu szacowania prawdopodobieristwa awarii konstruk-
¢ji modelowanych z uzyciem metody elementoéw skoriczonych. Sg to m.in. prace
amerykanskich grup badawczych z uniwersytetow w San Antonio [205], Berke-
ley [154,245,276], Boulder [49], a takze uniwersytetu w Delft w Holandii [83]
czy Clermont-Ferrand we Francji [144,145].
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Przy duzej liczbie zmiennych losowych, zagadnienie efektywnego i doktad-
nego obliczania gradientow funkcji granicznej ma kluczowe znaczenie z punktu
widzenia numerycznej efektywnosci analizy niezawodno$ci. Niestety, podejscie
bazujace na dostepnosci pochodnych funkcji granicznej po wszystkich zmien-
nych losowych, w sposob zasadniczy ogranicza zakres mozliwych zastosowari.
Przy tworzeniu programu umozliwiajacego analize niezawodnosci z wykorzysta-
niem metody elementéw skoriczonych, najkorzystniejsza sytuacja jest posiadanie
dostepu zaréwno do kodu zrodtowego MES, jak i programu niezawodnosciowe-
go. Oczywiscie, szczegblnie w przypadku duzych komercyjnych pakietow ana-
lizy skonczenie elementowej, jest to warunek nie do spelnienia. Jesli przyja¢
jednak, ze taki dostep jest mozliwy, to implementacja analitycznych procedur
analizy wrazliwosci odpowiedzi konstrukcji wzgledem wszelkich interesujacych
projektanta parametréow modelu jest zadaniem niezmiernie czasochtonnym i wy-
magajacym bardzo wysokich kompetencji. Szczegdlnie duzym wyzwaniem jest
implementacja metod analizy wrazliwosci dla zadan mechaniki nieliniowej oraz
gdy rozpatrywane parametry dotycza ksztaltu konstrukeji.

Sposobem na przezwyciezenie tych trudnosci jest zastapienie rzeczywistej
funkcji granicznej analitycznym metamodelem (modelem modelu) zwanym tez
powierzchnia odpowiedzi. W oparciu o odpowiednio dobrany zbiér eksperymen-
tow numerycznych, funkcja graniczna przyblizana jest za pomoca funkcji wielo-
mianowej lub sieci neuronowej. Skonstruowana w ten sposob zalezno$é¢ stanowi
jawna, a przez to tania w obliczeniach, funkcje zmiennych losowych, co znako-
micie utatwia zastosowanie metod pierwszego lub drugiego rzedu czy tez metod
symulacyjnych (najczesciej sa to metody typu ‘importance sampling’). Jednak,
aby niezawodnos¢ konstrukcji obliczona dla danej powierzchni odpowiedzi nie
byta obarczona zbyt duzym bledem, powierzchnia ta musi dobrze aproksymo-
waé rzeczywista funkcje graniczna w okolicy punktu projektowego. Polozenie
tego punktu niestety nie jest zazwyczaj znane.

Wérod pierwszych prac dotyczacych metod tworzenia powierzchni odpowie-
dzi oraz jej zastosowan w analizie niezawodnosci nalezy wymieni¢ prace Faravel-
li [68], Buchera i Bourgunda [20], Rajashekhara i Ellingwooda [202], El-Tawila
1in. [62] czy Gopalakrishny i Donaldsona [80]. W wiekszosci tych prac propono-
wano aproksymacje z uzyciem wielomianéw drugiego stopnia dopasowywanych
do punktéw eksperymentalnych za pomoca liniowej regresji. W ostatnim dziesie-
cioleciu obserwowa¢ mozna rozw6j metod, ktore wykorzystujg metode wazonej
liniowej regresji [117,128] oraz sztuczne sieci neuronowe [39,103] do aproksyma-
¢ji funkcji granicznej.
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Pomimo tak wielu opracowan nie zostata zaproponowana uniwersalna meto-
da, a wiec i oprogramowanie, ktére taczyloby szybkos¢ obliczen z doktadnoscia
uzyskanych wynikow. Czesto sformutowanie rozwazanego zagadnienia determi-
nuje przyjete w analizie niezawodnosci rozwiazania. W pracy Stockiego, Tau-
zowskiego 1 Knabla [238|, na przyktadzie zadania analizy niezawodnosci zgnia-
tanej dynamicznie belki cienkosciennej, przedstawiono koncepcje dwuetapowej
metody analizy niezawodno$ci wykorzystujacej algorytm Z3M z pracy [278].
Oryginalny algorytm zmodyfikowano uzywajac w etapie poszukiwania punk-
tu projektowego adaptacyjnej metody powierzchni odpowiedzi. Powierzchnia
ta budowana bylta na bazie eksperymentow OLH, przy zastosowaniu techniki
aproksymacji lokalnej (ang. moving least squares). Zalety przedstawionego po-
dejscia omdéwione zostana szeroko w niniejszej pracy.

Na koniec nalezy wspomnie¢, ze w Polsce problemami analizy niezawodno$ci
konstrukcji zajmowali sie m.in. Murzewski [176,177], Sniady [223,224], Jendo
i Putresza [107,199] i Biegus [14].

1.3.2. Optymalizacja odpornosciowa

Koncepcja projektowania konstrukeji i proceséw technologicznych, ktore sa
odporne na losowe imperfekcje parametrow, przypisywana jest czesto Genichi
Taguchi’emu - japoriskiemu inzynierowi i badaczowi zagadnien poprawy jako-
$ci. Chociaz stworzona przez niego w latach pie¢dziesiatych, a szeroko rozpro-
pagowana w latach osiemdziesiatych ubiegtego stulecia, metodologia inzynierii
jakosci (ang. robust design) nie jest bezposrednio stosowana w niniejszej pracy,
to ze wzgledu na jej historyczne znaczenie warto tu przytoczy¢ podstawowe in-
formacje na temat metody Taguchi’ego. W ostatnich dekadach metodologia ta
znalazta zastosowanie w wielu dziedzinach projektowania inzynierskiego, pro-
wadzac do redukeji liczby wykonywanych eksperymentow fizycznych, zob. [247].

Metoda Taguchi'ego

Przewodnig idea klasycznej metody Taguchi’ego jest doprowadzenie do po-
prawy jakosci produktéw lub calych proceséw przemystowych nie tylko poprzez
zapewnienie osiggniecia wymaganych wartosci nominalnych przez opisujace je
charakterystyki, ale takze poprzez minimalizacje wariancji tych warto$ci. Mini-
malizacja wariancji realizowana jest bez eliminowania przyczyn obserwowanych
rozrzutow.
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Taguchi wyodrebnit trzy grupy parametrow. Sa to: parametry sterowalne
(ang. control parameters), ktorych wartosci moga by¢ zmieniane w czasie pro-
jektowania lub w procesie optymalizacji, parametry zaklécajace (ang. noise
parameters) - niemozliwe do kontroli i bedace zrédlem wariancji odpowiednich
charakterystyk oraz parametry niesterowalne - odpowiadajace ustalonym
parametrom deterministycznym.

Celem zaproponowanej metody jest takie dobranie wartosci parametréow ste-
rowalnych, aby uczyni¢ charakterystyki produktu/procesu jak najmniej czutymi
na wariancje parametrow zaktocajacych. Metoda ta bazuje na ustaleniu - za-
réwno dla parametrow sterowalnych, jak i zaklécajacych - pewnej liczby pozio-
mow ich wartosci, zawartych w dopuszczalnych (w przypadku parametrow stero-
walnych) i obserwowanych (w przypadku parametrow zaklocajacych) zakresach
zmiennosci. Kombinacje pozioméw parametréw sterowalnych tworza tzw. we-
wnetrzng tablice ortogonalng (ang. inner array), natomiast kombinacje po-
zioméw parametrow zaklocajacych tworza zewnetrzna tablice ortogonalng
(ang. outer array). Definiuje sie rowniez funkcje strat jakosci, ktora okresla
straty ponoszone przez producenta lub przez spoteczenistwo, wywolane odmien-
nymi od zalozonych cechami szeroko rozumianego produktu.

Inng wprowadzong przez Taguchi’ego miara jakosci projektu jest stosunek
sygnalu do zaklécenia S/N (ang. signal to noise ratio). Wyraza on przyjeta
zasade mierzenia jakosci, jaka jest minimalizacja zmiennosci dziatania produktu
w odpowiedzi na czynniki zaktocajace, przy jednoczesnej maksymalizacji zmien-
nosci w odpowiedzi na czynniki sterowalne. Stosunek S/N zdefiniowany jest jako
pewna statystyka wartosci wybranej charakterystyki, obliczona dla kazdej kom-
binacji parametréw sterowalnych z wewnetrznej tablicy ortogonalnej przy prob-
kach generowanych przez kombinacje pozioméw parametrow zaklocajacych da-
ne w tablicy zewnetrznej. Rozroznia sie trzy gltowne typy wspotezynnikow S/N:
dla charakterystyk o pozagdanej najmniejszej wartosci, pozadanej najwiekszej
wartosci 1 pozadanej nominalnej wartosci. Maksymalizujac wspotezynnik S/N
minimalizuje sie jednoczesnie funkcje strat. Im wieksza jest wartos¢ S/N tym
wicksza jest tez odpornosé na zaktocenia.

Podsumowujac, procedura inzynierii jakosci Taguchi’ego sktada sie z naste-
pujacych etapéw:
1. Sformulowanie problemu i okreslenie funkcji kryterium/charakterystyki.

2. Ustalenie parametrow sterowalnych i zaklocajacych oraz wybor liczby
i wartosci ich pozioméw.

3. Budowa tablic ortogonalnych: wewnetrznej i zewnetrznej.
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. Przeprowadzanie zaplanowanych eksperymentéw, wyboér optymalnych war

1. Wstep

tosci pozioméw parametréw sterowalnych.

. Weryfikacja otrzymanych wynikow.

. Jesli projekt optymalny nie spetnia zatozen nastepuje powrédt do etapu 2.

Jesli zatozenia sa spelnione, to projekt zostaje przyjety.

Pomimo, iz metoda Taguchi’ego zyskata duza popularnosé¢ wéréd projektan-

tow, to jest tez dosé czesto przedmiotem krytyki, zob. [180]. Wsrod jej gtéwnych
niedoskonatosci, wymieni¢ nalezy:

e Ograniczenie mozliwych rozwigzan do arbitralnie wybranych poziomow

parametréow sterowalnych, gdy tymczasem zmienne projektowe zadania
optymalizacji moga przyjmowaé¢ wartosci z ciaglego zakresu.

Metoda dostosowana jest do eksperymentéw fizycznych, ktorych ze wzgle-
du na koszt nie mozna przeprowadzi¢ zbyt wiele. Poniewaz analiza pracy
projektowanej konstrukcji wykonywana jest zazwyczaj metoda elemen-
tow skoriczonych, dlatego korzystniejsze jest uzycie metod pozwalajacych
na doktadniejsze zbadanie przestrzeni mozliwych rozwiazan.

Ze wzgledu na to, iz odpowiedzi analizowanych ukladéw konstrukcyjnych
i procesoéw technologicznych sa najczesciej nieliniowymi funkcjami ich pa-
rametrow, zaproponowane przez Taguchi’ego tablice ortogonalne moga
okazaé sie niewystarczajacym narzedziem do zbadania tych zaleznosci.

Informacja probabilistyczna dotyczaca parametrow zaktocajacych jest cze-
sto niewykorzystywana. Uzywa sie jej jedynie do ustalenia przedziatow
zmiennosci tych parametrow. Nie jest mozliwe uwzglednienie wiedzy na
temat wzajemnej korelacji parametrow zaklocajacych.

Brak mozliwosci uwzglednienia funkcji ograniczen projektowych.

Strategia Taguchi’ego nie jest w istocie strategia optymalizacyjna, mimo

to jej elementy wykorzystywane sg w wielu pracach dotyczacych optymalizacji
odpornosciowej konstrukcji, zob. [29,104,149].

Ponizej przedstawiony zostanie wyboér tych prac, w ktérych poprawa jako-

$ci/odpornosci konstrukeji uzyskana zostaje przy uzyciu metod optymalizacji.
Doskonaty przeglad obecnego stanu wiedzy w tej dziedzinie zawarto w pracy
Beyera i Sendhoffa [13]. Warto wspomnie¢ rowniez przegladowa prace Zanga
iin. [272].



1.8. Przeglad literatury 27

Podejscie optymalizacyjne

W odréznieniu od dobrze zdefiniowanego sformutowania zadania optymali-
zacji niezawodnosciowej (zob. podrozdzial 2.3), gdzie centralne miejsce zajmuje
prawdopodobieristwo niespelnienia ograniczen, spotykane sformutowania opty-
malizacji odpornosciowej czesto réznig sie stosowang miarg odpornosci konstruk-
¢ji na imperfekcje. Obok wprowadzonego przez Taguchi’ego stosunku sygnatu
do zaklécenia S/N, jako miary odpornosci przyjmuje sie wariancje charaktery-
stycznych odpowiedzi konstrukeji badz réznice wybranych percentyli tych odpo-
wiedzi. Prezentowane w literaturze zadania optymalizacji odpornosciowej rdznia
sie takze sposobem sformutowania ograniczen, metodami obliczania wariancji,
typem stosowanej aproksymacji i wreszcie samag metoda optymalizacji.

Jesli chodzi o metody szacowania momentow statystycznych odpowiedzi kon-
strukcji, wystepujacych zarowno w funkcji celu, jak i ograniczeniach zadania
optymalizacji odpornosciowej, to w dostepnych autorowi publikacjach dominuje
tzw. podejscie perturbacyjne. Bazuje ono na rozwinieciu funkcji wokot warto-
$ci $rednich zmiennych losowych w szereg Taylora. Mozna wymieni¢ wiele prac,
gdzie zastosowano metode perturbacyjna, zob. np. [28,54,108,129,138,139,203|.
Doktadnos¢ takiego szacowania wartosci oczekiwanych oraz wariancji funkcji
celu i ograniczen zalezy zaréwno od wspétczynnikdéw zmiennosci zmiennych lo-
sowych, stopnia nieliniowo$ci badanej funkcji, jak i od doktadnosci obliczenia
jej gradientow. Mozliwos¢ wykorzystania doktadnych, analitycznych metod réz-
niczkowania odpowiedzi konstrukcji pozwala na bardzo znaczng poprawe efek-
tywnosci procesu optymalizacji odpornosciowej. Doltsinis i Kang w serii publika-
cji [54-56,115] zaprezentowali korzysci ptynace ze stosowania metody bezposred-
niego rozniczkowania w zadaniach optymalizacji odpornosciowej dotyczacych
liniowych, jak rowniez fizycznie nieliniowych konstrukeji i proceséw technolo-
gicznych. Przedstawione przez nich przyktady dotyczyty konstrukeji pretowych,
ramowych oraz proceséw obrobki plastycznej - wyciskania i kucia metali. Wady
i zalety metod szacowania momentoéw statystycznych bazujacych na rozwinie-
ciu funkcji w szereg Taylora omoéwiono w podrozdziatach 4.2 i 4.3 Wyjasniono
tam réwniez dlaczego postanowiono nie wykorzystywaé tych metod w niniejszej

pracy.

Alternatywna metoda obliczenia momentéw jest metoda symulacji losowych.
Chociaz nieumiejetnie stosowane techniki symulacyjne moga prowadzi¢ do znacz-
nego wzrostu zaréwno czasu jak i kosztu rozwiazania, to zalety tych metod
sprawiaja, iz sa one rowniez chetnie uzywane w ramach optymalizacji odporno-
sciowej, zob. np. [114,118,191,212].



28 1. Wstep

W wiekszosci prac dotyczacych odpornosciowej optymalizacji konstruke;ji,
w celu redukcji ztozonosci numerycznej stosuje sie aproksymacje tych funkcji
wchodzacych w sktad sformutowania zadania, ktére wymagaja czasochtonnych
obliczen, np. wymagaja uzycia metody elementéw skoniczonych. Wykorzystuje
sie zaréwno wielomianowe powierzchnie odpowiedzi [28,29,133], technike krigin-
gu [26,139], jak tez sztuczne sieci neuronowe [108,118,191]. Doskonale omoéwienie
roznych technik powierzchni odpowiedzi (réznych metamodeli), szczegolnie pod
katem ich przydatnosci w optymalizacji odporno$ciowej, znalezé mozna w pra-
cy doktorskiej Floriana Jurecki z 2007 roku [113]. Jednoznacznie preferuje on
metode krigingu w stosunku do sieci neuronowych, ktére bardzo czesto okazuja
sie by¢ rozwiazaniem nieefektywnym. To wlasnie, bazujgca na teorii procesow
losowych, metoda krigingu w wersji aproksymacyjnej uzyta zostata przez autora
niniejszej pracy jako metamodel dla wartosci srednich i odchyleri standardowych
funkeji celu i ograniczen, zob. réwniez [236].

Prace dotyczace optymalizacji odpornosciowej konstrukeji podzieli¢ mozna
rowniez w zaleznosci od sposobu wyrazenia tzw. ograniczen odpornosciowych.
Ograniczenia te formutowane sg zgodnie z podejsciem perturbacyjnym

i=1 axl d?“Xv“’P
(1.1)
d:ll'le"P
lub w ramach “filozofii” DFSS (design for siz sigma) jako
Elg(d,X,P)] — folg(d, X, P)] >0, (1.2)

gdzie E(-) i o(-) sa odpowiednio operatorami wartosci oczekiwanej i odchyle-
nia standardowego, a wszystkie pozostale symbole oméwiono w rozdziale 2. To
pierwsze sformutowanie, ktore spotka¢ mozna w wielu pracach [29,30,108,13§|,
wymaga znajomosci gradientéw funkcji ograniczeni, natomiast wielkosci pertur-
bacji Ax; i Ap; ustalane sg jako wielokrotnosci odchyleri standardowych odpo-
wiednich zmiennych losowych. Sformutowanie (1.2), ktore stosowane jest takze
w niniejszej pracy, wydaje sie by¢ naturalnym odpowiednikiem ograniczen pro-
babilistycznych w niezawodnosciowej optymalizacji konstrukeji, zob. [129, 133,
212,218].

Zadanie optymalizacji odpornosciowej jest zadaniem optymalizacji wielokry-
terialnej. O ile zazwyczaj autorzy prac nie po$wiecaja temu problemowi zbyt
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wiele uwagi, koncentrujac sie na innych aspektach zagadnienia i uzywajac naj-
prostszej techniki skalaryzacji przy pomocy metody wspotczynnikéw wagowych,
o tyle w niektorych pracach temat poprawnego i efektywnego wyznaczenia zbio-
ru rozwigzan kompromisowych analizowany jest duzo dokltadniej. Warto tu wy-
mienié¢ prace grupy badawczej kierowanej przez prof. Wei Chen z University
of linois w Chicago [30,273] dotyczace miedzy innymi tzw. programowania fi-
zycznego, jak rowniez prace [118,218], gdzie zastosowano wielokryterialna wersje
algorytmu genetycznego (MOGA).

Na koniec, nalezy wspomnie¢ o ciekawym artykule Kocha i in. [132], w kto-
rym doktadnie oméwiono znaczenie, jakie dla efektywnosci algorytméw opty-
malizacji niezawodnosciowej oraz odpornosciowej ma realizacja zadania na ma-
szynach o architekturze rownolegtej.

1.3.3. Metody powierzchni odpowiedzi

Termin “powierzchnia odpowiedzi” wykorzystywany jest w niniejszej pracy
w szerokim sensie do okreslenia przyblizonej analitycznej zaleznosci pomiedzy
parametrami (zmiennymi) wejSciowymi, a wielkosciami wyjsciowymi (wynika-
mi). Jako powierzchnie odpowiedzi rozumieé¢ bedziemy zaleznosé aproksymuja-
ca otrzymana zaroéwno przez dopasowywanie metoda najmniejszych kwadratow
wspolczynnikow rownan wielomianowych, jak réwniez technike krigingu, sztucz-
na sie¢ neuronowa, metode aproksymacji lokalnej czy aproksymacje z wykorzy-
staniem radialnych funkcji bazowych. Przyjeta konwencja jest bardziej ogblna
w stosunku do angielskiej terminologii, gdzie przez response surface rozumie
sie przede wszystkim wielomianowe funkcje odpowiedzi stworzone za pomoca
metod regresji w oparciu o odpowiednio zaprojektowany plan eksperymentéw,
zob. [58] 1 [179] - klasyczne juz monografie. Okreslenia powierzchnia odpowiedzi,
uzywaé bedziemy zastepczo z okresleniem metamodel.

Obszerne omowienie stosowanych w niniejszej pracy metod powierzchni od-
powiedzi wraz z odno$nymi pozycjami literatury zamieszczono w rozdziale 3,
natomiast publikacje dotyczace zastosowan w analizie niezawodno$ci wymienio-
no wezesniej, w podrozdziale 1.3.1. Ponizej, w krotkim przegladzie, wspomniane
zostang jedynie prace, ktore wydaja sie by¢ istotne z punktu widzenia rozwoju
tej dziedziny oraz jej zastosowan w optymalizacji odpornosciowe;j.

W pracy Barthelemy’ego i Haftki [8] rozrézniono trzy typy aproksymacji.
W zaleznosci od obszaru jej wazno$ci wymienia sie tam aproksymacje punk-
towa, aproksymacje w ograniczonym obszarze i aproksymacje globalng. O ile
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aproksymacja punktowa poprawnie przybliza oryginalna funkcje tylko w bezpo-
$rednim sgsiedztwie badanego punktu, o tyle drugi typ aproksymacji jest dobrze
zdefiniowany juz w pewnym podobszarze przestrzeni zmiennych projektowych.
Aproksymacja globalna ma za zadanie przybliza¢ badana funkcje w catej dzie-
dzinie okres$lonos$ci zmiennych. Metody aproksymacji punktowej wykorzystuja
informacje na temat wartosci i pochodnych funkcji w jednym punkcie, metody
aproksymacji w ograniczonym obszarze bazuja za$ na informacji o wartosciach
funkeji w wielu punktach. Obydwie te metody wykorzystywane sa w iteracyj-
nych algorytmach optymalizacji, gdzie obszar waznosci danego modelu (obszar
zaufania) przesuwa sie w obrebie granic wyznaczonych przez ograniczenia pro-
ste zmiennych projektowych. W przypadku gdy koszt obliczenia pojedynczej
wartosci funkeji celu jest zbyt wysoki i nie mozna pozwoli¢ sobie na rozwiazanie
wykorzystujace adaptacyjng powierzchnie odpowiedzi, wtedy stosuje sie metody
aproksymacji globalnej.

W dalszym ciagu duza popularnoscia ciesza sie wielomianowe powierzchnie
odpowiedzi, ktorych wspoétczynniki ustalane sa na podstawie zbioru ekspery-
mentéw, za pomoca liniowe]j regresji. Aby zminimalizowaé liczbe wspotczynni-
kéw, ktorych wartosci trzeba wyznaczyé, przyjmuje sie zazwyczaj wielomiany
pierwszego lub drugiego stopnia. W celu poprawy jakosci aproksymacji, stosu-
je sie rowniez transformacje zmiennych, np. transformacje logarytmiczna lub
transformacje typu 1/z. Do wspomnianych w poprzednim podrozdziale prac
z zakresu optymalizacji odpornosciowej, wykorzystujacych wielomianowe funk-
cje aproksymujace, dodac¢ nalezy réwniez caly szereg artykutow, gdzie uzywana
jest tzw. strategia aproksymacji statystyk (ang. dual response surface - DRS),
zob. [149, 248, 265|.

W przeciwienstwie do eksperymentéw fizycznych, eksperymenty kompute-
rowe (wyniki komputerowych symulacji) nie sa obciazone ani btedem pomia-
rowym, ani tez losowym rozrzutem, charakterystycznym dla zmieniajacych sie
warunkoéw do$wiadczenia. Zatozenie na temat obecnosci losowego btedu wyni-
kéw doswiadczenia jest podstawa liniowej regresji, ktora wykorzystuje meto-
de najmniejszych kwadratow. Dlatego tez, metamodel zastepujacy determini-
styczna analize komputerowa powinien w istocie interpolowaé¢ wyniki otrzymane
w punktach eksperymentalnych. Wtasnie takie podejscie zaproponowali w 1989
roku Sacks i in. w pracy [210]. Przedstawiona przez nich metoda nazywana jest
DACE (ang. design and analysis of computer experiments) lub tez kriging od
Daniela Krige’a, ktory podobna metode stworzyl na potrzeby analizy geostaty-
stycznej [36].



1.8. Przeglad literatury 31

W analizie poréwnawczej przeprowadzonej w [110] testowano przydatnosé
poszczegdlnych rodzajoéw aproksymacji w optymalizacji odpornosciowej. Poréw-
nywano klasyczng aproksymacje wielomianowa, metode radialnych funkeji ba-
zowych i kriging. Testowano doktadnosé tak zbudowanych metamodeli oraz ich
zdolno$é do odwzorowywania wariancji oryginalnych funkcji. Technika krigingu
dawalta najlepsze rezultaty zarowno w przypadku stabo, jaki i silnie nieliniowych
funkcji. Zauwazono jednak takze, ze jest ona wrazliwa na szum, ktorym obar-
czone moga by¢ dane eksperymentalne. Majac to na uwadze oraz ze wzgledu
na stosowane sformutowanie optymalizacji odpornosciowej, w niniejszej pracy
zastosowano “wygltadzong” wersje krigingu, nie jako funkcji interpolujacej lecz
aproksymujace;j.

Warto réwniez jeszcze raz wymieni¢ prace Jurecki [113], gdzie oprocz analizy
roznych typoéw metamodeli, znalez¢ mozna ciekawy przeglad zastosowan opty-
malizacji konstrukcji, w ktérych wykorzystywana byta koncepcja powierzchni
odpowiedzi. Wérod innych interesujacych prac przegladowych dotyczacych me-
tamodeli na uwage zastuguja artykul Jin i in. [109] oraz seria prac Simpsona
i wspolpracownikow [220-222].
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Optymalizacja konstrukgji
o parametrach losowych

W rozdziale oméwione zostang trzy rézne sformutowania oraz wybrane metody
rozwiagzania zadania optymalizacji konstrukecji. Pierwsze sformutowanie doty-
czy klasycznego zadania optymalizacji skalarnej (jednokryterialnej), w ktorym
zaklada sie, ze wszystkie zmienne i parametry opisujace model analizowanego
uktadu konstrukcyjnego maja charakter deterministyczny. Dwa pozostale, po-
zwalajace na uwzglednienie niedeterministycznej natury parametréow konstruk-
cji, opisuja zadania tzw. optymalizacji niezawodno$ciowej oraz optymalizacji
odpornosciowej. Ze wzgledu na zwiazek ze sformulowaniem problemu optyma-
lizacji odpornosciowej, krotki fragment tekstu poswiecony zostanie rowniez de-
terministycznej optymalizacji wielokryterialnej (wektorowej).

Pomimo iz opis niektérych z wymienionych zadan optymalizacji wymaga
wprowadzenia specjalnej terminologii, to wiele pojeé¢ jest wspolnych dla wszyst-
kich sformutowan. I tak, przez zmienne projektowe/decyzyjne rozumieé bedziemy
te parametry konstrukcji, ktérych wartoéci ustala sie w procesie optymalizacji
w celu osiaggniecia oczekiwanej charakterystyki jej pracy. Funkcja, ktora stuzy
do oceny danego rozwigzania nazywana jest najczesciej funkcjg celu lub funk-
cjq kryterium. Optymalizowana konstrukcja spetnia¢ musi liczne ograniczenia
projektowe, ktore definiuja obszar rozwigzan dopuszczalnych D. W przypad-
ku wiekszosci nieakademickich zadan optymalizacji zaréwno funkcje celu, jak
i funkcje ograniczen dane sa w sposob niejawny, a obliczenie ich warto$ci wyma-
ga przeprowadzenia oddzielnej analizy MES. Ograniczeniami, ktére definiowane
sa w sposob jawny sa tzw. ograniczenia proste/brzegowe. Okreslaja one zakres
zmiennosci poszczegdlnych zmiennych projektowych.

Istnieje obecnie kilka dominujacych metod opisu niepewnosci parametrow
uktadow konstrukcyjnych. Wymieni¢ tu nalezy przede wszystkim podejscie pro-
babilistyczne, gdzie niepewnosci te modeluje sie na gruncie teorii prawdopo-
dobienistwa przy pomocy zmiennych losowych oraz procesoéw losowych. Jako
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alternatywne podejscia, stosowane czesto do modelowania niepewnosci w za-
gadnieniach sztucznej inteligencji, wspomnieé trzeba koncepcje zbioru rozmyte-
go [271] oraz przedziatu [27,85]. W niniejszej pracy przyjeto klasyczne, a zarazem
najbardziej popularne w analizie konstrukcji inzynierskich, podejscie probabili-
styczne.

2.1. Optymalizacja deterministyczna

Typowe sformulowanie zadania skalarnej optymalizacji deterministycznej
wyrazi¢ mozna nastepujaco:

znajdz wartosci zmiennych: d, (2.1)
minimalizujace: f(d), (2.2)

przy ograniczeniach: gi(d) >0, i=1,...,kg, (2.3)

¢i(d) =0, 1=1,..., ke, (2.4)

‘; < d; <d;, j=1,...,n, (2.5)

gdzie d € R" jest wektorem zmiennych projektowych, f jest funkcja celu, g;,
i = 1,...,ky, sg ograniczeniami nieréwnosciowymi, ¢;, i = 1,..., k., sa ogra-
niczeniami typu réwnosciowego, a ldj i4%;, j =1,...,n, stanowig odpowied-

nio dolne i gérne ograniczenia proste. W n-wymiarowej przestrzeni zmiennych
projektowych ograniczenia przedstawiaja hiperpowierzchnie zawierajace punkty
spelniajace te ograniczenia w postaci réwnosci. W powyzszym sformutowaniu
zaréwno zmienne projektowe, jak réwniez wszystkie parametry definiujace mo-
del konstrukeji oraz funkcje celu i ograniczeri, maja charakter deterministyczny,
tzn. reprezentowane sg przez jedna, nominalng wartoscé.

Istnieje bardzo bogata literatura dotyczaca teorii optymalizacji, jak tez me-
tod rozwiazywania réznorodnych zagadnien optymalizacji. Wsér6d znanych mo-
nografii po§wieconych tej tematyce wspomnie¢ mozna prace Arory [6], Haftki
i Giirdala [84], Gilla i in. [75] czy Parka [192].

Dominujacymi metodami rozwiazania zadania (2.1)—(2.5) sa metody progra-
mowania matematycznego, liniowego lub nieliniowego — w zalezno$ci od postaci
funkeji celu i ograniczen. Rozwiazanie optymalne poszukiwane jest najczesciej
w sposob iteracyjny, a sposréd najpopularniejszych algorytmoéw wymienié¢ na-
lezy algorytmy gradientowe, takie jak metoda gradientu sprzezonego, metoda
sekwencyjnego programowania kwadratowego czy metoda sekwencyjnego pro-
gramowania liniowego. Poréwnania réznych metod programowania matematycz-
nego dokonano m.in. w pracy [216].
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Ponadto, ze wzgledu na szybko rosnaca moc obliczeniowa wspotczesnych
komputeréw oraz dostepno$é rozwiagzan bazujacych na obliczeniach réwnole-
glych, coraz wicksza popularno$é zyskuja bezgradientowe metody optymaliza-
cji, ktore inspirowane sg zjawiskami z dziedziny fizyki lub biologii. Przyktadowo,
sposob dzialania algorytmu symulowanego wyzarzania [121] przypomina proces
wyzarzania w metalurgii, metoda roju czastek [69] nasladuje zachowania spo-
teczne osobnikow tworzacych zorganizowane populacje, np. kolonii owadéw lub
lawicy ryb, a dziatanie algorytmu genetycznego [78] wzorowane jest na zjawisku
ewolucji biologicznej. Niewatpliwa zaleta tych metod jest mozliwosé okreslenia
optimum globalnego.

Wspomniane algorytmy bezgradientowe wymagaja z reguty obliczenia warto-
$ci funkcji celu oraz ograniczen dla bardzo duzej liczby realizacji zmiennych pro-
jektowych. Niestety, w przypadku gdy funkcje wchodzace w sktad sformutowania
optymalizacji sa zdefiniowane w sposéb niejawny (np. dane sa przez rozwiazanie
ztozonego zadania MES), stanowi¢ to moze istotna przeszkode w bezposrednim
stosowaniu tych metod do optymalizacji konstrukcji.

W celu przezwyciezenia trudnosci zwigzanych z wysokim kosztem numerycz-
nej realizacji optymalizacji rzeczywistych konstrukcji inzynierskich, oryginalne
funkcje celu i ograniczenia projektowe zastepowane sg zazwyczaj przez pewne
przyblizone modele - powierzchnie odpowiedzi (zob. np. [179] oraz rozdzial 3).
Dzieki jawnemu sformutowaniu problemu, rozwiazanie tak uproszczonego za-
dania optymalizacji jest mozliwe do przeprowadzenia w krotkim czasie nawet
przy uzyciu metod bezgradientowych. Stosujac powierzchnie odpowiedzi, niesty-
chanie istotna jest jednak weryfikacja wiarygodno$ci otrzymywanych optimow,
co prowadzi najczesciej do iteracyjnej procedury, ktoéra bardzo ogdlnie opisaé
mozna jako: 1) budowa aproksymacji funkcji celu i funkcji ograniczen na pod-
stawie ograniczonej liczby eksperymentéw numerycznych, 2) rozwiazanie tak
uproszczonego zadania optymalizacji, 3) weryfikacja otrzymanego rozwiazania,
4) sprawdzenie warunku zbieznosci.

2.2. Optymalizacja wielokryterialna - rozwigzanie Pareto

Zasadniczg cecha odrdézniajaca optymalizacje wielokryterialna, zwang takze
optymalizacja wektorowa, lub polioptymalizacja, od optymalizacji z jedna funk-
cja celu (skalarnej) jest koniecznosé uwzglednienia wielu kryteriow optymalnosci.
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Problem optymalizacji wektorowej sformutowaé mozna jako

znajdz wartosci zmiennych: d, (2.6)
minimalizujace: f(d) = {fi(d),..., fin(d)}, (2.7)

przy ograniczeniach: g;(d) > 0, i=1,...,kg, (2.8)

ci(d) = 0, i=1,... ke, (2.9)

‘4, < d; <4, j=1,...,n. (2.10)

Mamy zatem do czynienia z wektorem funkeji celu f(d), ktorego realizacje two-
rza m-wymiarowa przestrzen celow F. Rozwiazujac tak postawiony problem
optymalizacji dazy sie wiec do zminimalizowania “najlepiej jak to mozliwe” war-
tosci roznych funkcji kryteriow. Zazwyczaj kryteria te sa wzajemnie konflik-
towe, tzn. zmniejszenie warto$ci jednego z nich prowadzi do wzrostu wartosci
drugiego. Z tej tez przyczyny rozwiazanie problemu optymalizacji wielokryterial-
nej prawie nigdy nie jest jednoznaczne. Niemozliwym jest znalezienie unikalnej
kombinacji wartosci zmiennych projektowych minimalizujacej wszystkie funk-
cje celu. Otrzymuje sie przewaznie zbior rozwiagzan, ktére minimalizujac pewne
kryteria, prowadza do zwickszenia warto$ci innych. Rozwiazania takie okresla-
ne sg mianem rozwiazan Pareto, zwanych tez rozwigzaniami niezdominowanymi
(zob. [35,166,187]). Na rys. 2.1 w sposob schematyczny, dla dwoch zmiennych
projektowych i dwoch funkeji celu, zademonstrowano wszystkie podstawowe po-
jecia optymalizacji wielokryterialnej. Jako Fp oznaczono obszar celéw, bedacy
ta czeScia przestrzeni celow, ktora stanowi odwzorowanie obszaru rozwiazan
dopuszczalnych D z przestrzeni zmiennych projektowych w przestrzen celow.
Na zbiorze dopuszczalnym D przez D* oznaczono rozwiagzania niezdominowa-
ne. Wektor zmiennych projektowych d’ jest rozwigzaniem niezdominowanym,
jesli nie mozna znalez¢ zadnego wektora d € D i d # d’, ktory nie prowadzi
do zwickszenia wartosci chociaz jednego kryterium w stosunku do rozwiazania
odpowiadajacego d’. W przestrzeni celéow zaznaczono réwniez tzw. rozwigza-
nie idealne. Odpowiada ono minimalnym warto$ciom wszystkich funkcji celu,
ale zazwyczaj ze wzgledu na konfliktowy charakter kryteriow jest rozwigzaniem
czysto hipotetycznym, niemozliwym do otrzymania. W niektérych metodach
rozwiazanie idealne stuzy do wyboru rozwigzania preferowanego z tzw. zbioru
kompromisoéw. Rozwiazania kompromisowe (oznaczone przez Fp na rys. 2.1) sa
zbiorem ocen rozwigzan niezdominowanych. Sposréd nich, na podstawie dodat-
kowego kryterium wybiera sie rozwiazanie preferowane.

Istnieje wiele metod wyznaczania zbioru rozwiazan niezdominowanych i od-
powiadajacych im kompromiséw. Pomimo swoich niedoskonatosci, ciagle duza
popularnoscia (przede wszystkim ze wzgledu na tatwosé implementacji) ciesza
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Przestrzeri zmiennych projektowych Przestrzen celdow

* Rozwigzania
niezdominowane

Obszar rozwigzan

dopuszczalnych Bozwu‘:lzame Zbiér kompromiséw
idealne A
(ocen rozwigzan
niezdominowanych)
d fi

Rys. 2.1. Przeksztalcenie obszaru rozwigzan dopuszczalnych D z przestrzeni zmiennych pro-
jektowych w obszar celow Fp.

sie tzw. metody skalaryzacji. Polegaja one na zamianie zadania optymalizacji
wektorowej na szereg zadan optymalizacji z jedng funkcja celu, ktore rozwiazy-
wane by¢ moga przez standardowe algorytmy optymalizacji skalarnej. Wymie-
ni¢ tu mozna metode wspolczynnikow wagowych (zwang tez metoda wazonych
kryteriow), metode mini-max, metode programowania celow czy tez metode
g-ograniczen, zob. [35,167]. I tak, idea metody wspolczynnikéw wagowych pole-
ga na utworzeniu zastepczej funkcji celu w postaci sumy iloczynu poszczegéolnych
kryteriow i wspotczynnikow wagowych

fd) => wifi(d), (2.11)
=1
gdzie
wi=1, w; >0 (2.12)
i=1

Rozwiazujac zadanie optymalizacji skalarnej z funkcja celu dana réwnaniem
(2.11) przy ograniczeniach (2.8)—(2.10) dla roznych wartosci wag w;, otrzymu-
je sie kolejne punkty zbioru kompromiséw. W praktyce stosuje sie najczesciej
znormalizowang wersje metody wazonych kryteriéw przyjmujac

f(d) = Zwifi(;i), (2.13)
=1 4
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gdzie fio, 1 =1,...,m, sa wielkodciami odniesienia, np. najwiekszymi dopusz-
czalnymi warto$ciami funkcji celu. Inng mozliwoscia jest normalizacja uwzgled-
niajaca zakresy zmian wartosci poszczegolnych kryteriow (zob. [191])

fd) = Zwi max f;(d) — min f;(d) 214)

1=

Wartosci ilorazéw wystepujacych w réwnaniu (2.14) zmieniaja sie¢ w przedzia-
le [0,1]. Wada metody wspotczynnikow wagowych jest niemozno$é uzyskania
petnego zbioru rozwigzan kompromisowych w przypadku niewypuktych obsza-
row fp.

Bardzo szeroka i dynamicznie rozwijaja sie klase metod rozwiazywania zadan
optymalizacji wielokryterialnej stanowia algorytmy ewolucyjne i heurystyczne,
takie jak algorytm genetyczny czy algorytm symulowanego wyzarzania [35,188].

2.3. Optymalizacja niezawodnosciowa

W tradycyjnym ujeciu, losowy charakter zmiennych projektowych oraz in-
nych parametrow wchodzacych w sktad sformutowania (2.1)—(2.5) uwzgledniany
byl w optymalizacji deterministycznej za pomoca tzw. czesciowych wspotezynni-
kow bezpieczeristwa. Wspotezynniki te, specyfikowane przez odpowiednie normy
projektowe, kalibruje sie zazwyczaj tak, aby mozna byto je stosowaé¢ w jak naj-
szerszym zakresie zadan projektowych zwigzanych z danym typem konstrukc;ji.
Niestety, takie podej$cie prowadzi czesto do zbyt “konserwatywnych” i zacho-
wawczych rozwiazan, poniewaz czeSciowe wspotczynniki bezpieczenstwa nie sa
w sposOb bezposredni zwigzane z losowym rozrzutem wartosci zmiennych pro-
jektowych, a co za tym idzie, konstrukcje optymalne nie zapewniaja w sposob
automatyczny zalozonego poziomu niezawodnosci, zob. [230].

W przypadku gdy zagwarantowanie odpowiednio wysokiego poziomu bez-
pieczenstwa jest jednym z najwazniejszych wymagan stawianych projektowanej
konstrukcji, problem optymalizacji formutowany jest jako zadanie optymalizacji
niezawodnosciowej (ang. reliability-based design optimization - RBDO). W ra-
mach RBDO, ograniczenia projektowe formulowane sa przy pomocy prawdo-
podobieristw wystapienia awarii lub innych, réwnowaznych miar niezawodno-
$ci. Pod pojeciem prawdopodobienstwa awarii rozumie sie prawdopodobienstwo
przekroczenia pewnych dopuszczalnych stanéw dotyczacych wytrzymatosci lub
uzytkowania konstrukcji, ktore definiowane sa przez odpowiednie funkcje gra-
niczne (zob. dodatek A).
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Majac swoje poczatki w latach osiemdziesiatych ubiegtego wieku, niezawod-
nosciowa optymalizacja konstrukeji jest obecnie dobrze ugruntowana dziedzina
nauki z literatura obejmujaca setki publikacji w czasopismach naukowych oraz
materiatach konferencyjnych. Szczegolnie istotny wpltyw na rozwoj zaréwno sfor-
mutowan, jak i metod rozwigzania probleméw RBDO wywarly prace badaczy
z dunskich uniwersytetow w Aalborgu i Lyngby [64-67,159,250], z politechniki
w Monachium [134, 135,239, 240|, a ostatnio z uniwersytetu w Iowa [267-270]
i Uniwersytetu Illinois w Chicago [59,60,266]. Pewne podsumowanie obecnego
stanu wiedzy na temat optymalizacji niezawodnosciowej stanowi wydana w 2007
roku monografia [252].

Ogolne sformutowanie zadania optymalizacji niezawodnosciowej wyrazi¢ moz-
na nastepujaco:

znajdz wartosci zmiennych: d, px, (2.15)
minimalizujace: f(d, px, p), (2.16)
przy ograniczeniach: Plg;(d,X,P) < 0] — ®(—4!) <0, i=1,...,k;, (2.17)
‘4, < dj <, j=1,...,nq, (2.18)

)

bix, < px, <“ux,, r=1,...,nx, (2.19

gdzie X={X1,..., X, } oraz P={Py,..., P,,} sa wektorami zmiennych loso-
wych o wartosciach oczekiwanych odpowiednio px i pp, P} = Plg;(d, X, P) < 0]
jest prawdopodobienistwem awarii odpowiadajacym i-tej funkcji granicznej g;(+),
®(-) jest dystrybuanta standardowego rozkladu normalnego, a 3f, 1 =1,...,k,,
sa minimalnymi, ustalonymi przez projektanta wskaznikami niezawodnosci, zob.
(A.5). Wyrazenia ®(—/3!) sa zatem dopuszczalnymi maksymalnymi wartosciami
prawdopodobienistwa awarii. Rozréznienie oznaczen wektoréw losowych wyni-
ka z ich odmiennego charakteru. Zmienne X okresli¢ mozna jako projektowe
zmienne losowe, poniewaz ich wartodci oczekiwane pux zmieniaja sie w proce-
sie optymalizacji, prowadzac (w przypadku statych wartosci innych parame-
trow opisujacych rozktad) do przesuniecia funkeji gestosci prawdopodobienstwa
fx(X). Inaczej niz w przypadku zmiennych X, rozktad prawdopodobieristwa
wektora P nie zmienia sie podczas optymalizacji i dlatego, w kontekscie zadania
optymalizacji niezawodno$ciowej, zmienne te nazywane sg niekiedy parametra-
mi losowymi. W przeciwienistwie do wartosci oczekiwanych px, bardzo rzadko
w pracach dotyczacych RBDO uwzglednia sie jako zmienne projektowe inne
parametry rozkladow prawdopodobieristwa zmiennych losowych. Rozszerzenie
zbioru zmiennych projektowych o odchylenia standardowe zmiennych losowych
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(por. [52]) wymaga odpowiedniego sformutowania funkcji celu, ktore uwzgled-
niatoby wzrost kosztu projektu zwiazany z uzyciem np. materialéw o lepszej
jakosci, badz zastosowania bardziej precyzyjnych technologii wytworzenia lub
montazu elementéw optymalizowanej konstrukcji.

Hx2

minimum
deterministyczne

kleruneszrostu
"~~fynk\cjj\ cel‘u\

" dopuszczalhy,

Uxa

Rys. 2.2. Poréwnanie rozwigzania optymalnego z optymalizacji deterministycznej - punkt A
oraz optymalizacji niezawodnosciowej - punkt B.

Idea optymalizacji niezawodnosciowej przedstawiona zostala schematycznie
na rys. 2.2. W przypadku hipotetycznego problemu optymalizacji z dwiema
zmiennymi projektowymi oraz trzema ograniczeniami, rozwiazaniem tego zada-
nia w wersji deterministycznej jest punkt A. Piszac o optymalizacji determi-
nistycznej mamy na mysli takie sformutowanie, w ktérym w zaden sposob nie
uwzglednia sie losowosci zmiennych projektowych. Tak jak to przedstawiono na
rysunku, w znajdujacym sie na granicy obszaru dopuszczalnego punkcie opty-
malnym aktywne sa dwa ograniczenia. Zalézmy nastepnie, ze zmienne projekto-
we nie sg wielko$ciami deterministycznymi, lecz cechuja sie pewnym rozrzutem,
a wspohrzedne punktu A tworza wektor wartosci oczekiwanych odpowiednich
zmiennych losowych. W takim przypadku, wickszos¢ mozliwych realizacji tych
zmiennych znajdzie sie w pewnym ograniczonym obszarze wokél optimum deter-
ministycznego. Dla prostoty prezentacji oznaczmy ten obszar jako kolo o srod-
ku w punkcie A. Jak mozna zobaczyé¢ na rys. 2.2, bardzo duza czes¢ realizacji
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zmiennych projektowych znajduje sie poza obszarem dopuszczalnym, tak wiec
rozwigzanie A trudno jest uznaé za bezpieczne. W celu zapewnienia wyma-
ganego poziomu niezawodnosci, koto otaczajace punkt A nalezy przesunaé¢ do
wnetrza obszaru dopuszczalnego tak, aby jego nowy srodek B wyznaczyl roz-
wigzanie gwarantujace wyzsza niezawodnos$¢. Operacja ta prowadzi oczywiscie
do zwieckszenia warto$ci funkcji celu, a o tym jak daleko od granicy obszaru
dopuszczalnego musi znajdowaé sie rozwiazanie B decyduje zalozony margi-
nes bezpieczenstwa. Jesli przyjaé, ze masa prawdopodobienistwa odpowiadajaca
oczekiwanej niezawodno$ci rozwigzania w sposob symboliczny ograniczona jest
przez koto na rys. 2.2, to w punkcie optymalnym kolo to bedzie styczne do
wybranych powierzchni (krzywych) ograniczen. Takie ograniczenia nazywa sie
wtedy probabilistycznie aktywnymi. Proces poszukiwania rozwiazania B o opi-
sanych wtasciwosciach nosi nazwe optymalizacji niezawodnos$ciowej i sprowadza
si¢ do rozwiazania problemu (2.15)-(2.19).

Obliczenie wartosci prawdopodobieristw P}, ktore wystepuja w ogranicze-
niach (2.17), wymaga przeprowadzenia analizy niezawodnosci przy pomocy od-
powiedniej procedury numerycznej. Wyboér metody zalezy od wielkosci nx + np
oraz ztozono$ci obliczeniowe] rozpatrywanego zadania. Krotki opis kilku naj-
bardziej popularnych metod komputerowej analizy niezawodnosci przedstawio-
no w dodatku A. Poniewaz szacowanie prawdopodobienstwa przy pomocy me-
tod symulacyjnych jest zazwyczaj bardzo czasochtonne, dlatego najczesciej, ze
wzgledu na swoja prostote i efektywnos$é, w algorytmach optymalizacji nieza-
wodnos$ciowej stosuje sie metody analizy niezawodnosci pierwszego rzedu (FORM
- ang. first order reliability method).

Wysoki koszt obliczen sprawia, ze rozpatrujac metody rozwiazywania zada-
nia RBDO poréwnuje sie je przede wszystkim ze wzgledu na ich efektywnosé,
dokladnosé i stabilnos¢. Za doskonala praca Aouesa i Chateauneufa [4] metody
optymalizacji niezawodnosciowej podzieli¢ mozna na trzy kategorie: metody za-
gniezdzone lub dwupoziomowe (ang. nested/two-level), metody jednopoziomowe
(ang. mono-level/single loop) 1 metody rozprzezone (ang. decoupled). Metody te
scharakteryzowa¢ mozna nastepujaco:

e Zagniezdzony charakter metody dwupoziomowej wynika z tego, iz obli-
czenie wartoSci ograniczen niezawodnosciowych (2.17) wiaze sie w isto-
cie z rozwigzaniem zadania optymalizacji z ograniczeniami, jakim jest
poszukiwanie punktu projektowego (zob. dodatek A, a w szczegdlnosci
podrozdzial A.3). Na kazdym kroku iteracyjnego procesu wyznaczania
optymalnych wartosci zmiennych d i px (zewnetrznej petli optymaliza-
cyjnej) realizowanych jest k4 zadaii analizy niezawodno$ci (wewnetrznych
petli optymalizacyjnych).
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e Celem metod jednopoziomowych jest wyeliminowanie wewnetrznej petli
zwigzanej z analiza niezawodnosci poprzez rozszerzenie zbioru zmien-
nych decyzyjnych oraz zastapienie ograniczenn niezawodno$ciowych po-
przez kryteria optymalnosci zadan poszukiwania punktéw projektowych.
Wyznaczajac optymalny wektor zmiennych decyzyjnych, wyznacza sie
jednoczesnie wspolrzedne punktéow projektowych dla ograniczen nieza-
wodno$ciowych odpowiadajacych projektowi optymalnemu.

e Podejscie stosowane w metodach rozprzezonych sprowadza sie do transfor-
macji zadania optymalizacji niezawodnosciowej do szeregu zadan optyma-
lizacji deterministycznej z ograniczeniami, ktére majg zapewni¢ réwno-
wazno$¢ rozwiazania tak sformulowanego zadania i zadania oryginalnego.

Literatura dotyczaca metod analizy niezawodnosci z kazdej z wymienionych
powyzej grup jest bardzo bogata i dlatego warto w ramach tego opracowania
omoéwié dokladniej przyktady metod reprezentujacych poszczegdlne podejscia.
Przed dokonaniem takiego przedstawienia nalezy jednak pokusi¢ sie o bardziej
0go6lnag refleksje dotyczagca samej “natury” optymalizacji niezawodnosciowej. Nie-
stety, czasem zapomina sie, ze wiarygodno$é wynikow RBDO uwarunkowana jest
precyzyjna znajomoscia rozkladéw prawdopodobienistwa zmiennych losowych,
a taki doktadny model stochastyczny obcigzeni czy tez parametréw materiato-
wych dostepny jest w praktyce niestychanie rzadko. Jak to zostalo pokazane
w ksiazce Ben-Haima i Elishakoffa [12], nieprawidtowe zalozenia dotyczace typu
i parametrow funkcji gestosci prawdopodobienistwa prowadzi¢ moga do znaczg-
cych btedéow w analizie niezawodnosci. Z uwagi na to, przydatnosé¢ optymalizacji
niezawodno$ciowej, jako bazujacej na informacji zgromadzonej w ogonach roz-
ktadéw prawdopodobienistwa, jest znacznie ograniczona.

2.3.1. Metody rozwigzania
2.3.1.1. Metoda dwupoziomowa

Metoda dwupoziomowa jest algorytmem bezposredniego rozwiazania zada-
nia (2.15)—(2.19), gdzie w obrebie pierwszego poziomu (zewnetrznej petli) po-
szukiwane sa optymalne wartosci zmiennych decyzyjnych d i px, a drugi poziom
(petla wewnetrzna), realizowany w przestrzeni zmiennych losowych, dotyczy
obliczania wartosci ograniczen niezawodnosciowych (2.17). W ramach metody
dwupoziomowej wyr6zni¢ mozna dwa dominujace podejscia:
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Metoda wskaznika niezawodnosci. Znana w literaturze naukowej pod
nazwa reliability index approach (RIA) metoda ta sprowadza si¢ najczesciej do
szacowania prawdopodobieristw awarii wystepujacego we wzorze (2.17) za po-
moca przyblizenia pierwszego rzedu — FORM, zob. (A.4). Ograniczenia nieza-
wodno$ciowe wyrazi¢ wtedy mozna w alternatywnej formie poprzez wskazniki
niezawodno$ci

BEORM(q X, P) > 3!,  i=1,...,k, (2.20)

gdzie ﬁZF ORM g5 wskaznikami pierwszego rzedu odpowiadajacymi punktom pro-
jektowym funkcji granicznych h;(d,U) = g;(d, T(X,P)), i = 1,...,k,. Przez
T(X, P) oznaczono transformacje do gaussowskiej przestrzeni standardowej U,
zob. podrozdzial A.2.

Zadanie lokalizacji punktu projektowego, ktéry w przestrzeni U oznaczany
jest najczedciej jako u*, powtarzane k4 razy na kazdym kroku zewnetrznej petli
optymalizacyjnej, stanowi o zlozonosci obliczeniowej RIA. Zaproponowane przez
Nikolaidisa i Burdisso w 1988 roku [185], podejscie to podlegato szeregowi mody-
fikacji majacych na celu podniesienie efektywnosci jego numerycznej realizacji.
Modyfikacje dotyczyly przede wszystkim uzycia lepiej dostosowanych algoryt-
moéw optymalizacji [131, 233|, zastosowania aproksymacji metoda powierzchni
odpowiedzi (w analizie niezawodnosci stosowano takze metode Monte Carlo za-
miast FORM) [71,72] czy budowy rozwiazan interaktywnych pozwalajacych na
aproksymacje lub rezygnacje z obliczania wybranych wskaznikéw niezawodnosci
w trakcie trwania procesu optymalizacji [126, 225,230, 235]

Niewatpliwa zaleta podejscia RIA jest wzgledna tatwos¢ implementacji dzieki
mozliwosci bezposredniego polaczenia modulu analizy niezawodnosci z dowol-
nym programem optymalizacyjnym ogbélnego przeznaczenia.

Metoda minimum funkcji granicznej. Opracowana przez Tu i Choi’a
[253] jako performance measure approach (PMA) metoda ta bazuje na spo-
strzezeniu, ze minimalizacja ztozonej funkcji przy prostych ograniczeniach jest
bardziej efektywna numerycznie niz minimalizacja prostej funkcji na obszarze
o zlozonym ksztalcie. Ograniczenia niezawodnosciowe (2.17) zastepuje sie tu
przez

Gi=F; ' (®(-p)) >0, i=1,... kg, (2.21)

gdzie F, jest dystrybuantg funkcji granicznej g;, a G; jest wartoscig funkcji
granicznej odpowiadajaca dopuszczalnej niezawodnosci wyrazonej wskaznikiem
B, W ramach PMA, G; wyznacza sie jako rozwiazanie odwrotnego zadania ana-
lizy niezawodnosci (por. (A.6)) poszukujac w przestrzeni standardowej punktu
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polozonego na hipersferze ||u|| = 3!, dla ktorego funkcja graniczna przyjmuje
warto$¢ minimalna

G; = h(“E:ﬁ;)v

2.22
h(uj;_s) = min h(u)  pod warunkiem: [lul| = Bt (2.22)
Tak wiec, algorytm lokalizacji punktu u;: e i =1,...,ky sprowadza si¢ do prze-

szukiwania hipersfery o promieniu !, w odréznieniu od podejicia RIA, gdzie
punkt u* poszukiwany jest na granicy obszaru awarii. W celu rozwiazania zada-
nia minimalizacji (2.22) zaproponowano szereg wyspecjalizowanych algorytmow,
z ktorych najpopularniejszym wydaje sie by¢ algorytm HMV (ang. hybrid mean
value) [33]. W przeciwienistwie do metod iHLRF lub ARF (zob. podrozdziat
A.3), HMV nie wymaga procedury minimalizacji kierunkowej (w celu znale-
zienia wielkoSci przyrostu). W szeregu prac poréownawczych wykazano lepsza
efektywnosé i stabilnosé metody PMA w stosunku do RIA, zob. np. [4,263].

Rozwiazanie zadania (2.15)—(2.19) przy uzyciu efektywnych algorytmow gra-
dientowych wymaga obliczenia wrazliwosci funkcji celu, a takze wrazliwosci
ograniczen niezawodno$ciowych wzgledem zmiennych decyzyjnych oraz zmien-
nych losowych. Ze wzgledu na zagniezdzony charakter sformutowania, sposob
wyznaczania gradientow stanowi o ztozonosci obliczeniowej przyjetej metody
rozwiazania. Niestety, w przypadku modelowania zlozonych konstrukcji i proce-
sow technologicznych, gdzie mamy do czynienia z duzym zréznicowaniem typow
zmiennych decyzyjnych i zmiennych losowych, efektywne, analityczne metody
obliczenia gradientéw nie zawsze sa dostepne. W takiej sytuacji odpowiedz ba-
danego uktadu mechanicznego modelowana jest czesto za pomoca odpowiednio
dobranej funkcji aproksymacyjne;j.

2.3.1.2. Metoda jednopoziomowa

Jedna z niedoskonatosci metod dwupoziomowych jest brak matematycznego
dowodu ich zbieznosci. Dowdd ten jest niestuchanie trudny do przeprowadze-
nia poniewaz obszary awarii okreslajace ograniczenia niezawodnos$ciowe (2.17),
a w konsekwencji obszar dopuszczalny zadania optymalizacji, zaleza od zmien-
nych decyzyjnych.

Cheé¢ przezwyciezenia probleméw ze zbieznoscia bylta motywacja do poszu-
kiwania alternatywnych sformutowan zadania optymalizacji niezawodnosciowej,
w ktorych unika sie zagniezdzenia petli optymalizacyjnych. Podejscie takie,
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w odréznieniu od przestawionego wezesniej, okresla sie mianem jednopoziomo-
wego. Tworcy tej metody, Madsen i Friis Hansen [159], a nastepnie Kuschel
i Rackwitz [134,135], zaproponowali zastapienie ograniczen niezawodno$ciowych
warunkami Kuhna-Tuckera odpowiednich zadan poszukiwania punktu projek-
towego (A.33)—(A.35). W ramach podej$cia jednopoziomowego rozpatruje sie
rozszerzony zbiér zmiennych decyzyjnych, gdzie oprocz warto$ci zmiennych d
1 pux w tej samej petli optymalizacyjnej poszukuje sie wspolrzednych punk-
tow projektowych u;, @ = 1,..., k,, w standardowe]j przestrzeni gaussowskiej po
transformacji U = T(X, P) oryginalnych zmiennych losowych X i P. Zmiany
te prowadza do nastepujacego przeformulowania zadania (2.15)—(2.19):

znajdz wartodci zmiennych: d, px,uy, ..., ug,, (2.23)

minimalizujace: f(d, px, up), (2.24)

przy ograniczeniach:

(0) " Vahi(d, W) + ||| Vi hi(d, wy) || = 0, i=1,... kg (2.25)
hi(d,w;) = gi(d, T~ (w;)) = 0, i=1,...,kg, (2.26)
sgnlhi(d, 0)] [Jwi|| > 5, i=1,... kg (2:27)
‘a; < d; <, J=1,...,n4 (2.28)
'ux, < px, < px,, r=1,....nx, (2.29)
i < wip < “uig, i=1,....kp k=1,...,nx +np, (2.30)
gdzie h;, 1 = 1,..., kg, sa funkcjami granicznymi w przestrzeni standardowe;j,

a Vyuh; sa ich gradientami wzgledem zmiennych u. Warunki Kuhna-Tuckera
(2.25) 1 (2.26) maja jasna interpretacje geometryczna. Wynika z nich, ze nx+np
elementowy wektor u; jest prostopadty w punkcie projektowym do powierzch-
ni granicznej h;(d,u;) =0, i =1,...,ks. Ograniczenia (2.27) otrzymaé¢ mozna
wprost z ograniczen (2.20) i definicji wskaznika niezawodnosci pierwszego rze-
du (A.6).

Niewatpliwa zaleta sformutowania jednopoziomowego jest mozliwosé zasto-
sowania standardowych algorytmow optymalizacyjnych, dla ktorych istnieja do-
wody zbieznosci. Jednak z drugiej strony, sformutowanie (2.23)—(2.30) pociaga
za soba szereg niedogodnosci praktycznych, ktére w znaczacy sposob ograni-
czy¢ moga jego szersze zastosowanie. Przyjeta koncepcja wiaze sie z konieczno-
$cig rozpatrywania zadania optymalizacji z ng +nx + kg(nx +np) zmiennymi.
Latwo sprawdzié¢, ze nawet przy umiarkowanej liczbie zmiennych decyzyjnych,
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zmiennych losowych i ograniczeri niezawodnosciowych, catkowity wymiar zada-
nia okazaé sie moze bardzo duzy. Ponadto, w przypadku stosowania algorytmow
gradientowych, posta¢ ograniczen (2.25) narzuca koniecznosé obliczania macie-
rzy drugich pochodnych, co najczeéciej mozliwe jest jedynie za pomoca sche-
matéw roznicowych, prowadzac do znacznego wzrostu ztozono$ci numerycznej
algorytmu i utrudniajac jego zbiezno$é. Dla przezwyciezenia tych trudnosci sto-
suje sie czasami iteracyjny schemat aproksymacji hesjanu BFGS, zob. [6]. Wiele
szczegotow dotyczacych implementacji metody jednopoziomowej przedstawiono
w pracach Straichera i Rackwitza [239,240].

Zmane sa takze inne sformulowania, ktére uzna¢ mozna jako jednopozio-
mowe. Dokladna ich analiza wykracza jednak znacznie poza zakres niniejszego
opracowania. Takie omowienie oraz poréwnanie efektywnosci algorytmoéow zna-
lez¢ mozna np. w pracach [2,4,262].

2.3.1.3. Metoda rozprzezona

Idea rozprzezonego podejscia w optymalizacji niezawodno$ciowej polega na
sformutowaniu problemu RBDO jako sekwencji niezaleznych zadan optymaliza-
c¢ji deterministycznej oraz zadan analizy niezawodnosci. Na danym kroku algo-
rytmu, na postawie analizy niezawodnosci przeprowadzanej na kroku poprzed-
nim, modyfikuje sie funkcje ograniczen zadania optymalizacji deterministycznej.
Modyfikacje te maja prowadzi¢ do spelienia ograniczeri niezawodnos$ciowych
przez rozwiazanie deterministyczne i do otrzymania zbieznosci do rozwiazania
optymalnego zadania RBDO po niewielkiej liczbie iteracji.

Wydaje sie, iz obecnie najbardziej efektywna metoda z grupy metod roz-
przezonych jest metoda SORA (ang. Sequential Optimization and Reliability
Assessment) zaproponowana przez Du i Chen [59] w 2002 roku. Podejscie to
zyskalo juz do$é¢ duza popularnosé, a przeprowadzone poréwnania przemawiaja
czesto na korzysé tej metody, zob. [261,262,266,275].

Przyjmujac, ze mamy do czynienia z k, ograniczeniami niezawodnosciowy-
mi, iteracje (cykle) metody SORA sktadaja sie z zadania optymalizacji deter-
ministycznej oraz z ky odwrotnych zadan analizy niezawodnosci (2.22), gdzie

poszukuje sie punktow projektowych uE: gt t=1,...,ky. Obrazami tych punk-

tow w przestrzeni oryginalnej sg {X;:ﬁf’ pzzﬁf} = T_l(u2:g§)~ Wektory x

*
B=p}
pE: 5t i uE: 5t zawieraja odpowiednio nx, n, i nx +np elementow. Na podstawie

znajomosci wspotrzednych wektora x;: st otrzymanego w poprzednim kroku ite-

racyjnym, ograniczenia zadania optymalizacji deterministycznej przesuwane sa
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w glab obszaru dopuszczalnego. Na pierwszym kroku, jako przyblizenie punktow
projektowych XE: 5t przyjmuje sie wektor wartosci oczekiwanych px, natomiast
zadanie optymalizacji deterministycznej dane na kroku k& + 1 ma postacé:

znajdz wartosci zmiennych: d, px, (2.31)
minimalizujace: f(d, px, pwp), (2.32)
iczeniach: g;(d, gy — s, p M) >0 i =1,..., kg, (233

przy ograniczeniach: g,( Ty —S; 71)5:5;) >0, i=1,..., kg, (2.33)
‘4, < d; <, j=1,...,nq, (2.34)

‘px, < px, < px,, r=1,....nx, (2.35)

gdzie sgkﬂ) = ug];) — x;ikﬁ),;, ,ug];) jest wektorem optymalnych wartosci zmien-

* (k)
B=p;
tu projektowego odpowiadajacych zmiennym X w przestrzeni oryginalnej dla

i-tego ograniczenia niezawodno$ciowego.

nych py na k-tym kroku iteracyjnym, a x wektorem wspotrzednych punk-

Uzycie w metodzie SORA zadania odwrotnego analizy niezawodnosci prowa-
dzi do poprawy efektywnosci rozwiazania, szczegolnie wtedy gdy wiele sposrod
ograniczen niezawodno$ciowych nie jest aktywnych. Podejscie to jest réwniez
stosunkowo tatwe w implementacji.

2.4. Optymalizacja odpornosciowa

Charakterystyki pracy uktadéw konstrukcyjnych podlegaja czesto istot-
nym losowym rozrzutom na réznych etapach zaplanowanego okresu eksploatacji.
W szczegblnosci odpowiedzi uktadow nieliniowych cechowaé sie moga znaczna
wariancja. Losowa zmiennos¢ odpowiedzi konstrukeji nie tylko obniza jakos¢ sa-
mej konstrukcji, powodujac odchytki od zatozonej funkcjonalnosci, lecz prowa-
dzi takze do zwiekszenia kosztéw eksploatacji — inspekcji, napraw i utrzymania.
Dobrze zaprojektowana konstrukcja powinna zatem minimalizowaé¢ wymienione
koszty poprzez zapewnienie poprawnego funkcjonowania, pomimo losowej na-
tury parametréow determinujacych jej prace. Dla przyktadu, w przypadku roz-
wigzan konstrukcyjnych majacych zapewni¢ bezpieczeristwo pasazeréw w czasie
zderzenia, duze rozrzuty rejestrowanych kryteriéw obrazen spowodowane nie-
wielkimi zmianami warunkéw poczatkowych oznaczaé¢ mogg, ze ‘nominalnie”
bezpieczny samochéd nie gwarantuje dostatecznej ochrony pasazerom podczas
rzeczywistego wypadku. Tak wiec, nadmierna wariancja okreslonych odpowiedzi
uktadu konstrukcyjnego jest zazwyczaj oznaka jego niskiej jakosci.
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Potrzeba zapewnienia wymaganego poziomu jakosci konstrukeji byta moto-
rem rozwoju odpowiednich metod i procedur projektowania, ktoére powszechnie
okresla sie jako robust design. Angielski termin robust design odnosi sie do sze-
roko rozumianej metodologii projektowania konstrukcji, urzadzen lub proceséw
produkecyjnych, w ktorej, zachowujac funkcjonalno$é projektowanego systemu,
dazy sie do znalezienia rozwiazania jak najmniej wrazliwego (jak najbardziej
odpornego) na zmiany wartosci jego parametrow.

Jednym ze sposobéw na redukcje wariancji wielkosci charakteryzujacych pra-
ce konstrukeji jest ograniczenie lub wrecz eliminacja rozrzutu warto$ci parame-
trow wejsciowych. Niestety, postepowanie to jest w praktyce najczeSciej nie-
mozliwe do przeprowadzenia lub tez generowane dodatkowe koszty przekresla-
ja zasadnos¢ podejmowanych dziatari. Inna metoda jest takie modyfikowanie
wybranych zmiennych projektowych, by nie zmieniajac wariancji losowych pa-
rametréow konstrukcji otrzymaé projekt odporny na te wariancje. Czescia tak
okreslonej metodologii jest wlasnie optymalizacja odpornosciowa.

Jesli przeanalizowaé jeszcze raz rysunek 2.2 ilustrujacy idee optymalizacji
niezawodno$ciowej, a w szczegolnosci uktad warstwic funkcji celu, mozna za-
uwazy¢, ze wartos¢ tej funkcji w punkcie B (optymalnym rozwiazaniu RBDO)
zmienia sie do$¢ gwaltownie przy przejéciu do punktéw potozonych w bliskim
sasiedztwie. Punkt B nie jest zatem dobrym rozwiazaniem biorac pod uwage
odpornos¢ na losowe imperfekcje zmiennych. W optymalizacji odpornosciowej,
jesli nie wiaze sie to ze zbyt znacznym zwiekszeniem wartosci funkcji celu, dazy
sie do umiejscowienia rozwigzania w obszarze “sptaszczenia” jej wykresu, tak aby
losowe realizacje parametréow konstrukcji wokot tego rozwiazania prowadzity do
podobnych wartosci funkcji celu. W przypadku zadania optymalizacji z jedna
zmienna projektowa px idee te przedstawiono na rys. 2.3. Zakladajac stalosé
wariancji zmiennej losowej X, mozna zauwazy¢, ze zaleta rozwigzania w punk-
cie ug?) jest duzo mniejsza wariancja funkcji celu w poréwnaniu z ,ugi-), gdzie
redukcji wartosci sredniej funkcji celu towarzyszy znaczny wzrost wariancji.

Koncepcja projektowania odpornego na imperfekcje jest bardzo dobrze znana
i stanowi wazny element procesu tworzenia wyrobéw, np. w przemysle elektro-
nicznym czy przemysle maszynowym, zob. [247]. Ugruntowana w tych galeziach
przemystu strategia projektowania, majacego przy mozliwie najmniejszych kosz-
tach zapewni¢ akceptowalng przez klientéw jakosé produktéw, nazywana jest in-
zZynierig jakosci. Niestety, standardowe procedury inzynierii jakosci nie daja sie
zawsze w bezposredni sposob przenie$é do zagadnien optymalizacji konstrukc;ji.
Dlatego, w przeciwienstwie do precyzyjnie zdefiniowanego zadania optymaliza-
¢ji niezawodnosciowej, istnieje wiele sformutowan odpornosciowej optymalizacji
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Rys. 2.3. Idea optymalizacji odpornosciowej: rozwiazanie ug?) pomimo iz odpowiada mu wiek-
sza wartosé¢ srednia funkcji celu jest preferowane ze wzgledu na redukcje wariancji.

konstrukeji, w ktorych stosuje sie réznorodne postacie funkcji celu, a takze rézne
miary odporno$ci konstrukeji na imperfekcje.

W klasycznym podejsciu Taguchi’ego rozréznia sie trzy etapy projektowania
inzynierskiego, por. [120]. Sa to: projektowanie systemu, projektowanie parame-
trow i projektowanie tolerancji. Optymalizacja odpornosciowa stosowana moze
byé zaréwno przy projektowaniu parametréow jak i projektowaniu tolerancji.
W biezacym opracowaniu etapy te nie beda jednak rozrézniane, gdyz z punktu
widzenia realizacji numerycznej réznica pomiedzy nimi dotyczy jedynie dopusz-
czalnych zakresow zmiennych decyzyjnych.

Zarowno niezawodno$ciowa optymalizacja konstrukcji jak i odpornosciowa
optymalizacja konstrukcji sa przyktadami niedeterministycznych sformutowan
optymalizacji. Poniewaz w ramach obydwu tych podej$é uwzglednia sie wplyw
losowego charakteru parametréow konstrukeji na rozrzut jej odpowiedzi, dlate-
go sa one niekiedy mylone. Jednak sformutowania te réznia sie dosé istotnie,
pomimo, iz zazwycza] rozwiazanie optymalizacji odpornosciowej prowadzi do
zwickszenia niezawodnosci.

Odpornosé konstrukeji na losows zmiennos$é jej parametrow szacowana jest
przy pomocy wybranej miary rozrzutu odpowiedzi wokol wartosci sredniej, na-
tomiast niezawodnos¢ konstrukeji okreslana jest na podstawie prawdopodobien-
stwa awarii (o wartogciach rzedu 1077 + 1073). Gléwnym celem RBDO jest
spelnienie ograniczen niezawodnosciowych, nie zas ograniczenie wariancji funk-
cji celu, a podstawowym zadaniem optymalizacji odpornosciowej jest minimali-
zacja tej wariancji. Funkcja celu zadania optymalizacji niezawodnosciowej, ktéra
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wyrazona jest najczesciej przez wartosci srednie odpowiedzi konstrukeji, mini-
malizowana jest pod warunkiem spelienia ograniczen nalozonych na dopusz-
czalne wartosci prawdopodobieristwa awarii. Z drugiej strony, typowa funkcja ce-
lu w optymalizacji odpornosciowej zawiera zazwyczaj czlony dotyczace wariancji
funkcji odpowiedzi konstrukcji, a ograniczenia moga mie¢ charakter determini-
styczny lub wyrazone by¢ moga przez pierwsze dwa momenty statystyczne od-
powiedzi. Tak wiec, o ile w optymalizacji niezawodnosciowej nacisk kladziony
jest na zapewnienie bezpieczenistwa konstrukcji w sytuacjach krytycznych, o tyle
w optymalizacji odpornosciowej wicksza uwage zwraca sie na odpowiednia prace
konstrukeji poddanych mniejszym fluktuacjom wartosci parametrow.

Ponadto, to co stanowi zasadnicza, koncepcyjna, roznice pomiedzy omawia-
nymi sformutowaniami optymalizacji, to zalozenia dotyczace modelu stocha-
stycznego. Jak juz wspomniano w poprzednim podrozdziale (zob. strona 42),
rozwigzanie RBDO silnie zalezy od doktadnej znajomosci funkcji tacznej gesto-
$ci rozktadu prawdopodobieristwa zmiennych losowych, poniewaz to wlasnie in-
formacja zawarta w ogonach tych rozktadow determinuje wielko$é¢ prawdopodo-
bienistwa awarii. W przypadku optymalizacji odpornosciowej problem nieprecy-
zyjnego okreslenia typow rozkltadéw prawdopodobieristwa nie jest jednak bardzo
istotny. Jako ze wartosci pierwszych momentéw statystycznych odpowiedzi kon-
strukcji zalezg przede wszystkim od pierwszych momentéw zmiennych losowych,
dlatego czesto przy braku odpowiednich danych zaktada sie rozklad jednostajny
lub normalny zmiennych. Mozna zatem zaryzykowaé¢ twierdzenie, ze koncepcja
optymalizacji odpornosciowej jest spéjna z zazwycza]j bardzo uproszczonym mo-
delem stochastycznym rozpatrywanego zagadnienia, natomiast w sformutowaniu
optymalizacji niezawodno$ciowej model ten w sposob sztuczny sie rozbudowuje.

Poniewaz omoéwieniu aktualnego stanu prac w dziedzinie optymalizacji od-
pornosciowej poswiecono podrozdzial 1.3.2 we wstepie, ponizej przedstawione
zostanie jedynie to sformutowanie i algorytmy rozwigzania, ktére wybrano oraz
rozwijano w niniejszym opracowaniu. Zaproponowane metody realizacji zadan
optymalizacji odpornosciowej uzyte zostaly w rozdziale 6 w przyktadach opty-
malizacji dotyczacych wytrzymatosci zderzeniowej elementéw konstrukeji pojaz-
dow, a takze w pracy autora na temat optymalizacji waléw urzadzen wirniko-
wych, zob. [236].

2.4.1. Sformutowanie problemu

Zgodnie z filozofig inzynierii jakosci, konstrukcja lub proces technologiczny
oceniane sg nie tylko na podstawie $rednich wartosci opisujacych je charakte-
rystyk, lecz takze na podstawie ich rozrzutéow. Tak wiec, celem optymalizacji



2.4. Optymalizacja odpornosciowa 51

odpornosciowej powinna byé jednoczesna minimalizacja zaréwno wartosci Sred-
niej jak i losowej zmiennosci funkcji kryterium. Pewng zgrubna, lecz mimo to
czesto stosowang, miara rozrzutu jest odchylenie standardowe.

Zadanie optymalizacji odpornosciowej sformutowaé¢ mozna zatem jako na-
stepujace zadanie optymalizacji wielokryterialnej:

znajdz wartosci zmiennych: d, px, (2.36)

minimalizujace: {E[f(d,X,P)],o[f(d,X,P)]}, (2.37)

przy ograniczeniach:

Elgi(d, X, P)] — §; o[gi(d, X, P)] > 0, i=1,...,ky (2.38)
O'[Ck(d,X,P)] SuO'k, k= 1,...,kc, (2.39)
‘4, <d; <vdy, j=1,...,nq, (2.40)
'ux, < px, < “px,, r=1,...,nx, (2.41)
gdzie, tak jak w zadaniu optymalizacji deterministycznej (2.1)—(2.5), f i gi,
it =1,...,ky, sa odpowiednio funkcjg celu oraz funkcjami ograniczen, c, k =
1,..., ke, sa funkcjami, ktorych odchylenia standardowe nie moga przekroczyé

dopuszczalnych wartosci Yoy, a wspotczynniki B; >0 odpowiadajace ogranicze-
niom g; > 0 reprezentuja margines bezpieczeristwa, z jakim spetnione by¢ musza
te ograniczenia. W powyzszym sformutowaniu mamy do czynienia z dwuelemen-
towym wektorem kryteriow optymalizacji: wartoscia srednia E[f(d, X, P)] i od-
chyleniem standardowym o[f(d, X, P)] = /Var[f(d, X, P)], co czyni (2.36)—

(2.41) sformutowaniem zadania optymalizacji wielokryterialne;.

Koncepcja ograniczen (2.38) pokazana zostala na rys. 2.4. Rozwiazujac pro-
blem optymalizacji odpornosciowej dazy sie do tego, aby w punkcie optymalnym
wartodci §rednie funkcji ograniczen g;, ¢ = 1,..., kg, odsunigte byty od zera o co
najmniej B; odchyleni standardowych. Ograniczenia (2.38) zapisa¢ mozna w row-
nowaznej postaci

Vi > B =1k, (2.42)

gdzie v; = E(g;)/0(g;). Nierownos¢ (2.42) mozna potraktowaé jako odpowiednik
ograniczen niezawodnos$ciowych (2.20), jednak jedynie w przypadku nieskorelo-
wanych zmiennych losowych o rozkladzie normalnym oraz liniowej funkcji gra-
nicznej warto$é¢ ; bedzie rowna wskaznikowi niezawodnosci pierwszego rzedu
ﬁZF ORM " 70b. [230]. Chociaz zadanie optymalizacji odpornosciowej nie obejmuje
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Rys. 2.4. Ograniczenia zadania optymalizacji odpornosciowej. Punkt {du),ugé)} nie spelnia
ograniczen, poniewaz margines bezpieczeristwa jest mniejszy od 5 odchylen standardowych. W
przypadku punktu {d(2)7u§?)} ograniczenie nie jest aktywne. Zastosowana notacja X(ug))
stuzy podkresleniu zaleznosci rozktadéw prawdopodobienistwa zmiennych X od zmiennych
projektowych.

szacowania prawdopodobienistwa awarii, to naturalng konsekwencja zwickszania
wartosci ; jest wzrost niezawodnosci rozwigzania.

Dwa kryteria minimalizowane w sformutowaniu (2.36)—(2.41) sa na ogo6! kon-
fliktowe, dlatego mamy wtedy do czynienia nie z jednym rozwigzaniem, a ze
zbiorem rozwiazan niezdominowanych (Pareto). Poniewaz zgodnie z definicja,
przy przejsciu z jednego punktu zbioru Pareto do drugiego ulega pogorszeniu
wartos¢ co najmniej jednej funkeji celu (w naszym przypadku dokladnie jednej),
dlatego o ostatecznym wyborze rozwigzania decyduja dodatkowe kryteria.

Jak to zostalo juz omoéwione w podrozdziale 2.2, pomimo swoich niedoskona-
tosci, bardzo popularng metoda wyznaczenia punktow zbioru Pareto jest metoda
skalaryzacji zadania optymalizacji wielokryterialnej, w ktorej jako funkcje celu
stosuje sie liniowa kombinacje kryteriow. Zmieniajac wspotezynniki (wagi) przy
poszczegdlnych sktadowych wektora (2.37) otrzymuje sie punkty zbioru Pareto.
Rozpatrywane wartosci wag zmienia¢ sie moga w sposOb systematyczny, aby
doktadnie wyznaczy¢ zbiér rozwigzan niezdominowanych. Wynikaé tez moga
z zatozonych a priori preferencji projektanta co do znaczenia, jakie przykla-
dane jest do minimalizacji wartosci $redniej i wariancji. Zadanie (2.36)—(2.41)
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transformuje sie wiec do nastepujacego zadania optymalizacji skalarnej:

znajdz wartosci zmiennych: d, px, (2.43)
minimalizujace: f = ;*QE[f(d,X,P)] + %U[f(d,X, P)], (2.44)
przy ograniczeniach:
E[gi(d, X, P)] — §; o]gi(d, X, P)] > 0, i=1,...,k, (2.45)
olekp(d, X, P)] < Yoy, k=1,... ke (2.46)
‘4, < dj <, j=1,...,nq, (247
bix, < px, <“ux,, r=1,...,nx. (2.48)

Wystepujacy we wzorze (2.44) wspolezynnik wagowy a € [0, 1] okresla znaczenie
kazdego z kryteriow, a p* and o* sa stalymi normalizujacymi, por. (2.13). Jak
juz wspomniano na stronie 38, czasami lepsze wyniki daje metoda normalizacji
(2.14), gdzie uwzglednia sie zakres zmiennosci wartosci kryterium. Przyjmujac
a = 0 problem optymalizacji (2.43)—(2.48) przeksztalca si¢ w zwykle zadanie
minimalizacji wartosci §redniej natomiast o« = 1 prowadzi do zadania minimali-
zacji wariancji funkcji celu.

Dosé czesto problem optymalizacji odpornosciowej formutowany jest jako:
minimalizug wariancje przy wartosci Sredniej jak najblizej nominalne;. Wtedy
zlinearyzowana funkcja celu przybiera postaé¢ (zob. [133])

fe EF@XP) - MP+ Solf@X P (249)

gdzie M jest wartoscia nominalna. Obydwa typy funkcji celu, (2.44) i (2.49),
zostaly zaimplementowane przez autora w omawianym w rozdziale 8 progra-
mie STAND, ktory postuzyt do realizacji wszystkich zamieszczonych w pracy
przyktadéw optymalizacji odpornosciowe;.

W sformutowaniach odpornosciowej optymalizacji konstrukeji, spotka¢ moz-
na réwniez inne miary rozrzutu odpowiedzi analizowanego ukladu konstrukcyj-
nego. W pracy [175] do opisu zmienno$ci uzyto réznicy wartosci wybranych
percentyli funkcji celu, ktore obliczane sa przy pomocy metody AMV (ang.
advanced mean value) zaproponowanej w [257]. Roznice te definiuje sie jako
ARy = fR2 — B gdzie fB1 1 fR2 sg odpowiednio dolnym i gérnym percen-
tylem funkcji celu f. Zazwyczaj przyjmuje sie percentyle rzedu 5 i 95. Zwo-
lennicy takiego modelowania rozrzutu w zadaniu optymalizacji odpornosciowe;j
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podkreslaja szereg zalet miary ARy w stosunku do odchylenia standardowego.
Stosowane wartosci percentyli pozwalaja lepiej poznaé¢ rozktad prawdopodo-
bienstwa funkcji celu, uwzglednié¢ skosnosé funkcji gestosci prawdopodobienistwa
oraz prawdopodobienistwo zawarte w jej ogonach. Jest to oczywiscie duzo wie-
cej niz wielko$é rozrzutu wokol wartosci $redniej oferowana przez odchylenie
standardowe. Nalezy jednak zwroci¢ uwage, ze takie postepowanie stoi nieco
w sprzecznosci z filozofig optymalizacji odpornosciowej, gdzie zaktada sie ogra-
niczong wiedze na temat modelu stochastycznego konstrukeji, i moze sprawiaé¢
wrazenie sztucznego generowania bogatego opisu probabilistycznego odpowiedzi
konstrukeji na podstawie ubogich danych wej$ciowych.

Analizujac sformutowanie (2.43)—(2.48) nietrudno zauwazy¢, ze kluczowym
elementem algorytmu realizacji zadania optymalizacji odpornosciowej jest efek-
tywna metoda szacowania wartosci srednich i odchylen standardowych funkcji
celu oraz ograniczen. Przeglad takich metod przedstawiony zostal w rozdziale
4 ze szczegblnym uwzglednieniem metod symulacyjnych wykorzystujacych kon-
cepcje tacinskiej hiperkostki. W opinii autora, wtasnie ten typ technik symu-
lacyjnych stanowi dobry kompromis pomiedzy ztozonoscia obliczeniowa, a do-
ktadnoscia oszacowania oraz jest praktycznie niewrazliwy na charakter rozpa-
trywanych funkcji losowych. Uniwersalnosé¢ metod symulacyjnych w potlacze-
niu z nieustannym wzrostem mocy obliczeniowej komputeréw oraz dostepnoscia
rozwigzan wieloprocesorowych, a ponadto specyfika analizowanych w niniejsze;
pracy przyktadéw optymalizacji odpornosciowej, sktonity autora do wyboru tej
metody obliczania momentéw statystycznych odpowiedzi konstrukeji.

2.4.2. Metody rozwiazania

W teorii, do rozwiagzania zadania optymalizacji odporno$ciowej zastosowaé
mozna wiele standardowych algorytméw optymalizacji. Jednak przyjecie symu-
lacyjnych metod analizy rozrzutu wartosci funkcji celu i ograniczen oraz gene-
rowany przez te metody szum numeryczny zwiazany z bledem estymacji, wy-
magaja uzycia wyspecjalizowanych algorytméw obliczeniowych. Bezposrednie
zastosowanie metod Monte Carlo w ramach algorytmu optymalizacji, np. al-
gorytmu genetycznego [218], jest mozliwe jedynie w przypadku gdy wszystkie
funkcje losowe wchodzace w sktad sformutowania dane sa w sposéb jawny.

Poniewaz efektywnos$é estymacji momentéw decyduje o powodzeniu optyma-
lizacji odpornosciowej, dlatego wiekszos$¢é znanych metod realizacji tego zadania
wykorzystuje techniki aproksymacji niejawnych funkcji zmiennych projektowych
i zmiennych losowych - powierzchnie odpowiedzi. Wyrdzni¢ mozna nastepujace
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strategie zastosowania powierzchni odpowiedzi w zadaniu optymalizacji odpor-
nosciowej:

2.4.2.1. Podstawowa strategia aproksymacji

Naturalnym rozwiazaniem jest stworzenie powierzchni odpowiedzi bezpo-
$rednio dla niejawnych funkcji f, g;, 1 = 1,... kg, i g, k = 1,... ke, W prze-
strzeni zmiennych d, X i P. Konieczne jest zatem zaplanowanie eksperymentu
w przestrzeni ngxp = ng + nx + np wymiarowej. W zaleznosci od wielko-
$ci ngx p oraz specyfiki optymalizowanego zagadnienia istnieje wiele mozliwosci
wyboru funkcji aproksymujacej. Omowieniu réznych technik powierzchni odpo-
wiedzi pod katem ich przydatnosci do analizy eksperymentéw komputerowych
poswiecono rozdzial 3. Sposréd przedstawionych tam rozwigzan najwierniej-
sze odwzorowanie wydaje sie zapewnia¢ metoda krigingu (zob. podrozdzial 3.2,
a takze [110]).

Utworzone powierzchnie odpowiedzi uzywa sie nastepnie w potaczeniu z wy-
brana metoda szacowania momentéw funkcji losowych do obliczania wartosci
momentéow funkeji celu i ograniczen w (2.44)—(2.46). Glowne kroki algorytmu
opartego na podstawowej strategii aproksymacji dane sa zatem nastepujaco:

1. Zdefiniowanie obszaru dopuszczalnego zgodnie z (2.47) i (2.48). Wybor wspot-
czynnika wagowego «.

2. Wybér planu eksperymentéw numerycznych w ngx p wymiarowej przestrzeni
zmiennych d, X i P.

W wiekszosci przypadkéw dobrym rozwigzaniem jest uzycie planu gene-
rowanego przez optymalna hiperkostke lacinska (zob. dodatek B). Ob-
szar pokrywany przez plan eksperymentéw odpowiada zakresowi aktual-
nego obszaru dopuszczalnego w przypadku zmiennych d oraz zakresom
[lux — 30x, Yux +30x] i [up — 30p, up + 30p| W przypadkéw zmien-
nych X i P o obustronnie nieograniczonych funkcjach gestosci prawdopo-
dobienistwa, gdzie ox i op sa wektorami odchylen standardowych. Jesli
zakresy okre$lonosci zmiennych losowych sa ograniczone, to granice te
musza by¢ rowniez uwzglednione w definicji obszaru, w ktérym genero-
wane sg eksperymenty.

3. Budowa powierzchni odpowiedzi f dla funkcji celu f oraz powierzchni ;,
i=1,...,kg, i ¢, k=1,... k. dla funkcji ograniczen odpowiednio g; i c.
Na podstawie testow przeprowadzonych w rozdziale 3 sugeruje sie wybor
aproksymacji metoda krigingu. Jednak w przypadku wielu zmiennych,
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wielu punktéw eksperymentalnych oraz wielu funkcji ograniczeni proces
wyznaczenia optymalnych wspoétczynnikéw réwnania krigingu moze byé
czasochtonny i wtedy uzasadnione jest przyjecie innej metody, np. aprok-
symacji lokalnej (zob. podrozdziat 3.3).

4. Przy pomocy wybranego algorytmu optymalizacji deterministycznej rozwia-

zanie zadania (2.43)—(2.48), gdzie niejawne funkcje f, g; i ¢ zastepuje sie
odpowiednimi powierzchniami odpowiedzi f, §; i &.
Za kazdym razem gdy algorytm wymaga obliczenia wartosci wagowej
funkcji celu (2.44) lub wartosci ograniczen odpornosciowych (2.45) i (2.46)
momenty statystyczne szacowane sg przy pomocy metod symulacyjnych.
Ze wzgledu na analitycznag postaé funkeji aproksymujacych, w oszaco-
waniu skorzysta¢ mozna z probek o duzej liczebnodci, redukujac dzieki
temu btad estymacji. Poniewaz ze wzgledu na niewielki szum numerycz-
ny, zwigzany ze stosowaniem metod symulacyjnych, moga wystepowaé
problemy ze zbieznoscia algorytmow gradientowych, dlatego duzo lepiej
zdaja egzamin bezgradientowe algorytmy optymalizacji globalnej, takie
jak algorytm genetyczny czy metoda symulowanego wyzarzania.

5. Sprawdzenie warunku zbieznosci. Jesli jest on spetniony, to zakonczenie dzia-
fania algorytmu.
Oprocz typowych kryteriow zbieznosci, takich jak wielko$¢ zmiany potoze-
nia punktu optymalnego na dwdch ostatnich iteracjach, ze wzgledu na sto-
sowanie aproksymacji funkcji celu i ograniczen powinno sie dokonaé¢ wery-
fikacji ich wartosci w punkcie optymalnym, np. za pomocs symulacji loso-
wych. W przypadku znaczacej rozbieznosci wynikéw w stosunku do war-
tosci aproksymowanych proces iteracyjny powinien byé kontynuowany.

6. Przesuniecie obszaru dopuszczalnego nad wyznaczony na kroku 4 punkt opty-
malny. Redukcja obszaru dopuszczalnego. Powrét do 2.

Pomimo prostej koncepcji, realizacja numeryczna powyzszej strategii roz-
wiazania zadania optymalizacji odpornosciowej wiaze sie z szeregiem trudnodci.
Wymiar ngxp w wielu przypadkach moze by¢ bardzo duzy, co pociaga koniecz-
nos¢ generowania wiekszej liczby punktéw eksperymentalnych w celu odpowied-
niego dopasowania powierzchni odpowiedzi. W konsekwencji, nieuniknione bte-
dy aproksymacji prowadzi¢ moga do znacznych niedoktadnosci przy obliczaniu
momentéw statystycznych utrudniajac zbieznosé algorytmu. Co za tym idzie,
redukcja czasu obliczen wynikajaca z szacowania momentdéw w oparciu o ana-
lityczne powierzchnie odpowiedzi moze byé zniwelowana poprzez konieczno$é
stosowania bardziej licznych planéw eksperymentéw oraz wiekszej liczby iteracji.
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2.4.2.2. Strategia aproksymacji statystyk

Zmana w literaturze angielskojezycznej jako dual response surface approach
(DRS) [149,248,256,265]|, strategia ta polega na tworzeniu powierzchni odpowie-
dzi nie dla funkeji f, g; 1 ¢x (jak w przypadku podstawowej strategii aproksyma-
cji), lecz dla ich momentoéw statystycznych. Przyjmujac sformutowanie (2.43)—
(2.48), beda to zatem powierzchnie aproksymujace wartosci srednie i odchylenia
standardowe odpowiednich funkcji. Ze znanych autorowi prac, powierzchnie te
przyjmowane byly zawsze w nastepujacej postaci wielomianowe;j:

Nax nax nNdax Ndx

Gu(z) = by + Z Wz + Z bhizE + Z Z by zi%;, (2.50)
i=1 i=1 i=1 j=2,j>i
Nax nax nNdax Ndx

Jo(z) = b5+ > b7z + Y bTa2+ > Y bziz, (2.51)
i=1 i=1 i=1 j=2,j>i

gdzie g, aproksymuje wartodci $rednie, a ¢, odchylenia standardowe funkcji y
(moze to by¢ funkcja f, g lub ¢), z;, i = 1,...,ngx, sa zmiennymi projektowymi
(d1ipx), angx =ng+nx jest liczba tych zmiennych.

W zaimplementowanej przez autora wersji procedury DRS, zamiast typowej
powierzchni wielomianowej drugiego stopnia uzywa sie aproksymacji metoda
krigingu lub lokalnej aproksymacji metoda wazonej regresji (zob. podrozdziaty
3.2 1 3.3). Najwazniejsze etapy algorytmu wyrazi¢ mozna nastepujaco:

1. Zdefiniowanie obszaru dopuszczalnego zgodnie z (2.47) i (2.48). Wybor wspot-
czynnika wagowego «.

2. Wygenerowanie N realizacji wektora zmiennych projektowych, réwnomiernie

w aktualnym obszarze dopuszczalnym, zgodnie z planem OLH.
Liczba N punktéw planu OLH (zob. dodatek B) powinna by¢ wieksza od
wielokrotnoéci liczby zmiennych ngx. W przypadku umiarkowanej liczby
zmiennych (ngy < 10), N = 4ngx wydaje sie by¢ minimalng wielkoscia
tego planu eksperymentow.

3. Wyznaczenie momentdw statystycznych funkcji celu f oraz funkgji ograniczen
gi i = 1,...,kg i ek, K = 1,..., k., dla kazdej z N realizacji wektora
{dv II'X}'

Obliczanie wartosci $rednich i odchylent standardowych funkcji losowych
przeprowadzi¢ mozna na wiele sposobow, zob. rozdzial 4. Jednak ze wzgle-
du na specyfike rozpatrywanych w tej pracy zagadnieri optymalizacji
odpornosciowej, szacowanie momentow statystycznych wykonywane jest
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przy pomocy metod symulacyjnych dla probek generowanych przez hi-
perkostki tacinskie. Wielkos¢ préobek powinna by¢ wielokrotnoscia liczby
zmiennych losowych nxp = nx +np. Obszerne studia nad doborem wiel-
koéci hiperkostek przeprowadzono w podrozdziale 4.1.

. Budowa powierzchni odpowiedzi (technika krigingu lub wazonej regresji) mo-

delujacych nieznana zaleznos¢ momentéw statystycznych wystepujacych we

wzorach (2.44)—(2.46) od zmiennych projektowych d i px.

Budowanych jest w sumie 2(ky + 1) + k. powierzchni odpowiedzi dla

funkcji :uf(d7uX)v O'f(d,lix)» Mgi(d,lix)» O-gi(dvlj'X)v = 1,... >kg !

oc; (d,pux), 7 = 1,..., k.. Aproksymacje te dane sa odpowiednio jako

lzf(dlv lj'X)vkﬁf(dv lj'X)v l&’gi(d7 lj'X)v 691' (d’ HX)v i=1,... >kg 10¢, (d’ HX)v
=1,..., ke

. Rozwiazanie nastepujacego zadania optymalizacji deterministycznej:

znajdz wartosci zmiennych: d, px, (2.52)
.. . ’DRS l-a, a
minimalizujace: [~ = ———fiy(d, px) + —6(d, px), (2.53)
1 o

przy ograniczeniach:
ﬂgz(dalj'X) _Bi 5'gi(d,lix) > 07 i = 17--- akgv (254)
Ge (d, px) < Yo, k=1,... k., (2.55)
‘0 < d; <d;, j=1,...,nq, (2.56)
Yix, < px, < jix,, r=1,...,nx, (2.57)

gdzie ldj, “de, 7 =1,...,ng, oraz lﬂxr, “Yix,, r=1...,nx, sa aktu-

alnymi granicami obszaru dopuszczalnego. Wspotczynniki normujace p*
i 0 wyznaczane sa na podstawie ekstremalnych wartosci odpowiednich
momentéw otrzymanych w punkcie 3.

Tak jak w przypadku podstawowej strategii aproksymacji, ze wzgledu
na jawna postac¢ funkcji wystepujacych w sformutowaniu (2.52)—(2.57),
w rozwigzaniu wskazane jest zastosowanie bezgradientowych metod opty-
malizacji globalne;j.

. Sprawdzenie warunku zbieznosci. Jesli jest on spetniony, to zakonczenie dzia-

fania algorytmu.

. Przesuniecie obszaru dopuszczalnego nad wyznaczony na kroku 5 punkt opty-

malny. Redukcja obszaru dopuszczalnego. Powrét do 2.
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Niewatpliwa przewaga metody DRS w stosunku do poprzedniej strategii jest bu-
dowanie powierzchni odpowiedzi bezposrednio dla poszczegbdlnych momentow
statystycznych. Pominiecie etapu uprzedniego tworzenia aproksymacji funkcji
f, gi 1 ¢, wigze sie z poprawg dokladnosci oszacowania. Poza tym, metamodele
fif, Of, fig;s Og; 1 ¢, sa funkcjami w przestrzeni ngx < ngxp wymiarowej, co
rowniez sprzyja zapewnieniu jako$ci aproksymacji. Trzeba jednak zdawaé so-
bie sprawe, ze nieunikniony blad estymacji momentéw, charakterystyczny dla
metod symulacyjnych, wymusza stosowanie nieinterpolujacych technik aprok-
symacji. Majac to na uwadze, w podrozdziale 3.2 zaprezentowano modyfikacje
standardowej metody krigingu, ktéra umozliwia otrzymanie jej wersji aproksy-
mujacej, zob. (3.39).

Za wade strategii aproksymacji statystyk uznac¢ nalezy stosunkowo duzg licz-
be powierzchni odpowiedzi (2(k, + 1) + k.), ktore nalezy utworzy¢. Szczegélnie
dla wielowymiarowych wektoréw zmiennych projektowych, moze wiazaé sie to
ze znacznym wydhuzeniem tego etapu dziatania algorytmu.

2.4.2.3. Strategia aproksymacji funkcji celu i ograniczen odpornosciowych

Sposobem na poprawe efektywnosci strategii opisanej w poprzednim punkcie
jest ograniczenie liczby zadan aproksymacji, poprzez zbudowanie powierzchni
odpowiedzi jedynie dla wagowej funkcji celu (2.44) oraz funkeji ograniczen (2.45)
i (2.46). Zadanie doboru parametrow funkcji aproksymujacej rozwiazywane jest
wtedy kg + k. +1 razy, czyli tyle, ile w przypadku strategii podstawowej. Ponizej
przedstawiono poszczegdlne etapy algorytmu:

1. Zdefiniowanie obszaru dopuszczalnego zgodnie z (2.47) i (2.48). Wybdr wsp6t-
czynnika wagowego «.

2. Wygenerowanie N realizacji wektora zmiennych projektowych.

Tak jak w przypadku strategii aproksymacji momentéw, eksperymenty
generowane sg zgodnie z planem OLH, rownomiernie w aktualnym ob-
szarze dopuszczalnym. Liczba N powinna gwarantowaé¢ odpowiednie wy-
pelnienie badanego obszaru.

3. Wyznaczenie momentdw statystycznych funkgji celu f oraz funkgji ograniczen
gi i = 1,...,kg i ek, K = 1,..., k., dla kazdej z N realizacji wektora
{dv II'X}'

Poza tym, na podstawie oszacowanych wartosci momentow, dla kazde-
go z punktoéw eksperymentalnych obliczane sg réwniez wartosci wazonej
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funkcji celu f, danej wzorem (2.44), oraz funkcji

&(d, px) = "o — ofen(d, X, P)], k=1, ke (2.59)

Uwagi dotyczace metod szacowania momentéw zamieszczone w 2.4.2.2
w punkcie 3 dotyczg takze biezacej strategii.

. Budowa powierzchni odpowiedzi (technika krigingu lub wazonej regresji) dla

funkcji f oraz funkcji ograniczen g;(d, px), i = L. kg, icp(d, pux), k=
... ke

Budowanych jest 1 + k; + k. powierzchni odpowiedzi, oznaczanych od-
powiednio f, w przypadku funkcji celu, oraz g;(d, px), i = L,... kg,
ick(d,px), k=1,..., ke, w przypadku funkcji ograniczen.

. Rozwiazanie nastepujacego zadania optymalizacji deterministycznej:

znajdz wartosci zmiennych: d, px, (2.60)

minimalizujace: f(d, ©x), (2.61)

przy ograniczeniach:

gi(d, px) > 0, i=1,...,k (2.62)
&(d, pux) >0, k=1,... ke, (2.63)
‘4, < d; <'d, j=1,...,nq, (2.64)
Uix, < px, <“ix,, r=1,....,nx. (2.65)

Podobnie jak w strategii aproksymacji momentéw, wspolczynniki normu-
jace pu* i o*, ktore wystepuja w definicji wazonej funkcji celu wyznacza
sie na podstawie ekstremalnych wartosci odpowiednich momentéw obli-
czonych w punkcie 3.

W przyktadach numerycznych optymalizacji odpornosciowej prezentowa-
nych w rozdziale 6 oraz innych publikacjach autora [38,236] do rozwiaza-
nia zadania (2.60)—(2.65) uzywano dwustopniowego algorytmu optyma-
lizacyjnego. Na pierwszym etapie stosowany byt algorytm optymalizacji
globalnej. W zaleznoéci od wielkosci zadania byl to algorytm symulowa-
nego wyzarzania, algorytm genetyczny badz algorytm losowego przeszu-
kiwania. Nastepnie, polozenie otrzymanego w ten sposéb punktu opty-
malnego, korygowane byto przy pomocy lokalnej metody optymalizacji,
zazwyczaj byt to simpleksowy algorytm Nedlera Meada [184].
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6. Sprawdzenie warunku zbieznosci. Jesli jest on spetniony, to zakonczenie dzia-
fania algorytmu.

7. Przesuniecie obszaru dopuszczalnego nad wyznaczony na kroku 5 punkt opty-
malny. Redukcja obszaru dopuszczalnego. Powrét do 2.

Chociaz wprowadzone modyfikacje poprawiaja efektywnosé algorytmu w sto-
sunku do DRS; to jednak kluczowymi elementami efektywnej metody rozwiaza-
nia zadania sa: odpowiednio dobrana metoda aproksymacji funkcji zmiennych
projektowych i efektywna metoda szacowania momentow statystycznych. Za-
gadnieniom tym poswiecono obszerna cze$é¢ niniejszej pracy.

PODSUMOWANIE

W niniejszym rozdziale podjeto probe usystematyzowania wiedzy na temat
alternatywnych sformutowan zadania niedeterministycznej optymalizacji kon-
strukcji. Rozpatrywano jedynie takie przypadki, gdzie zar6wno parametry kon-
strukcji, jak i dziatajace na nig obciazenia, modelowane sa w ramach teorii praw-
dopodobieristwa za pomoca zmiennych losowych. Po krotkim omoéwieniu typo-
wego sformulowania zadania optymalizacji deterministycznej, zar6wno w wer-
sji jedno jak i wielokryterialnej, oraz najbardziej znanych metod rozwigzania,
przedstawiono dwa najistotniejsze sformutowania stochastycznej optymalizacji
konstrukeji - optymalizacje niezawodnosciowa i optymalizacje odpornosciowa.

Optymalizacja niezawodnosciowa, w sformutowaniu ktorej ograniczenia pro-
jektowe wyraza sie najczesciej jako funkcje prawdopodobieristwa awarii kon-
strukcji, jest przedmiotem badan juz od ponad trzech dziesiecioleci. Jest to juz
zatem ‘“niemltoda” dziedzina o bardzo bogatej literaturze, ktoéra jednak ciagle
sie rozwija przyciggajac zainteresowanie wielu badaczy. Znaczna czes$é dorobku
naukowego autora byla rowniez poswiecona tej problematyce, zob. [52,125,126,
207,230,232,233,235]. W rozdziale oméwiono trzy glowne rodziny metod kom-
puterowej realizacji zadania optymalizacji niezawodnosciowej. Sa to: metody
dwupoziomowe, metody jednopoziomowe i metody rozprzezone. Po przeanali-
zowaniu wad i zalet poszczegblnych metod, na podstawie poréwnan przepro-
wadzonych w licznych pracach, za najbardziej efektywna numerycznie nalezy
uznaé sekwencyjng metode SORA, z grupy metod rozprzezonych.

Mozliwosé zastosowania optymalizacji niezawodno$ciowej w praktyce pro-
jektowej jest bardzo silnie uwarunkowana dostepnoscia funkcji tgcznej gesto-
$ci rozkltadu prawdopodobienistwa parametrow konstrukeji i obciazen. Od pre-
cyzyjnego modelu stochastycznego zalezy wiarygodnosé szacowanych wartosci
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prawdopodobienistwa awarii. Niestety bardzo czesto, ze wzgledu na brak odpo-
wiednich danych statystycznych, model ten sprowadza sie jedynie do pierwszych
dwoch momentéw zmiennych losowych. Uzywanie w takim przypadku aparatu
optymalizacji niezawodno$ciowej wydaje sie byé nieuprawnione.

Sformutowaniem optymalizacji niedeterministycznej, ktore lepiej dopasowa-
ne jest do realiow projektowych, jest optymalizacja odpornosciowa. W odroz-
nieniu od optymalizacji niezawodnosciowej, sformulowanie to nie wymaga sza-
cowania prawdopodobienstwa awarii. Losowy charakter odpowiedzi konstrukcji
uwzgledniany jest poprzez definicje funkcji celu oraz ograniczen, ktore zawie-
raja wartosci srednie oraz wariancje tych odpowiedzi. Zadanie optymalizacji
odpornosciowej jest zazwyczaj zadaniem optymalizacji wielokryterialnej ponie-
waz oprocz nominalnej (Sredniej) wartosci funkeji celu, minimalizacji podlega
réwniez jej rozrzut.

ZYozonos¢ obliczeniowa zadania optymalizacji odpornosciowej wiaze sie z ko-
niecznoscig zastosowania odpowiednich aproksymacji nieznanych odpowiedzi
konstrukeji, a takze z uzyciem efektywnych metod szacowania momentoéw sta-
tystycznych. Zagadnienia te omoéwione zostana w rozdzialach 3 i 4. W niniej-
szym rozdziale zaprezentowano trzy mozliwe strategie aproksymacji: podstawo-
wa strategie aproksymacji, strategie aproksymacji statystyk i strategie aproksy-
macji funkcji celu i ograniczen odpornosciowych. Wszystkie trzy zostaly zaim-
plementowane w tworzonej przez autora bibliotece optymalizacyjnej programu
STAND, zob. rozdzial 8. Na podstawie licznych testow stwierdzi¢ mozna, ze
ostatnia strategia (omoéwiona w punkcie 2.4.2.3), wydaje sie by¢ rozwiazaniem
najbardziej efektywnym.



Metody powierzchni odpowiedzi
w analizie eksperymentéw
komputerowych

W przypadku wielu inzynierskich probleméw optymalizacji, jak rowniez analizy
niezawodnos$ci, liczba mozliwych do przeprowadzenia obliczen wartosci funkcji
(celu, ograniczen projektowych, awarii) jest w znaczny sposob limitowana badz
to przez koszt analizy, badZz tez przez czas jej trwania. Przyktadowo, czas po-
trzebny do przeprowadzenia pojedynczej symulacji MES zderzenia pojazdow
albo gtebokiego tloczenia blachy moze niejednokrotnie wynosi¢ od kilku do kil-
kudziesieciu godzin. Jednym ze sposob6éw na przezwyciezenie tych trudnosci
jest zastagpienie rzeczywistych, trudnych obliczeniowo niejawnych funkcji wcho-
dzacych w sktad analizowanego problemu przez analityczne metamodele - po-
wierzchnie odpowiedzi (ang. response surface). Powierzchnie te tworzone sa po-
przez odpowiednie dopasowanie funkcji aproksymujacych do zbioru punktow
eksperymentalnych.

Problematyka tworzenia doktadnych, a jednoczesnie efektywnych obliczenio-
wo metamodeli jest wspolczesnie przedmiotem zainteresowania bardzo szerokie-
go grona badaczy, reprezentujacych roznorodne galtezie nauki oraz przemystu.
Obecny stan wiedzy oraz gtowne trendy w tych badaniach opisane zostaty w cie-
kawych pracach przegladowych [220,222]. W niniejszym rozdziale zaprezentowa-
ne zostang wybrane techniki powierzchni odpowiedzi, ktére moga byé przydatne
w aproksymacji szerokiej klasy funkcji nieliniowych. Szczegoélnie duzo miejsca
poswiecone zostanie metodzie krigingu. Podstawowa idee tej metody, majacej
swoja geneze w geostatystyce, zob. [36,168|, okresli¢ mozna jako modelowanie
nieznanej funkcji za pomocs realizacji procesu losowego. Koncepcja ta, z pozoru
do$¢ zawita i nienaturalna, okazuje sie by¢ w istocie bardzo ciekawym rozwig-
zaniem. Dopasowujac realizacje procesu do danych doswiadczalnych ustala sie
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typowe zachowanie funkcji, takie jak oczekiwany przyrost jej wartosci przy roz-
nych przyrostach poszczegblnych zmiennych. Inaczej mowiac, wartosé funkcji
w nowym punkcie wyznaczana jest tak, aby jak najlepiej pasowa¢ do typowej
realizacji procesu.

O ile w swych pierwotnych, geologicznych zastosowaniach technika krigin-
gu dostosowana byta do zagadnienn dwu lub tréjwymiarowych oraz do danych
obarczonych pewnym szumem (co jest zrozumiale, jesli modeluje sie zawartosé
ztota w skale jako funkcje jej potozenia w analizowanym ztozu), o tyle w przy-
padku symulacji komputerowych mamy zazwyczaj do czynienia z wieksza liczba
wymiarow, a rozpatrywane funkcje maja charakter deterministyczny.

Jak dotad, podstawowym narzedziem do tworzenia powierzchni odpowiedzi
jest analiza regresji liniowej, zob. [179]. Prezentujac dla kompletnosci wywodu
w podrozdziale 3.1 podstawowe réwnania tej metody, podkreslono jedno z za-
sadniczych zalozen analizy regresji, ktore nie jest prawdziwe w przypadku eks-
perymentéw numerycznych. Utworzona w celu analizy wynikéw rzeczywistych
(nie wirtualnych) doswiadczen metoda regresji zaktada, ze btedy poszczegdlnych
eksperymentéw sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym.
W przypadku danych pochodzacych z analizy komputerowej, twierdzenie, iz bte-
dy aproksymacji nie sg skorelowane jest zazwyczaj nieuprawnione. Problemy te
zostang szczegdlowo omoéwione w dalszej czesci tekstu.

W podrozdziale 3.2 po$wieconym krigingowi pokazemy, ze jest to w isto-
cie metoda interpolacji “przeprowadzajaca’” tworzona powierzchnie odpowiedzi
przez wszystkie punkty eksperymentalne. W przypadku optymalizacji odpor-
nosciowej, ze wzgledu na pewien rozrzut wartosci funkcji zwigzany ze stosowa-
ng technika symulacji losowych, zasadne jest jednak modelowanie funkcji celu
i ograniczen za pomoca aproksymujacych/wygtadzonych powierzchni odpowie-
dzi. Za praca [213] zaprezentowana zostanie modyfikacja podstawowych réwnan
metody krigingu majaca na celu otrzymanie wersji aproksymujacej. Zachowuje
sie w ten sposob doskonale odwzorowanie wtasciwego ksztattu funkeji, odfiltro-
wujac jednocze$nie niepozadany szum.

Na koniec przedstawiona zostanie metoda aproksymacji lokalnej wykorzy-
stujaca koncepcje tzw. wazonej regresji liniowej. Podejscie to znane jest pod
angielska nazwa moving least squares - MLS, co przettumaczy¢ mozna jako lo-
kalna metoda najmniejszych kwadratéw. Ze wzgledu na tatwosé implementacji
oraz stosunkowo duza szybkosé dziatania, MLS zastosowano w zaproponowanym
adaptacyjnym algorytmie poszukiwania punktu projektowego (podrozdzial 5.1).
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3.1. Liniowa analiza regres;ji

Zalozmy, ze dysponujemy wynikami N eksperymentéw przeprowadzonych
w celu zbadania nieznanej zaleznosci y = f(x), gdzie x sa wspotrzednymi punk-
tow w przestrzeni n wymiarowej. Nasze dane tworzy zatem N par {x;,v;},
i =1,...,N, gdzie y; = f(x;). Jednym z podstawowych zadan liniowej ana-
lizy regresji, zob. [58,178], jest znalezienie funkcji aproksymujacej § = f(x)
(powierzchni regresji) przyjmujac, ze dane te wygenerowano przy pomocy na-
stepujacego modelu:

p—1
f(x) = Z Biqi(x) + ¢, (3.1)
=0

gdzie B;, i = 0,1,...,p — 1, sa nieznanymi parametrami (wspo6lczynnikami)
réwnania, ¢;(x) sa funkcjami bazowymi, przy czym go(x) = 1, a € jest bledem
uwzgledniajacym rozrzut wartosci y; poza powierzchnia regresji. Mozna wobec
tego zapisac:

Y1 1 qi(x1) - gqp—1(x1) By €1
Y2 1 qi(x2) -+ gp-1(x2 By €9
: | (: ) : ! :( ) : + : ’ (3'2)
YN I ¢i(xn) - gp—1(xn) By_1 EN

lub w postaci macierzowej

y=QB+e, (3.3)

gdzie By jest wektorem wspoélczynnikow, ynx1 jest wektorem wartosci funk-
cji f(x;),i=1,..., N, odpowiadajacych N przeprowadzonym eksperymentom,
a €nx1 jest losowym wektorem btedéw. Macierz Q) zawiera wartosci funkcji
bazowych ¢;(x;),i=0,...,p—1,j =1,..., N. Pierwsza kolumna Q odpowiada
statej rownania regresji By. W zaleznosci od przyjetego typu aproksymacji oraz
stosowanego planu eksperymentéw, jako funkcje bazowe wybiera sie najczescie]
wielomiany pierwszego lub drugiego stopnia. Nazwa “regresja liniowa” $wiadczy
zatem o zaleznosci funkcyjnej wzgledem wspoétczynnikow B, a nie o rodzaju
funkcji bazowych, ktore moga by¢ nieliniowe. Oczywiscie, liczba funkcji bazo-
wych (parametréow modelu) p moze by¢ nieograniczona, nalezy jednak pamietac,
ze powinna by¢ znacznie mniejsza od liczby punktéw eksperymentalnych.

Zaklada sie, ze € ~ N(0,0%I), a wiec, ze btedy losowe maja rozktad nor-
malny o zerowych wartosciach oczekiwanych i stalej wariancji oraz ze sg niesko-
relowane. Jak to zostanie doktadniej omowione ponizej, zatozenia te potrzebne
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sa aby zagwarantowaé¢ odpowiednie wilasnosci estymatoréw b parametrow B,
wyznaczanych poprzez minimalizacje reszt z modelu, zdefiniowanych jako

r=y— Qb. (3.4)
Minimalizowana jest funkcja celu S(b) rowna sumie kwadratow reszt
S(b) =r'r=(y-Qb)"(y - Qb) =y'y —20"Q'y +b'Q"Qb.  (35)

Z warunku pierwszego rzedu dla min S(b), zerowania sie pochodnych S(b)

wzgledem b;, i = 0,...,p — 1, otrzymuje sie tzw. uktad réwnan normalnych,
(Q"Q)b = Q"y. (3.6)
ktorego rozwiazaniem sa estymatory by = {bo,b1,...,bp—1},
b=(Q'Q)'Q'y. (3.7)

Warunki drugiego rzedu istnienia minimum dotycza dodatniej okreslonosci ma-
cierzy hesjanu funkcji S(b)

#SM) 7
St = 2Q7Q. (3.8)

Ze wzgledu na liniowa niezaleznos$¢ rownan normalnych, warunek ten jest spet-
niony dzieki dodatniej okreslonosci macierzy (QTQ)po. W przypadku gdy row-
nania normalne sg zalezne, macierz QT Q staje sic osobliwa. Macierz ta moze
byé réowniez zle uwarunkowana. W tej sytuacji czesto rozwigzaniem jest uzycie
metody dekompozycji na wartosci singularne (ang. singular value decomposi-
tion - SVD), zob. [197], i redukcja wyj$ciowego modelu poprzez eliminacje tych
wierszy i kolumn macierzy, ktére powoduja jej osobliwos¢.

Ostatecznie, powierzchnia regresji dopasowana do danych za pomocg metody
najmniejszych kwadratow przybiera postac

J=1) =01 a(x) - g 1(x)]b=q" (x)b. (3.9)

W praktyce, kazda powierzchnia odpowiedzi stanowi jedynie aproksymacje rze-
czywistej funkcyjnej zaleznosci pomiedzy zmiennymi wejscia i wyjscia (czesto
spotyka sie okreslenia zmienna wyjasniajaca i wyjasniana). Poniewaz zawsze
mamy do czynienia z pewnym niedopasowaniem funkcji (3.9) do danych ekspe-
rymentalnych, konieczna jest weryfikacja poprawnosci tego rozwiazania. Wpro-
wadzajac nastepujace definicje:
catkowita suma kwadratow (Total Sum of Squares)

TSS =y -9 (y -¥), (3.10)
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wyjasniona suma kwadratow (Explained Sum of Squares)
ESS =@ -9)"(F -, (3.11)
suma kwadratow reszt (Residual Sum of Squares)
RSS =r'r, (3.12)

gdziey = Qb, ¥ = €7, enx1 = {1,...,1}, a 7 jest wartoscia $rednia y, mozna
pokazaé [58], ze
7SS =ESS+ RSS. (3.13)

Sumy kwadratow (3.10)—(3.12) wykorzystuje sie w definicji tzw. wspotczynnika
determinacji R?

ESS RSS
2 = — = —_—
R =755=1" 755 (3:14)
przy czym
0<R*<1. (3.15)

Po dokonaniu pewnych podstawowych przeksztatcen wspotczynnik ten przed-
stawi¢ mozna w alternatywnej postaci jako

bTOTy — N72
R? = M (3.16)
y'y — Ny
R? interpretuje sie jako procent zmiennosci wartosci funkeji y;, i = 1,..., N,

ktora wyjasniona jest przez model. Wspolezynnik R? jest rowny jeden jesli
r =0 = y = Qb. Wartoéci R? bliskie jednosci sa zazwyczaj oznaka dobrego
dopasowania modelu do obserwacji, a wartosci male (znaczaco mniejsze od 1)
$wiadcza o ztym doborze modelu.

Statystyka R? ma jednak istotna wade. Dodanie kolejnych zmiennych do
modelu daje w rezultacie model o wyzszym R?, nawet jesli zmienne te sa nie-
istotne, a ich dotaczenie prowadzi do zwiekszenia wariancji estymatora b. Z tego
powodu R? mozna stosowaé jedynie jako statystyke opisowa. Nie moze ona shi-
zy¢ do ustalenia, ktore zmienne w modelu sg istotne statystycznie. Lepsza miara
dopasowania jest skorygowane R?, zob. [82,178],

N -1

=1—-—1- q
R=1- 50 R, (3.17)

ktore zaprojektowano w ten sposob, ze wartosé R spada, gdy warto$¢ bez-
wzgledna statystyki ¢ dla usunietej zmiennej jest wicksza od 1.
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Na koniec, warto przypomnieé zalozenia klasycznego modelu regresji liniowej
oraz to, co te zatozenia implikuja w przypadku estymatoréw uzyskanych przy
pomocy metody najmniejszych kwadratow. Przyjmujac, ze warto$é¢ oczekiwana
bledu losowego jest rowna zero E(g;) = 0,7 = 1,..., N, bledy te sa nieskorelowa-
ne E(g;e;) = 0 oraz, ze wariancja bledu pozostaje stata Var(e;) = o2 twierdze-
nie Gaussa-Markowa, zob. [81,178|, mowi, ze wektor b dany wzorem (3.7) jest
najlepszym (o najmniejszej wariancji) liniowym i nieobciazonym estymatorem
parametrow B w klasycznym modelu regresji liniowej. Pod pojeciem estymatora
liniowego rozumie sie taki estymator, ktéry mozna przedstawi¢ w postaci Ay,
gdzie A jest dowolng p x N elementowa macierza nielosowych wspotezynnikow.
Zakladajac ponadto, ze € ~ N(0,0°I) zaktadamy rozktad prawdopodobienstwa
obserwowanych wartosci y jako y ~ N(QB, o2I).

W przypadkach kiedy istniejg przestanki ku temu, aby preferowaé¢ wyniki
wybranych eksperymentéw lub gdy nie ma sie zaufania do pewnych wynikéw,
modyfikuje sie zalozenie dotyczace postaci macierzy kowariancji btedow. Przyj-
mujac nadal, ze jest to macierz diagonalna, nie zaktada sie juz statosci warian-
cji. Do rozwiazania tak postawionego zadania liniowej regresji stosuje sie wte-
dy wazong metode najmniejszych kwadratéow. Wyprowadzenie uktadu réwnan
normalnych tej metody mozna znalezé w [58]. Bazuje ono na transformacji wy-
nikéw eksperymentéw na takie zmienne, ktére spelniaja podstawowe zalozenia
metody najmniejszych kwadratow, aby mdc nastepnie zastosowaé standardowe
procedury rozwigzania. Poszukiwany wektor estymatoréw b mozna wtedy po-
nownie wyrazi¢ za pomoca pierwotnych danych. Rozwiazanie uktadu réwnan
normalnych (3.7) przyjmuje nastepujaca postac

b= (Q"WQ)'Q"Wy, (3.18)
gdzie W jest kwadratowa macierza wagowa

w1

wy
W = , . (3.19)

WN
a w;, t = 1,...,N sa wagami odpowiadajacymi poszczegdlnym eksperymen-

tom. Przyjmujac wszystkie wagi réwne 1 otrzymujemy oczywiscie standardowe
rozwigzanie metody najmniejszych kwadratow.
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3.2. Kriging

Przed zaprezentowaniem formalnego wyprowadzenia réwnan krigingu jako
metody aproksymacji funkcji przy pomocy realizacji proceséw losowych, warto
jest doktadniej wyjasni¢ dlaczego metoda ta — w przeciwienstwie do przedsta-
wionej w poprzednim podrozdziale liniowej regresji — tak dobrze nadaje sie do
budowania modeli opartych na deterministycznych eksperymentach numerycz-
nych. Bardzo interesujace i przystepne omowienie tego tematu znalezé mozna
w pracy [112]. Ponizej przytoczmy jedynie najwazniejsze z przedstawionych tam
zagadnien.

Podstawowa trudnosé, jaka napotykamy stosujac liniowa analize regresji do-
tyczy doboru odpowiednich funkcji bazowych ¢;(x), i =0,...,p — 1, zob. (3.1).
Zwiekszanie ich liczby w celu lepszego dopasowywania ksztattu funkcji do punk-
tow eksperymentalnych pociaga za soba nieunikniony wzrost liczby parame-
trow, do wyznaczenia ktérych potrzeba z kolei coraz wiekszej liczby ekspery-
mentéw. Ponadto, w przypadku powtarzalnych eksperymentéw numerycznych
mocno dyskusyjne wydaje sie byé zatozenie dotyczace niezaleznosci btedow e
wystepujacych w rownaniu (3.3). Bledy, z ktorymi mamy tu do czynienia wyni-
kaja catkowicie z nieodpowiedniego doboru bazowych funkcji aproksymujacych,
a nie z btedu pomiarowego lub szumu (przyktady symulacji komputerowych,
gdzie z pewnych wzgledow korzystne jest uwzglednienie sztucznego “sktadni-
ka szumowego” oraz zastosowan specyficznych dla optymalizacji odpornoscio-
wej omowione zostana oddzielnie w dalszej czesci rozdziatu). Tak wigc mozna
stwierdzi¢, ze btad niedopasowania powierzchni odpowiedzi jest funkcja potoze-
nia punktu, &; = £(x;). Jesli funkcja f(x) jest ciagta, wtedy e(x) jest rowniez
funkcjg ciaglta. Wynika z tego, ze jezeli dwa punkty x; i x; polozone sg blisko
siebie, wtedy takze bledy e(x;) i e(x;) powinny mie¢ zblizone wartosci. Zamiast
zatem zakladaé ich statystyczna niezalezno$é, bardziej racjonalne jest przyje-
cie, ze wielkosci bledow sa skorelowane, a korelacja ta jest wysoka gdy x; i x;
znajduja sie w bliskim sasiedztwie, za$ niska gdy sa od siebie oddalone.

Spostrzezenie to jest fundamentem technik aproksymacji wykorzystujacych
teorie procesoéw losowych. W podejsciu tym wprowadza sie funkcje korelacji ble-
dow zalezng od odleglosci pomiedzy dwoma punktami eksperymentalnymi. Za-
zwyczaj nie uzywa sie jednak zwyklej euklidesowej miary odlegtosci, przyjmujac
nastepujaca odlegto$é wazona:

d(xi,%;) = > Ol — zl?, (3.20)
k=1
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gdzie @ = {01, ...,0,} jest wektorem nieujemnych parametrow wagowych, a x;j
jest k-ta wspotrzedna punktu x;. Przy pomocy powyzszej definicji korelacje
pomiedzy bledami aproksymacji w punktach x; i x; wyrazi¢ mozna jako

Rle(x;),e(xj)] = exp[—d(x;,x;)] = exp [— Z Or| i — :Ejk|2:| : (3.21)
k=1

Zgodnie z zalozeniami, wartos¢ funkcji Rle(x;),e(x;)] dazy do jednosci gdy x;
dazy do x; oraz maleje do zera gdy odleglto$¢ miedzy tymi punktami rosnie.
Oczywiscie mozna zaproponowaé¢ wiele innych funkcji korelacji spetniajacych
powyzsze wymagania, jednak funkcja (3.21) jest najczesciej spotykana w litera-
turze, zob. [219,221]. Parametry 0, k = 1,...,n, moga by¢ interpretowane jako
miara “aktywnosci” danej zmiennej z. Duza warto$é odpowiedniego parametru
oznacza, ze nawet mala roznica |x;, — ;| prowadzi¢ moze do istotnych zmian
wartosci aproksymowanej funkcji z uwagi na wymuszenie szybkiego spadku ko-
relacji w tym kierunku.

Powyzszy sposob opisu korelacji pozwala postulowaé, iz wyniki eksperymen-
tow {x;,vy;}, i = 1,..., N, mozna wyjasni¢ przy pomocy nastepujacego modelu

yi = f(x;) = B+¢e(x;), i=1,...,N, (3.22)

gdzie B jest stala, bledy £(x;) sa zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym
N(0,0?), a korelacja miedzy nimi nie jest zerowa, lecz dana za pomoca wzo-
ru (3.21). Zapisujac inaczej, poszukujemy parametrow funkcji aproksymujacej
postaci

y= f(x) =B+ H(x), (3.23)

gdzie H(x) jest realizacja gaussowskiego procesu losowego o zerowej wartosci
$redniej i nieznanej wariancji o oraz funkcji kowariancji. Parametry, ktore na-
lezy wyznaczy¢ na podstawie przeprowadzonych eksperymentéw to B, o2 oraz
wspotezynniki 0y, k = 1,...,n, w definicji funkcji korelacji (3.21). O ile stala
B mozna traktowaé jako pewien najprostszy model globalnej aproksymacji n
wymiarowej funkcji, o tyle H(x) zapewnia “dociagniecie” funkcji do punktow
eksperymentalnych.

W metodzie krigingu proces losowy H(x) dyskretyzowany jest przy pomocy
jego realizacji w punktach x;, ¢ = 1,..., N, zgodnie z oméwiona w dodatku C
technika optymalnej aproksymacji liniowej. Wprowadzajac nastepujace definicje
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macierzy korelacji i macierzy kowariancji:

R(Xl,Xl) R(Xl,XQ) R(Xl,XN)

R(x2,x1) R(x2,x2) --- R(x1,x
R (2- 1) (2- 2) (1. N) | (3.24)
R(xn,x1) R(xn,x2) -+ R(Xn,XN)
C=0"R, (3.25)

gdzie uzyto skroconego zapisu R(x;,x;) = R(H(x;), H(x;)) = R(e(xi),e(x;)),
oraz definiujac wektor korelacji pomiedzy realizacja pola w punkcie x a realiza-
cjami w punktach eksperymentalnych jako

rT(x) = [R(x,x1),..., R(x,xn)], (3.26)

wykorzystujac wzory (C.34), (3.23) i (3.25) oraz pamietajac, ze H(x) jest jed-
norodnym procesem losowym o zerowej wartosci oczekiwanej, otrzymuje sie wy-
razenie na dyskretyzacje tego procesu w postaci

dyskretyzacja -~ (
—_—

H(x) H(x) =r"(x)R™(y — eB), (3.27)

gdzie y jest N elementowym wektorem wartosci funkeji f(x;), ¢ =1,...,N, e
jest wektorem jedynek, a B jest estymatorem parametru B. Ostatecznie wzor
(3.23) przybiera postaé

~

j(x) = B+ rT(x)R(y — eB). (3.28)

Metoda estymacji nieznanych parametréw 6, Bié? jest opisana miedzy
innymi w pracach [70, 76] metoda najwickszej wiarygodnosci (ang. maximum
likelihood estimation - MLE). W podejsciu tym zaklada sie, ze wektor (y — eB)
jest realizacja gaussowskiego wektora losowego i dlatego dazy sie do znalezienia
takich warto$ci parametréow, ktore maksymalizuja nastepujaca funkcje wiary-
godnodci:

1 —eB)TR1(0)(y — eB
Li®ly) = (27r&2)N,R(0)yeXp - : 2&2( hy : - (3.29)

Dla wygody, w wyprowadzeniach korzysta sie z logarytmu powyzszej funkcji

otrzymujac

—(y —eB)TR™1(0)(y —eB) Nn(2r4?) + In(|R(0)|)
262 a 2 ‘

1(0y) = (3.30)
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7 Warunku pierwszego rzedu, przyréwnujac pochodne funkeji (3. 30) wzgledem
B oraz 62 do zera otrzymuje sie wyrazenia na trend Bi wariancje 62 w funkcji
parametrow 6

B(6) = [e"R™'(0)e] "R ()y, (3.31)
52(6) = % (v~ eB)"R™O)(y — eB)] . (3.32)

Ostatecznie, parametry funkcji korelacji 6 znajdowane sa jako rozwiazanie na-
stepujacego problemu maksymalizacji logarytmicznej funkcji wiarygodnosci:

znajdz: 0, (3.33)
N1n(6(6)%) +1 0

maksymalizujace: — n(5(6) );— n([R( )|), (3.34)

pod warunkiem: 0<0, <0, i=1,...,n. (3.35)

Mamy zatem do czynienia z n wymiarowym zadaniem optymalizacji. Nalezy
zauwazy¢, ze model (3.28) mozna zbudowaé¢ dla dowolnych wartosci wspol-
czynnikow 6@ spehiajacych warunki (3.35), rozwiazanie zadania (3.33)—(3.35)
zapewnia jednak najlepszy doboér tych parametréw. W praktyce, poszukujac
optymalnego wektora @ macierz korelacji R moze sta¢ sie zle uwarunkowana.
W pracach [157,158] Lophaven i in. opisali szereg technik numerycznych pozwa-
lajacych przezwyciezy¢ te trudnosci.

Problem (3.33)—(3.35) nie jest na ogot tatwy do rozwiazania ze wzgledu na
lokalne minima funkcji wiarygodnosci lub tez rozlegly obszar parametrow bli-
skich warto$ciom optymalnym. W celu znalezienia maximum globalnego bardzo
czesto stosowane sa metody losowego przeszukiwania, algorytmy ewolucyjne lub
heurystyczne. Na przyklad w pracy [219] zastosowano algorytm symulowanego
wyzarzania zaproponowany przez Goffe’go i in. [77]. Algorytm ten udostepniony
jest rowniez w Internecie na stronie http://netlib2.cs.utk.edu/opt. O ile wymie-
nione metody teoretycznie sg w stanie wyznaczy¢ maksimum globalne, o tyle sa
one zazwyczaj ogromnie kosztowne i wymagaja o rzedy wielkos$ci wickszej liczby
obliczen funkcji (3.34) niz w przypadku wiekszosci metod optymalizacji lokalnej,
ktore oczywiscie nie gwarantujg znalezienia optimum globalnego. Rozwazania
na temat przydatnosci roznych algorytméw optymalizacji w wyznaczaniu naj-
lepszych warto$ci parametrow 6 znalezé mozna w pracy [70]. W algorytmie
metody krigingu zaimplementowanym w programie STAND zastosowano dwu-
etapowa technike rozwiazywania zadania (3.33)—(3.35). Na poczatku, za pomo-
ca umiarkowanej liczby iteracji algorytmu symulowanego wyzarzania znajdowa-
ny jest punkt startowy dla algorytmu nieliniowego symplexu Nedlera-Meed’a,
zob. [184,243|, ktoéry kontynuowany jest nastepnie az do osiagniecia zbieznosei.
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Analizujac wzor (3.28) mozna zauwazy¢, ze zatozenie braku korelacji pomie-
dzy wartoscia funkcji w punkcie x, a wartosciami w punktach eksperymental-
nych (r = 0) prowadzi w konsekwencji do aproksymacji g(x) = B. 7 drugiej
strony, aby przekonaé sie, ze zalozenie istnienia takiej korelacji daje w wyniku
funkcje interpolujaca, obliczmy zgodnie ze wzorem (3.28) prognozowana war-
tos¢ funkeji w jednym z punktéw z bazy eksperymentéw, np. x = x;. W tym
przypadku wektor r bedzie taki sam jak i-ta kolumna macierzy R. Oznaczajac
ja jako R; dostajemy

T R'R) =e], (3.36)

r'(x)R™" = [R7'r(x;)]
gdzie wektor e; jest wektorem o zerowych elementach za wyjatkiem elementu ¢
rownego 1. Na podstawie rownania (3.28) otrzymujemy wtedy

~

j(x;) = B+ el (y —eB) = B+ (y; — B) = y;, (3.37)

co potwierdza, iz mamy do czynienia z interpolacja.

W pracy [210] wyprowadzono wzér na blad sredniokwadratowy (ang. Mean
Squared Error - MSE) aproksymacji metoda krigingu

(1-e"R'r)?

SOV 2 TR-1
MSE[g(x)] =0 [l —r"R™'r + TR 1o

(3.38)
Postepujac podobnie jak w przypadku poprzedniego wyprowadzenia mozna po-
kazaé, ze btad sredniokwadratowy obliczony w punktach zbioru danych wynosi 0.

Do tego miejsca przyjmowaliSmy, ze rozpatrywane przez nas dane ekspe-
rymentalne nie sa obarczone zadna niepewno$cia. Chociaz takie zatozenie jest
prawdziwe w przypadku wickszosci symulacji numerycznych (wielokrotne po-
wtarzanie obliczeni, na tym samym komputerze i dla takich samych danych
wejsciowych prowadzi do tych samych wynikéw) to istnieja zastosowania kie-
dy wyniki, z ktérymi mamy do czynienia, obarczone sa pewnym szumem i gdy
nieracjonalnym jest stosowanie interpolujacych powierzchni odpowiedzi. Bar-
dzo dobrym przyktadem takiej sytuacji jest optymalizacja odpornosciowa, gdzie
punkty budujace baze eksperymentow sg wynikami symulacji Monte Carlo, np.
momentami statystycznymi funkcji celu i ograniczen. Ze wzgledu na skoriczo-
na wielko$é préobek uzywanych w symulacjach obserwuje sie rozrzut tych wy-
nikéw. Czasem tez, wobec braku mozliwosci wtasciwego modelowania wpltywu
wybranych losowych parametréw na wartos¢ analizowanej funkcji, wplyw ten
uwzglednia sie poprzez dodanie do funkeji sktadnika szumowego.

Poniewaz zaprezentowana metoda krigingu jest metoda interpolacji, dlate-
go aby uzyskaé¢ kriging w wersji aproksymacyjnej wprowadza sie nastepujaca
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modyfikacje funkcji korelacji, zob. [213],
R[x;,x;] = (1 —n) exp [— Z O | — xjk]2] , (3.39)
k=1

gdzie 0 < n < 1 ma w zamysle modelowaé, to co w angielskojezycznej literatu-
rze z zakresu geostatystyki nazywane jest nugget effect, czyli efekt grudki ztota.
Dotyczy on nieciagtosci funkeji kowariancji gdy |x; —x;| dazy do zera. Parametr
1 dobierany jest w procesie maksymalizacji funkcji wiarygodnosci razem z para-
metrami 6. Zerowa wartos¢ 7 oznacza, ze powierzchnia odpowiedzi przechodzi
przez wszystkie punkty danych. Zwiekszanie n prowadzi do wygtadzenia funkcji
aproksymujacej poniewaz wartosci funkcji w punktach potozonych bardzo blisko
siebie sg stabiej skorelowane. Dla 1 = 1 funkcja aproksymujaca degeneruje sie do
cztonu statego B. Nalezy zaznaczy¢, ze wspotczynnik skalujacy (1 — n) nie jest
uzywany w przypadku wyrazow diagonalnych macierzy R, ale stosuje sie go do
wszystkich elementéw wektora r, nawet wtedy gdy punkt, w ktérym obliczana
jest wartos¢ aproksymacji pokrywa sie z jednym z punktow z bazy danych. Robi
sie tak przyjmujac, ze punkt eksperymentalny jest doskonale skorelowany sam
ze soba, natomiast jego korelacja z innym punktem polozonym w tym samym
miejscu nie jest rowna 1 ze wzgledu na istniejaca niepewnosé/btad pomiarowy.

Na rys. 3.1 przedstawiono poréwnanie dziatania krigingu w wersji interpo-
lujacej oraz aproksymujacej, na przyktadzie funkeji jednowymiarowej. Wartosci
funkcji w punktach eksperymentalnych obliczane sg wedlug wzoru

y(z) = 2sin(z) exp(—0.052%) + a, (3.40)

gdzie a jest realizacja zmiennej losowej A o rozkladzie jednostajnym w prze-
dziale [—0.1,0.1], ktéra mozna interpretowa¢ jako btad pomiarowy. 21 punktow
wygenerowano w réwnych odstepach pomiedzy x = 0 a © = 27, dodano réwniez
6 punktow w poblizu x = 7/2. Jak mozna zauwazy¢, rozrzut wartosci funk-
cji na stosunkowo malym obszarze zageszczenia punktéw do§é silnie wplywa
na posta¢ funkcji korelacji, prowadzac w rezultacie do oscylacyjnego charakteru
funkcji interpolujacej (zielony wykres). Wprowadzajac, tak jak we wzorze (3.39),
parametr 1 do funkcji korelacji otrzymujemy w wyniku funkcje aproksymujaca,
ktora na rys. 3.1 oznaczona jest kolorem czerwonym. Modyfikacja ta prowadzi
do niemal idealnego odwzorowania oryginalnej funkeji (czarny wykres).

Co ciekawe, odrzucajac 6 dodatkowych punktéw uzyskujemy duza poprawe
dopasowania. Na rysunkach 3.2 oraz 3.3 pokazano wynik dzialania dwoch wersji
krigingu na, odpowiednio, licznym (21 punktéw) i rzadkim (11 punktéw) zbiorze
danych eksperymentalnych.
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y=2sink)exp(-0.05?)
e y=2sink)exp(-0.053) + szum
kriging interpolujcy

—— kriging aproksymujcy

Rys. 3.1. Rozne typu krigingu w analizie “niepewnych” danych. Nier6wnomierny rozktad punk-
toéw eksperymentalnych.

y=2sink)exp(-0.05?)

1.2 1 e y=2sink)exp(-0.05?) + szum
kriging interpolujcy

—— kriging aproksymujcy

Rys. 3.2. Rézne typu krigingu w analizie “niepewnych” danych. Réwnomierny gesty rozktad
punktéw eksperymentalnych.
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Rys. 3.3. Rozne typu krigingu w analizie “niepewnych” danych. Rownomierny rzadki rozktad
punktéw eksperymentalnych.

Zagadnienie doboru planu eksperymentéw okazuje sie mie¢ bardzo istotny
wplyw na jakos$¢ tworzonej powierzchni odpowiedzi. Wielu autoréw podziela
opinie, zob. np. [74,222|, ze tzw. plany wypelniajace (ang. space filling design),
w przypadku deterministycznych, komputerowo generowanych danych ekspery-
mentalnych, prowadza do minimalizacji §redniego btedu kwadratowego aprok-
symacji metoda krigingu. Zaliczy¢ do nich mozna m.in. optymalne taciriskie
hiperkostki (zob. dodatek B) - plany, gdzie punkty eksperymentalne rozmiesz-
czane s3 w sposob jak najbardziej réwnomierny w n wymiarowej przestrzeni
parametrow.

W celu zbadania wpltywu optymalizacji utozenia punktéow hiperkostki tacin-
skiej, stuzacej jako plan eksperymentéw w metodzie krigingu, na jakos¢ aprok-
symacji, wykonano test poréwnujacy pierwiastek sredniego btedu kwadratowego
dopasowania (ang. root mean square error - RMSE) dla roznych hiperkostek,
na przyktadzie aproksymacji tzw. funkcji Schwefel’a

flx) = Zn: [—xi sin <m>} . (3.41)

=1
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Jest to funkcja testowa wykorzystywana czesto do badania algorytmow opty-
malizacji globalnej bez ograniczen. Na rys. 3.4 pokazano te funkcje dla przypad-
ku dwuwymiarowego.

Funkcja Schwefel'a 2D: f(x1,x2) = -x1 sin(sqrt(abs(x1))) - x2 sin(sqrt(abs(x2)))

Rys. 3.4. Funkcja Schwefel’a (3.41) dla n = 2.

Przyjmujac, ze zmienne x;,7 = 1, ..., n okreslone sa na przedziatach [—30, 30],
rozpatrywano przypadki n = 2 oraz n = 4. W przypadku dwoch zmiennych
przyjeto dwie wielkosci probki, N = 201 N = 40, a dla n = 4 probki N = 40
i N = 80. Odsytajac do rozdziatu 4 w celu szczegdtowego omowienia wariantow
planéw wykorzystujacych tacinskie hiperkostki (zob. opis na stronach 95 i 96),
zaznaczmy tutaj jedynie, ze plany RLH-m odpowiadaja konfiguracjom bez opty-
malizacji rozmieszczenia punktow eksperymentalnych, a plany OLH-m gwaran-
tuja wicksza rownomiernos¢ wypekienia zadanej przestrzeni poprzez maksy-
malizowanie odleglosci pomiedzy punktami. Oczywiscie, na potrzeby budowa-
nia planu eksperymentow stanowigcego baze do aproksymacji funkcji, przyjmu-
je sie, ze zmienne x maja rozklad jednostajny na odpowiednich przedziatach.
Wykonujac dla kazdego rozmiaru i typu hiperkostki po 100 powtérzen cyklu
1) generacja planu eksperymentow, 2) dopasowanie powierzchni interpolujacego
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krigingu, 3) obliczenie RMSE na bazie regularnej siatki 20" punktow testowych,
otrzymuje sie srednie wartosci RMSE, ktore przedstawiono w tab. 3.1.

Tablica 3.1. Aproksymacja metoda krigingu funkcji Schwefel’a (3.41). Poréwnanie wartosci
$rednich RMSE dla planéw eksperymentéw opartych na tacinskich hiperkostkach z (OLH-m)
i bez (RLH-m) optymalizacji rozmieszczenia punktow.

n=2 n=4
N=20|N=40| N=40| N =80
RLH-m | 6.27 2.08 17.43 15.44
OLH-m | 4.10 0.98 14.41 13.96

Tak wiec, we wszystkich analizowanych przypadkach kriging wykorzystujacy
plany OLH daje lepsze oszacowanie badanej funkcji niz w przypadku hiperkostek
bez optymalizacji.

Warto wspomnieé jeszcze o pewnych rozwiazaniach majacych na celu popra-
wienie dokladno$ci aproksymacji w przypadku gdy charakter zmiennosci bada-
nej funkcji nie jest jednorodny w calym obszarze jej okreslonosci. Moze zdarzy¢
sie, ze funkcja jest gwaltownie zmienna, np. oscyluje w pewnym podobszarze,
a poza nim ma ustalony charakter, np. zblizony do liniowego. W takiej sytuacji
zatozenie dotyczace stacjonarnosci korelacji (3.21), ktora jest funkcja jedynie
odlegtosci pomiedzy punktami, a nie zalezy od potozenia tych punktow, moze
prowadzi¢ do niekorzystnego zaburzenia ksztaltu poszukiwanej aproksymacji.
Niektorzy autorzy, zob. np. [258], postuluja wtedy wprowadzenie niestacjonar-
nego modelu korelacji. Pokazano, ze nawet w przypadku zastosowania pewnych
zatozen uproszczajacych, model niestacjonarny prowadzi zawsze do aproksy-
magcji nie gorszych niz model stacjonarny. Niestety, nawet w swojej najprostszej
postaci, kriging bazujacy na niestacjonarnej funkcji korelacji wiaze sie z koniecz-
noscig wyznaczenia wartosci dwa razy wiekszej liczby nieznanych parametréow
(poprzez maksymalizacje funkcji wiarygodnosci) niz w przypadku funkcji sta-
cjonarnej. Jest to szczegodlnie trudne dla probleméw wielowymiarowych i m.in.
dlatego metoda ta nie zostala zastosowana w niniejszej pracy.

3.3. Metoda aproksymacji lokalnej

Przez aproksymacje lokalng rozumieé¢ tu bedziemy metode wykorzystujaca
zaprezentowana wezesniej koncepcje wazonej regresji liniowej (3.18). Podejscie
to okresli¢ mozna réowniez jako lokalng metode najmniejszych kwadratoéw, ang.
moving least squares - MLS (zob. np. [34,113]).
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W metodzie MLS wartos$ci wag w macierzy (3.19) obliczane sa jako funkcja
odleglosci pomiedzy punktem x, w ktorym poszukuje sie wartosci aproksymac;ji,
a punktami z bazy eksperymentéw. Poprzez zastosowanie odpowiednio dobranej
funkcji wagowej, wieksze znaczenie w zadaniu analizy regresji przypisywane jest
tym sposréd eksperymentow x;, ¢ = 1,..., IV, ktore znajduja sie w poblizu x.
Za kazdym razem kiedy potoZenie x zmienia sie (np. podczas procesu optyma-
lizacji, gdy funkcja celu przyblizana jest za pomoca powierzchni odpowiedzi),
wartosci wszystkich wag, wi,...,wy, sa ponownie przeliczane i ponownie roz-
wiazywany jest uklad rownan regresji prowadzac do lokalnie lepiej dopasowanej
aproksymacji funkcji. Jak to zostanie pokazane na przyktadach ponizej, dzieki
metodzie MLS mozliwa jest dokladna aproksymacja silnie nieliniowych funkcji
za pomocg modeli liniowych lub kwadratowych. Analogicznie do rownania (3.9)
postaé¢ funkcji aproksymujacej dana jest nastepujaco:
= [0 =01 ai(x) -+ g1(x)]b(x) = q" (x)b(x), (3.42)
gdzie wektor nieznanych parametrow regresji b(x), ktorego elementy sa tym
razem funkcjami polozenia punktu, wyraza sie wzorem (por. (3.18))

b(x) = [QTWx)Q] ' Q"W (x)y. (3.43)

Podobnie jak w przypadku “zwyktej” analizy regresji, macierz Qnx, zawiera
wartosci liniowo niezaleznych funkeji bazowych ¢;(x;), i = 0,...,p — 1, j =
1,...,N. Elementy diagonalnej macierzy W (x) obliczane sg najczesciej przy
pomocy nastepujacej funkcji wagowej:

<

n

wi;(x) =exp | — Z(:Ew —z;)%/2nn?) |, n>0, (3.44)
j=1

gdzie n jest liczbg zmiennych, x;; oznacza j-tg wspolrzednag i-tego punktu eks-
perymentalnego, x; jest j-ta wspolrzedng punktu x, a n jest parametrem kon-
trolujacym ksztatt funkcji.

W celu zilustrowania omawianej metody aproksymacji, na rys. 3.5 przedsta-
wiono poréwnanie wykresow funkcji aproksymujacych w przypadku uzycia we
wzorze (3.42) roznych funkcji bazowych. Kolorem czerwonym oznaczono wykres
odpowiadajacy funkcji liniowej, q*(x) = [1 z], a kolorem niebieskim funkcji
kwadratowej, qT(x) = [1 2 2?]. Na rysunku umieszczono tez wykres aproksy-
macji metoda krigingu (zielony), a czarnymi punktami oznaczono punkty eks-
perymentalne. Mozna zauwazy¢ bardzo dobre dopasowanie aproksymacji kwa-
dratowej do funkcji oryginalnej, szczegdlnie w prawej czesci wykresu, natomiast
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lewa czes¢ wykresu, o zdecydowanie odmiennym, oscylacyjnym charakterze nie
jest wiernie odwzorowywana przez metody aproksymacji lokalnej. Prowadza one
w tym obszarze do wygltadzenia funkcji oryginalnej. Przy punktach eksperymen-
talnych danych tak jak na rys. 3.5, jedynie interpolujacy kriging prowadzi do
doskonatego odtworzenia rzeczywistej zaleznosci y = f(x). Z drugiej strony, kie-
dy zaburzenia takie jak oscylacje na poczatku wykresu sa wynikiem szumu, to
dziatanie metod aproksymacji lokalnej moze mieé¢ korzystny wplyw na zacho-
wanie algorytmoéw wykorzystujacych tak budowane powierzchnie odpowiedzi.

Na koniec, na rys. 3.6 pokazano jak ‘“niebezpieczne” moze by¢ stosowanie glo-
balnych technik aproksymacji porownujac wazona (3.42) i standardowa metode
liniowej regresji (3.9).

20'y

18 4
16 A
14 A
12 A

10 4

funkcja oryginalna
kriging
MLS liniowe funkcje bazowe

[ 1

MLS kwadratowe funkcje bazowe

\'/1.5 1 15 V 2 25 3 35 4 X 4.5

Rys. 3.5. Poréwnanie metody aproksymacji lokalnej dla liniowych i kwadratowych funkcji
bazowych oraz krigingu.
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Rys. 3.6. Poréwnanie metody aproksymacji lokalnej dla liniowych i kwadratowych funkcji
bazowych oraz aproksymacji globalnej.

PODSUMOWANIE

Rozpatrywane w niniejszej pracy funkcje zmiennych losowych i zmiennych
projektowych, ktore tworza sformutowanie zadania analizy niezawodnosci, jak
réwniez optymalizacji odpornosciowej konstrukeji, ze wzgledu na swoj nieliniowy
charakter oraz duza zlozonosé obliczeniowa reprezentowane sa przy pomocy ana-
litycznych metamodeli. Odpowiednia aproksymacja funkcji granicznej w analizie
niezawodno$ci oraz funkcji celu i ograniczen w zadaniu optymalizacji, ma klu-
czowe znaczenie dla efektywnosci oraz zbieznosci tych analiz.

W rozdziale oméwiono zastosowanie metod powierzchni odpowiedzi w aprok-
symacji zachowania uktadéw konstrukcyjnych, ktére modelowane sa komputero-
wo. Specyfika eksperymentéw komputerowych nie przystaje do zatozeni klasycz-
nej analizy regresji, gdzie zaklada sie statystyczna niezaleznosé btedéw ekspery-
mentalnych. W przypadku tych eksperymentéw, bardziej racjonalne jest przyje-
cie, ze wielkosci btedéw sa skorelowane, a korelacja jest wysoka gdy wspolrzed-
ne dwoch eksperymentéw znajduja sie w bliskim sasiedztwie, a niska gdy sa od
siebie oddalone. Spostrzezenie to jest fundamentem metod aproksymacyjnych,
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ktore wykorzystuja teorie proceséw losowych. Przyktadem takiej metody jest
kriging. Wykorzystujac opisang w dodatku C dyskretyzacje pola losowego przy
pomocy metody optymalnej aproksymacji liniowej, przedstawiono wyprowadze-
nie réwnania krigingu. Bardzo dobre wlasciwosci dopasowywania sie powierzch-
ni krigingu do danych eksperymentalnych moga stanowi¢ jednak pewna wade,
jesli, tak jak w optymalizacji odpornosciowej, mamy do czynienia z szumem ge-
nerowanym przez wyniki symulacji losowych. Zaprezentowano jak zmodyfikowaé
rownania krigingu interpolujacego w celu otrzymania techniki aproksymacyjnej.
Zbadano wplyw réwnomiernoéci roztozenia punktéw eksperymentalnych na btad
dopasowania. Pokazano, ze w przypadku krigingu, wykorzystanie planéw ekspe-
rymentéw OLH poprawia dopasowanie funkcji aproksymujacej. Przedstawiono
rowniez metode aproksymacji lokalnej wykorzystujaca, koncepcje tzw. wazonej
regresji liniowej. Metoda ta, chociaz nie tak doktadna jak kriging, nie wyma-
ga jednak przeprowadzenia zadania minimalizacji funkcji wiarygodnosci w celu
znalezienia parametréow réwnania. Zaréwno kriging jak tez metoda aproksymacji
lokalnej stanowia podstawe proponowanych w pracy algorytméw analizy nieza-
wodno$ci oraz optymalizacji odpornosciowe;.

Modul powierzchni odpowiedzi programu STAND, ktory powstal w wyni-
ku kierowanych przez autora prac, zawiera zaréwno klasyczne metody liniowej
regresji dla liniowych i kwadratowych funkcji bazowych, jak i metody liniowej
regresji wazonej oraz aproksymacje za pomoca krigingu.



Efektywne metody szacowania
momentéw statystycznych odpowiedzi
konstrukgcji

Rozwiazanie zadania optymalizacji odpornosciowej, ktore sformutowane zostato
w podrozdziale 2.4, wymaga wielokrotnego obliczania momentow statystycznych
funkcji celu oraz funkcji ograniczen. W konsekwencji, wybor metod szacowa-
nia wartosci $rednich oraz odchylen standardowych tych funkcji ma decydujacy
wplyw na efektywnos$é algorytméw poszukiwania optimum.

Ze wzgledu na swéj uniwersalny charakter i tatwosé implementacji, meto-
dy symulacji losowych zostaly uzyte do obliczania momentéw statystycznych
w wiekszosci przyktadéw numerycznych prezentowanych w niniejszej pracy. Uni-
wersalnosé tych metod polega miedzy innymi na braku jakichkolwiek zaltozen
dotyczacych rozniczkowalnosci lub stopnia nieliniowosci badanej funkcji, a tak-
ze braku ograniczenn dotyczacych wartosci parametrow rozktadéw prawdopo-
dobienstwa zmiennych losowych. W szczegblnosci, metody symulacji losowych
nadaja sie doskonale do obliczania momentéw statystycznych losowych funkcji
ze sktadnikiem szumowym. Zaobserwowano, ze metody symulacyjne wykorzy-
stujace koncepcje taciriskiej hiperkostki, a zwtaszcza optymalnej tacinskiej hi-
perkostki (ang. optimal Latin hypercube - OLH) prowadza do niezwykle efek-
tywnej estymacji momentow statystycznych, o wiele bardziej efektywnej niz
w przypadku klasycznej metody symulacji Monte Carlo. Zagadnieniom budowa-
nia planéw OLH poswiecony zostal dodatek B. Ponizej, na licznych przyktadach
analitycznych funkcji testowych, jak tez niejawnych funkcji odpowiedzi uktadow
konstrukcyjnych, pokazano poréwnanie bledéw estymacji otrzymywanych przy
uzyciu réznych metod symulacyjnych.

W pewnych szczegolnych przypadkach, zdecydowanie bardziej efektywne mo-
ze by¢ uzycie innych metod szacowania momentéw funkcji losowych. Dla kom-
pletnosci prezentacji na koncu rozdzialu oméwione zostang wybrane metody
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niesymulacyjne. I tak, w podrozdziale 4.2 przedstawiono metody bazujace na
rozwinieciach funkcji w szereg Taylora wokol wartosci srednich zmiennych loso-
wych, w 4.3 oméwiono zaproponowane stosunkowo niedawno przez Xu i Rahma-
na [259] metody redukcji wymiaréw, a w podrozdziale 4.4 przedstawiono metody
rozwiniecia funkcji w tzw. chaos wielomianowy.

4.1. Metody symulacyjne

Komputerowe symulacje losowe, zwane tez symulacjami Monte Carlo, sa
najbardziej znana metoda badania wplywu losowego charakteru parametréow
modelowanego uktadu konstrukcyjnego na rozrzut wartosci parametréw wyniko-
wych (odpowiedzi konstrukeji). Najczesciej przy pomocy metod symulacyjnych
estymowane sa wartos¢ oczekiwana oraz wariancja lub odchylenie standardowe
odpowiedzi. Metody te stanowia tez podstawe do analizy gléwnych sktadowych,
ktora zostanie krotko omoéwiona w dalszej czesci tekstu.

W zaleznosci od estymowanej wielkosci, doktadne oszacowanie wartosci mo-
mentéw odpowiedzi konstrukcji przy pomocy metody Monte Carlo wymaga
najczesciej od kilkudziesieciu do wielu tysiecy wywotann programu metody ele-
mentoéw skorniczonych lub innego programu modelujacego prace konstrukeji. Po-
mimo ciagltego rozwoju dostepnej mocy obliczeniowej komputeréw, koszt ten
jest czesto zbyt wysoki. Ma to szczegdlne znaczenie wtedy gdy, tak jak to jest
w przypadku optymalizacji odporno$ciowej, symulacje Monte Carlo musza by¢
przeprowadzone wielokrotnie. Dlatego tez do szacowania momentéw statystycz-
nych odpowiedzi konstrukeji uzywa sie nieraz alternatywnych metod symulacyj-
nych. Wéréd nich nalezy wymieni¢ metody z grupy metod descriptive sampling
(DS), co mozna przettumaczy¢ jako probkowanie opisowe lub zdeterminowane,
oraz metody wykorzystujace koncepcje taciniskiej hiperkostki, a w szczegolnosci
optymalnej hiperkostki tacinskiej - OLH. Jak to zostanie wyjasnione w dal-
szej czesci rozdziatu, metody wykorzystujace taciriskie hiperkostki mozna przy
pewnych dodatkowych zatozeniach réwniez zaliczy¢ do rodziny metod descrip-
tive sampling. W odréznieniu od zwyktej metody Monte Carlo oraz losowej
hiperkostki taciriskiej (ang. random Latin hypercube - RLH), plany eksperymen-
tow numerycznych OLH sa do$é trudne do wyznaczenia w przypadku probek
zawierajacych duza liczbe punktow w przestrzeniach wielowymiarowych. Jest
zatem niezwykle istotnym, aby moc okresli¢ wielko$é probki OLH, ktora dla
danej liczby zmiennych losowych moze zagwarantowaé dostateczng jakosé osza-
cowania momentow statystycznych odpowiedzi konstrukeji. O ile w przypadku
klasycznej metody Monte Carlo mozna spotka¢ pewne wskazowki co do doboru
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wielkosci probki w funkcji liczby wymiaréw zadania, zob. np. [53], o tyle nie ma
wielu takich prac dla symulacji gdzie uzywa sie tacinskich hiperkostek. Problem
ten wydaje sie by¢ dos¢ trudny przede wszystkim gdy punkty generowane sa
zgodnie z planem OLH.

Ponizej, gtéwnie za pomoca doswiadczeri numerycznych, podjeta zostanie
proba okreslenia zakresu przydatnosci planéw RLH i OLH w estymacji momen-
tow statystycznych odpowiedzi konstrukcji, jak réwniez okreslenia potrzebnej
ilogci punktéw eksperymentalnych. Na poczatku jednak oméwione zostang pod-
stawowe roznice pomiedzy klasycznymi metodami Monte Carlo a metodami DS
oraz przytoczone zostana podstawowe informacje na temat stosowanych esty-
matorow, por. [195].

4.1.1. Metody descriptive sampling a klasyczna metoda Monte Carlo

Mozna pokazaé, ze techniki symulacji losowych, w ktoérych probki generowa-
ne sa za pomocy tacinskich hiperkostek, sa pewnym szczegblnym przypadkiem
metod DS. Bardzo przejrzyste i zwiezte przedstawienie koncepcji descriptive
sampling oraz wyjasnienie czym rézni sie to podejscie od “czysto losowych” sy-
mulacji Monte Carlo znalez¢ mozna w pracy [211] Eduardo Saliby, ktory jest
prekursorem tej metody.

Descriptive sampling zaproponowano jako metode redukcji wariancji staty-
styk obliczanych na podstawie probki z populacji. Uzywajac klasycznej metody
Monte Carlo mozna moéwi¢ o dwoch rodzajach niepewnosci charakteryzujacych
losowa, probe. Pierwszy dotyczy rozrzutu wartosci zmiennych w prébee, a drugi,
sekwencji w jakiej wartosci te sa generowane. W przypadku DS mamy do czy-
nienia jedynie z niepewnoscig sekwencji, wartosci poszczegblnych zmiennych sg
natomiast zdeterminowane. Schematycznie roznice te przedstawi¢ mozna naste-
pujaco:

klasyczna metoda Monte Carlo = losowe wartosci + losowa sekwencja,

metoda descriptive sampling = ustalone wartosci + losowa sekwencja.
Ponadto, w przeciwieristwie do metody Monte Carlo, DS wymaga okreslenia
z gory wielkosci probki. Gdy jest ona znana, wtedy zbior realizacji xi(m) kaz-
dej zmiennej losowej Xi, k = 1,...,n, gdzie m jest numerem punktu w N
elementowej probce, m = 1,..., N, wyznaczany jest jako

—0.5
z(m) = Fy! (mT> m=1,...,N, k=1,...,n. (4.1)
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W powyzszym wzorze F );kl oznacza funkcje odwrotng do dystrybuanty k-tej
zmiennej losowej. Jako realizacje przyjmowane sa wiec mediany zmiennych lo-
sowych w N przedziatach o rownym prawdopodobienstwie, na ktore dzielony jest
zakres zmiennosci kazdej zmiennej (por. punkt B.7 w dodatku B). Powtarzajac
wielokrotnie N punktowe eksperymenty DS uzywamy za kazdym razem tych sa-
mych dyskretnych zbioréw wartosci dla poszczegblnych zmiennych. Losowa jest
natomiast sekwencja, w ktorej wartosci te pobierane sa ze zbioréw w celu utwo-
rzenia n wymiarowych punktoéw eksperymentalnych (realizacji wektora losowe-
go). Idea metody DS opiera si¢ na zaskakujacym z pozoru twierdzeniu, iz losowy
charakter stosowanych probek wynika przede wszystkim z losowosci sekwencji,
a niepewnos$é¢ dotyczaca samych wartos$ci nie prowadzi do poprawy efektywno-
$ci metod symulacji losowych. Twierdzi sie, ze wartosci realizacji zmiennych
losowych powinny byé precyzyjnie ustalone aby jak najlepiej dopasowaé sie do
rozktadow prawdopodobienistwa tych zmiennych.

Pokazemy teraz, ze symulacje losowe wykorzystujace koncepcje LH lub OLH
mieszcza sie w zatozeniach descriptive sampling. W klasycznej juz pracy [170]
McKay i in. zaproponowali wykorzystanie hiperkostki taciiiskiej jako metody
redukcji wariancji, w ktorej pomimo iz pozwala sie na pewien losowy rozrzut
wartodci realizacji zmiennych, to jednak podlegaja one Scistej kontroli. W ra-
mach tego podejécia zakresy zmienno$ci poszczegdlnych zmiennych losowych
dzielone sa na przedzialy (warstwy) o réwnym prawdopodobienstwie, a punk-
ty wybierane sa w sposob losowy wewnatrz tych warstw. Wzor (4.1) przyjmuje
w tym wypadku postac

:EI,;H(m):F)Zkl<mA_TT>, m=1,...,N, k=1,...,n, (4.2)

gdzie r jest realizacja zmiennej losowej o rozktadzie jednostajnym w przedziale
[0,1]. Istnieja takze inne wersje wyboru wartosci zmiennej wewnatrz warstwy,
ktore pozwalaja zaklasyfikowaé¢ metody symulacji losowych wykorzystujacych
LH jako nalezace do rodziny descriptive sampling. Obecnie, jako wartos¢ repre-
zentatywna dla danego przedzialu najczesciej wybiera sie badZ mediane, por.
(4.1), badz warto$¢ oczekiwana zmiennej w tym przedziale [100,119]. W tych
przypadkach zbioér uzywanych w symulacjach wartosci jest catkowicie zdetermi-
nowany, a losowosé¢ uzyskuje sie jedynie poprzez przypadkowy charakter “skta-
dania” z nich n wymiarowych punktéw N elementowej probki.

Chociaz sposob wyboru wartosci wewnatrz warstwy moze mie¢ wplyw na
doktadnosé estymacji (szczegolnie przy mato licznych probkach), to hiperkostka
taciniska jest przede wszystkim pewnym sposobem rozmieszczenia N punktow
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w przestrzeni n wymiarowej. Dzielac zakres okreslonosci kazdej sktadowej wek-
tora X na N przedzialow o jednakowym prawdopodobienistwie rownym 1/N
i wykonujac nastepnie na zbiorach tych przedzialéw operacje iloczynu karte-
zjaniskiego, dzielimy przestrzen realizacji zmiennych na N™ obszaréow (komorek)
o jednakowym prawdopodobiernistwie N ~". Kazda komorka identyfikowana by¢
moze przez wektor n wspolrzednych ¢(? = {cgi),cg), .. ,ch)}, gdzie cy) jest
numerem warstwy zmiennej X; odpowiadajgcym komoérce i. N elementows hi-
perkostke tacinska tworzy sie przez wybranie N komorek, cW, ... eW) sposrod
N™ komorek w taki sposob, ze dla dowolnego indeksu j zbior {cg-l) f\il jest per-
mutacja liczb 1,...,N. W kazdej z wybranych komoérek dokonuje sie jednej
obserwacji. Funkcja tacznej gestosci prawdopodobienstwa wektora losowego X

wewnatrz i-tej komorki wynosi

Foo(x) = { é\f"fx(x) x J:est wewnatrz /kom()fgi c, (4.3)
x jest poza komorka c'*/.

Przewaga metod symulacyjnych wykorzystujacych idee hiperkostki tacin-
skiej, jak réwniez i innych metod, w ktorych dokonuje sie podzialu zakresu
poszczegdlnych zmiennych na warstwy o jednakowym prawdopodobienistwie,
manifestuje sie szczegolnie wtedy gdy funkcja losowa £(X), ktorej momenty
statystyczne chcemy estymowaé, jest “zdominowana” jedynie przez kilka skla-
dowych wektora X. Metody symulacji warstwowych gwarantuja odpowiednia
reprezentacje wszystkich zmiennych, co wyklucza pominiecie w probce realiza-
cji istotnych zmiennych losowych.

4.1.2. Podstawowe informacje na temat estymatoréw

Jesli przez £(X) oznaczymy funkcje zmiennych losowych X o tacznej gestosci
prawdopodobieristwa fx(x), to rozpatrywana tutaj klase estymatoroéw zapisaé
mozna w ogdlnej postaci jako

1 N
=1

gdzie Y = £(X), a h(-) jest dowolna funkcja. Przyjmujac h(Y) = Y uzyskujemy
Srednia arytmetyczng z probki bedaca estymatorem warto$ci oczekiwanej py .
Przez podstawienie h(Y) = Y otrzymuje si¢ wzor na estymator momentu r-tego
rzedu. Jesli probki generowane byty w sposob czysto losowy, zgodnie z filozofia
podejécia Monte Carlo, to odpowiadajace im estymatory oznaczaé¢ bedziemy
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indeksem dolnym R, a w przypadku gdy poltozenie punktéw okreslano za pomoca
tacinskiej hiperkostki, indeksem L.

Estymator wartosci oczekiwanej funkcji losowej
Srednia arytmetyczna Yz (empiryczna warto$¢ przecietna) dana jako

_ 1 N
:NEZ: sz (4.5)

gdzie N jest wielkoscig probki, a X; sa niezaleznymi wektorami losowymi o funk-
cji gestosci fx(x), jest nieobciazonym estymatorem wartosci oczekiwanej py
poniewaz

_ 1 & 1 & 1
E(Yr) =E N E Yi| = N E E(Y;) = NNE(Y) = My (4.6)
‘ i=1

Wartosé oczekiwana estymatora (4.5) rowna jest zatem wartosci oczekiwanej
funkeji, co jest warunkiem niebcigzonosci estymatora. Obliczajac nastepnie wa-
riancje sredniej arytmetycznej otrzymujemy

N
Var(Yr) = Var (% ZYZ) N2 ZVar = —NVar(Y) Va]r\(ry)7 (4.7)
i=1

a wiec estymator Yx jest takze estymatorem zgodnym wartosci oczekiwanej po-
pulacji generalnej, poniewaz wraz ze wzrostem wielkosci probki N wariancja
estymatora zbiega do 0, a wartos¢ Y dazy do py. W powyzszych przeksztalce-
niach wykorzystano fakt niezaleznosci zmiennych Y;(wynikajacy z niezaleznosci
wektorow X;) oraz to, ze

Vi E(Y;) =E(), Var(Y;) = Var(Y). (4.8)

Jesli eksperymenty numeryczne generowane sa zgodnie z planem okreslonym
przez hiperkostke taciriska, to uwzgledniajac charakterystyczny dla tej metody
sposOb tworzenia probki losowej, estymator (4.5) wygodnie jest zapisa¢ naste-

pujaco

1 1
= N ZwZY; = N Z’wlf(Xz), (4.9)
=1 i=1
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gdzie realizacje wektora X; generowane sa w komorce 4, a w; jest zmienng o roz-
ktadzie zero-jedynkowym postaci

w; = { 1 jesli punkt z komorki ¢ wchodzi w sktad probki, (4.10)

0  w przeciwnym wypadku.

Z definicji (4.10) oraz z wtasnosci lacinskiej hiperkostki w sposéb naturalny

wynika, ze
N 1

)=+ = w1
Poniewaz zmienne w; i Y; sa niezalezne, oraz wykorzystujac funkcje gestosci
prawdopodobieristwa (4.3) warto$¢ oczekiwana estymatora Y7, obliczy¢é mozna
w nastepujacy sposob:

P(w; = = E(w;). (4.11)

_ 1 X 1 X 13
E(Y,) =E <N ;wﬁ) =N ;E(wi)E(Yz’) =N ZZ:; WE(YQ’)

S (4.12)
- =y / N fx (x)dx = E(Y) = py,
i=1 7%

gdzie §2; jest obszarem zajmowanym przez i-ta komorke hiperkostki. Estymator
(4.9) jest zatem nieobciazonym estymatorem wartosci oczekiwanej. Mozna wy-
kaza¢, ze w ogolnosci estymatory (4.4) — w przypadku gdy probki generowane
sa za pomoca taciniskich hiperkostek — sa nieobciazonymi estymatorami 7, gdzie
T jest wartodcia oczekiwang Tg.

W pracy [170] wyprowadzono wzor na wariancje estymatora wartosci ocze-
kiwanej Y7, w funkcji wariancji Yr

N -1

Var(Yy) = Var(Yg) + NN = 1) > (i = py) (5 — ), (4.13)
P

gdzie p; = E(Y|X € komorka i), a P jest zbiorem wszystkich par p;, 1; odpo-
wiadajacych komoérkom nie majacym zadnej wspolnej wspotrzednej. Wyrazenie
(4.13) jest szczegolnym przypadkiem wzoru na wariancje dowolnego estymatora
typu (4.4) postaci

Var(Ty) = Var(Ti) + ey g e~ 0 =7 (@10
P

gdzie pu; = E[h(Y)|X € komorka i]. Mozna udowodnié¢ nast¢pujace twierdzenie
(zob. [170]):
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Twierdzenie 4.1: Jesli funkcja Y = &(Xq,...,X,) jest monotoniczna ze
wzgledu na kazdy ze swoich argumentoéw, a takze h(Y') jest monotoniczng funk-
cjiaY, to Var(Tr) < Var(Tg).

Poniewaz powyzsze warunki spelnia bardzo wiele funkcji modelujacych za-
chowanie rzeczywistych uktadow konstrukcyjnych, dlatego jest to niestycha-
nie wazna wlasciwo$§¢é metod symulacyjnych wykorzystujacych plany LH, do-
brze uzasadniajaca celowosé ich stosowania. W pracy [96] wymaganie zawarte
w twierdzeniu 4.1 zostalo nieznacznie ztagodzone. Pokazano, ze redukcje warian-
cji uzyskuje sie juz wtedy gdy funkcja Y = £(X) jest monotoniczna wzgledem
n — 1 zmiennych.

Estymator wariancji funkcji losowej
Do oszacowania wartosci wariancji funkcji losowej elementéw populacji general-
nej Var(Y) = Var[¢(X)] = 0} uzywana jest zazwyczaj tzw. wariancja empi-

ryczna dana wzorem
N
1 —\ 2
- i), (4.15)
i=1

gdzie w zaleznogci od stosowanej metody za Y podstawia sie Yz lub Y7.

W przypadku probek generowanych w sposob losowy, wartosé¢ oczekiwana
tego estymatora oblicza sie nastepujaco:

mozna zauwazyc¢, ze

Z Yi = Ye)* = 3" [(¥i - py) — (V& — uy))?
=1

poniewaz

N
22 (Vi = puy) (Ve — py) = 2(Yr — py) D _ (Vi — py) = 2N (Vi — py )7,
i=1 i=1
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co daje w rezultacie

N
E(s%) =E [% > (- MY)2] —E [(Yr —pv)?].
=1

Poniewaz ostatni czlton powyzszego réwnania jest wariancja wartosci Sredniej
YR, dlatego na podstawie (4.7) mozna zapisaé

Var(Y')

E[(Yg—py)*] = N

Przeksztalcajac nastepnie pierwszy czlon wyrazenia na E[s%]

1 & N 1
B+ > Vi py)?| = N Y E[(Yi—py)?] = ~ VVar[Y] = Var[Y],
i=1 =1

otrzymujemy ostatecznie

E(s%) = %Var[}/]. (4.17)

Estymator (4.15) jest wiec obciazonym estymatorem wariancji (jest nieobciazo-
ny asymptotycznie), dlatego tez czesciej uzywa sie nieobciazonego estymatora

N

~ 1 — \2
2 _ -
SR= N1 ;_1 (Y; = Yr)", (4.18)
dla ktérego
E(5%) = Var[Y]. (4.19)

Mozna pokazaé, ze wariancja powyzszych estymatoréow dazy do zera gdy N
wzrasta do nieskonczono$ci. Sa to zatem estymatory zgodne.

Gdy plan eksperymentéw generowany jest przez taciniska hiperkostke, to po-
dobnie jak w przypadku estymatora wartosci §redniej, w celu sprawdzenia ob-
ciazenia estymatora wariancji wygodnie jest postuzy¢ sie alternatywna forma
estymatora (4.15)
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gdzie realizacje X; generowane sa w komorce 4, a zmienne w;, ¢ = 1,..., N",
dane sa wzorem (4.10). Przeksztalcenia analogiczne do tych w (4.12) prowadza
do wyrazenia

E(s7) =E[(Y - Y1)?], (4.21)
i dalej, tak jak w (4.16),

E(s7) =E { (Y —py) — (Yo — uy)}z} = Var(Y) — Var(Yy). (4.22)

Niestety, w przeciwieristwie do estymatora Yz nie jest znane wyrazenie na wa-
riancje Yr. Nie wyprowadzono rowniez wyrazen na wariancje estymatoréw wa-
riancji (4.15) i (4.20).

Estymator odchylenia standardowego
Jako estymator odchylenia standardowego funkcji losowej najczesciej uzywany
jest pierwiastek estymatora nieobciazonego wariancji (4.18)

L (i -Y)
s—\/ 1N_1 . (4.23)

W odréznieniu od estymatora wariancji nie jest to estymator nieobcigzony.
W wigkszosci przypadkow (4.23) daje zanizone wyniki w poréwnaniu z estymo-
wang wielkoscia, réznica ta jednak dazy do zera wraz ze wzrostem liczebnosci
probki, mozna wiec powiedzieé, ze estymator ten jest asymptotycznie nieobcia-
zony.

4.1.3. Analiza gtéwnych sktadowych

Zazwyczaj celem losowych symulacji pracy konstrukecji przeprowadzanych
z udziatem modelu komputerowego jest obliczenie pierwszych momentéw staty-
stycznych odpowiedzi konstrukcji oraz oszacowanie korelacji pomiedzy losowymi
parametrami modelu, a wybranymi wielkosciami wynikowymi. Z drugiej stro-
ny, bardziej zaawansowana analiza statystyczna wynikoéw symulacji prowadzié
moze do lepszego zrozumienia gtéwnych przyczyn ich wariancji, co z kolei daje
mozliwos¢ wprowadzenia odpowiednich zmian w projektowanej konstrukcji.

Jedna z metod stuzacych temu celowi jest analiza gtownych sktadowych (ang.
principal component analysis - PCA), zob. np. [53]. Identyfikujac zmienne loso-
we, ktore wnosza najwickszy wktad w rozrzut wielkosci odpowiedzi konstrukeji,
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PCA pozwala na redukcje rozmiaru modelu stochastycznego poprzez elimina-
cje mato “istotnych” zmiennych losowych. Szczegélnie w przypadkach, gdy ana-
lizowany model zawiera wiele zmiennych wejsciowych, wygodnie jest moc go
upro$ci¢ poprzez rozpatrywanie jedynie ograniczonej liczby liniowych kombina-
¢ji tych zmiennych, takich kombinacji, ktore reprezentujg znaczna czesé losowej
zmiennosci reprezentowanej przez macierz kowariancji.

Okreslmy dalej mianem parametrow zbiér wszystkich zmiennych losowych
oraz wybranych odpowiedzi konstrukeji, ktore brane sa pod uwage w zadaniu
symulacji losowych. Ze wzgledu na réznorodng nature fizyczng tych wielkosci,
wygodnie jest uzy¢ w analizie gléwnych sktadowych macierzy korelacji R, ktora
jest macierza kowariancji standaryzowanych parametrow. Analiza PCA bazuje
na rozwigzaniu nastepujacego problemu wtasnego:

(R—=X\NI)v; =0, i=1,...,np, (4.24)

gdzie n, jest liczbg parametréw, a A; i v; sa odpowiednio wartosciami oraz
wektorami wlasnymi. Przyjmijmy nastepnie, ze wartosci wlasne (rzeczywiste
i dodatnie) sa uporzadkowane w kolejnosci malejacej, zaczynajac od najwiek-
szej. Prosta przechodzaca przez poczatek wyznaczonego przez parametry uktadu
wspotrzednych i skierowana zgodnie z vi nazywana jest pierwsza osia gltéwna.
Analogiczna prosta skierowana zgodnie z wektorem vs nazywana jest druga
osig glowng itd. Glowne sktadowe okreslaja pozycje punktéw w przestrzeni n,
wymiarowe]j (zmienne losowe + wybrane odpowiedzi) w ukladzie gtéownych osi.
Wykorzystujac macierz V, ktérej kolumny utworzone sa z wektoréw wtasnych,
wartosci sktadowych glownych dla parametréw odpowiadajacych punktom z lo-
sowej probki wyznacza sie za pomoca transformacji

[ 21— X1 712 — Xo T, — X,
5x, SX, SXn,
zo1 — X1 w9 — Xo T, — Xy,
F= SX1 5X> 5Xny Vv, (4.25)
ITN1 — Xl ITN2 — Xz ITNn, — an
L SX, SX, San i

gdzie N jest liczbg punktow w probce, F jest macierza o wymiarze N x n,
zawierajaca wspolrzedne parametréow w przestrzeni glownych sktadowych, a X;
isx,,7=1,...,np,, sa wartoSciami §rednimi oraz odchyleniami standardowymi
parametrow, obliczonymi z probki. Mozna pokazaé, ze wspolczynnik korelacji
pomiedzy i-tym parametrem j-ta sktadowa gléwna dany jest wzorem
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Pij = Uij\ Aj (4.26)
gdzie \; jest wartosciag wlasng odpowiadajaca j-tej sktadowej gtownej, a w;; jest
i-tym wyrazem zwigzanego z nia wektora wlasnego.

Jesli z rozwiazania zadania wlasnego (4.24) wynika, ze jest kilka dominuja-
cych wartosci wlasnych A;, to silna korelacja pomiedzy parametrem zwiazanym
z pewng zmienng losowa, a odpowiednia skladows gltéwna jest dobrym wskazni-
kiem wplywu tej zmiennej na obserwowany rozrzut odpowiedzi analizowanego
uktadu konstrukcyjnego.

W prezentowanym dalej przyktadzie plyty sprezystej o losowej grubosci (zob.
pkt. 4.1.6) przeanalizowana zostanie efektywnosé poszczegolnych metod symu-
lacji losowych w estymacji wartosci sredniej pierwszej gtoéwnej sktadowe;j.

4.1.4. Przyktady numeryczne: Analityczne funkcje testowe
4.1.4.1. Monotoniczna funkcja dwéch zmiennych

Sprawdzenie efektywnosci oméwionych metod symulacyjnych rozpoczniemy
od funkcji testowej przedstawionej w pracy [89]

AXY)=X4+Y + XY + X2+ Y? + X min[exp(3Y), 10], (4.27)

gdzie X 1Y sa zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym okreslonymi
odpowiednio na przedziatach [1,1.5] i [0, 1]. Jak to mozna zobaczy¢ na rys. 4.1,
funkcja (4.27) jest na tym obszarze monotoniczna. Zgodnie z twierdzeniem 4.1
(strona 90) nalezy sie zatem spodziewaé, ze zastosowanie symulacji losowych,
w ktorych probki generowane sa przez tacinskie hiperkostki, prowadzi¢ bedzie
do poprawy efektywnosci w stosunku do zwyktej metody Monte Carlo.

Ze wzgledu na jawng posta¢ funkcji fi, jej wartosé oczekiwana oraz odchyle-
nie standardowe oszacowane byé¢ moga z dos¢ duza dokladnoscia na podstawie
symulacji Monte Carlo. Przyjmujac wielkog¢ probki N = 10° otrzymano

E[f(X,Y)] = 10.947, o[fi(X,Y)] = 5.344. (4.28)

Do wartosci tych odnosi¢ sie bedziemy okreslajac sredni btad estymacji war-
tosci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego za pomoca szeregu technik
symulacji losowych. Brano pod uwage nastepujace metody:
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f1(X,Y)= X +Y + XY + X2 + Y2 + X min(exp(3Y),10) —
20 — —
18 ——
6 —  —

0.
. 02 03 04
145 o 01

Rys. 4.1. Funkcja testowa f1(X,Y) =X +Y + XY 4+ X2 + Y2 + X min[exp(3Y), 10]

MC Klasyczna metoda symulacji Monte Carlo.

RLH-r Probki generowane sa przez losowe hiperkostki taciriskie, tzn. takie,
w ktorych nie optymalizowano rozmieszczenia komorek zawierajacych
punkty (realizacje wektora losowego), a polozenie punktu wewnatrz ko-
morki hiperkostki wybierane jest w sposob losowy zgodnie z rozktadem
prawdopodobienstwa zmiennych w komorce.

RLH-m Probki generowane sa przez losowe hiperkostki taciniskie, a punkty
wybierane sa w medianach zmiennych losowych wewnatrz komoérek.

RLH-; Podobnie jak RLH-m, ale zamiast median przyjmowane sa wartosci
oczekiwane zmiennych. O ile w przypadku zmiennych o obcietym rozkta-
dzie normalnym oraz rozktadzie jednostajnym znane sa wzory na wartosé
oczekiwang, to dla wiekszosci pozostatych rozkltadéw prawdopodobieri-
stwa w celu znalezienia tej wartosci konieczne jest zastosowanie calko-
wania numerycznego. Oczywiscie, gdy wszystkie zmienne losowe maja
rozktad jednostajny to metody RLH-p oraz RLH-m prowadza do takich
samych wynikdéw.

OLH-r W metodzie tej do wygenerowania probki stosuje sie optymalne hiper-
kostki taciriskie (zob. dodatek B). Pomimo swojej nazwy, w rzeczywisto-
$ci ten optymalny uklad punktéow eksperymentalnych nie jest unikalny.
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Optymalna hiperkostka przedstawiona moze byé na n! sposobow przez
zwykla zamiane kolejnosci wspotrzednych punktow z probki, zachowujac
stata warto$¢ kryterium odlegtosci miedzy punktami badz tez kryterium
sit (zob. podrozdzial B.1). Mechanizm ten zilustrowano na rys. 4.2 na
przyktadzie planu OLH dla dwoch zmiennych. Inna przyczyna, dla ktorej
mozna moéwi¢ o rozrzucie wartosci statystyk uzyskiwanych przy pomocy
probek OLH, jest sam proces tworzenia optymalnej hiperkostki. Poniewaz
proces optymalizacyjny rozpoczyna sie od utworzenia losowej tacinskiej
hiperkostki oraz zatrzymywany jest po spelnieniu pewnego arbitralnie
przyjetego kryterium zbieznosci, dlatego tez w rzeczywistosci mozna mo-
wi¢ o pewnej populacji planow OLH. Co jest zrozumiate, im wieksza
probka oraz im wiecej zmiennych losowych, tym mniejsze jest prawdo-
podobienstwo uzyskania dwoch identycznych OLH w dwoch niezaleznych
procesach optymalizacji. Przez OLH-r, analogicznie jak RLH-r, oznaczo-
no metode, w ktorej realizacja wektora losowego wewnatrz komorki OLH
wybierana jest w sposob losowy, zgodnie z funkcja gestosci prawdopodo-
bieristwa (4.3).

OLH-m Probki generowane sg przez optymalne hiperkostki tacinskie, a punkty

planu OLH umiejscowione sa w medianach zmiennych losowych wewnatrz
wybranych komorek.

OLH-u Probki generowane sa przez optymalne hiperkostki tacinskie, a punkty

planu OLH okreslone sa przez wartosci oczekiwane zmiennych losowych
w wybranych komorkach.

Rys. 4.2. Zmiana uktadu punktéw kwadratu tacinskiego w wyniku zamiany kolejnosci wspol-
rzednych punktow.
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W tabeli 4.1 przedstawiono wartosci $rednie oraz odchylenia standardowe
wzglednych btedéw procentowych popelnianych przy estymacji wartosci ocze-
kiwanych oraz odchyleni standardowych funkcji (4.1) za pomoca wymienionych
powyzej metod symulacyjnych. Rozpatrywano szereg wielkosci probek, od za-
wierajacych N = 4n = 8 do N = 30n = 60 punktéw eksperymentalnych.
Wartosci w tabeli otrzymano na podstawie 100 powtoérzen zadania symulacji
losowych kazdego typu dla wszystkich zatozonych liczebnosci préobek. Te same
wyniki przedstawiono réwniez w formie wykreséw na rysunkach 4.3 i 4.4. Na
ich podstawie tatwo mozna ocenié¢ efektywnosé poszczegodlnych metod. W anali-
zowanym przyktadzie, niezaleznie od wielkosci probki, techniki wykorzystujace
koncepcje tacinskiej hiperkostki prowadza do znacznie mniejszych bledéw es-
tymacji niz standardowa metoda Monte Carlo. Ta dominacja jest szczeg6lnie
widoczna przy szacowaniu wartosci oczekiwanej funkcji fi. Sposrod czterech
metod generujacych probki za pomoca hiperkostek, najlepsza okazata sie me-
toda OLH-m, ktora nawet dla matych N oferuje doskonata jakos$¢ estymacii.
Mozna réwniez zauwazy¢, ze wraz ze wzrostem liczebnosci probki zaciera sie
roznica miedzy wariantami wyboru realizacji zmiennych wewnatrz komorki hi-
perkostki.

Tablica 4.1. Wartosci érednie oraz odchylenia standardowe wzglednych btedéw procentowych
popelnianych przy estymacji wartosci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego funkcji
(4.27) przy uzyciu réznych technik symulacji losowych i dla réznych wielkosci probek N.
Przyjeto jednostajny rozktad zmiennych losowych. Odchylenia standardowe btedéw podane
sa kursywa.

MCerr|%| | RLH-rerr|%| | RLH-m err|%]| | OLH-r err|%]| | OLH-m err|%)]
N Koy Of Koy Of1 Hf Of Ky Of1 Ky Of1
dn=8 |14.33 1548 2.11| 11.20 |1.44| 10.31 |1.68| 6.91 |0.67| 5.97
10.51 | 12.55|1.61 | 7.56 |1.07| 717 |1.19| 4.95 |0.20| 4.20
6n=12 | 11.3711.24 | 1.58| 8.05 |1.26| 868 |090| 4.46 |0.14| 4.08
8.62 | 898 | 1.08| 552 |0.84| b5.51 |0.64| 2.06 |0.17| 1.34
8n=16 | 9.81 | 9.72 | 1.26| 7.02 |0.97| 6.51 |0.68| 3.18 |0.23| 3.19
7.14 | 745 1081 4.54 |0.73| 4.62 |047| 1.99 |0.16| 1.73
10n=20| 8.65 | 856 | 1.07| 6.10 |0.83| 5.24 [043| 2.55 |0.20 2.63
6.50 | 6.58 | 0.73] 4.02 |0.64| 4.00 |0.32| 1.54 |0.13| 1.42
15n=30| 7.16 | 7.08 | 0.71| 4.21 |0.73| 4.50 |[0.28| 1.71 |0.15 1.77
5.35 | 5.21 | 0.556| 3.19 |0.53| 5.18 |0.18| 1.03 |0.09| 0.92
20n=401| 6.18 | 6.05 | 0.61| 3.62 |0.57| 3.46 |0.19| 1.38 |0.11 1.20
4.89 | 4.48 |0.47| 2.74 |0.46| 2.73 |0.13| 0.76 | 0.07| 0.65
30n=60| 5.11 | 4.82 | 0.48| 2.80 |0.49| 2.89 |0.11| 0.89 |0.08| 0.77
3.79 | 3.50 | 0.39| 2.22 |0.38| 2.30 |0.07| 047 |0.06| 0.49
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Rys. 4.3. Wartos¢ érednia wzglednego bledu procentowego przy estymacji wartosci oczekiwanej
funkeji (4.27) dla zmiennych losowych o rozkladzie jednostajnym.
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Rys. 4.4. Wartos¢ srednia wzglednego btedu procentowego przy estymacji odchylenia standar-
dowego funkeji (4.27) dla zmiennych losowych o rozkladzie jednostajnym.
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Nastepnie, to samo zadanie powtorzono zaktadajac, ze zmienne losowe X 1Y
maja rozklad normalny o identycznych wartosciach oczekiwanych jak w przy-
padku zmiennych jednostajnych oraz tak dobranych odchyleniach standardo-
wych, aby zakres (—30,+30) pokrywal sie z przedzialami okreslonosci zmien-
nych jednostajnych. Dostajemy zatem py = 1.25, ox = 0.083, puy = 0.5
ioy =0.17. I tym razem, w celu doktadnego oszacowania wartosci oczekiwanej
oraz odchylenia standardowego funkeji (4.27) przeprowadzono symulacje Mon-
te Carlo przyjmujac wielkosé¢ probki losowej N = 105, Otrzymano nastepujace
wartosci:

E[f1(X,Y)] = 10.409, o[fi(X,Y)] = 3.504. (4.29)

W przypadku zmiennych losowych o rozktadzie normalnym wartosé érednia
zmiennej w komorce tacinskiej hiperkostki nie pokrywa sie z jej mediana, dlatego
w tabeli 4.2 podano oddzielnie wyniki dla metod LH-m i LH-p.

Tablica 4.2. Wartosci srednie oraz odchylenia standardowe wzglednych btedéw procentowych
popelnianych przy estymacji wartosci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego funkcji
(4.27) przy uzyciu réznych technik symulacji losowych i dla réznych wielkosci probek N.
Przyjeto gaussowski rozklad zmiennych losowych. Odchylenia standardowe bledéw podane
sa kursywa.

MCerr|%] | RLH-merr|%]| | RLH-p err|%] | OLH-m err[%)] | OLH-p err[%)]
N Hfy Of1 Hfy Of1 Hfy Of1 Hfy Of1 Hfy Of
4n =8 [9.85]20.05|0.73 9.77 0.85| 11.70 | 0.54 6.98 0.74 8.67
0.7, | 13.93] 0.53 7.18 0.60| 8.64 0.26 3.57 | 0.279| 3.64
6n =12 [830|17.05]0.49 6.94 0.47| 7.36 0.12 3.21 0.11 4.57
6.14|12.95)| 0.32| 4.73 0.31| 4.80 |0.069| 1.45 |0.081| 1.56
8 =16 |6.55|15.76 | 0.41 5.18 0.43| 6.16 0.09 2.20 0.08 | 2.72
4.751 12.31 | 0.27| 3.50 0.31 4.8 |0.065| 1.32 | 0.061| 1.38
10n =20 1|6.28 | 12.84 | 0.32 4.32 0.37| 5.41 0.08 1.62 0.07 2.31
4.661 10.06 0.23 3.19 0.26 3.89 |0.068| 1.15 |0.052| 1.21
15n =301|4.88| 9.74 | 0.27 3.58 0.30| 4.07 0.06 1.25 0.06 1.52
3.66| 7.71 | 0.20 2.71 0.21 2.93 [0.048| 0.87 |0.050| 0.9
20n =401|4.20| 7.98 | 0.23 3.15 0.22 3.00 0.05 0.93 0.05 1.25
3111 5.72 |10.16 2.27 0.17| 2.24 0.041| 0.66 |0.038| 0.7%
30n =60 |3.87| 6.85 | 0.21 2.79 0.18 2.52 0.04 0.74 0.04 0.98
2.88] 5.67 |0.16| 2.32 0.13| 1.88 |0.031| 0.48 |0.033| 0.58

Podobnie jak poprzednio, wartosci z tabeli przedstawiono takze na wykre-
sach, zob. rys. 4.5 1 rys. 4.6. I w tym przypadku bardzo silnie uwidocznita sie
dominacja metod wykorzystujacych tacinskie hiperkostki nad zwyktymi symu-
lacjami Monte Carlo. Ciekawe jednak jest, iz inaczej niz to opisywano w pra-
cach [100] oraz [119], zauwazalna jest lepsza dokladnosé estymacji przy wyborze
median, a nie wartosci $rednich zmiennych losowych w komoérkach hiperkostek.
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Rys. 4.5. Wartos¢ érednia wzglednego bledu procentowego przy estymacji wartosci oczekiwanej
funkeji (4.27) dla zmiennych losowych o rozkladzie normalnym.
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Rys. 4.6. Wartos¢ srednia wzglednego btedu procentowego przy estymacji odchylenia standar-
dowego funkcji (4.27) dla zmiennych losowych o rozktadzie normalnym.
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4.1.4.2. Niemonotoniczna funkcja dwéch zmiennych

Jak pamietamy, na podstawie twierdzenia 4.1 mozna stwierdzi¢, ze metody
symulacji losowych wykorzystujace koncepcje taciriskiej hiperkostki zapewnia-
ja lepsza jakos¢ estymacji (mniejsza wariancje estymatora) jezeli rozpatrywana
funkcja zmiennych losowych spelnia pewne wymagania dotyczace jej monoto-
nicznosci. Interesujace jest zatem pordéwnanie efektywnosci réznych metod sy-
mulacji dla funkcji niemonotonicznej. Ponownie, za praca [89], przyjeto naste-
pujaca funkcje dwoch zmiennych losowych X i Y:

fXY)=X4+Y +XY +X24+Y2 4+ Xg(Y), (4.30)

gdzie

h(Y)= (Y —11/43)7 4+ (Y —22/43)71 + (Y — 33/43)7 !,
g(Y)=n(Y) jesli |h(Y)| < 10,
(Y)=10 jesli h(Y) > 10,
(Y)= —10 jesli h(Y) < —10.

Q

g

Tak jak w poprzednim zadaniu, zmienne X i Y maja rozktad jednostajny, od-
powiednio na przedziatach [1,1.5] i [0, 1], Wykres funkcji pokazano na rys. 4.7.

2(X.Y)= X + Y + XY + XA2 + YA2 + Xg(Y)

Rys. 4.7. Funkcja testowa fo(X,Y) =X +Y + XY + X2 + Y2 + Xg(Y)
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Obliczajac uprzednio za pomoca symulacji Monte Carlo (N = 107) wartosci
statystyk funkcji fo

E[f2(X,Y)] = 4.075, o[fa(X,Y)] = 11.750, (4.31)

w tabeli 4.3 zebrano wyniki dotyczace wzglednych btedéw procentowych popel-
nianych przy estymacji E( f2) i o(f2), przy uzyciu rozpatrywanych technik symu-
lacji losowych. Z uwagi na przyjety typ rozktadu prawdopodobieristwa zmien-
nych, nie jest zasadne w tym przypadku rozréznianie metod LH-m i LH-p. Na
rysunkach 4.8 i 4.9 przedstawiono te same rezultaty w formie wykresow.

Tablica 4.3. Wartosci érednie oraz odchylenia standardowe wzglednych btedéw procentowych
popelnianych przy estymacji wartosci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego funkcji
(4.30) przy uzyciu réznych technik symulacji losowych i dla réznych wielkosci probek N.
Przyjeto jednostajny rozklad zmiennych losowych. Odchylenia standardowe btedéw podane
sa kursywa.

MCerr|%| | RLH-rerr|%| | RLH-m err|%| | OLH-m err|%]| | OLH-m err|%)|

=

Hfo Ofs Ko Ofo Ko Ofs Ko Ofs Hfo Ofo

4n =8 |82.20]10.73|37.60| 7.26 |29.55| 11.45 |37.09| 7.37 |29.89| 11.43
60.76 | 9.86 | 29.21| 4.88 | 12.57| 2.42 |28.92| 4.80 | 6.22 | 2.11
6n =12 | 66.55| 7.61 | 28.38 | 4.58 | 16.28 | 5.35 |31.57| 4.49 |17.10| 5.31
49.28| 6.42|20.55| 3.01 | 9.14 | 2.02 | 23.37| 2.99 |10.58| 2.00
8n =16 | 57.12| 6.19 | 24.00 | 3.38 | 20.50 | 3.63 |22.34| 3.32 |20.61| 3.55
42.67| 5.02|16.59| 2.27 | 8.22 | 1.70 |15.08| 2.48 | 9.05 | 1.61
10n =20 | 51.68 | 5.43 | 19.84| 2.72 | 21.21 | 2.48 |19.27| 255 |21.36| 241
38.T7| 4.42| 14.07| 1.83 | 7.39 | 1.41 |12.053| 1.76 | 6.92 | 1.24
15n =30 |41.89| 4.16 | 12.62| 1.85 | 495 | 1.99 |11.60| 1.83 | 3.15 | 1.88
31.72| 3.25| 9.61 | 1.26 | 3.65 | 1.18 | 9.34 | 1.08 | 2.28 | 0.83
20n =401 36.62| 3.51 [ 10.99| 1.44 | 6.80 | 1.47 |10.51| 1.29 | 6.30 | 1.29
27.67| 2.76| 7.89 | 0.99 | 4.43 | 0.94 | 7.33 | 0.79 | 3.03 | 0.60
30n =60129.53| 2.77 | 6.74 | 1.03 | 3.41 | 0.99 | 5.63 | 091 | 1.98 | 0.90
22.07| 2.10| 5.09 | 0.73 | 2.55 | 0.70 | 4.52 | 0.57 | 1.47 | 0.43

Przed oméwieniem otrzymanych wynikow warto jest przyjrzeé sie uwazniej
wykresowi funkcji fo na rys. 4.7. Mozna spostrzec, iz dla wybranej wartosci y
zmiennos¢ funkcji w kierunku osi x jest nieznaczna, a wykres funkcji sktada sie
w wiekszej czesci z prawie poziomych segmentéw potaczonych powierzchniami
o gwaltownym spadku. Rzut “stromych” fragmentéw wykresu na plaszczyzne
xy zajmuje stosunkowo mata powierzchnie w poréwnaniu do elementéw pozio-
mych. Pamietajac takze o warstwowej naturze tacinskich hiperkostek, tatwiej
jest zinterpretowa¢ wyniki symulacji.
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Rys. 4.8. Wartos¢ srednia wzglednego bledu procentowego przy estymacji wartosci oczekiwanej

funkeji (4.30) dla zmiennych losowych o rozkladzie jednostajnym.
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Rys. 4.9. Wartos¢ srednia wzglednego btedu procentowego przy estymacji odchylenia standar-

dowego funkeji (4.30) dla zmiennych losowych o rozkladzie jednostajnym.
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Pomimo niemonotonicznego charakteru funkcji, btad estymacji zwykta me-
toda Monte Carlo jest w wiekszosci przypadkow wielokrotnie wiekszy od ble-
déw popelianych przy uzyciu pozostatych metod. Jedynym przypadkiem kie-
dy zaobserwowano odwrotna sytuacje jest estymacja odchylenia standardowego
funkcji za pomoca probek generowanych przez hiperkostki z realizacjami wek-
tora losowego w medianach dla N = 8. Co ciekawe, ze wzgledu na omoéwiony
powyzej charakterystyczny ksztaltt wykresu funkcji, nie zaobserwowano znaczg-
cych réznic pomiedzy podejéciem RLH a OLH. Trudno jest tez jednoznacznie
stwierdzié¢, czy korzystniejszy jest losowy wybér realizacji zmiennych wewnatrz
komorki, czy tez wyboér median. Pierwsza z tych koncepcji jest bowiem lep-
sza przy estymacji odchylenia standardowego, a druga przy estymacji wartosci
sredniej. W przypadku realizacji zmiennych losowych w medianach hiperkostki
zastanawiajaca jest niemonotoniczna zbiezno$é btedu estymacji wartosci $red-
niej wraz ze wzrostem wielko$ci préobki. Mozna to ttumaczyé w ten sposob,
iz przy pewnych gestosciach podziatu tacinskiej hiperkostki, zdeterminowany
medianami komoérek uklad punktéw eksperymentalnych systematycznie pomija
pewne istotne dla wartosci $redniej obszary dziedziny funkcji (4.30), co w rezul-
tacie prowadzi do wiekszego bledu estymacji, niz w przypadku mniejszych lecz
bardziej “reprezentatywnie” roztozonych prébek.

4.1.4.3. Wielowymiarowa funkcja Rosenbrocka

W ponizszym przykladzie, za pomocy rozpatrywanych technik symulacji lo-
sowych, przetestowano dokltadnosé estymacji wartosci oczekiwanej oraz odchy-
lenia standardowego uogolnionej wielowymiarowej funkcji Rosenbrocka ( [226]
strona 49), ktora dla parzystej liczby zmiennych losowych n ma postaé

n/2

f3(X) = [100(Xg; — X3;_1)% + (1 = X25-1)°). (4.32)
i=1

Przyjeto n = 10 zmiennych losowych o rozktadzie jednostajnym na przedzia-
le [0,2]. Obliczone na podstawie symulacji Monte Carlo (N = 107) wartosci
odniesienia wynosza

E[f3(X)] = 935.0, o[f3(X)] = 571.75. (4.33)

Ze wzgledu na typ rozktadu prawdopodobienistwa zmiennych losowych rozpa-
trywano jedynie metody LH-r oraz LH-m. W tabeli 4.4 oraz na wykresach 4.10
i 4.11 zebrano wszystkie wyniki symulacji.
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Tablica 4.4. Wartosci srednie oraz odchylenia standardowe wzglednych btedéw procentowych
popelnianych przy estymacji wartosci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego wielowy-
miarowej funkcji Rosenbrocka (4.32) przy uzyciu roéznych technik symulacji losowych i dla
réznych wielkosci probek N. Przyjeto jednostajny rozktad zmiennych losowych. Odchylenia
standardowe bledéw podane sg kursywa.

MCerr|%| | RLH-rerr|[%] | RLH-m err|%]| | OLH-1 err|%] | OLH-m err|%]

N Hfs Ofs Hfs Ofs Hrs Ofs Hrs Ofs His Ofs

dn =40 | 7.67]10.96 |4.20| 9.46 |4.20| 9.46 |0.75| 13.11 | 0.60 | 12.92
5.79| 8.28 | 8.18| 7.25 |3.16| 7.21 |0.57| 648 |0.45 | 6.94
6n =060 |6.28| 894 |342| 7.72 |341| 7.71 |041| 13.03 | 0.38 | 13.44
4.74 6.72 | 2.58| 587 |2.58| 585 |0.531| 4.42 |0.27 | 4.54
8n =80 |545| 7.76 |2.95| 6.69 |293| 6.66 |0.31| 14.13 | 0.26 | 14.18
4.11) 5.85 | 2.23| 5.08 |222| 506 |0.22| 344 |0.19 | 3.53
10n =100 | 4.87| 6.93 |2.64| 594 |264| 595 |0.21| 13.23 | 0.18 | 13.26
3.68| 5.24 | 2.00| 4.49 |1.99| 4.51 |0.16] 2.90 |0.13 | 2.95
15n =150 |3.97| 5.68 |2.15| 486 |2.14| 4.8 |0.14| 13.02 | 0.13 | 13.06
3.00| 4.27 | 1.62| 3.67 |1.62| 38.68 |0.10| 2.18 |0.10 | 2.23
20n=200|3.43| 490 | 18| 4.21 |186| 4.18 |0.11| 13.30 | 0.11 | 13.36
2.59| 8.71 |1.40| 8.18 |1.40| 38.17 |0.08| 1.60 |0.08 | 1.56
30n=300|2.81| 4.00 |1.51| 344 |1.52| 344 |0.10| 13.18 | 0.09 | 13.19
2.12| 8.02 | 1.14| 2.61 |1.15| 2.60 |0.07| 1.25 |0.07 | 1.30

8.0 1

[%] ¢ 13- btad procentowy
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Rys. 4.10. Warto$¢ srednia wzglednego bledu procentowego przy estymacji wartosci ocze-
kiwanej wielowymiarowej funkcji Rosenbrocka (4.32) dla zmiennych losowych o rozkladzie
jednostajnym.
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Rys. 4.11. Warto$é¢ srednia wzglednego bledu procentowego przy estymacji odchylenia stan-
dardowego wielowymiarowej funkcji Rosenbrocka (4.32) dla zmiennych losowych o rozktadzie
jednostajnym.

Pomimo niemonotonicznego charakteru funkcji mozna zauwazy¢, ze nieza-
leznie od N, metody wykorzystujace probki generowane przez RLH prowadza
do mniejszych btedéw estymacji niz zwykta metoda Monte Carlo. Zupehie nie-
istotny jest tez sposéb wyboru realizacji wektora X wewnatrz komoérek tacin-
skich hiperkostek — metody LH-r i LH-m daja tu praktycznie takie same wyniki.
Symulacje oparte na optymalnych hiperkostkach zapewniaja wysmienite osza-
cowanie wartosci oczekiwanej ($redni btad nawet dla N = 4n nie przekracza
1%!). Zaskakujaco zte sa niestety wyniki estymacji OLH odchylenia standardo-
wego funkcji Rosenbrocka. W przypadku metod MC oraz RLH widoczny jest
wyrazny trend malejacy funkcji btedu wraz ze wzrostem wielkosci probki, zob.
rys. 4.11, natomiast w przypadku OLH btad ten ustabilizowal sie na poziomie
okoto 13% bez widocznej tendencji spadkowej. Spostrzezenie to prowadzi¢ mo-
ze do wniosku, iz dla pewnych funkcji estymatory odchylenia standardowego
przy probkach generowanych przez optymalne hiperkostki taciiiskie moga by¢
w sposob istotny obciazone (w odrdéznieniu od estymatora wariancji estyma-
tor (4.23) jest obciazony). Ze wzgledu na dtugotrwaly proces tworzenia planow
OLH, trudne jest obliczenie wartosci btedu estymacji odchylenia standardowego
dla bardzo duzych N. Jest to takze w sprzecznosci z ideg samej metody, ktora
ma za zadanie zapewnia¢ wystarczajaco dobra doktadno$é statystyk dla matych
probek.
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4.1.4.4. Funkcja wyktadnicza

Ostatnig funkcja testowa, jakiej uzyjemy do naszych poréwnan jest funkcja
n
F1(X) = exp<—0.2ZX3). (4.34)

Przyjeto n = 6 zmiennych losowych o identycznych gaussowskich rozktadach
prawdopodobienistwa danych przez pux, = 1.0iox, = 1.0, ¢ = 1,...,6. Na
podstawie symulacji Monte Carlo (N = 107) ustalono nastepujace wartosci
odniesienia:

E[f4(X)] = 0.1546, o[f4(X)] = 0.1459. (4.35)

Podobnie jak w przypadku funkcji (4.27), ze wzgledu na zatozony rozklad zmien-
nych, zasadne jest rozréznienie dwoch wariantéw wyboru ich realizacji wewnatrz
komorek tacinskiej hiperkostki, tj. realizacji w medianach i wartosciach oczeki-
wanych. Rozpatrywane sg zatem metody MC, RLH-m, RLH-y, OLH-m i OLH-p.
Wartosci btedow estymacji szacowanych statystyk, odpowiadajace wymienio-
nym metodom dla réznych wielkosci probek, otrzymane na postawie stukrotne-
go powtorzenia kazdego zadania symulacji losowych zebrano w tabeli 4.5 oraz
na wykresach 4.12 i 4.13.

Tablica 4.5. Wartosci érednie oraz odchylenia standardowe wzglednych btedéw procentowych
popelnianych przy estymacji wartosci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego funkcji
(4.34) przy uzyciu réznych technik symulacji losowych i dla réznych wielkosci probek N.
Przyjeto gaussowski rozklad zmiennych losowych. Odchylenia standardowe btedéw podane sa
kursywa.

MCerr|%| | RLH-merr|%| | RLH-p err[%]| | OLH-m err|%)] | OLH-p err[%]

N Prs | O | Bp If, Bp | Of s o K | O

dn=24 |14.99| 17.84 | 8.04| 1543 |7.70| 1551 | 3.34 | 5.81 | 597 | 7.01
11.55|12.80 | 6.13| 11.13 |5.81| 11.09 | 1.95 | 4.38 | 2.48 | 4.52
6n=36 |12.76 | 1441 |6.09| 12.34 |6.34| 12.67 | 4.04 | 4.66 | 6.42 | 6.00
9.45 | 10.28 | 4.77| 9.08 | 4.78| 9.26 | 1.91 3.32 | 2.81 | 3.92
8n=48 |10.70 | 11.96 | 5.30| 10.92 |5.20| 10.51 | 4.99 | 4.39 | 6.16 | 4.55
829 | 9.09 |3.84| 762 |389| 173 |1.72 3,17 11.99 | 35.66
10n=60 | 9.13 | 10.51 | 4.91| 9.70 |4.90| 9.51 | 570 | 4.60 | 599 | 3.77
7.25 | 8.01 |3.58| 7.06 |3.64| 712 |1.52 3.32 | 1.46 | 3.15
15n=90 | 7.79 | 894 |3.98| 7.80 |3.94| 775 | 552 | 2.80 | 6.22| 3.52
6.00 | 6.56 |2.93] 576 |2.86| 5.76 |0.94 2.59 |1.06 | 2.67
20n=120| 6.73 | 7.63 |3.37| 6.52 |347| 694 | 591 | 2.79 | 6.30 | 3.06
516 | 5.84 |2.62| 5.01 |2.50| 5.01 |0.87 | 2.22 |0.82 | 2.44
30n=180| 5.53 | 5.95 |2.67| 530 |2.73| 529 | 542 | 2.65 | 6.21 | 2.90
4.24 | 4.71 | 2.03| 4.04 |2.13| 4.15 |0.82 2.15 10.75 | 2.10
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Rys. 4.12. Warto$¢ srednia wzglednego btedu procentowego przy estymacji wartosci oczekiwa-
nej wielowymiarowej funkeji (4.34) dla zmiennych losowych o rozkladzie normalnym.
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Rys. 4.13. Warto$¢ srednia wzglednego bledu procentowego przy estymacji odchylenia stan-
dardowego wielowymiarowej funkcji (4.34) dla zmiennych losowych o rozkladzie normalnym.
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Analizujac uzyskane wyniki mozna spostrzec, ze i w tym przypadku metoda
RLH goruje doktadnoscia estymacji nad zwykta metoda Monte Carlo. Zaska-
kujace sa natomiast oszacowania otrzymane przy uzyciu hiperkostek optymal-
nych. W przeciwienstwie do poprzedniego przyktadu, metody OLH prowadza do
bardzo dobrej estymacji odchylenia standardowego, zob. rys. 4.13, a estymator
wartosci oczekiwanej jest wyraznie obciazony ze $rednim btedem stabilizujacym
sie na okolo 6%, rys. 4.12. Nie zaobserwowano wyraznej jako$ciowej roznicy
pomiedzy wersjami LH-m i LH-pu.

4.1.5. Przyktad: Kratownica Misesa

Ponizszy przykltad analizy doktadnosci oszacowania momentéw statystycz-
nych odpowiedzi konstrukcji za pomoca symulacji losowych zaczerpniety zostal
z pracy [237]. Model konstrukeji stanowi maltowyniosta jednopretowa kratow-
nica Misesa pokazana na rys. 4.14. Jest to uktad sktadajacy sie z odpowiednio
zamocowanego preta obciazonego w wezle sita pionowsg oraz ze sprezyny. W przy-
padku obcigzenia skierowanego w dot uktad podatny jest na utrate statecznosci
w postaci przeskoku do innego potozenia réownowagi.

Konfi guracja poczat kowa (S=0)

Rys. 4.14. Kratownica Misesa. Pokazana sita S ma znak dodatni.

Nieliniowe zachowanie kratownicy wynika z zalozeni kinematycznych (duze
przemieszczenia), a nie ze zwiazkow konstytutywnych, ktore przyjeto jako li-
niowo sprezyste. Poszukiwana wielkoscia jest przemieszczenie pionowe prawego
korica preta w bedace funkcjg modutu Younga FE, pola przekroju preta A i jego
dhugosci poczatkowej [, polozenia prawego wezta przed przylozeniem obciazenia
z > 0, sztywnosdci sprezyny K, oraz sity S. Przemieszczenie w wyznaczy¢ mozna
z nastepujacego rownania (por. [37]):
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S = £4d <z2w + §;:w2 + 1w3> + Kw. (4.36)
3 2 2

Wyprowadzajac te zaleznosé zalozono maly wymiar kata 6 (zob. rys. 4.14),
z czego wynika z,w < [. Rownanie (4.36) jest wielomianem trzeciego stopnia
zmiennej w. Mozna pokaza¢, ze w zaleznosci od wartosci parametrow (wspol-
czynnikow) rownanie to ma jedno albo trzy miejsca zerowe. W przypadku trzech
pierwiastkow jako rozwiazanie przyjmowany jest ten pierwiastek, ktory odpo-
wiada najmniejszej wielkosci przemieszczenia. Ma to miejsce gdy skierowana do
dotu sita S jest mniejsza od krytycznej wartosci powodujacej przeskok uktadu
pret-sprezyna do nowego potozenia rownowagi. Przypadek, gdy rownanie (4.36)
ma tylko jeden pierwiastek odpowiada badz konfiguracji konstrukeji po przesko-
ku, badz tez takiej pracy konstrukcji, w ktorej ten typ utraty statecznosci nie
wystepuje ze wzgledu na duza sztywnosé sprezyny K.

Zatozmy nastepnie, ze parametry konstrukcji sg niezaleznymi zmiennymi lo-
sowymi o rozkladach wymienionych w tab. 4.6. W przypadku zmiennych o roz-
ktadzie normalnym w tabeli podano ich warto$¢ srednig oraz wspotczynnik
zmiennosci, a w przypadku zmiennych o rozkladzie jednostajnym lewsa i pra-
wa granice.

Tablica 4.6. Kratownica Misesa: zmienne losowe

Zmienna | Rozklad |E(X)/Lewa granica | v(X)/Prawa granica
E normalny 5-10° N/mm? 0.02
A normalny 100 mm? 0.02
l normalny 2500 mm 0.03
z jednostajny 15 mm 27mm
K normalny 0.9N/mm 0.2
S jednostajny —40N —30N

W celu oceny doktadnosci oszacowania wybranych losowych charakterystyk
przemieszczenia w na podstawie statystyk, ktorych wartosci generowane sg przez
rozne metody symulacji losowych, nalezy najpierw jak najdoktadniej okresli¢
ich rzeczywista wartos¢. Niestety, w tym przypadku jest to mozliwe jedynie
za pomoca symulacji Monte Carlo, przyjmujac jak najliczniejsza probke. Na
podstawie N = 100000 losowo wygenerowanych punktéw eksperymentalnych
obliczono nastepujace wartosci odniesienia dla statystyk:
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e warto$¢ oczekiwana wielkodci przemieszczenia w

E(Jw|) = 40.49 mm, (4.37)

e odchylenie standardowe wielkosci przemieszczenia w

o(Jw|) = 5.89 mm, (4.38)

e macierz korelacji

E|A| 1 | = | K |19 |l
1.0/00] 00 00| 00 | 00| 00
00/1.0] 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0
00/0.0] 1.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 |-0.01
00/0.0] 0.0 | 1.0 | 0.0 | 0.0 | 0.67
K,|0.0[00| 00 [00| 1.0 | 0.0 |-0.65
[S[10.0]0.0] 0.0 [ 0.0 | 0.0 | 1.0 | 0.26
[w[[0.0]0.0-0.01]0.67[-0.65]0.26 | 1.0

(4.39)

v~ | I

Analizujac macierz (4.39) mozna spostrzec, ze dzigki zastosowaniu dostatecz-
nie duzej probki nie pojawily sie w macierzy nieprawdziwe, niezerowe wartosci
wspotczynnikéw korelacji dla zmiennych niezaleznych. Ponadto, na podstawie
wartosci wspolezynnikow w ostatnim wierszu/kolumnie wywnioskowaé¢ mozna,
iz wielkos¢ ugiecia kratownicy jest dodatnio skorelowana z jej wyniostoscia z,
ujemnie skorelowana ze sztywnoscia sprezyny K oraz prawie zupelnie nieskore-
lowana z pozostalymi zmiennymi losowymi. Relacje te sa oczywiscie w pewnym
stopniu zalezne od przyjetych zakresé6w zmiennosci parametrow konstrukceji.

Poréwnanie réznych metod symulacji losowych przeprowadzimy estymujac
E(Jw|), o(|w]) oraz dwa “znaczace” wspotczynniki korelacji pjy i, 1 pjuw|- 28 Po-
moca zwyklej metody Monte Carlo, symulacji losowa hiperkostka taciniska (wer-
sja RLH-m) oraz symulacji optymalna hiperkostka laciriska (wersja OLH-m).
Przyjmujac za doktadne wartosci odniesienia (4.37)-(4.39), w tabeli 4.7 oraz na
wykresach 4.15-4.18 przedstawiono wartosci érednich wzglednych btedéw pro-
centowych otrzymanych na podstawie 100 powtorzert symulacji kazda z wymie-
nionych metod.
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Tablica 4.7. Kratownica Misesa. Sredni blad procentowy estymacji przy uzyciu réznych metod
symulacji losowych oraz dla probek o réznej wielkosci. W przypadku N > 500 symulacje OLH-

m nie zostaly wykonane z uwagi na dtugi czas tworzenia planéw OLH.

N | 10 | 50 | 100 | 500 | 1000 | 5000
E(jw|) | MC | 3.59 | 2.70 [1.01]0.79 ] 0.39 | 0.17
err %] | RLH-m || 0.32 | 0.22 | 0.21|0.12| 0.06 | 0.04

OLH-m || 0.28 | 0.15 | 0.1 [0.09| - | -
ol | MC ||12.29] 5.68 |3.92|2.46| 1.65 | 1.09
err [%] | RLH-m | 11.76 | 3.66 |3.50 | 1.73 | 1.06 | 0.65

OLH-m || 4.63 | 224 |1.65|1.57| - | -
P, | MC |[22.01] 9.62 | 7.58|4.20 | 1.79 | 1.07
err [%] | RLH-m | 16.45| 7.02 |4.70 | 2.99 | 1.35 | 0.55

OLH-m | 7.56 | 2.16 |1.48|0.84| - | -
Pwl- | MC |33.45|14.75 |8.09|4.35 | 3.61 | 1.32
err [%] | RLH-m | 15.95 | 9.51 |6.58 | 3.80 | 1.78 | 0.89

OLH-m || 8.07 | 5.10 |4.09(3.70| - | -
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Rys. 4.15. Kratownica Misesa: Estymacja wartosci redniej ugiecia. Sredni wzgledny blad
procentowy w przypadku réznych metod symulacyjnych i réznych wielkosci probki.
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Rys. 4.16. Kratownica Misesa: Estymacja odchylenia standardowego ugiecia. Sredni wzgledny
blad procentowy w przypadku réznych metod symulacyjnych i réznych wielkosci probki.
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Rys. 4.17. Kratownica Misesa: Estymacja wspolczynnika pj,)x, - Sredni wzgledny blad pro-
centowy w przypadku réznych metod symulacyjnych i réznych wielkosci probki.
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Rys. 4.18. Kratownica Misesa: Estymacja wspolczynnika p,|-- Sredni wzgledny blad procen-

towy w

przypadku réznych metod symulacyjnych i réznych wielkosci probki.

Poréwnujac otrzymane wartosci btedow mozna stwierdzié, ze w rozpatrywa-
nym przypadku:

Symulacje z wykorzystaniem OLH prowadza do najdoktadniejszej esty-
macji. W zaleznosci od statystyki oraz wielkosci probki (w szczegolno-
$ci dla matych probek) blad estymacji metoda OLH-m jest wielokrotnie
mniejszy od btedu MC. Na przyktad, przy oszacowaniu wartosci sredniej
ugiecia, probka N = 10 daje trzynastokrotnie mniejszy btad estymac;ji.
Btedy estymacji metoda OLH-m sa zawsze mniejsze niz btedy otrzymane
przy uzyciu hiperkostki taciriskiej bez optymalizacji (nawet trzykrotnie
w przypadku pjy|x,). O ile zysk ze stosowania OLH przy estymacji war-
tosci Sredniej jest niewielki to w przypadku momentéw statystycznych
wyzszych rzedow jest juz znaczacy (szczeg6lnie dla N < 100).

Wydaje sie, ze warto w tym miejscu zastanowic sie nad “poziomem optymal-

nosci”

planéw OLH, ktoéry zapewnia metodom korzystajacym z optymalnych

hiperkostek istotng przewage (mierzona btedem estymacji) w stosunku do tych
metod symulacyjnych, gdzie préobki generowane sa przez RLH. Na podstawie
licznych testow numerycznych zauwazono, ze zaréwno w przypadku algorytmu
CP jak rowniez algorytmu genetycznego (zob. dodatek B) najwicksza redukcja
wartosci kryterium optymalizacji (B.3) wystepuje na pierwszych iteracjach algo-

rytmu

CP lub po stosunkowo nieduzej liczbie populacji algorytmu genetycznego.
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Z drugiej strony, etap dochodzenia do koricowej postaci planu OLH trwa znacz-
nie dtuzej niz poczatkowe iteracje, prowadzac w wiekszosci przypadkéw do nie-
wielkiej poprawy wartosci kryterium. Niestychanie wazny jest zatem taki dobor
parametrow zbieznosci metod tworzenia planow OLH, aby tacinskie hiperkost-
ki byly optymalne réowniez ze wzgledu na czas trwania procesu minimalizacji
kryterium (B.3).

Na rys. 4.19 pokazano wykresy zmiany doktadnosci estymacji wybranych
statystyk w funkcji czasu trwania algorytmu CP uzytego do optymalizacji poto-
zenia punktow taciriskiej hiperkostki dla N = 100 i n = 6. Dokladnos¢ estymacji
mierzona jest przy pomocy nastepujacego wskaznika:

ETTLH (t) — ETTOLH
ETTRLH — ETTOLH ’

Quu(t) =1 (4.40)
gdzie Errrpg jest $rednim wzglednym bledem procentowym odpowiadajacym
metodzie RLH-m, Erropp jest takim bledem w przypadku zoptymalizowanej
hiperkostki OLH-m, a Errry odpowiada bledowi estymacji gdy jako proébke
uzyto “nie w pelni optymalnej” hiperkostki (algorytm CP przerwano po czasie t).
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Rys. 4.19. Zmiany dokladnosci estymacji w funkcji czasu pracy procesora (CPU) uzytego do
poprawienia przestrzennej jednorodnosci probki w celu otrzymania planu OLH. Dolna krzywa
przedstawia historie zmian wartosci kryterium optymalizacji (B.3) dla hiperkostki 100 x 6
(N =100, n = 6).
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Analizujac powyzsze wykresy tatwo zauwazyé, ze zasadnicza poprawe do-
ktadnosci estymacji uzyskuje sie juz na poczatku procesu optymalizacji. Nieste-
ty, trudno jest zaproponowaé¢ ogdlng regute uzalezniajaca doktadnosé estymacji
od wartosci kryterium (B.3), a tym bardziej od czasu trwania procesu opty-
malizacji. Dokladnosé (4.40) zalezy zaréwno od rozmiaru zadania i liczebnosci
probki, jak tez od typu estymowanej wielkosci. Na pewno jednak mozna stwier-
dzi¢, iz w przypadkach gdy losowanie typu OLH prowadzi do doktadniejszych
oszacowann w stosunku do RLH, to nawet ograniczona liczba iteracji np. algo-
rytmu CP, moze pomoc w znacznym polepszeniu jakosci estymacji.

4.1.6. Przyktad: Ptyta wspornikowa

Przykladem niejawnej funkcji wielu skorelowanych zmiennych losowych mo-
ze by¢ ugiecie sprezystej ptyty wspornikowej o losowej grubosci. Rozpatrywana
tutaj plyta przedstawiona jest na rys. 4.20. Podobnie jak w przypadku kratow-
nicy Misesa zadanie to pochodzi z artykutu autora [237] i jest zmodyfikowana
wersja przyktadu zaprezentowanego przez Alonso i Collado w pracy [3].

Rys. 4.20. Siatka elementow skoriczonych oraz posta¢ odksztalcona plyty

Poza mozliwoscia dokonania poréwnania efektywnosci roznych metod symu-
lacji losowych przyktad ten wybrano réwniez w celu zademonstrowania zastoso-
wania analizy gtownych sktadowych (zob. podrozdzial 4.1.3) do analizy wynikow
symulacji oraz do redukcji modelu stochastycznego.
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Kwadratowa plyta, 3m x 3m, dyskretyzowana przy pomocy elementéw skorni-
czonych, utwierdzona jest wzdtuz jednej krawedzi oraz obciazona dwiema sitami:
Iy - przytozong do wezta 17 i skierowana w gore oraz Fs - przytozona do wezta
49 i skierowana w dot.

Probabilistyczny opis zadania stanowig nastepujace zmienne losowe: sita we-
ztowa F; o normalnym rozkladzie prawdopodobienistwa danym przez warto$é
oczekiwana ppr, = 80kN i odchylenie standardowe op, = 15kN, sila wezlowa
Fy - rozktad normalny, pup, = 60kN, op, = 10kN, modul Younga E - roz-
ktad log-normalny, g = 210000MPa, o = 21000MPa, wspotczynnik Poissona
v - rozktad log-normalny, u, = 0.3, o, = 0.03. Grubo$¢ ptyty ¢t modelowana
jest jako dwuwymiarowe, jednorodne gaussowskie pole losowe (zob. dodatek C)
o wartosci oczekiwanej pu; = 0.06 m, odchyleniu standardowym oy = 0.003m
oraz funkgcji korelacji p(z,2z’) danej wzorem (por. (C.10))

/
p(z,2') = exp <@> , (4.41)
gdzie z 1 z’ sa wektorami wspotrzednych punktow na powierzchni srodkowej ply-
ty, natomiast a jest dlugoscia korelacji, zob. (C.12). W niniejszym przyktadzie
przyjeto a = 4m.

Aby wyznaczyé przemieszezenia punktéw plyty za pomocg metody elemen-
tow skonczonych, konieczna jest uprzednia dyskretyzacja pola losowego grubosci
plyty. Sposréd najbardziej popularnych metod dyskretyzacji pol losowych na-
lezy wymieni¢: metode punktow Srodkowych, metode funkcji ksztaltu, metode
optymalnej aproksymacji liniowej czy tez metody rozwiniecia w szereg, jak np.
metoda Karhunena-Loeve’a. Blizszemu opisowi tych zagadnien poswiecono do-
datek C.

Ogolnie rzecz ujmujac, dyskretyzacja jest procedura aproksymacji pola lo-
sowego za pomocg skoniczonej liczby zmiennych losowych, a jednym z najwaz-
niejszych celow w doborze metody dyskretyzacji jest uzyskanie jak najlepszej
aproksymacji oryginalnego pola przy pomocy jak najmniejszej liczby zmien-
nych. Poniewaz w analizowanym przykladzie dyskretyzacja pola losowego stuzy
przede wszystkim jako “generator” skorelowanych zmiennych losowych (w celu
poréwnania efektywnosci metod symulacji losowych dla réznych wielkosci mode-
lu stochastycznego) dlatego jako metode dyskretyzacji wybrano metode punk-
tow srodkowych, zob. C.2. Metoda ta polega na reprezentacji pola losowego we-
wnatrz kazdego elementu skoniczonego przez jedng zmienng losowa zdefiniowana
jako wartos¢ tego pola w srodku ciezkosci elementu. Nie jest to z pewnoscig bar-
dzo efektywna i dokltadna metoda aproksymacji, ale daje ona mozliwo$é tatwego
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generowania wielowymiarowych problemoéw analizy stochastycznej poprzez zwy-
kte zwiekszanie gestosci siatki.

Rozpatrywano trzy przypadki:
a) siatka 3 x 3, 9 elementow, 49 wezlow, n = 13 zmiennych losowych,
b) siatka 6 x 6, 36 elementow, 169 weztow, n = 40 zmiennych losowych,
c) siatka 9 x 9, 81 elementow, 361 weztow, n = 85 zmiennych losowych.

W modelu MES uzyto dziewiecioweztowych elementéow skoriczonych plyty
redniej grubosci typu Reisnera-Mindlina (zob. np. [98]). Jako miare odpowiedzi
obciazonej sitami skupionymi konstrukeji przyjeto przemieszczenia niepodpar-
tych wezlow.

Na poczatku, przy pomocy analizy gtéwnych sktadowych sprawdzono, ktore
z przemieszczen weztowych sa najbardziej reprezentatywne dla losowego roz-
rzutu odpowiedzi konstrukeji wyrazanego macierza kowariancji przemieszczen.
Przyjmujac podzial na elementy skoriczone jak w wariancie a) przeprowadzono
symulacje Monte Carlo dla probki o N = 200000. Wyniki tej symulacji po-
stuzyly do obliczenia macierzy kowariancji, a nastepnie wartosci gtéwnych jako
wartodci wlasnych tej macierzy, zob. punkt 4.1.3. Ponizej, wypisano procentowy
udzial pierwszych dziesieciu wartosci gtéownych w ich sumie:

86.4%, 13.5%, 0.033%, 0.024%, 0.0083%, 0.0015%, 0.0006%, 0.0003%, 0.0001%, 0.0000%.

Jak wida¢, dwie pierwsze wartosci gtéwne zdecydowanie dominuja i stanowia
99.93% sumy wszystkich wartosci. Z tego powodu, jako najbardziej reprezenta-
tywne dla rozrzutu odpowiedzi konstrukcji nalezy wybraé te losowe odpowiedzi,
ktorych rzuty na dwie pierwsze osie glowne vy i vo, zob. (4.24), sa najwieksze.
Zgodnie z intuicja, z analizy tej wynika, ze przemieszczenia obcigzonych weztow
naroznych cechujg sie najwiekszym rozrzutem i to wtasnie one wnoszg najistot-
niejszy wklad w losowy charakter wynikow. W zwiazku z tym, ocena roéznych
metod symulacji losowych dokonana bedzie przez poréwnanie btedéw estymacji
wartosci oczekiwanej i odchylenia standardowego przemieszczenia wezta ozna-
czonego numerem 49 na rys. 4.20 oraz estymacji pierwszej wartosci gtéwne;j.

Tak jak w poprzednim przyktadzie, poréwnywane sa metody MC, RLH-
m i OLH-m. W kazdym przypadku rozpatrywano 4 wielkosci probki: N =
2n,6n,8n i 10n. Przyjmujac jako wartosci odniesienia wyniki symulacji Mon-
te Carlo dla N = 200000, na podstawie dziesieciokrotnego powtorzenia kazdej
symulacji losowej, na rysunkach (4.21)—(4.23) przedstawiono wykresy $rednich
wzglednych bledéw procentowych estymacji.



4.1. Metody symulacyjne 119

8.0
(%]
7.0
6.0
5.0
4.0
3.0

2.0

1.0

0.0

Warto §¢ oczekiwana przemieszczenia — bt  gad procentowy estymaciji

Nn=13 zmiennych N =40 zmiennych N=85 zmiennych
=4=NC
== RLH-m
== OLH-m

Rys. 4.21.

2n 4n 6n 10n  2n 4n 6n 10n 2n  4n 6n 10n

Sredni wzgledny blad procentowy estymacji wartosci oczekiwanej przemieszczenia

wezlta naroznego dla réznych wielkosci probki w przypadku trzech réznych siatek elementéow
skoriczonych (co pociaga za soba rézna liczbe zmiennych losowych).

16.0
(%]
14.0
12.0
10.0
8.0

6.0

4.0

2.0

0.0

Odchylenie standardowe przemieszczenia— bt ad procentowy estymacii

N =13 zmiennych N =40 zmiennych N =85 zmiennych

== \IC
== H
== OLH

2n  4n 6n 10n 2n  4n 6n 10n 2n  4n 6n 10n
N

Rys. 4.22. Sredni wzgledny blad procentowy estymacji odchylenia standardowego przemiesz-
czenia wezlta naroznego.
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Rys. 4.23. Sredni wzgledny btad procentowy estymacji pierwszej wartosci glownej.

Na podstawie otrzymanych wynikéw mozna zauwazyé, ze:

e Metoda symulacji OLH-m okazala sie by¢ najdoktadniejsza we wszyst-

kich rozpatrywanych przypadkach. Maksymalny $redni btad estymacji nie
przekraczal zazwyczaj 3% i byt wielokrotnie nizszy od odpowiednich ble-
dow z symulacji Monte Carlo.

Podobnie jak w przypadku kratownicy Misesa, przewaga metody OLH-m
nad RLH-m zmniejsza sie wraz ze wzrostem wielkosci probki. Mozna to
przypisywaé¢ zaré6wno lepszemu wypelnieniu przestrzeni realizacji punk-
tami eksperymentalnymi jak rowniez trudnosciami w otrzymaniu wystar-
czajaco dobrych planéw OLH dla wysokich wartosci NV oraz n. Natomiast
w przeciwienstwie do poprzedniego przykladu, trudno jest na podstawie
przebadanych przypadkéw zaproponowaé “granice” przydatnosci stoso-
wania metod bazujacych na zoptymalizowanych taciniskich hiperkostkach
w stosunku do metod RLH.

Niezaleznie od liczby zmiennych losowych, wykresy bledu metody OLH-
m sg bardzo podobne, co — poréwnujac z tendencja zmian wykreséow MC
i RLH-m — $wiadczy o problemach ze znalezieniem planu optymalnego
dla duzych hiperkostek.
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4.1.7. Whnioski dotyczace technik symulacji losowych wykorzystujacych
tacinskie hiperkostki

Wykonane testy numeryczne potwierdzity wnioski teoretyczne przedstawione
w punkcie 4.1.2 dotyczace wiekszej doktadnosci metod symulacyjnych wykorzy-
stujacych probki generowane przez lacinskie hiperkostki (RLH) w stosunku do
zwyktej metody Monte Carlo. Co ciekawe, niezaleznie od typu funkcji, w zadnym
z siedmiu przyktadéw nie zaobserwowano przypadku kiedy btad estymacji me-
toda RLH bytby wiekszy od btedu metody MC. Wynik ten w swietle wnioskow
z twierdzenia 4.1 stanowié¢ moze pozytywne zaskoczenie.

Duzo trudniejsze do podobnej oceny sa metody symulacji losowych wyko-
rzystujace koncepcje optymalnej taciniskiej hiperkostki. Z powodu braku odpo-
wiednich rozwazan teoretycznych oraz czestej koniecznosci stosowania w prakty-
ce hiperkostek sub-optymalnych, wnioski na temat metod OLH opiera¢ mozna
jedynie na przeprowadzonych testach numerycznych. Chociaz w wiekszosci roz-
patrywanych przypadkéw metody OLH daja doskonate oszacowanie momentow
statystycznych funkcji losowych nawet dla malych prébek, to mozna wskazac
przypadki (zob. rys. 4.11 i rys. 4.12) kiedy uzycie probek generowanych przez
optymalne hiperkostki prowadzi do znacznych, trudnych do zredukowania btle-
doéw estymacji. Z drugiej strony, problemy te wystepowaly jedynie w dwdch
przypadkach estymacji momentéw analitycznych funkcji testowych, natomiast
metody OLH byty bezkonkurencyjne w estymacji momentéw funkcji przemiesz-
czen weztow konstrukeji. Podsumowujac, z punktu widzenia efektywnosci symu-
lacji losowych metoda RLH wydaja sie by¢ zawsze “bezpiecznym” rozwiazaniem,
a probki utworzone przez OLH warto stosowaé szczegolnie wtedy, gdy rozwazana
funkcja jest kosztowna w obliczeniach i nie mozna pozwolié¢ sobie na otrzymanie
jej wartosci dla zbyt wielu realizacji zmiennych losowych.

Na podstawie wykreséow bledow estymacji dla analitycznych funkcji testo-
wych, zob. rysunki 4.3-4.6 i 4.8-4.13, nie mozna jednoznacznie ustali¢, ktora
z metod wyboru realizacji zmiennych losowych wewnatrz komorki tacinskie;
hiperkostki jest najlepsza. Jednak pomimo braku istotnych jako$ciowo réznic
pomiedzy metodami LH-r, LH-m i LH-u, po doktadniejszej analizie wynikow
mozna sktania¢ sie ku wyborowi wersji LH-m jako tej, ktéra najczesciej prowa-
dzita do najmniejszego btedu estymacji. Metody wykorzystujace mediany roz-
ktadéw prawdopodobienistwa wewnatrz komoérek sg réwniez znacznie szybsze
w poréwnaniu do tych, ktére wymagaja numerycznego wyznaczenia wartosci
$rednich.
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4.2. Metoda rozwiniecia w szereg Taylora

Alternatywnym sposobem oszacowania warto$ci pierwszych momentow sta-
tystycznych odpowiedzi konstrukeji jest rozwiniecie analizowanych funkcji w sze-
reg Taylora wokot wartosci oczekiwanych zmiennych losowych. W rozwinieciu
pomija sie zazwyczaj wyrazy rzedéw wyzszych niz drugi, a opis probabilistyczny
zmiennych ograniczany jest jedynie do ich wartosci oczekiwanych oraz macie-
rzy kowariancji. Podejscie takie nazywane jest takze stochastyczna metoda per-
turbacyjna. W odréznieniu od metod symulacyjnych, ktore sprowadzaja sie do
obliczania wartosci funkcji dla wielu realizacji zmiennych losowych wygenerowa-
nych z odpowiednich rozktadéw prawdopodobietistwa, istota metody perturba-
cyjnej jest analiza wrazliwosci, a wiec obliczanie gradientéw i pochodnych wyz-
szych rzedéw funkeji odpowiedzi. Poprawe doktadnosci oszacowania momentow
statystycznych uzyska¢ mozna poprzez uwzglednienie wiekszej liczby wyrazéw
szeregu, co wiaze sie jednak z szybkim wzrostem kosztu obliczeri. Ponizej zapre-
zentowano jedynie wyprowadzenie wzoroéw metody pierwszego i drugiego rzedu.

4.2.1. Metoda pierwszego rzedu

Pomijajac wyrazy wyzszego rzedu niz pierwszy, rozwiniecie funkeji zmien-
nych losowych w szereg Taylora wokoét wartosci oczekiwanych tych zmiennych
ma postac

F(X) m f(X) = fux)+ Y 5§§;‘>
i=1 ¢

(Xi - /’LXi)7 (4'42)

x=px

gdzie n jest rozmiarem wektora X, a px jest wektorem wartosci oczekiwanych
zmiennych losowych. Obliczajac nastepnie wartos¢ oczekiwana oraz wariancje
funkcji f dostajemy
E[f(X)] = E[f(X)] = f(ux), (4.43)
Var[f(X)] =~ Var[f(X)] = VT (x) CxVf(x) : (4.44)
X=px X=Hx
gdzie V f (X)‘qux jest gradientem funkcji f obliczonym w punkcie pyx, a Cx
jest macierza kowariancji zmiennych X, ktéra zapisa¢ mozna nastepujaco:
0%, PI20X,0X, **° Pln0X,0X,

2
P21 0X,0X o o Pn0X,0X,
Cx = e X oo : (4.45)

2
Pn10X,0X; Pn20X,0Xy " °° '
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pij = p(Xi, Xj), 4,5 = 1,...,n, sa wspotczynnikami korelacji. W szczegolnym
przypadku nieskorelowanych zmiennych losowych wyrazenie (4.44) przyjmuje
postac

Var[f(X)] ~ Z <g§l

2
aXl) . (4.46)
X=px

Poniewaz we wzorach (4.44) i (4.46) wystepuje gradient funkcji f, dlatego (ko-
rzystajac z roznicowego przyblizenia pochodnej) metoda pierwszego rzedu wy-
maga co najmniej n + 1 krotnego obliczenia wartosci funkcji. Podejscie to jest
zatem duzo bardziej efektywne od metod symulacji losowych, prowadzi¢ jednak
moze do istotnych btedéw w przypadku gdy w obszarze okreslono$ci zmiennych
losowych rozpatrywana funkcja nie jest liniowa lub gdy punkt wartosci $rednich
jest punktem stacjonarnym funkcji f.

4.2.2. Metoda drugiego rzedu

Zachowujac w rozwinieciu Taylora réwniez cztony drugiego rzedu otrzymuje
sie nastepujace przyblizenie funkeji f(X)

1O ~ FX) = fld) + 3 I x )
i=1 v lx=px
1§~ 0f () (4.47)
5 ; ; 633‘28:17] x:MX(Xi - /LXZ)(Xj — MX])

Wykonujac na wyrazeniu (4.47) operacje wartosci oczekiwanej dostajemy

~ n n 2 %
B[/ (X)] ~ E[f(X)] = f(ux) + 5 30> )
i 1

Pij OX,0X,, (4.48)
X

natomiast wzor na wariancje f(X) ma postac

Var[f(X)] ~ Var[f(X)] = V fT(x)( CxVf (x)\xzux

of(x)
axj

X=px

n TLa x
pH%

i=1 j=1

(4.49)

Pij UXiO-Xj-
X=px

X=px

Mozna zauwazy¢, ze wzor (4.49) jest taki sam jak (4.44), i ze w istocie w me-
todzie drugiego rzedu uzywa sie aproksymacji drugiego rzedu wartosci oczeki-
wanej, ale wariancja funkcji f aproksymowana jest tak jak w metodzie rzedu
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pierwszego. Jest to tylko pozorna niekonsekwencja gdyz, jak mozna pokazaé
(por. [123]), pelne wyrazenie na Var[f(X)] wymaga znajomosci momentoéw cen-
tralnych zmiennych losowych rzedu trzeciego i czwartego, ktore nie sg dane.

Poniewaz w celu wyznaczenia wartosci oczekiwanej (4.48) konieczna jest zna-
jomos¢ drugich pochodnych f(x), dlatego minimalny koszt omawianej metody
to N = (n+1)(n+2)/2 obliczenia wartosci funkeji (wywolania programu analizy
konstrukeji). Co za tym idzie, metoda drugiego rzedu jest znacznie drozsza od
metody pierwszego rzedu i o ile dla malych n moze by¢ konkurencyjna w sto-
sunku do symulacji losowych, o tyle w przypadku wielu zmiennych losowych
staje sie malo efektywna. Na przyktad, dla 100 zmiennych rozwiniecie Taylora
drugiego rzedu wymaga obliczenia wartosci funkcji f w 5151 punktach, pod-
czas gdy otrzymanie podobnego oszacowania metoda symulacyjng z uzyciem
taciniskiej hiperkostki wymaga zazwyczaj znacznie mniejszej liczby eksperymen-
tow numerycznych. Pewna poprawe efektywnosci obliczeni (kosztem doktadnosci
oszacowania) osiagna¢ mozna pomijajac we wzorze (4.48) pochodne mieszane
i pozostawiajac jedynie wyrazy diagonalne macierzy Hessianu. Liczba punktow,
w ktorych obliczyé nalezy warto$é funkeji f redukuje sie wtedy do 2n + 1.

Podsumowujac, metode drugiego rzedu rekomendowaé¢ mozna w przypadku
gdy krzywizny rozpatrywanej funkcji sa znaczne oraz gdy liczba zmiennych lo-
sowych nie jest zbyt duza. Z drugiej strony, nalezy pamietaé, ze o rzeczywistej
przydatnosci metod rozwiniecia w szereg Taylora, np. w optymalizacji odporno-
$ciowej, decyduje dostepno$é¢ pochodnych funkcji odpowiedzi uktadu konstruk-
cyjnego wzgledem zmiennych losowych. Jesli funkcja opisujaca prace konstruk-
cji jest dana w sposob jawny, badz gdy w programie metody elementéw skon-
czonych zaimplementowano efektywne analityczne metody analizy wrazliwosci,
zob. [115], to stochastyczne metody perturbacyjne moga okazaé sie szczegdlnie
korzystnym rozwiazaniem.

W przypadkach komputerowej symulacji silnie nieliniowych zagadnienn me-
chaniki, takich jak zderzenia pojazdéw lub glebokie ttoczenie blach, gdy nie
dysponujemy analityczna wrazliwoscia, a numeryczny szum utrudnia dobranie
wielko$ci perturbacji w schemacie r6znic skoriczonych, metody rozwiniecia w sze-
reg nie sg alternatywa dla metod typu descriptive sampling. Poza tym, ze wzgle-
du na przyblizony charakter aproksymacji funkcji obcietym szeregiem Taylora,
nie nalezy uzywaé¢ metod perturbacyjnych, jezeli w probabilistycznym mode-
lu zadania wystepujg zmienne losowe charakteryzujace sie duzym rozrzutem
(wspoétezynnik zmiennosci wiekszy niz 10%).
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4.3. Metoda redukcji wymiaréw

Metoda redukcji wymiarow (ang. dimension reduction method) zapropono-
wana w 2004 roku przez Rahmana i Xu [201,259] jest nowa technika szacowa-
nia momentéw statystycznych funkcji losowych, ktéra - podobnie jak metoda
zaprezentowana w poprzednim podrozdziale - wykorzystuje rozwiniecie funk-
cji w szereg Taylora wokotl wartosci srednich. Pomimo oczywistych ograniczeri
podejscia perturbacyjnego wynikajacych z koniecznosci stosowania skonczonej
liczby wyrazéw rozwiniecia, metoda redukcji wymiaréw wnosi istotne usprawnie-
nia zaréwno jesli chodzi o doktadnosé jak i efektywnos$é obliczania momentow.
W ostatnich latach ukazalo sie szereg prac poswieconych poréwnaniu metody
redukcji wymiaréw z innymi metodami [97,140], a takze ocenie jej przydatnosci
do rozwiazywania zagadnieri optymalizacji odpornosciowej oraz analizy nieza-
wodnosci konstrukeji [32,137,141,142].

Idee metody redukeji wymiaréw wygodnie jest przedstawié¢ za praca [259] na
przyktadzie redukcji dwuwymiarowej, czyli redukcji funkcji n-wymiarowej do
sumy funkcji maksymalnie dwuwymiarowych.

Rozwiniecie w szereg Taylora funkeji f(x) wokol punktu x = 0 ma postaé

J
i

=0

(‘Wf
F(x) 2_: i 2;
8J1+J2f
* Z Z Jl',72 Z 8:5”83:”

Jj2=1j1=1 11 <io

o 8j1+j2+j3f( )
+ Z Z Z ]1']2']3 Z 8:17]1833]2833]3

73=1j2=1j1=1 11 <12<13 i3

a2 (4.50)

112

X=

J1,.J2,.03 | ...
Ty Ty, T +

x=0

Oznaczajac przez

nfeo= [ [ regax (451)

n razy

catke funkeji f(x) po symetrycznym obszarze [—a, a|", ze wzoru (4.50) dostajemy
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j= )
o (0. 0]
(9]1+J2f
FY YLy 1 [t (452)
14 J J 117712
jo=1j1=1 Jilje! i1<ig du; lax , Ix=
(9]1+J2+J3f( )
+ I [le$y2$y3] g
]; ]; ]1231 31'32']3 21022303 axﬁ@x”@:ﬂ;’ x—o Lt

Zapiszmy teraz rozwinigcia Taylora funkeji jednej zmiennej f(0,...,0,z;,
0,...,0) w z; = 01 dwuwymiarowej funkcji f(0,...,0,2;,,0,...,0,2,,0,...,0)
w punkcie z;, = x;, =0,

S 1000
f@0,...,0,24,0,...,0) = f(0)+ — : z, (4.53)
jzz:ljl E?xf x=0
LI
0,...,0,2;,0,...,0,2;,,0,...,0) = f(0) + — - 3
f( ! > ) = £(0) ;j! o0l o™
1 8]]’( ) 1 ajﬁ-jzf( ) I
+Z; it o2 + Z:l 231]1']2 axh(‘)x” Ty (454)
J= ip 1x=0 J2=1j1 x=

Sumujac powyzsze rozwiniecia odpowiednio wzgledem indekséw i oraz par iy
119, tak zZe 71 < 79, otrzymuje si¢

Zf .,0,2,0,...,0) +ZZ 18);
ZU

J
i x! (4.55)
=1 j=1

77
x=0

n(n—1)

Zf 0$Z17 5. >07$i2707"'a0):Tf(0)
11 <12
n oo
1a]f .
+(n—1) x!
;;J' 833 x=0 !

2l (4.56)

i1 12

1 a]1+]2f(x)
PIPIPI v

|
11<i2 j2=171=1 Ji-J2

x=
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Mozna zatem wprowadzi¢ nastepujace dwuwymiarowe przyblizenie funkcji f

FP) =" f0,...,0,24,0,...,0,24,0,...,0)

11 <ig

(n—2 Zf 0,210 ,...,0)+<”gl>f(0),

ktore sktada sie z wyrazéw bedacych funkcjami najwyzej dwoch zmiennych. Po
scatkowaniu w granicach [—a, a|™ powyzsze wyrazenie przyjmuje postac

I[f\(z)(x)] = Z I[f(07"'>07$i170"“’0’$i2’0""’0)]

11 <12

—(n—=2)Y I[f(0,...,0,2;,0,...,0)] + <";1>1[f(0)],
=1

(4.57)

a wykorzystujac wzory (4.53) i (4.54) dostajemy

107 .
1[f®) (x)] = ;zlj, aj;) 12]

1 3J1+j2f(x)
" Z Z Z Jilge! 927t o2
21 12

11<t2 jo=1j1=1

x=0
(4.59)

1 12

I |::Ej1x]2:| .

Porownujac (4.59) z calka (4.52) mozna zauwazy¢, ze
I1f ()] = I[P (x)] =

P X X ajl—l—jz-l—jsf()

S35 o & ol

Jjz3=1j2=1j1=1 11 <i2<i3

I [mjla:”x”} + -, (4.60)

1 12773

J1 ']2']3

x=0

a zatem blad popelniany przy aproksymowaniu catki funkcji f(x) catka funkcji
@ (x) zawiera czlony troj- i wiecej wymiarowe. Obliczajac wartosé I [ﬂz) (x)]
konieczne jest wykonanie catkowania jedynie funkcji jednej i dwoch zmiennych,
unikajac n-wymiarowego calkowania, zob. (4.51), praktycznie niemozliwego do
przeprowadzenia dla duzych n. Nie jest réwniez koniecznie obliczanie pochod-
nych czastkowych, co stanowi niezaprzeczalny atut tej metody.

Zalozenie symetrycznych przedzialow catkowania [—a, a]™ oraz wybor x = 0
jako punktu rozwiniecia pozwala na uproszczenie wzoréw w powyzszym wy-
prowadzeniu. Jednak, w celu obliczenia calki po obszarze niesymetrycznym

H?:l[aivbi]
/ f T1y.e, Xy)dey -+ - dag, (4.61)
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gdzie —o0 < a; < o0oi —o0 < b; < oo, dzieki transformacji liniowe;j

b b —a
,Z'Z: ’l—|2_al+ Z2al

&G, i=1,...,n, (4.62)

catke (4.61) mozna zapisa¢ w rownowaznej postaci catki po obszarze symetrycz-

nym
n

o 1
17 =T[5 [ [ w6 i dsn (463)

=1

gdzie n(&1,...,&,) jest funkcja podcatkowa po transformacji zmiennych x na
&. Wzor (4.60) dotyczy zatem calek po obszarze symetrycznym, jak i niesyme-
trycznym.

Poniewaz, celem metody redukcji wymiardéw jest zastosowanie aproksyma-
cji (4.58) do szacowania wartosci calek opisujacych momenty funkcji losowych
f(X), dlatego rozwiniecia w szereg Taylora dokonuje si¢ w punkcie wartosci
oczekiwanych zmiennych losowych px = {u1,...,un}, ktory w ogolnosei jest
rozny od 0. Prowadzi to do nastepujacej postaci funkcji (4.57)

.]/(.\(2)(X) = Z f(lula s 7Ni1—17Xi17,ui1+17 s 7Ni2—17Xi27,ui2+17 s ,,LLn)
i1 <19
(4.64)

- n
_(n_z)z_;f(,ulu o 7Ni—17Xi7,u'i+17' .- 7///n)+< 2 ) f(ula cee 7Nn)

W pracy [259] wyprowadzono réwniez ogdlny wzoér na redukeje funkeji n-
wymiarowej do sumy funkcji maksymalnie s-wymiarowych, gdzie s < n

s > i(n—s+1—1
Fo9 % P = (M T f o)
=0
gdzie
)= > F0,..,0,24,0,...,0,25,,0,...,0,7,,0,...,0), 0<r<n.
k1<ko<---<kr

(4.66)
Calke tak aproksymowanej funkcji zapisa¢ mozna zatem jako

17960 =30 ("0 ) 1o (1.67)

: 1
=0
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Obliczenie wartosci powyzszego wyrazenia wymaga obliczenia jedynie catek 1-,
2-,... oraz s-wymiarowych. W szczegélnosci, w przypadku redukcji jednowy-
miarowej, najmniej doktadnej ale najtanszej z mozliwych redukcji, otrzymuje-
my wzor (na podstawie rozwiniecia funkeji losowej w wartosciach oczekiwanych
px)

IFOE)) =Y Tf (s pimts X ity - )] = (0=1) (- i) (4.68)
i=1

Jesli X jest n-elementowym wektorem zmiennych losowych o tacznej gesto-
§ci rozktadu prawdopodobieristwa fx(x), to zakltadajac, ze zmienne losowe sa
niezalezne, funkcja gestosci zapisana moze by¢ w postaci iloczynu gestosci jed-
nowymiarowych fx(x) = [, fx,(xi). Moment zwykly I-tego rzedu funkeji f
dany jest wzorem

mu=E[f'(X)] = [ 1'60x(x) ax (4.69)

Wprowadzajac nastepnie oznaczenie z(X) = f/(X), réwnanie (4.69) wyrazié
mozna w rownorzednej postaci jako

my; = E[z(X)] = /n 2(x) fx (x) dx. (4.70)

Zgodnie z definicjami (4.65)—(4.67), wartos¢ momentu [-tego rzedu oszacowaé
mozna nastepujaco:

i~ BED (X)) = S (-1 ("]

® <n—8+z’—1
=0

) 0] (1)
gdzie

Elzs-i(X)]
= Z E[’Z(M:L?‘"7lu’k‘1—17Xk)17/’Lk‘1+17""Mkz—l)XkQ?lu’k)z"rl?“‘

ki<ko<--<ks_;

ey Mk i—1, Xk5,¢7#k57i+17 v >/J’n)]
= E / Z(Mla"'7/’Lk1—17xk17/“€1+17’”7,uk2—17xk27,uk2+17"'
ki<ko<--<ks_; Re=

.. 7,uk37i—17 ka,“ Mk37i+17 e 7Nn)f)~((>~c)di7 (472)
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gdzie X ={xg,,..., 2k, ,} € R*" jest realizacja losowego wektora X= {Xkysoos
Xk, .} o funkeji tacznej gestosci prawdopodobienstwa

fx(f() = ]j kaj (xk]) (4.73)
j=1

W przypadku zmiennych zaleznych konieczne jest uprzednie dokonanie ich trans-
formacji do przestrzeni zmiennych losowych niezaleznych. Uzywajac transforma-
cji Rosenblatta lub Natafa (zob. podrozdzial A.2) zmienne transformowane sa
do gaussowskiej przestrzeni standardowe;j.

Poniewaz najczesciej stosuje sie redukcje jedno i dwuwymiarowa, dlatego
warto podac¢ wzor (4.71) w tych dwoch, szczegolnych przypadkach

my ~ E[20(X)] ZZ/ 2(H1, oy iy Ty it 1 - - ) fx, (2)da

=17 "

—(n—=1Dz(p1,- -, tn), (4.74)

00 [
Z / {Z(le"Juil—laxilauil-i—la"'7/’Li2—l7xi27ui2+17"'7Nn)
X fxy (@) fx,y (15) bl g

oo
—(7’L—2) / Z(,Ul,---,Mi_l,ﬂfi,ﬂﬂ.l,..-,/JJn)in(ﬂfi)dﬂfi

=17~

— .

+ Wz(m, ). (4.75)

Wartos$é érednia oraz wariancja funkcji losowej wyrazaja sie odpowiednio jako

E[f(X)] = my, Var[f(X)] =my —m3. (4.76)

W celu oszacowania wartodci momentu [-tego rzedu zgodnie ze wzorem
(4.71) konieczne jest numeryczne obliczenie calek co najwyzej s-wymiarowych,
a w przypadku wzoréow (4.74) i (4.75) odpowiednio jedno i dwuwymiarowych.
Jesli zmienne losowe maja rozklad normalny, wtedy do catkowania zastosowaé
mozna kwadratury Gaussa-Hermiete’a (catkowanie z waga e~ na przedziale
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nieograniczonym), a w przypadku rozktadow jednostajnych kwadratury Gaussa-
Legandre’a (waga 1, przedzial obustronnie domkniety), zob. [197]. Jesli mamy
do czynienia z innymi rozkltadami prawdopodobienistwa, wtedy najbardziej efek-
tywnym rozwiazaniem jest skonstruowanie “dedykowanej” kwadratury Gaussa,
gdzie wagi i wezty kwadratury wyliczane sa przyjmujac funkcje gestosci prawdo-
podobieristwa jako funkcje wagows. Postepowanie to zostato szczegdtowo omo-
wione m.in. w pracach [140,201,259].

W poréwnaniu z naktadem obliczen koniecznym do przeprowadzenia “petne-
go” catkowania numerycznego funkcji n-wymiarowej, szczegélnie dla duzych n,
metody redukcji jedno i dwuwymiarowej prowadza do znaczacej poprawy efek-
tywnosci obliczeni. Przyjmujac dla kazdego kierunku statg liczbe weztow kwadra-
tury rowna r, do oszacowania jednowymiarowego potrzeba nr+1, a dwuwymia-
rowego (n(n—1)/2) r?+nr+1 obliczen wartosci funkeji, co wynika bezposrednio
ze wzorow (4.74) 1 (4.75). Jesli na przyktad, n = 10 i r = 4, to w poréwnaniu do
calkowania n-wymiarowego, metody redukcji jedno i dwuwymiarowej wymagaja
odpowiednio 25575 i 1377 razy mniej obliczen wartosci funkcji.

W przeciwienistwie do omoéwionych w podrozdziale 4.2 metod perturbacyj-
nych, metoda redukcji wymiaréw nie wymaga obliczania pochodnych czastko-
wych, co w wielu przypadkach jest bardzo trudne w realizacji. Nalezy tez pamie-
taé, iz metoda redukcji jednowymiarowej nie jest ekwiwalentem metody pertur-
bacyjnej pierwszego rzedu, a metoda redukcji dwuwymiarowej metody pertur-
bacyjnej drugiego rzedu. Rozwiniecie (4.57) zawiera wszystkie cztony mieszane
dwoch zmiennych dowolnego rzedu, a wiec jest to reprezentacja duzo petniejsza
niz ta dana wzorem (4.47).

Na koniec wspomnie¢ nalezy o wptywie transformacji zmiennych na doktad-
no$é¢ szacowanych momentow statystycznych funkcji losowej. O ile w przypad-
ku zmiennych skorelowanych nie ma alternatywy dla transformacji, a nastep-
nie uzywania kwadratur Gaussa-Hermiete’a, o tyle dla zmiennych niezaleznych
o dowolnych rozktadach prawdopodobieristwa, jesli to mozliwe powinno sie uni-
ka¢ transformacji do przestrzeni standardowej. Korzys¢ wynikajaca z mozliwo-
$ci zastosowania znanych kwadratur Gaussa-Hermiete’a dla zmiennych o roz-
ktadzie normalnym, bez konieczno$ci znajdowania kwadratur dopasowanych do
oryginalnych rozktadéw, okupiona jest w przypadku nieliniowych funkcji loso-
wych stabsza jakoscia oszacowania, szczegbdlnie momentéow wyzszych rzedow,

zob. [141].
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4.4. Metoda rozwiniecia funkcji losowej w chaos wielomianowy

Jesli zmienna Y = f(X) ma skoriczona wariancje, to mozna ja rozwinaé
w tzw. chaos wielomianowy (ang. polynomial chaos — PC), zob. [73,244], w na-
stepujacy sposob

Y =f(X)= Z aaPa(X), (4.77)

gdzie aq sa nieznanymi deterministycznymi wspolczynnikami, a 1, sa wielo-
wymiarowymi wielomianami, ortogonalnymi wzgledem funkcji tacznej gestosci
rozktadu prawdopodobienstwa fx(x), tzn.:

E[a(X)a(X)] = da,, (4.78)

gdzie dq,8 = 1 jedli a = B, w przeciwnym wypadku dq,g = 0.

Zalozmy nastepnie, ze zmienne losowe X;, i = 1,...,n, sa niezalezne (w przy-
padku zmiennych skorelowanych zastosowaé¢ najpierw nalezy transformacje Na-
tafa - podrozdzial A.2.4). Wtedy funkcje gestosci wektora X przedstawi¢ mozna
jako iloczyn gestosci jednowymiarowych

fx(x) = fx,(@1) fx, (x2) -+ fx, (Tn), (4.79)

a kazdy wielomian 14 skonstruowany by¢ moze jako iloczyn n jednowymiaro-
wych wielomianéw ortogonalnych

Ya(X) = PV (X1) PP (Xs) - PIY(X,). (4.80)

Oznaczajac przez Dy, przedzial okreslonosci zmiennej X;, wielomiany ortogo-
nalne {P(l), k > 0}, ktore spelniaja warunek

E[P (X,)P"(X;)] = /D PO ()P (@) fx, (w)dz = Sx1, V(k,1 €)N?, (4.81)

wyznaczy¢ mozna przy uzyciu klasycznych algorytmow, zob. [197].

W najistotniejszym z punktu widzenia zastosowan przypadku, gdy zmienne
losowe maja standardowy rozktad normalny, wielomianami, ktoére sa ortogonalne
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wzgledem tej funkcji gestosci sa wielomiany Hermite’a Hy(x), k > 0

Hiy1(z) = xH(z) — kHg_1(z). (4.82)

Ze wzgledow obliczeniowych szereg w rownaniu (4.77) obcina sie zatrzymujac
jedynie skoriczong liczbe wyrazéw. Najczesciej stosowang metoda jest pominie-
cie w rozwinieciu tych wielomianéw, ktorych stopien |a| przekracza zatozony
stopien p:

Y =fX)~ ) aathalX), (4.83)
lod<p
gdzie |a| = Y, a;. Dla danego p, liczba wspolezynnikow aq, ktore nalezy
wyznaczy¢ wynosi
M= (” ;p> . (4.84)

Przyjmuje sie (zob. [15]), ze przyblizenie PC przy p = 2 jest zazwyczaj wystar-
czajaco doktadne do obliczenia momentow funkcji losowe;j.

Do wyznaczenia nieznanych wspolezynnikow we wzorze (4.83) stosuje sie
metode rzutowania badZ metode liniowej regres;ji.

Metoda rzutowania wykorzystuje ortogonalnosé funkcji bazowych. I tak, mno-
zac obustronnie réwnanie (4.77) przez 1o(X), a nastepnie wykonujac operacje
wartosci oczekiwanej, wspotezynniki ao wyraza sie nastepujacym wzorem:

o = E[f(X)wa(X)]v (4'85)

lub inaczej, z definicji wartosci oczekiwanej,

(X)¢a(x) fx(x) dx, (4.86)

o = f
Dx
gdzie Dx oznacza obszar okreslonosci zmiennych X. Poniewaz oszacowanie war-
tosci wielowymiarowej caltki w réwnaniu (4.86), czy to przy pomocy symulacji
losowych, czy tez wzoréw kwadraturowych, prowadzi zazwyczaj do olbrzymich
kosztow obliczert numerycznych, dlatego metoda rzutowania nie jest czesto sto-
sowana.
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Metoda regresji liniowej. Jak to zostalo omdéwione w podrozdziale 3.1, metoda
regresji polega na odpowiednim dopasowaniu zalozonej a priori powierzchni od-
powiedzi (tutaj, obcietego rozwiniecia PC) do rzeczywistej funkeji, ktorej warto-
$ci znane sg jedynie dla pewnej probki punktéow eksperymentalnych. Réwnanie
(4.83) zapisa¢ mozna w rownowaznej postaci macierzowej

FX)m Fp(X) = ) tatha(X) =a"p(X), (4.87)

|| <p

gdzie a jest wektorem wspolezynnikow {aq,0 < || < p}, a 9 jest wektorem
wielomianéw bazowych {tq,0 < |a| < p}.

Na podstawie przeprowadzonych N eksperymentéw numerycznych {x;,y;},
i=1,...,N, gdzie y; = f(x;), zgodnie z metodologia tworzenia powierzchni od-
powiedzi, wspotezynniki w rownaniu (4.87) wyznaczane sa przez minimalizacje
pewnej normy residuéw y; — F,(x;), najczesciej sumy kwadratow reszt

N
S(a) = Z [F(xi) — aTe(x)] . (4.88)

=1

Wektor a o wymiarze M, ktéry minimalizuje powyzsza sume wyraza sie wzorem,
por. (3.7),
a=(vhe) oty (4.89)

gdzie y = {y1,...,yn} jest wektorem wartosci funkcji w punktach eksperymen-
talnych, a macierz W s ma postaé

Voo (X1) Py, (X1)
v — : : . (4.90)

wal (XN) e wOLM (XN)

Do otrzymania rozwiazania konieczne jest aby macierz ¥ byta dobrze uwa-
runkowana. Aby to zapewnié, niezbedne jest uzycie w zadaniu regresji odpo-
wiednio licznych probek, przy czym musza one zawieraé wiecej punktow niz
M. Na podstawie wzoru (4.84) tatwo sprawdzi¢, ze M gwaltownie rosnie wraz
z liczba zmiennych losowych n jak i maksymalnym stopniem wielomianu p.
[tak, dlan =4ip =3 M =35, dlan=61ip =3 M = 84, a juz dla
n=61ip=>5 M = 462. W celu zmniejszenia ztozonoéci numerycznej metody,
Blatman i Sudret zaproponowali w [15] adaptacyjny algorytm budowy rzadkie-
go (ang. sparse) rozwiniecia PC, ktory w sposob iteracyjny znajduje optymalna
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baze wielomianow poprzez identyfikacje cztondéw rozwiniecia, ktore nie sa istot-
ne w aproksymacji funkcji f(X). Jak pokazano, dzigki zastosowaniu tej metody
uzyska¢ mozna wielokrotne zmniejszenie liczby wspotczynnikéow a.

Na podstawie zalozenia o niezaleznosci zmiennych oraz ortogonalnosci wie-
lomianéw bazowych 1), zob. rownania (4.79)—(4.81), tatwo wykazaé, ze wartosé
§rednia i wariancja funkcji f(X) dane sa wzorami

E[f(X)] = E[F,(X)] = ao, (4.91)
Var[f(X)] = Var[F,(X)] = Z a2, (4.92)
0<]e|<p

PODSUMOWANIE

Zasadniczym elementem, ktory decyduje o efektywnosci algorytmu odporno-
$ciowe]j optymalizacji konstrukcji jest metoda obliczania wartosci $rednich oraz
wariancji funkcji celu i ograniczen. Niniejszy rozdzial poswiecono w catosci ana-
lizie metod estymacji momentéw statystycznych funkeji losowych. Skupiono sie
na bardzo dokladnym omoéwieniu metod symulacyjnych, uznajac je za najbar-
dziej uniwersalne i wiarygodne. Pomimo, iz alternatywne podejscia, ktére omo-
wiono pod koniec rozdzialu, w wielu szczegdlnych przypadkach moga okazaé
sie bardziej efektywne od metod symulacyjnych, to jednak zalozenia, jakimi sg
obwarowane, ograniczaja ich uniwersalnos¢ i wymagaja kazdorazowych wstep-
nych studiéw nad ich przydatnoscia w danym zadaniu optymalizacji odpor-
nosciowej. Ograniczenia dotyczace rozkladéw prawdopodobienstwa zmiennych,
a takze rozniczkowalnosci funkcji, bardzo istotne w przypadku metod pertur-
bacyjnych oraz metody redukeji wymiaréw, nie majg znaczenia w kontekscie
symulacji losowych.

Przedstawiono idee symulacyjnych metod descriptive sampling i poréwnano
je z klasycznymi metodami Monte Carlo. Przeanalizowano wtasciwosci estyma-
torow wartosci $redniej i wariancji w przypadku probek czysto losowych oraz
generowanych przez ltacinskie hiperkostki. Poniewaz nie mozna przeprowadzi¢
podobnych teoretycznych rozwazan dla prébek generowanych przez optymalne
hiperkostki taciriskie OLH, dlatego efektywnosé roznych metod symulacyjnych
poréwnano na podstawie szeregu analitycznych funkcji testowych, a takze dwoch
probleméw mechaniki. W znanych autorowi opracowaniach nie przeprowadzano
nigdy tak szczegdlowej analizy metod symulacyjnych wykorzystujacych plany
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OLH. Na podstawie testow stwierdzono, ze z punktu widzenia efektywnosci sy-
mulacji losowych, probki generowane przez hiperkostki taciriskie, sa lepszym roz-
wigzaniem niz czysto losowe probki w symulacjach Monte Carlo. Probki utwo-
rzone przez OLH warto stosowaé szczegélnie wtedy, gdy ze wzgledu na koszt
nie mozna pozwoli¢ sobie na otrzymanie warto$ci rozwazanej funkcji dla zbyt
wielu realizacji zmiennych losowych. Wyniki testéw przeprowadzanych dla za-
dan o réznej wielkosci pozwalaja réwniez oszacowaé wielkosé probki na potrzeby
zadania analizy optymalizacji odpornos$ciowe;j.

Dokonano szczegotowej analizy znaczenia réznych sposobéw wyboru punk-
tu eksperymentalnego wewnatrz komorki tacinskiej hiperkostki. W przeciwien-
stwie do wynikéw prezentowanych w niektorych publikacjach, nie zaobserwowa-
no istotnych jakosciowo réznic pomiedzy réznymi metodami generacji realizacji
zmiennej losowej w komorce. Wersja z wyborem punktu w medianach zmien-
nych na przedziale (LH-m) wydaje sie jednak by¢ najkorzystniejsza z punktu
widzenia czasu tworzenia probki.

Opisane w dodatku B algorytmy tworzenia optymalnych taciniskich hiperko-
stek zaimplementowane zostaly przez autora w obiektowo-zorientowanym sro-
dowisku STAND, a wcze$niej w module M-Xplore programu analizy skornczenie

elementowej RADIOSS.



Metody analizy niezawodnosci oraz
metody poprawy niezawodnosci
konstrukcji w przypadku zaszumione]
funkcji graniczne;

W zagadnieniach analizy niezawodnosci ztozonych uktadéw konstrukcyjnych
funkcje graniczne, z ktorymi mamy do czynienia, sg zazwyczaj niejawne i bardzo
czesto silnie nieliniowe. W wickszosci przypadkow samo obliczenie ich wartosci
dla okreslonej realizacji zmiennych losowych wymaga przeprowadzenia analizy
MES. W zalezno$ci od stopnia skomplikowania modelu oraz od rodzaju analizy
mechanicznej, czas takiego obliczenia na pojedynczym procesorze wynosi¢ moze
od kilku minut do kilku dni. W przypadku komputerowej symulacji zderzeri po-
jazdéw czy tez symulacji proceséw ttoczenia blach, nawet przy uzyciu maszyn
wieloprocesorowych, analiza skorniczenie elementowa jest na tyle czasochtonna, ze
w praktyce mozna pozwoli¢ sobie jedynie na ograniczong liczbe takich symula-
cji. Jest zatem niezmiernie wazne, aby metody uzywane do analizy niezawodno-
Sci tego typu zagadnienn minimalizowaly liczbe niezbednych wywotan programu
MES zapewniajac jednoczesnie wystarczajaca dokladnosé oszacowania.

Nieliniowy charakter funkcji granicznych opisujacych zachowanie konstrukeji
wynika nie tylko z natury modelowanego zjawiska fizycznego, ale jest réwniez
wywolany szumem numerycznym spowodowanym przez stosowana metode roz-
wigzywania zadania MES. Metoda jawnego calkowania réwnan ruchu, algoryt-
my uwzgledniania kontaktu lub tez automatyczna adaptacja siatki w zadaniach
o losowych parametrach opisujacych geometrie konstrukcji, potencjalnie moga
byé generatorami takiego szumu.

Klopoty z rézniczkowalnoscia funkcji granicznej na skutek wystepowania
szumu numerycznego, czy tez wysoka wrazliwosé tej funkcji na perturbacje
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wartosci zmiennych, stanowia powazng przeszkode w stosowaniu efektywnych
gradientowych metod analizy niezawodnosci, zob. A.3. Trzeba pamietac, ze szum
o ktérym mowimy w odniesieniu do symulacji komputerowych ma inny charakter
niz ten, z ktérym mamy do czynienia wykonujac eksperymenty fizyczne w labo-
ratorium. W przypadku testéw laboratoryjnych, powtarzajac wielokrotnie iden-
tyczny eksperyment otrzymamy zawsze pewien rozrzut wynikow, co zwigzane
jest z ograniczona doktadnoscia przyrzadéw pomiarowych, jak i niemoznoscia
utrzymania idealnie takich samych ustawien eksperymentu. Z drugiej strony,
symulacje komputerowe powtarzane dla takiego samego modelu numerycznego
na tym samym komputerze prowadza zawsze do identycznych wynikow. Pomi-
mo to, mozna réwniez wskazaé¢ problemy analizy niezawodnosci, gdzie wygodnie
jest wprowadzi¢ do modelu komputerowego losowy szum znany z doswiadczen
fizycznych. Przyktadem tego typu podejscia jest, zaprezentowana w podrozdzia-
le 6.1, analiza niezawodnosci zderzanej belki cienkosciennej, w ktérej uwzglednia
sie losowe defekty polaczen zgrzewanych.

W dalszej czesci rozdziatu przedstawione zostang takie metody analizy nieza-
wodnosci, ktore wydaja sie odpowiadaé specyfice opisanych wyzej problemow.
W podrozdziale 5.1 przedstawiono dwuetapowa adaptacyjna metode redukcji
wariancji. Bazuje ona na algorytmie zaprezentowanym przez Zou i in. w pra-
cy [278]. W podrozdziale 5.2 opisano metode szybkiej poprawy poziomu nieza-
wodnosci konstrukeji w oparciu o symulacje losowe OLH, zob. [231].

5.1. Dwuetapowa adaptacyjna metoda redukcji wariancji

Omawiana metoda jest udoskonalona wersja algorytmu zaprezentowanego
przez Zou, Mahadevana, Mourelatosa i Meernika m.in. w pracach [278,279].
Od pierwszych liter nazwisk wymienionych autoréw okresla¢ ja bedziemy dalej
akronimem Z3M.

Algorytm sklada si¢ z etapu lokalizacji punktu projektowego (zob. defini-
cja na stronie 263) oraz etapu symulacji losowych, zwanych metoda redukcji
wariancji (importance sampling, A.4.2). W pierwszym etapie, w celu przezwy-
ciezenia trudnosci zwiazanych z nieliniowym i zaszumionym charakterem funkeji
granicznej, uzywa sie adaptacyjnej aproksymacji tej funkcji, tworzonej na ba-
zie eksperymentow OLH, zob. dodatek B. Wykorzystujac znajomosé potozenia
punktu projektowego, w trakcie symulacji losowych konstruowana jest wielo-
modalna funkcja gestosci losujacej, ktora zapewni¢ ma wymagana doktadnosé
oszacowania prawdopodobieristwa awarii.
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Metoda Z3M taczy zalety analizy niezawodnosci pierwszego rzedu (FORM),
metodologii powierzchni odpowiedzi (metoda wazonej regresji) oraz symulacyj-
nej techniki importance sampling. Ponizsza prezentacja, ukazujac podstawowe
sktadniki algorytmu, przedstawia réwniez propozycje rozwiazan majacych na
celu poprawe jego efektywnosci. Pewne szczegoltowe rozwazania dotyczace do-
boru parametrow sterujacych zawarto rowniez przy okazji analizy przyktadu
w podrozdziale 6.1.

5.1.1. Etap pierwszy: Poszukiwanie punktu projektowego

Glownym zamystem tworcow algorytmu jest zapewnienie jego zbiezno$ci na-
wet dla silnie nieliniowych funkcji granicznych. Punkt projektowy znajdowany
jest w wyniku iteracyjnej procedury lokalizacji jego przyblizonego potozenia dla
biezacej aproksymacji funkcji granicznej w obrebie tzw. obszaru dopuszczal-
nego (ang. trust region). Wyznaczone przyblizenie punktu projektowego stuzy
nastepnie do uaktualnienia zaréwno potozenia obszaru dopuszczalnego, jak i po-
wierzchni odpowiedzi aproksymujacej funkcje graniczng. Proces kontynuowany
jest az do spelienia kryterium zbieznosci. Po transformacji oryginalnych zmien-
nych losowych do przestrzeni standardowej (zob. podrozdzial A.2) poszczegolne
kroki tego etapu metody Z3M zapisa¢ mozna nastepujaco:

1. Definicja poczatkowego obszaru dopuszczalnego — okreslenie jego potoze-
nia 4 TOZMIATU.
Zazwyczaj jako poczatkowy obszar dopuszczalny przyjmuje sie hiperkost-
ke o srodku w poczatku uktadu wspoéthrzednych i boku o wymiarze na
tyle duzym, aby obszar ten zawieral realizacje zmiennych odpowiadajace
zaréwno pracy bezpiecznej, jak i awarii. Oczywiscie, takie zalozenie wy-
maga pewnej uprzedniej wiedzy na temat analizowanego problemu. Jesli
informacje tego typu nie sa dostepne, to przyjecie poczatkowego obszaru
dopuszczalnego jako hiperkostki o boku réwnym 6 wydaje sie byé¢ wlasci-
wym wyborem w wiekszosci praktycznych zadan analizy niezawodnogci.
Bok o dtugosci 6 w przestrzeni standardowej odpowiada najczesciej za-
kresom [—30x,,30x,] zmiennych losowych, gdzie ox,, i = 1,...,n, jest
odchyleniem standardowym i-tej zmiennej.

2. Generacja punktow eksperymentalnych przy pomocy planu OLH.
Punkty OLH sa realizacjami zmiennych losowych o jednostajnym rozkta-
dzie prawdopodobienistwa o wartosciach oczekiwanych w $rodku obszaru
dopuszczalnego i granicach okreslonych przez rozmiary tego obszaru. Po
transformacji punktéw do przestrzeni oryginalnej obliczane sg nastepnie
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odpowiadajace im wartosci funkeji granicznej. Jesli liczba zmiennych nie
jest zbyt duza, plan OLH mozna zastapic¢ np. przez do$wiadczenie czynni-
kowe. Jednak plan oparty na koncepcji optymalnej hiperkostki taciriskie;j
wydaje sie by¢ dobrym kompromisem pomiedzy iloscia punktéw a wymo-
giem réwnomiernego wypetnienia obszaru dopuszczalnego.

. Budowa lokalnej aproksymaciji funkcji granicznej przy pomocy liniowej lub

kwadratowej powierzchni odpowiedzi.

W odroéznieniu od oryginalnej metody Z3M, do budowy aproksymacji
funkcji granicznej zastosowano metode wazonej regresji, ktéra opisana
zostala w podrozdziale 3.3 Zgodnie z przedstawiona tam koncepcja, war-
tosci wspotezynnikow odpowiadajacych poszezegdlnym punktom planu
OLH uzalezniane sg od odlegtosci tych punktéw od punktu u, w ktorym
poszukujemy aproksymacji funkcji granicznej. Funkcja w(u — u;) defi-
niowana jest w taki sposob, aby najwiekszy wplyw na warto$é funkcji
granicznej w u mialy te eksperymenty u;, ktére znajduja sie w poblizu.
W zwiazku z konieczno$cia uaktualniania warto$ci wag, wspotczynniki
rOwnania regresji muszg by¢ wyznaczane za kazdym razem, kiedy rozpa-
truje sie nowy punkt u. Zgodnie ze wzorami (3.42) i (3.43) aproksymacja
funkcji granicznej w przestrzeni standardowej przyjmuje postaé

h(u) = aT(u)b(u), (5.1)

gdzie ~
b= (ATWA)'ATWh (5.2)

jest estymatorem nieznanych parametréow b, W jest diagonalng macierza
wag, A jest macierza regresji (zawiera wartosci liniowo niezaleznych funk-
cji bazowych w punktach OLH), a jest wektorem funkcji bazowych, zas h
jest wektorem wartosci funkcji granicznej obliczonych dla punktéw planu
OLH. Poniewaz jako funkcje wagowa przyjmuje sie najczesciej wielowy-
miarows wyktadnicza funkcje przypominajaca funkcje gestosci prawdo-
podobienistwa rozktadu normalnego, dlatego niezerowe elementy macierzy
wag W maja postaé, por. (3.44),

IR :
Wy; = exXp [—W Z(u” —uj)2:|, 1= 1,...,Ne, (5.3)
7=1

gdzie N, jest liczbg punktéow eksperymentalnych uzytych do budowy
powierzchni odpowiedzi, u;; oznacza j-ta skladowg i-tego punktu, j =
1,...,n,i=1,..., N, uj jest j-ta sktadowg punktu u, a 1 jest parame-
trem ksztattu funkcji wagowej.
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4. Znalezienie przyblizonego potozenia punktu projektowego jako rozwigzania
problemu minimalizacyi:

znalez¢ wektor: u, (5.4)
minimalizujacy: [u]|? = uTu, (5.5)
pod warunkiem: h(u) =0, (5.6)

gdzie h(u) jest aproksymacja funkecji granicznej dana rownaniem (5.1).
Do rozwiazania problemu (5.4)—(5.6) stosuje sie jeden z algorytmoéw opi-
sanych w podrozdziale A.3: algorytm ARF lub iHLRF. W znalezionym
punkcie projektowym obliczana jest doktadna wartosé¢ funkcji granicznej,
a wynik ten zostaje nastepnie dodany do bazy danych eksperymentalnych.

5. Zmiana wielkoSci obszaru dopuszczalnego

5.1 Jezeli znaleziony w poprzednim kroku punkt projektowy u* znajdu-
je sie wewnatrz obszaru dopuszczalnego, to przesuwany jest tam jego
srodek, a rozmiar (dtugo$é boku hiperkostki) jest redukowany. Stra-
tegia zmniejszania obszaru dopuszczalnego ma kluczowe znaczenie dla
zbieznosci metody Z3M. Rozwiazanie zaproponowane w [278| zaktada
redukcje boku hiperkostki, np. zmniejszenie jego dlugosci o poltowe.
Niestety, szczegolnie w przypadku zagadnien z duza liczba zmiennych
losowych oraz zaszumiona funkcja graniczna, podejscie to powodowac
moze trudnosci ze zbieznoscia algorytmu. Na podstawie wykonanych
testow numerycznych wydaje sie, ze korzystniejszym rozwigzaniem jest
dzielenie w stalym stosunku objetosci obszaru dopuszczalnego, a nie je-
go boku, co prowadzi do mniej gwaltownego zmniejszania obszaru do-
puszczalnego. Strategia ta omowiona zostanie szczegdlowo przy okazji
analizy niezawodnosci zgniatanej belki cienkosciennej zaprezentowanej
w podrozdziale 6.1.

5.2 W przypadku gdy rozwiazanie zadania (5.4)—(5.6) znajduje sie poza
obszarem dopuszczalnym, wtedy rzutowane jest na brzeg obszaru do-
puszczalnego w kierunku jego srodka. Rzut punktu projektowego staje
sie nastepnie nowym srodkiem obszaru dopuszczalnego, a rozmiar ob-
szaru nie ulega zmianie. Czasami wskazane jest jednak, aby obszar do-
puszczalny zostal powiekszony, szczegolnie wtedy gdy kilka kolejnych
iteracji prowadzi do rozwiazania poza jego granicami. Zazwyczaj dzie-
je sie tak jezeli wplyw szumu numerycznego jest znaczacy, a obszar
dopuszczalny zostal juz istotnie zmniejszony. W zaimplementowane;
wersji algorytmu Z3M obszar dopuszczalny rozszerzany jest w odwrot-
nej proporcji, niz w przypadku operacji redukcji, za kazdym razem gdy
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w trzech kolejnych iteracjach punkt projektowy znajdowany jest poza
obszarem dopuszczalnym.

6. Powtarzanie krokéw 2 do 5 az do spetnienia kryterium zbieznosci.
Sprawdzenie warunku zbieznosci wykonywane jest tylko wtedy gdy otrzy-
mana w danym kroku iteracyjnym aproksymacja punktu projektowego
znajduje sie w obszarze dopuszczalnym (zob. punkt 5.1). W uzupehieniu
warunku dotyczacego odlegtosci pomiedzy kolejnymi potozeniami srodka
obszaru dopuszczalnego, zaimplementowane kryterium zbieznoéci zawiera
sprawdzenie czy punkt projektowy znajduje sie na powierzchni granicz-
nej, h(u*) = 0. W celu zmniejszenia wptywu szumu funkcji granicznej na
to kryterium, warto$é¢ h(u*) obliczana jest kilkakrotnie, a do sprawdze-
nia kryterium epsilonowej bliskosci zera uzywa sie oszacowanej wartosci
sredniej tej wielkosci.
Budujac lokalng aproksymacje funkcji granicznej, w zadaniu analizy regresji wy-
korzystuje sie wszystkie punkty eksperymentalne, ktore znajduja sic w obrebie
aktualnego obszaru dopuszczalnego, tzn. oprécz nowo wygenerowanych - takze
punkty z poprzednich iteracji.

5.1.2. Etap drugi: Budowa wielomodalnej gestosci losujace;

Drugi etap metody Z3M wykorzystuje adaptacyjna procedure importance
sampling zaproponowana przez Karamchandaniego i in. w pracy [116]. Teore-
tyczne podstawy symulacji importance sampling oméwiono w dodatku A.4.2,
a najwazniejsze wzory dotyczace technik adaptacyjnych przedstawiono w A.4.3.
Ponizej zaprezentowano opis dzialania metody symulacji losowych zastosowanej

w Z3M:

1. Wygenerowanie Ny realizacji zmiennych losowych przy pomocy funkcji ge-

stosci zmiennych U przesunietej nad znaleziony w pierwszym etapie punkt
projektowy. Obliczenie odpowiadajgcych realizacjom wartosci funkcji gra-
NiCZNEJ.
W pracy [279] zasugerowano przyjecie N1 = 10 + 50, jakkolwiek wydaje
sie bardziej odpowiednim, aby uzalezni¢ liczbe N1 od wymiaru przestrzeni
n, np. N1 = 5n -+ 10n. Zgodnie z wprowadzong w dodatku A.4.2 konwen-
cja oznaczania zmiennych “losujacych” symbolem V oraz pamietajac, ze
realizacje zmiennych generowane sg w gaussowskiej przestrzeni standar-
dowej, gestosé losujaca uzywana do wyznaczenia pierwszej probki wyraza
sie wzorem (por. (A.71)) ¢n(v,u*,I), gdzie u* jest punktem projekto-
Wym.
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2. Zainicjowanie licznika iteracyi k = 1.

3. Wybor K punktow reprezentatywnych sposrod wszystkich wygenerowanych
dotychczas realizacji.
Przez wszystkie realizacje rozumie sie punkty wygenerowane zaréwno
w pierwszym jak i drugim etapie algorytmu Z3M. Pokazany schematycz-
nie na rys. 5.1 algorytm wyboru punktéw reprezentatywnych przedstawicé
mozna nastepujaco:

...... ——-.. Punkt poza pierwszym skupieniem, znajdujacy sig najblizej
:";(;_poczqtku uktadu wspoétrzednych. Wybrany jako drugi punkt

"R tat
; re._;grezen atywny.

Punkt wylosowany w obrebie pierwszego
" s=cskupienia. Ignorowany przy poszukiwaniu
»,_b»‘«!ﬁktéwwreprezentatywnych.

LY,

0

kontu ry‘lei—e lomodalnej funkcji T h(\u) =0
gestosci losujacej

Rys. 5.1. Schemat wyboru punktéw reprezentatywnych w procedurze budowania wielomodal-
nej gestodci losujacej.

3.1 Pomin dotychczasowy podzial na punkty reprezentatywne i nierepre-
zentatywne.

3.2 Wybierz te realizacje zmiennych losowych z obszaru awarii, ktérej od-
powiada najwyzsza wartos¢ oryginalnej funkcji gestosci prawdopodo-
bienistwa ¢, (v,0,I). Oznacz ja jako pierwszy punkt reprezentatywny
v, Punkt ten pokrywa sie zazwyczaj z punktem projektowym, jesli
jednak iteracyjny proces poszukiwania punktu projektowego zakonczyt
sie w obszarze bezpiecznym lub gdy na wartosci funkcji granicznej ma
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wplyw szum numeryczny, wskazane jest wtedy, aby w algorytmie wy-
boru punktéw reprezentatywnych uwzglednié rozszerzony obszar awa-
rii. Jesli taka analiza jest mozliwa, wielko$¢ epsilonowego rozszerze-
nia powinna by¢ uzalezniona od amplitudy szumu funkcji granicznej,
np. punkt klasyfikowany bytby jako nalezacy do obszaru awarii jesli
h(v) < €, gdzie € jest podwojonym odchyleniem standardowym war-
tosci funkcji granicznej w punkcie projektowym. Jesli algorytm Z3M
zastosowano do zadania bez szumu numerycznego, to w pierwszej ite-
racji mozna arbitralnie uzna¢ punkt projektowy za pierwszy punkt re-
prezentatywny.

3.3 Pomin w dalszej czedci procedury wyboru wszystkie realizacje znaj-
dujace sie wewnatrz skupienia w ksztalcie m-wymiarowej hipersfery
o $rodku w wybranym ostatnio punkcie reprezentatywnym i promie-
nieniu réwnym potowie odleglosci punktu projektowego od poczatku
uktadu wspotrzednych, ||u*||/2.

3.4 Sposrod pozostatych realizacji, tzn. punktow, ktore nie zostaly wcze-
$niej pominiete i nie sa punktami reprezentatywnymi, znajdz realizacje
znajdujacg sie w obszarze awarii, ktérej odpowiada najwieksza warto$é
funkeji gestosci prawdopodobieristwa. Oznacz te realizacje jako kolejny
punkt reprezentatywny.

3.5 Powtarzaj kroki 3.3-3.4 az do “wyczerpania” zbioru wygenerowanych
realizacji zmiennych losowych.

4. Obliczenie wspdtczynnika zmiennosci estymatora prawdopodobieristwa awa-
T Vp,-
Dla N elementowej probki, gdzie N = Ny + ... + N, a k jest numerem
iteracji wspotczynnik ten dany jest wzorem, por. (A.63) i (A.75),

Var[P%)]
¥ pf
gdzie
Ny 1 No 2)
D 1 Spn(v 707]:) (2) QOn(V 7071)
P(k) - IA (Vz(l)) i + I (Vz ) i
! g ! SV (viY) g ! v v
Ny, (k)
on(V:27,0,1)
TR I AW A ) R , (5.8)
; ! S\ (V)
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Ny (1) 2

Sty L Wy Pn(Vi 50,1 S

Var[P; ]_N(N—l) Z<1Af(VZ. P )+
i=1 Sv (Vi)

(2

Na (2) 2
on(V:7,0,1) (k)
+ 3 (1a, (V)i oD )
i_1< ! sSP (v !

(2

N (k) 2
k) en(V;750,1) Sk
ot <1Af(vi( U%—P]ﬁ )> ., (5.9)
=1 A%

v

sg) (v) jest wielomodalna funkcja gestosci losujacej (5.11) utworzona w

j-tej iteracji (w przypadku pierwszej iteracji 38)(v) = on(v, vV 1)),
In, (v) jest funkcja charakterystyczna obszaru awarii, a przez ng ) ozna-
czono realizacje zmiennych losowych generowane przez funkcje s(‘z)(v).
Jezeli juz dla pierwszej N1 punktowej probki obliczona wartosé ng) jest
mniejsza od pewnej warto$ci dopuszczalnej, wtedy nastepuje przejscie

bezposrednio do kroku 6.

5. Budowa funkcji gestosci losujgcej s(‘]f)(v) przy uzyciu wyznaczonych w kro-
ku 8 punktow reprezentatywnych:
5.1 Dla kazdego punktu reprezentatywnego v, i =1,..., K, oblicz war-

to$¢ wspotezynnika wagowego (zob. (A.74))

| o)
o0 = _#nV00) (5.10)

K .
Z ©on(¥19),0,1)
j=1

5.2 Zgodnie ze wzorem (A.73) zdefiniuj wielomodalna funkcje gestosci sg;) (v)
jako wazong sume funkcji gestosci prawdopodobienstwa odpowiadajg-
cych poszczegdlnym punktom reprezentatywnym

K
s¢'(v) =W, (v, v, 1), (5.11)

gdzie ¢, (v, v, I) oznacza standardowa funkcje gestosci rozktadu nor-
malnego o wartosciach srednich przesunietych do i-tego punktu repre-
zentatywnego v,

5.3 Zwieksz licznik iteracji, k = k + 1,
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5.4 Wygeneruj Nj dodatkowych realizacji zmiennych losowych uzywajac
funkeji (5.11). Wielkos¢ probki przyjmuje sie zazwyczaj jako wielo-
krotnos¢ liczby punktéw reprezentatywnych K, np. N = 5K + 20K.
Oblicz wartosci funkcji granicznej odpowiadajace wygenerowanym re-
alizacjom.

5.5 Oblicz wartosci ﬁ;k), Var[ﬁ}k)] oraz wspotczynnika zmiennosci estyma-

(k)

tora v5” na podstawie wzoréw (5.7)—(5.9) uzywajac utworzonej w 5.2
gestosci losujacej. Jezeli wspotezynnik zmiennosci jest wiekszy od przy-
jetej wartosci dopuszczalnej, wtedy wyznacz nowe punkty reprezenta-
tywne zgodnie z procedura opisang w kroku 3, a nastepnie powtorz
wszystkie dzialania podane w kroku 5. Jesli I/](Ajk) jest mniejsze od war-

tosci dopuszcezalnej, to przejdz do kroku 6. W pracy [278] sugerowa-
no, aby wartosci dopuszczalne wspoétczynnika zmiennosci estymatora
przyjmowaé w granicach 0.2 <+ 0.3.

6. Zwiekszenie licznika iteracji, k = k + 1.

7. Wygenerowanie N realizacji zmiennych losowych przy pomocy rozktadu
wielomodalnego (5.11) dla koricowej konfiguracji punktow reprezentatyw-
nych.

8. Sprawdzenie warunku zbieznosci.

Obliczona ze wzoru (5.8) wartosé estymatora prawdopodobieristwa awarii
stuzy do sprawdzenia nastepujacego kryterium zbieznosci

pk)  plk=1)
P, — P
M <e, (5,12)
P(k—l)
f

gdzie € jest zalozona tolerancja (np. € = 0.1). Dodatkowo wymaga sie,
aby wartos¢ wspotczynnika zmiennosci I/ﬁk) pozostata ponizej wartosci

dopuszczalnej. W przypadku nie spelnienia powyzszych warunkéw naste-
puje powr6t do kroku 6.

Kilka cech wymienionego wyzej algorytmu czyni go szczegoblnie przydatnym
w przypadku nieliniowych i kosztownych obliczeniowo probleméw analizy nieza-
wodnosci. Do problemoéw tych zaliczy¢é mozna analize niezawodnosci w zagadnie-
niach dotyczacych wytrzymalosci zderzeniowej, jak rowniez zadania, w ktérych
zaklada sie losowosé parametrow opisujacych geometrie konstrukeji, gdzie szum
numeryczny funkcji granicznej generowany jest w wyniku adaptowania siatki
elementow skoniczonych. W tym kontek$cie mozna wymieni¢ nastepujace zalety
metody Z3M:
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e Ze wzgledu na zastosowanie w algorytmie poszukiwania punktu projekto-
wego adaptacyjnej aproksymacji funkcji granicznej, zbieznosé pierwszego
etapu metody mozna stosunkowo latwo uzyskaé¢ nawet w przypadku wy-
stepowania szumu numerycznego.

e Eksperymenty numeryczne wygenerowane w pierwszym etapie metody
sa nastepnie uzywane w procedurze wyznaczania punktéw reprezenta-
tywnych w adaptacyjnym algorytmie importance sampling.

e W sposob elastyczny mozna kontrolowaé¢ dokladno$é metody i zwiazane
z nig naktady obliczeniowe. Jesli nie wymaga sie wysokiej precyzji oszaco-
wania prawdopodobiernistwa awarii albo nie mozna sobie na to pozwolié ze
wzgledu na ograniczony budzet analizy niezawodnosci, wtedy drugi etap
algorytmu moze byé pominiety.

e Drzicki procedurze budowania wielomodalnej gestosci losujacej metoda
posiada mozliwos¢ uwzgledniania wplywu wielokrotnych punktéw pro-
jektowych.

5.1.3. Szum numeryczny generowany przez losowa geometrie konstrukgji.
Analiza FORM przy uzyciu procedury Z3M

Pozostawiajac szczegdtowe omodwienie efektywnosci algorytmu Z3M do przy-
ktadu analizy niezawodnosci zgniatanej dynamicznie belki cienkosciennej (pod-
rozdzial 6.1), ponizej przedstawiono uzycie pierwszego etapu Z3M w zadaniu
gdzie szum numeryczny funkcji granicznej wywotany jest przez zmienne losowe
opisujacych geometrie konstrukcji. Poniewaz kazda realizacja takich zmiennych
niesie za soba koniecznos¢ uaktualniania siatki elementéw skoriczonych, dlatego
na warto$¢ funkcji granicznej wpltyw ma nie tylko nowa geometria konstrukeji
lecz takze zmieniona dyskretyzacja MES, bedaca konsekwencja nowej geometrii.

Rozpatrzmy trojkatna tarcze z otworem koltowym pokazana na rys. 5.2.
Znajdujaca sie w ptaskim stanie naprezenia stalowa tarcza poddana jest obcia-
zeniu jednostajnemu przylozonemu na fragmencie poziomej krawedzi. Pionowa
krawedz jest utwierdzona. Grubos¢ tarczy przyjeto réwna 0.3 cm. Model pro-
babilistyczny konstrukcji sktada sie z pieciu zmiennych losowych o rozktadzie
normalnym, ktorych opis (wartosci oczekiwane oraz odchylenia standardowe)
podano w tab. 5.1.

Awarie konstrukcji zdefiniowano jako przekroczenie w dowolnym punkcie tar-
czy dopuszczalnego zredukowanego naprezenia Hubera-Misesa S, = 21 kN /cm?,
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WIVVIPY = X, [kN/cm]

1 5.0

25.0

A

Rys. 5.2. Rysunek lewy - wymiary tarczy. Rysunek prawy - siatka MES, obciazenie oraz
warunki podparcia. Wymiary podano w centymetrach.

Tablica 5.1. Parametry gaussowskich rozkladéw prawdopodobienistwa zmiennych losowych
z przyktadu analizy niezawodnosci tarczy tréjkatnej, rys. 5.2. Ostatnia kolumna - wspoélrzedne
punktu projektowego.

Zmienna Opis Wartosé Odchylenie Wartosé w
oczekiwana | standardowe || punkcie proj.
X1 wsp. x Srod. otworu 7.32cm 0.1cm 7.50 cm
X5 wsp. y $rod. otworu 7.32cm 0.1cm 7.45cm
X3 promien otworu 5.0 cm 0.1cm 5.07 cm
Xy warto$¢ obciazenia | 4.0kN/cm 0.4kN/cm 4.76 kN /cm
X5 modul Younga | 21000 kN /cm? | 2100 kN /cm? || 20089 kN /cm?
co prowadzi do nastepujacego wyrazenia na funkcje graniczna:
S(X
9(X)=1- 7maxg ( )], (5.13)
a

gdzie max[S(X)] oznacza maksymalne naprezenie Hubera-Misesa obliczone
w punktach weztowych siatki. Jak juz wspomniano, zmiany potozenia oraz wiel-
kosci otworu powodujg kazdorazowa rekonfiguracje siatki elementow. W zwiazku
z tym, odlegltos¢ najblizszego wezla od punktu gdzie wystepuje maksimum na-
prezen, nawet przy do$é¢ gestym podziale na elementy, jest za kazdym razem
inna, a obliczane wartosci funkcji granicznej obarczone sa pewna dodatkowa,
trudna do oceny, niepewnoscia.
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Zaszumiony charakter funkcji (5.13) uniemozliwia uzycie klasycznych metod
poszukiwania punktu projektowego, takich jak iHLRF czy ARF (zob. dodatek
A.3), dlatego w analizowanym przykladzie zastosowano adaptacyjna technike
powierzchni odpowiedzi zaprezentowana w pierwszym etapie algorytmu Z3M.

Aproksymacje funkcji granicznej tworzone byty na podstawie 50-cio punk-
towych planéw eksperymentéw numerycznych OLH. Jako metode aproksyma-
cji przyjeto regresje wazona, zob. (5.1)—(5.3), z liniowymi funkcjami bazowymi.
Rozpoczynajac w punkcie wartosci oczekiwanych, zbieznosé algorytmu uzyskano
po 10 iteracjach. Otrzymany wskaznik niezawodnosci pierwszego rzedu Srorwm
wynosi 2.99, co odpowiada prawdopodobienstwu awarii PJFORM =1.4-1073.

Poréwnujac wartosci realizacji zmiennych losowych w punkcie projektowym
z odpowiednimi wartosciami oczekiwanymi (zob. tab. 5.1) mozna zauwazy¢ je-
dynie niewielkie réznice w przypadku zmiennych opisujacych geometrie oraz
modul Younga. Z drugiej strony, w sposob istotny wzrosta wartosé obciazenia,
co okazuje sie by¢ najbardziej prawdopodobna przyczyng awarii.

W przedstawionym przyktadzie analiza stanu naprezenia przeprowadzona
zostata przy pomocy komercyjnego programu elementéw skonczonych ABA-
QUS. Sama integracja programu ABAQUS z programem do analizy niezawod-
nosci nie jest zadaniem trywialnym. Problematyka ta zostanie szczegétowo omo-
wiona w rozdziale 8 (punkt 8.3.1) na przyktadzie integracji z systemem STAND,
ktory rozwijany jest w Pracowni Niezawodnosci i Optymalizacji IPPT PAN.

5.2. Metoda poprawy niezawodnosci z wykorzystaniem losowych
symulacji OLH

Prezentowana metoda ma na celu szybka poprawe niezawodnosci konstrukeji
przy pomocy symulacji losowych wykorzystujacych koncepcje optymalnej tacini-
skiej hiperkostki. Chociaz zaprojektowana zostala jako technika rozwigzywania
zadania optymalizacji niezawodnosciowej (zob. (2.15)—(2.19)), to ze wzgledu na
swoja specyfike oraz planowany zakres zastosowan bardziej wiasciwe jest mo-
wienie o tej metodzie w kontekscie poprawy niezawodnosci konstrukcji, a nie
w kontekscie poszukiwania konstrukcji optymalnej. Zaleta algorytmu wydaje
sie by¢ duza efektywno$¢ w przypadku umiarkowanej liczby zmiennych loso-
wych oraz wtedy, gdy konstrukcje wyjsciowa cechuje stosunkowo niski poziom
niezawodnosci.

W przeciwieristwie do algorytmu Z3M metoda ta nie korzysta z zadnych
aproksymacji funkcji granicznej. O ile bowiem umiejetnie zastosowana metoda
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powierzchni odpowiedzi stanowi¢ moze bardzo przydatne narzedzie zardéwno
w analizie niezawodnodci jak tez rozwigzywaniu probleméw optymalizacji, o ty-
le nieprzemyslane uzywanie standardowych metod aproksymacji funkcji wielu
zmiennych w przypadku funkcji silnie nieliniowych, prowadzi¢ niekiedy moze do
zbytnich uproszczen oraz wynikoéw obarczonych znacznym bledem. 7 funkcjami
takimi mamy czesto do czynienia gdy sktadnik szumowy jest znaczacy lub gdy
opisywana odpowiedz konstrukeji ma charakter nieciagly (tak jak w niektorych
przypadkach analizy statecznosci konstrukeji).

7 powyzszych powodéw tworzenie powierzchni odpowiedzi modelujacej za-
chowanie sie tych elementéw pojazdéw, ktore pochtaniaja energie zderzen, za-
liczy¢ nalezy do zadan wyjatkowo trudnych i wymagajacych duzej wiedzy i do-
$wiadczenia. Posrod prac naukowych odnalezé nawet mozna bardzo negatywne
opinie, kwestionujace sama zasadnos¢ prowadzenia optymalizacji czy tez analizy
niezawodnodci tego typu konstrukcji w oparciu o matematyczna aproksymacje
ich odpowiedzi, zob. [165].

Dystansujac sie od tak ostro sformutowanych wnioskéw, o czym $wiadczy
chociazby tematyka niniejszego opracowania, nalezy przyznaé iz metody rzedu
zerowego lub metody pseudolosowego przeszukiwania maja swoje bezsprzecz-
ne zalety, do ktorych naleza prostota implementacji i unikniecie problemu bte-
déw aproksymacji. Mimo, iz nie maja one reputacji efektywnych obliczeniowo,
to w pracy [228] pokazano, ze w pewnych przypadkach uzycie metod losowe-
go przeszukiwania z wykorzystaniem taciniskich hiperkostek w rozwiazywaniu
zadan optymalizacji moze daé¢ bardzo dobre wyniki w poréwnaniu do metod
opartych na uzyciu powierzchni odpowiedzi.

W przedstawionej nizej metodzie zaproponowano wykorzystanie wspodlczyn-
nikéw korelacji pomiedzy funkcjami ograniczenn a zmiennymi losowymi, ktérych
wartodci oczekiwane sg zmiennymi projektowymi w zadaniu optymalizacji. War-
tosci tych wspotezynnikéw stuzg nastepnie do wyboru kierunku zmian wektora
zmiennych projektowych. Zastosowany w algorytmie plan OLH peli podwdjng
role. Pomaga jak najlepiej zbada¢ przestrzen zmiennych projektowych, jak row-
niez shuzy do efektywnego szacowania wartosci wspotczynnikéw korelacji, por.
podrozdzial 4.1.

5.2.1. Sformutowanie problemu

Przyjmijmy, ze X = { X7, Xo, ..., X, } jest wektorem niezaleznych zmiennych
losowych, ktorych rozklady prawdopodobieristwa stanowig probabilistyczny
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model konstrukcji. Jesli w rzeczywisto$ci zmienne nie sg niezalezne, to koniecz-
ne jest zastosowanie odpowiedniej transformacji (zob. dodatek A.2). Przyjmijmy
nastepnie, ze jako zmienne projektowe wybrano wartosci oczekiwane n zmien-
nych losowych, gdzie n < r. Oznaczajac wektor zmiennych projektowych sym-
bolem y i zakladajac w celu uproszczenia zapisu, ze zmienne te odpowiadaja n
pierwszym zmiennym losowym, mamy

y:{yl:MX17y2:/~LX27"'>yn:1an}v n<r. (514)

W zaleznosci od charakteru zmiennej losowej X;, @ = 1, ..., n, jej odchylenie
standardowe pozostaje state w procesie optymalizacji lub zmienia sie proporcjo-
nalnie do wartosci oczekiwanej zgodnie z ustalonym wspoélczynnikiem zmienno-
sci vy, = ox,/1x,-

Zadanie optymalizacji niezawodnosciowe]j/poprawy niezawodnos$ci dane jest
w nastepujacy sposob (por. sformutowanie (2.15)—(2.19)):

znajdz warto$ci zmiennych: y € R", (5.15)
minimalizujace:  f(y), (5.16)

przy ograniczeniach: P[g;(X) < 0] < p{, i=1,...,kg, (5.17)

by <y <My, j=1,....n, (5.18)

gdzie f(y) jest funkcja celu, g;(x),7 =1,..., kg, sa funkcjami ograniczeri tworza-
cymi ograniczenia niezawodnosciowe, p{ sa dopuszczalnymi wartoSciami praw-
dopodobienstw awarii, a lyj i%;, j=1,...,n,sg odpowiednio dolnymi i gérny-
mi ograniczeniami prostymi. Ograniczenia (5.17) przedstawiaja zbior warunkow
gi(x) <0, ktorych spelnienie dopuszcza sie jedynie z bardzo matym prawdopo-
dobienistwem p{, lub zapisujac inaczej Py, < pf, gdzie Py, jest prawdopodobien-
stwem awarii.

Nalezy zaznaczy¢, ze metoda Monte Carlo, ktora uzywana bedzie do ob-
liczania wartosci prawdopodobienistwa awarii, prowadzi do bardzo zgrubnych
oszacowan w przypadku mato licznych prébek i w przypadku gdy wymagania
dotyczace niezawodnosci konstrukcji sa wysokie, zob. dodatek A strona 277.
Decydujac sie, np. na stosowanie probek nie zawierajacych wiecej niz 100 reali-
zacji zmiennych losowych (co jest dosé realistycznym zalozeniem dla wielu kosz-
townych obliczeniowo problemoéw analizy niezawodnosci) i ustalajac p¢ = 0.01,
ograniczenia (5.17) powinno sie sformutowaé jako: g;(x) > 0 dla wszystkich re-
alizacji x wchodzacych w sktad probki. W rzeczywistosci, aby zagwarantowaé
dobra estymacje (wspotezynnik zmiennosci estymatora < 0.1) prawdopodobien-
stwa awarii rzedu 0.01 probka musi sktadaé sie z okoto 1000 punktow.
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Generowanie realizacji wedtug planéw OLH pozwala na uzyskanie pewnego
polepszenia efektywnosci estymacji prawdopodobienstwa awarii, zob. [186,277],
ale nadal w poréwnaniu do standardowej metody Monte Carlo nie jest to zmiana
jakosciowa. Pomimo to, poniewaz gtéwnym celem metody jest poprawa nieza-
wodnosci rozwiazania charakteryzujacego sie stosunkowa wysokim prawdopo-
dobienistwem awarii, a nie poszukiwanie optimum, dlatego akceptuje sie ograni-
czong doktadnosé metody symulacji losowych OLH.

5.2.2. Opis algorytmu

Proponowana metoda rozwiazania problemu (5.15)—(5.18) moze by¢ zakla-
syfikowana jako metoda losowego przeszukiwania. W celu znalezienia poczat-
kowych wartosci wektora zmiennych projektowych, jak réwniez jego wszystkich
kolejnych iteracji, uzywa sie techniki symulacji OLH. Podstawows zasada algo-
rytmu jest wybieranie nastepnej iteracji zmiennych projektowych jedynie spo-
srod punktow (realizacji) wygenerowanych do tej pory, tych dla ktoérych obli-
czono wartosci zarowno funkcji celu jak i funkcji ograniczent g;(x), i = 1,.. ., kq.
Postepujac w ten sposéb, w przeciwienistwie do metod wykorzystujacych kon-
cepcje powierzchni odpowiedzi, unika sie jakichkolwiek zatozen dotyczacych po-
staci funkcji celu oraz ograniczen. Rezygnacja z aproksymacji oraz porusza-
nie sie jedynie po sprawdzonych rozwiazaniach czynia algorytm podobnym do
metody opracowanej przez Marczyka [165] i zaimplementowanej w programie
ST-ORM |[227].

5.2.2.1. Wybér punktu startowego

W przypadku braku preferencji co do poczatkowych wartosci zmiennych pro-
jektowych, punkt startowy wybiera sie na podstawie analizy wynikéw odpowia-
dajacych realizacjom wygenerowanym zgodnie z planem OLH. W tym celu ory-
ginalne rozklady prawdopodobieristwa zmiennych losowych odpowiadajacych
zmiennym projektowym, X;, ¢ = 1,...,n, zamieniane sa na rozktady jedno-
stajne o granicach okreslonych przez ly;, “y;, i = 1,...,n. Nastepnie generowana
jest probka N realizacji tak zmodyfikowanych zmiennych, dla ktorych obliczane
sa wartosci funkcji f i g;, @ = 1,...,ky. Ten punkt, ktoéry speliajac ograni-
czenia g;(x) > 0 minimalizuje wartos¢ funkcji celu, wybierany jest jako punkt
startowy. Oznacza to, ze wartosci oczekiwane zmiennych X;, ¢ = 1,...,n, prayj-
muja odpowiednie wartosci wspétrzednych punktu poczatkowego. Przywraca
sie oryginalne funkcje gestosci rozktadéw prawdopodobienstwa z nowymi war-
tosciami oczekiwanymi i poczatkowymi wartosciami odchylenn standardowych.
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W przypadku zalozenia statego wspotczynnika zmiennosci, warto$é¢ odchylenia
standardowego musi by¢ obliczona proporcjonalnie do wartosci oczekiwane;j.

Powodem zmiany typoéw rozktadéow prawdopodobieristwa jest dazenie do
réwnomiernego wypelnienia punktami testowymi catego zakresu zmiennych pro-
jektowych. Poza tym, do poszukiwania punktu startowego uzywa sie specjalnie
zmodyfikowanej optymalnej hiperkostki tacinskiej, zob. paragraf 5.2.3.

5.2.2.2. Kryterium wyboru nastepnej iteracji zmiennych projektowych

Na kazdym kroku iteracyjnym algorytmu, zgodnie z przyjetym planem OLH,
losowanych jest N realizacji wektora X. Po obliczeniu odpowiadajacych po-
szczegbdlnym realizacjom wartosdci funkcji f i g;, ¢ = 1,..., kg, sposréd wygene-
rowanych punktéw wybierane jest nowe przyblizenie rozwigzania. Zastosowana
strategie wyboru opisa¢ mozna nastepujaco:

Na poczatku szacowane sa wartosci ograniczeni niezawodnosciowych (5.17).
Oznaczmy przez I zbior indeksoéw tych ograniczeni, ktore nie sa spelnione (sa
aktywne)

I'={i:1<i<kgy Plg;(X) <0]>pi}. (5.19)

Nastepnie, biorac pod uwage jedynie wyniki dla ostatniej probki, oblicza sie
wspolezynniki korelacji pomiedzy zmiennymi losowymi X;, i = 1,...,n, a funk-
cjami ograniczeii g;(x), j € I. Przyjmuja one postac¢

pij = . di=1,...,n, jeI, (5.20)

gdzie p;; = p(X;,9;), Ti 1 gj sa obliczonymi na podstawie probki wartoscia-
mi $rednimi, a xl(k) oznacza i-ta sktadowa k-tej realizacji wektora losowego X.
Otrzymane wspotcezynniki korelacji odgrywaja zasadnicza role w wyborze kie-
runku poszukiwania nowych warto$ci zmiennych projektowych, a dokladniej,
w wyodrebnieniu podzbioru wygenerowanych punktoéw, z ktérego wybrana be-
dzie nastepna iteracja zmiennych projektowych. Ze zbioru tego mozna od razu
wyeliminowaé te realizacje, x¥), ktore nie spelniaja ograniczen prostych (5.18)
lub warunkow gi(x(k)) > 0,9 =1,...,k;. W dalszej czesci przez I oznaczaé
bedziemy zbiér indekséw punktéw spelniajacych powyzsze kryteria
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~n
Il

{klngNv gl(x(k))zoa 1= 7"'>kg7

il <al® <uy =100} (5.21)
Ze zbioru {x(i) ciel } chcemy wybraé taki punkt, ktory daje najwieksze szanse
na poprawe niespelnionych obecnie ograniczeri niezawodnosciowych. W tym celu
dla kazdej zmiennej projektowej obliczane jest nastepujace wyrazenie

b = Zp(Xi,gj)<1 +P[g;(X) < 0]), i=1,...,n. (5.22)
jel

Jesli b; ma warto$é dodatnia, wtedy rozpatrywane sa jedynie te punkty, kto-
rych i-ta wspolrzedna jest wieksza od wartosci oczekiwanej px,, a w przypadku
b; < 0 bierze sie pod uwage tylko punkty speliajace warunek :172(.]) < px,;,J € I.
Przypadek b; = 0 nie eliminuje zadnych realizacji ze zbioru. Pomyst przy$wieca-
jacy wprowadzeniu wyrazenia (5.22) wynika z checi wykorzystania informacji,
ktore niesie ze sobg wspoélczynnik korelacji. Przyjmujac wartosci od —1 do 1,
stanowi on miare liniowosci relacji pomiedzy zmiennymi losowymi a funkcjami
ograniczeni. Wystepujacy we wzorze wspotczynnik wagowy (w nawiasach) ma za
zadanie uwzglednienie zakresu przekroczenia dopuszczalnej wartosci prawdopo-
dobienstwa awarii.

Ze wzgledu na nieliniowy charakter funkcji ograniczenn moze sie zdarzy¢, ze
opisana powyzej procedura wyboru wykluczy ze zbioru rozpatrywanych realiza-
cji takie, ktére potencjalnie mogltyby by¢ kandydatami na nowa iteracje warto-
$ci zmiennych projektowych. Aby uniknaé¢ podobnych sytuacji, do wybranych
wezesniej punktow z probki dodaje sie (o ile takie istnieja) realizacje, w przy-
padku ktorych wartosci funkcji g;, @ € I, sa wicksze od odpowiednich wartosci
dla punktu wybranego w poprzednim kroku jako aktualna iteracja zmiennych
projektowych.

W celu zilustrowania omawianej procedury rozwazmy przyklad z trzema
zmiennymi projektowymi, gdzie na typowym kroku algorytmu losowanych jest
50 realizacji zmiennych losowych. Wartosci dopuszczalnych prawdopodobienistw
awarii p* (zob. (5.17)) sa takie same dla wszystkich ograniczen i wynosza 0.01.
Zalozmy takze, ze rozpatruje sie 4 funkcje ograniczen, g;(x), ¢ = 1,...,4, i ze na
danym kroku iteracyjnym funkcje te przyjety wartosci ujemne dla odpowiednio
20, 10, 3 i 15 punktéw z probki OLH. Po obliczeniu wspotezynnikow korelacji
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(w ponizszej tabeli), oblicza sie nastepnie wartosci b;, 1 = 1,...,3,

g1 g2 g3 94
X;1|-0.6]-0.1] 0.8 |—0.2

X2]0.01] 0.5 |-0.9]-0.3
X3[0.65| 0.2 |-0.3| 0.1

by = — 0.6(1 + @> . 0.1(1 n E) —|—0.8<1 + 3) . 0.2(1 n §> — 037,

50 50 50 50
b= 0.01(1+ %) +0.5(1+ %) - 0.9(1 + %) —03(1+ %) — 0.73,
by — 0.65(1 n %) + 0.2(1 n %) - 0.3(1 + %) n 0.1(1 n %) — 0.96.

Zgodnie z zaproponowang strategia, punktami ze zbioru {x(i),z‘ el }, sposrod
ktorych wybrane bedzie nastepne przyblizenie punktu optymalnego, beda punk-
ty spelniajace warunki xlz < px,, a:QZ < px, i xg) > lx, oraz ewentualnie

wspomniane juz punkty dodatkowe.

W przypadku duzej liczby zmiennych projektowych jest bardzo prawdopo-
dobne, ze zadna z wylosowanych realizacji nie spetni wszystkich kryteriéw na-
rzuconych przez znaki wartosci b;, ¢ = 1,...,n. Wtedy konieczne jest wygene-
rowanie dodatkowych punktéow (co najmniej jednego) w obszarze okreslonym
przez “kierunki” b;. Oczywiscie, nowy punkt rozpatrywany jest jedynie wtedy,
jesli spelia wszystkie ograniczenia, zob. (5.21).

Po wyodrebnieniu zbioru potencjalnych rozwiazari zadania nalezy wprowa-
dzi¢ dodatkowe kryterium pozwalajace na wybor rozwiazania preferowanego.
W zamieszczonych w niniejszej pracy przyktadach zastosowan algorytmu przy-
jeto kryterium postaci

kg
C(x) = wpf(x) = > wigi(x), (5.23)
i=1
gdzie f(x)igi(x),i=1,..., kg, sa znormalizowanymi wartosciami funkcji celu

oraz ograniczen, a wy i w; s wspolczynnikami wagowymi. Realizacja zmiennej
losowej x, ktora minimalizuje funkcje ¢ przyjmowana jest jako nastepna iteracja
rozwiazania, tzn. y; = 2;, 1 =1,...,n.
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Istnieje pewna dowolno$é jesli chodzi o dobér warto$ci wspodtczynnikow wa-
gowych. Przyjecie np. wy jako

wy = exp <1 — w), (5.24)

gdzie j jest indeksem ‘najbardziej aktywnego” ograniczenia niezawodnosciowe-
go, preferuje punkty, ktére prowadza przede wszystkim do spelnienia ograniczen
niezawodno$ciowych. Podobny efekt mozna osiagnaé¢ wprowadzajac nastepujaca
definicje wspolezynnikow w;, i = 1,..., ky:

w; = 1+ Plgi(X) < 0]. (5.25)

Pominiecie w powyzszym wzorze jedynki powoduje uwzglednienie jedynie ak-
tywnych ograniczen niezawodnos$ciowych. Doboér wspotezynnikéw wagowych po-
dyktowany czasem bywa kosztem otrzymania wartosci funkcji celu oraz funkcji
ograniczen. Jesli nie mozna pozwoli¢ sobie na wiele iteracji algorytmu uzywa-
jac wystarczajaco licznych probek lub gdy glownym zadaniem projektanta jest
poprawa niezawodnosci wyjéciowej konstrukeji, wtedy przyjmuje sie¢ wy = 0,
a proces iteracyjny zatrzymywany jest zaraz po znalezieniu rozwiazania spet-
niajacego ograniczenia niezawodnosciowe.

5.2.3. Zmodyfikowany plan OLH

Koncepcja taciniskiej hiperkostki zapewnia rownomierne roztozenie punktow
eksperymentalnych przy rzutowaniu ich na dowolna z osi wspotrzednych, zob.
dodatek B. Ponadto, optymalne hiperkostki - OLH prowadza do réwnomierne-
go rozmieszczenia punktéw w hiperkostce r-wymiarowej, gdzie r jest wymiarem
wektora losowego. Pozwala to na unikniecie skupien eksperymentéow w pewnych
obszarach i pozostawienia innych obszaréw niezbadanymi. Pomimo to, nie moz-
na unikng¢ tworzenia sie takich skupien w przypadku rzutowania punktéw planu
OLH na przestrzenie n < r wymiarowe. Na rys. 5.3 pokazano dwie tacinskie hi-
perkostki (kwadraty tacinskie). Kwadrat po lewej to 50-punktowy 2-wymiarowy
plan OLH. Punkty sa tu rownomiernie roztozone wewnatrz kwadratu. Po prawej
stronie pokazano kwadrat lacinski bedacy rzutem 50-punktowej 4-wymiarowej
hiperkostki OLH na podprzestrzen dwuwymiarowa. W tym przypadku skupienia
punktéw sg wyraznie widoczne.

Tworzenie sie takich skupient wptywa szczegoblnie niekorzystnie na dziatanie
procedury wyboru punktu startowego, zob. 5.2.2.1. Poniewaz wynik konicowy



5.2. Metoda poprawy niezawodnosci z wykorzystaniem losowych symulacji OLH 157

e EEsaasazeeEaan T
kj I I } } 1 Il
i . I S -
& . o
. g EERRERRNRES
[T o d\ o1
el fEman
O] T o]
o]
e i o % o o
N o1 —PL»***—D L
o L o
. . g
o i ol s i Eg,j
a H o o]
11 73!“ o o
B E?:iiii } E\:‘iE::
N o] } :::b 1
,,,,qq EE::: e ﬁ
.
: S, it Phq .

Rys. 5.3. Po lewej: plan OLH 50 x 2. Po prawej: rzut planu OLH 50 x 4 na podprzestrzen
dwuwymiarowa.

bardzo czesto zalezy od wlasciwego wyboru punktu rozpoczynajacego proces
iteracyjny, dlatego jest niestychanie istotne aby przestrzen zmiennych projek-
towych zostala pokryta w sposob réwnomierny. 7Z drugiej strony, idea prezen-
towanej metody optymalizacji niezawodnosciowe]j (poprawy niezawodnosci) jest
by zawsze uwzglednia¢ w algorytmie losowy charakter pozostalych zmiennych
- tych nie zwigzanych ze zmiennymi projektowymi. W celu znalezienia kom-
promisu pomiedzy dwoma sprzecznymi oczekiwaniami (optymalnosci zaréwno
hiperkostki r-wymiarowej jak i jej n-wymiarowego rzutu) zaproponowano zmo-
dyfikowany plan OLH. Jest on optymalny w podprzestrzeni zmiennych pro-
jektowych, natomiast wspotrzedne punktéow odpowiadajace pozostatym r — n
zmiennym losowym sa wybierane przy pomocy algorytmu CP (zob. B.2) lub
tez algorytmu genetycznego (zob. B.3) przyjmujac dodatkowe ograniczenia do-
tyczace zachowania réwnomiernego rozktadu rzutéow punktéw w podprzestrzeni
zmiennych projektowych.

Komputerowa implementacja powyzszych modyfikacji nie przysparza spe-
cjalnych trudnosci. Na poczatku budowany jest “projektowy” plan OLH, tzn.
znajdowana jest wlasciwa macierz Ly o wymiarach N x n, por. (B.1). Nastepnie
w macierzy L o wymiarach N X r bedacej startowym rozwigzaniem w algoryt-
mie CP (lub w poczatkowej populacji hiperkostek w algorytmie genetycznym)
kolumny odpowiadajace zmiennym projektowym zastepowane sa przez odpo-
wiednie kolumny z macierzy Lg. Uwzglednienie optymalnego rozktadu rzutow
punktow eksperymentalnych na podprzestrzen n wymiarowa sprowadza sie do
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pomijania w opisanej w B.2 procedurze CP-sweep tych kolumn macierzy L, kt6-
re skopiowano z Lg, a w przypadku algorytmu genetycznego - na niestosowaniu
do tych kolumn operatoréw mutacji i krzyzowania.

5.2.4. Przyktad testowy: Minimalizacja funkgcji Rosenbrocka z szumem

Dziatanie przedstawionego algorytmu zilustrowano na przyktadzie minimali-
zacji z ograniczeniami dwuwymiarowej funkcji Rosenbrocka, por. (B.14) i (4.32).
Problem sformutowany jest nastepujaco:

znajdz wartosci zmiennych:  y; = pux,, y2 = px,, (5.26)
minimalizujace:  f(y) = 100(y2 — %)% + (1 — y1)?, (5.27)
przy ograniczeniach: Plg;(X) < 0] <0.01, (5.28)
Plg2(X) < 0] < 0.01, (5.29)
Plg3(X) < 0] < 0.01, (5.30)
0 <y <3, (5.31)
0 <yy <3, (5.32)
gdzie
91(X) = X7(X3X1 + Xo + Xy), (5.33)
gg(X) = X7(X5X1 - X5+ Xﬁ), (5.34)
gg(X) = X7(—2X1 - X9+ 7), (5.35)
a X1,...,X7 sg zmiennymi losowymi o rozkladach prawdopodobieristwa opisa-

nych w tab. 5.2.

Poszukuje sie zatem wartosci oczekiwanych zmiennych X i Xo w zakresie
[0, 3], ktore minimalizowalyby wartosé funkeji Rosenbrocka spelniajac jednocze-
$nie ograniczenia niezawodnosciowe (5.28)—(5.30). Warstwice funkcji celu oraz
obszar dopuszczalny ograniczony prostymi: ¢i(x) = 0, go2(x) = 01 g3(x) = 0
pokazane sa na rys. 5.4. Zmienne Xs,..., X sa losowymi parametrami wy-
stepujacymi we wzorach dwoch pierwszych funkcji ograniczen, co prowadzi do
niepewnosci definicji obszaru dopuszczalnego. Losowy parametr X7 mozna in-
terpretowac¢ jako dodatkowy szum nalozony na obliczone wartosci ograniczen.
Analizujac rys. 5.4 zauwazymy, ze punkt o wspotrzednych (1,1), bedacy roz-
wiazaniem deterministycznego problemu minimalizacji, jest potozony w bliskim
sasiedztwie granicy obszaru dopuszczalnego. Ze wzgledu na losowos¢ granic te-
go obszaru jest bardzo prawdopodobne, ze dla wielu realizacji wektora X tak
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wybrany punkt optymalny znajdzie sie poza obszarem dopuszczalnym. Rozwia-
zanie deterministyczne nie jest zatem rozwiazaniem bezpiecznym.

Tablica 5.2. Zmienne losowe w zadaniu minimalizacji z ograniczeniami funkcji Rosenbrocka.

Zmienna Rozktad Wartosé | Odchylenie
prawdopodobienistwa | oczekiwana | standardowe
X1 normalny Y1 0.2
X normalny Y2 0.2
X3 jednostajny -0.5 0.029
Xy jednostajny 0.0 0.058
X5 jednostajny 2.0 0.058
X jednostajny -0.8 0.058
X7 normalny 1.0 0.02
3.0]
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] %
2.5 3
] bgzar \
1 500 dopuszczalny @
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Rys. 5.4. Warstwice funkcji Rosenbrocka oraz funkcje ograniczen zadania (5.26)—(5.32). Loso-
wy charakter wspolczynnikow w definicjach funkcji ¢1(X) 1 g2(X) prowadzi do niepewnosci
polozenia i wielkosci obszaru dopuszczalnego.
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Rys. 5.5. Historia procesu iteracyjnego w przypadku N = 40. Zaznaczono rozrzut wynikajacy
z losowego charakteru zmiennych X; i X2 wokoét rozwiazania poczatkowego oraz konicowego.

Historia procesu iteracyjnego pokazana zostata na rys. 5.5. Rozwigzanie po-
czatkowe wybrano z 60 punktowej probki wygenerowanej przy pomocy zmo-
dyfikowanego planu OLH zaktadajac rozkitad jednostajny zmiennych X; i Xo
w przedziale [0, 3] (po rzutowaniu na osie odleglo$é¢ miedzy najblizszymi punk-
tami wynosita 0.05). W nastepnych iteracjach algorytmu uzywano planéow OLH
z N = 40 punktami w celu oszacowania wartosci ograniczen niezawodnoscio-
wych oraz obliczenia wspotczynnikéw korelacji pomiedzy funkcjami g1, go 1 g3
a zmiennymi losowymi X7 i X3. Widoczne na rys. 5.5 rozrzuty punktéow wo-
kot rozwiazania startowego jak rowniez rozwiazania optymalnego /poprawionego
wynikajace z losowego charakteru zmiennych X; i X ilustruja niski poziom nie-
zawodnosci rozwiazania wyjsciowego. Jednak z powodoéw omoéwionych w pod-
rozdziale 5.2.1 optymalne rozwigzanie uzyskane przy pomocy zaprezentowanej
metody w sposo6b istotny zalezy od wielkosci probki NV, ktérej uzywano do obli-
czenia prawdopodobienstwa awarii. Poniewaz, dopuszczalna wielkos¢ tego praw-
dopodobieristwa p® w rownaniach (5.28)—(5.30) przyjeto rowna 0.01, to w przy-
padku niewielkich probek (tu N = 40) mozna jedynie twierdzi¢, ze otrzymano
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rozwigzanie, ktore jest bardziej niezawodne od poczatkowego. Nie ma jednak
gwarancji zapewnienia zatozonego poziomu niezawodnosci.

Duzy wplyw na wynik dziatania algorytmu ma wyboér punktu poczatkowe-
go, ktory z kolei zalezy od poczatkowej wielkosci zmodyfikowanego planu OLH.
W celu zbadania rozrzutu otrzymywanych rozwiazari proces iteracyjny powto-
rzono 30 razy, na poczatku dla N = 40, a nastepnie N = 100. W pierwszym
przypadku do wyboru punktoéw startowych uzywano zmodyfikowanych planow
OLH zawierajacych 60 punktow, a w drugim przypadku 100 punktéow. Zdecy-
dowano, ze algorytm zostaje przerwany po znalezieniu pierwszego rozwigzania,
ktore spelnia ograniczenia niezawodnosciowe. W celu przyspieszenia obliczen
wspotczynnik wagowy wy w kryterium (5.23) przyjeto rowny zero (taka strate-
gie dzialania metody omoéwiono na stronie 156).

Na podstawie wynikéw z przeprowadzonych 30 powtorzeni dzialania algoryt-
mu, w tabeli 5.3 przedstawiono wartosci srednie oraz odchylenia standardowe
rozwiazan zadania (5.26)—(5.32). W kolumnach podano momenty statystyczne
wspolrzednych punktu optymalnego oraz warto$ci funkcji Rosenbrocka w tym
punkcie, otrzymane przy uzyciu réznych metod generowania probek. Wyniki dla
probek OLH40 (N = 40) i OLH100 (N = 100) poréwnano z wynikami otrzy-
manymi dla probek generowanych przy pomocy kwadratow tacinskich bez opty-
malizacji, oznaczonych skrotem RLH (zob. strona 84). Liczace 15000 realizacji
plany RLH prowadza do bardzo niewielkiego rozrzutu wynikéw i dlatego moga
byé traktowane jako rozwiazanie odniesienia. Poréwnujac wartosci momentdw
zamieszczone w tab. 5.3 mozna zauwazy¢, ze o ile odchylenia standardowe ¥,
yo 1 f sa zdecydowanie mniejsze w przypadku OLH100 niz OLHA40, o tyle od-
powiednie wartosci §rednie nie rdéznig sie w sposéb znaczacy.

Wyniki réznych wariantéw realizacji omawianego zadania przedstawiono row-
niez na rys. 5.6. Oprocz punktéw optymalnych znalezionych powtarzajac wielo-
krotnie strategic OLH100 i OLH40 zaznaczono takze obwiednie tych rozwiazan.
Kolorem czerwonym oznaczono obszar rozwigzan RLH15000.

Tablica 5.3. Oszacowania wartosci srednich i odchylen standardowych wspolrzednych punktu
optymalnego oraz wartosci funkcji celu w tym punkcie otrzymane na podstawie 30 powtoérzen
dziatania algorytmu.

U |olnl| Ta |olwel| [ | olf]
OLH 40 (1.71]/0.13|1.50{0.17(213.6(104.2

OLH 100 |1.69(0.10 |1.47|0.12 |200.2| 73.2
RLH 15000(1.68]0.03 {1.47| 0.07 |186.6| 14.7
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Rys. 5.6. Rozrzut (obwiednie) rozwiazan zadania minimalizacji funkcji Rosenbrocka otrzyma-
nych przy pomocy réznych planéw losowania punktéow eksperymentalnych.

PODSUMOWANIE

W analizie niezawodno$ci ztozonych ukladéw konstrukcyjnych, nieliniowy
charakter funkcji granicznych wynika nie tylko z natury modelowanego zjawiska
fizycznego, ale jest réwniez czesto wywolany szumem numerycznym spowodowa-
nym przez stosowang metode rozwiazania zadania MES. Szum ten uniemozliwia
bezposrednie zastosowanie do oszacowania prawdopodobienistwa awarii klasycz-
nych niesymulacyjnych metod analizy niezawodnosci, ktére bazuja na gradien-
towych algorytmach poszukiwania punktu projektowego.

W niniejszym rozdziale zaproponowano metode, ktora dzieki zastosowaniu
aproksymacji funkcji granicznej oraz adaptacyjnej techniki symulacji losowych
jest niewrazliwa na wplyw szumu numerycznego, a jednoczesnie jest duzo bar-
dziej efektywna od typowych metod Monte Carlo. Zmodyfikowany przez au-
tora dwuetapowy algorytm Z3M [278] pozwala na kontrole doktadnosci, a w
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konsekwencji, kosztu obliczen. Jesli nie wymaga sie wysokiej precyzji obliczanej
wartosci prawdopodobienstwa awarii, albo nie mozna sobie na to pozwoli¢ ze
wzgledu na ograniczony budzet analizy niezawodnosci, wtedy drugi, symulacyj-
ny etap algorytmu moze zosta¢ pominiety. Wspomniane modyfikacje dotycza
zastosowania na etapie poszukiwania punktu projektowego aproksymacji funk-
cji granicznej przy pomocy wazonej regresji liniowej oraz generowania ekspery-
mentéw zgodnie z planem OLH. Pozwalaja one na szybkie okreslenie sasiedztwa
punktu projektowego, co poprawia zasadniczo zbieznosé algorytmu. Dzialanie
metody zilustrowano na przykladzie zadania analizy niezawodnosci tarczy o lo-
sowej geometrii. Bedzie on takze zastosowany w podrozdziale 6.1 w zadaniu
dotyczacym niezawodnosci zgniatanej dynamicznie belki cienkosciennej.

W rozdziale zaprezentowano takze nowa metode szybkiej poprawy niezawod-
nosci konstrukeji. Dziatanie algorytmu wykorzystuje analize korelacji, opierajac
sie jedynie na symulacjach OLH, bez uzycia metod powierzchni odpowiedzi.
Plan eksperymentéw OLH stuzy zar6wno rownomiernemu wypelnieniu analizo-
wanego obszaru przez eksperymenty numeryczne, jak rowniez tworzy probke, na
podstawie ktorej obliczane sa wspotezynniki korelacji projektowych zmiennych
losowych i funkcji ograniczen. Zaprezentowany algorytm jest skuteczny szcze-
gblnie wtedy, gdy poziom niezawodnosci konstrukcji wyjsciowej jest niski. Moze
tez stanowié¢ szybka procedure startows dla algorytmoéw optymalizacji odporno-
$ciowej lub niezawodnosciowej.
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Analiza niezawodnosci i optymalizacja
odpornosciowa w zagadnieniach
wytrzymatosci zderzeniowe]

Jak juz wspomniano we wstepie do rozdziatlu 5, analiza numeryczna MES za-
gadnienn dotyczacych dynamicznych deformacji elementow konstrukeji podda-
nych obciazeniom zderzeniowym wymaga zazwyczaj dlugotrwatych obliczen,
prowadzac do silnie nieliniowych funkcji odpowiedzi. Funkcje te zawieraja cze-
sto sktadnik pochodzacy od szumu numerycznego, ktérego wyeliminowanie jest
praktycznie niemozliwe.

Ze wzgledu na wymienione trudnodci, do$é¢ powszechng praktyka w analizie
niezawodnodci czy tez optymalizacji konstrukcji absorbujacych energie zderzen,
jest stosowanie analitycznych metamodeli (zob. rozdzial 3) do aproksymacji wy-
nikéw analizy MES.

W niniejszym rozdziale przedstawionych bedzie szereg strategii rozwiazywa-
nia probleméw analizy niezawodnodci, jak rowniez optymalizacji odpornosciowe;j
elementow konstrukeji ze wzgledu na ich wytrzymalosé zderzeniows. Zastosowa-
ne metody wykorzystuja zaré6wno rozmaite koncepcje budowania analitycznych
powierzchni odpowiedzi, jak tez rozwiazania gdzie takich aproksymacji sie nie
stosuje.

W podrozdziale 6.1 przedstawiono przyktad zastosowania omoéwionego w 5.1
algorytmu Z3M do obliczania prawdopodobienstwa awarii zgniatanej dynamicz-
nie belki cienkosciennej (tzw. podtuznicy), por. [238]. W przyktadzie zapropo-
nowano sposéb uwzglednienia losowych wad potaczen zgrzewanych. Model tej
samej belki uzyto nastepnie w podrozdziale 6.2 do przetestowania zaprezen-
towanej w 5.2 metody poprawy niezawodnosci, por. [231]. W 6.3 omoéwiono
pewng przyblizona metode analizy jakosciowej zachowania zgniatanego elemen-
tu tylnej ramy pojazdu, wykorzystujaca prosty algorytm klasyfikacji wynikow
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eksperymentéw numerycznych generowanych przez plany OLH. Przyktad ten
zaczerpnieto z pracy [21]. W podrozdziale 6.4 model cienkosciennej podtuznicy
zastosowano w zadaniu optymalizacji odpornosciowej, por. [38]. Poszukiwano
takich grubosci blach, z ktérych wykonane sg segmenty belki, aby nie zwicksza-
jac znaczaco ciezaru elementu zmaksymalizowaé¢ wielko$é¢ zaabsorbowanej ener-
gii zderzenia minimalizujac jednoczesnie jej rozrzut wywolany wplywem para-
metrow losowych. W podrozdziale 6.5 przedstawiono przyktad uzycia techniki
optymalizacji odpornosciowej do kalibracji parametréw modelu numerycznego.
Model ten stosowany byl w komputerowej symulacji uderzenia fantomu dolnej
konczyny (ang. legform impactor) w bariere imitujaca przednia cze$é¢ pojazdu
osobowego, por. [47]. Proces optymalizacji ma tu na celu takie dobranie warto-
$ci oczekiwanych wybranych parametrow materiatlowych modelu, aby rozrzuty
wynikéw losowych symulacji komputerowych jak najlepiej odpowiadaly obser-
wowanym rozrzutom wynikow testow laboratoryjnych.

6.1. Analiza niezawodnosci zgniatanej dynamicznie belki
cienkosciennej z uwzglednieniem losowych wad potaczen
zgrzewanych

Ze wzgledu na niedoskonalosci procesu produkcyjnego, wady zmeczeniowe,
czy tez na skutek drobnych wypadkoéw, obserwuje sie, ze trudna do pominie-
cia liczba potaczen zgrzewanych wystepujacych w konstrukcjach uzytkowanych
pojazdow nie funkcjonuje prawidlowo, zob. [57,164]. Cheé¢ uwzglednienia tego
zjawiska w analizie niezawodno$ci wiaze sie jednak z istotnymi problemami.
Pomijajac trudnosci z uzyskaniem odpowiednich danych statystycznych, mode-
lowanie parametréw materialowych odpowiadajacych poszczegolnym zgrzewom
(elementom skoniczonym je reprezentujacym) przy pomocy zmiennych losowych
jest podejéciem bardzo nieefektywnym. Rozwigzaniem posrednim, ktore pozwala
na rozpatrywanie niedoskonaltosci potaczeni, a jednocze$nie nie podnosi znacz-
nie kosztu obliczeni, wydaje sie by¢ usuwanie pewnej liczby losowo wybranych
zgrzewoOw za kazdym razem, gdy w algorytmie analizy niezawodnosci obliczana
jest wartos$¢ funkcji granicznej. Strategia ta wymaga jednak zastosowania takiej
metody szacowania prawdopodobienstwa awarii, ktéra nie jest wrazliwa na szum
generowany przez losowg eliminacje potaczen. Przedstawiona w podrozdziale 5.1
metoda Z3M wydaje sie spetnia¢ to wymaganie.

Pomimo ciggle zwickszajacego sie zainteresowania stochastyczna analiza za-
gadnienn zwigzanych z wytrzymalo$cia zderzeniowa, a w szczegblnosci analiza
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niezawodnodci konstrukcji absorbujacych energie zderzen, nie ma zbyt wiele
prac, w ktorych proponuje sie algorytmy nakierowane na specyfike tych pro-
bleméw. W wiekszosci znanych autorowi publikacji analiza niezawodnosci wy-
trzymaltosci zderzeniowej rozpatrywana jest jedynie w kontekscie optymalizacji
niezawodnosciowej konstrukeji samochodowych, zob. np. [137,262,263,267,270|.
W pracach tych dazy sie przede wszystkim do poprawy efektywnosci procesu
optymalizacji niezawodnosciowej. Cel ten osiggany jest najczesciej poprzez sto-
sowanie jak najprostszych metod szacowania niezawodnosci konstrukcji, ktore
prowadza jedynie do bardzo zgrubnej oceny wartosci prawdopodobienstwa awa-
rii. Wybor algorytmu Z3M do realizacji ponizszego zadania ma w zalozeniu
taczy¢ mozliwy do zaakceptowania koszt obliczen z dobra doktadno$cia oszaco-
wania niezawodno$ci.

m= 100 kg

B 320 320 320 B

x
x

Rys. 6.1. Schemat cienkosciennej podluznicy oraz siatka MES. Wymiary podano w milime-
trach. Strzatkami oznaczono numery poszczegélnych czesci belki.

Rozwazmy cienkoscienng belke stalowa, tzw. podtuznice, pokazang na rys. 6.1.
Belka utwierdzona jest na jednym koiicu, a drugi koniec zostaje uderzony sztyw-
na ptyta o masie 100 kg poruszajaca sie z predkoscia poczatkowsa vy = 15m/s
(54 km/h) w kierunku osi poziomej z. Belka sktada z trzech czesci o przekroju w



168 6. Analiza niezawodnosci i optymalizacja w zagadnieniach wytrzymatosci zderzeniowej

ksztalcie litery € oraz ptyty zamykajacej. Czesci 1-3 potaczone sa ze soba spa-
wem ciaglym wzdluz odpowiednich krawedzi, ptyta 4 zamocowana jest do nich
przy pomocy 64 punktowych zgrzewdéw elektrycznych. Jako model materiatu
przyjeto sprezysto-lepko-plastyczny model Johnsona-Cooka, por. [111],

:
o= (o, +ae, <1+a ln,—) 6.1
( Yy 1 :n) 2 VA (6.1)
gdzie o, jest granica plastycznodci , ai, a2, n sa wyznaczanymi na podstawie
doswiadczenia parametrami modelu, €, jest odksztalceniem plastycznym, a &g
jest warto$cia odniesienia predkosci odksztalcenia. Zaleznosé (6.1) pokazano na
wykresie 6.2.

Oy

€

Rys. 6.2. Sprezysto-lepko-plastyczny model materiatu Johnsona-Cooka (6.1). Przez o, ozna-
czono naprezenie maksymalne.

Model MES sktada sie z 5760 czteroweztowych elementéow powlokowych
MITC4, zob. [61], oraz 64 specjalnych jednowymiarowych elementow typu bel-
kowego do modelowania punktowych potaczen zgrzewanych. Analiza skoncze-
nie elementowa przeprowadzana byla przy uzyciu komercyjnego programu RA-
DIOSS [171], bazujacego na jawnym catkowaniu réwnari ruchu i przeznaczonego
do analizy silnie nieliniowych dynamicznych zagadnienn mechaniki, w szczegol-
nosci analizy zderzen.

Poniewaz belka ma jak najlepiej zaabsorbowaé energie kinetyczna uderza-
jacej w nig masy, dlatego w projektowaniu dazy sie do tego aby podtuznica
nie deformowala si¢ tak jak to pokazano na rys. 6.3a (zginajac si¢ w wyniku
globalnego wyboczenia), a raczej deformowala sie poprzez regularne faldowanie
na skutek lokalnej utraty statecznosci Scianek, rys. 6.3b. Niestety bywa tak, ze
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Rys. 6.3. Z lewej: globalna utrata statecznosci, mata ilo§¢ pochlonietej energii; z prawej: re-
gularne faldowanie, dobrze absorbowana energia zderzenia.

konstrukcja, ktorej praca w stanie nominalnym spelnia zatozenia projektantow,
nie jest niezawodna ze wzgledu na wysoka wrazliwo$¢ odpowiedzi na nieunik-
nione losowe imperfekcje parametrow. W rzeczywistosci trudno jest zagwaran-
towaé, ze kierunek w jakim porusza sie masa nie bedzie odbiegal od zatozonego,
ze wszystkie polaczenia zgrzewane sa poprawnie wykonane, a grubosci blach,
z ktorych wykonane sa poszczegdlne czesci belki, nie réznia sie od grubosci no-
minalnych. Z tych wzgledéw wydaje sie by¢ bardzo waznym aby zbadaé¢ wraz-
liwos¢ odpowiedzi konstrukeji na losowy charakter jej parametrow oraz okresli¢
prawdopodobieristwo, iz nie zostanie zaabsorbowana wymagana ilo$é¢ energii.

Przyjeto model probabilistyczny sktadajacy sie z 8 zmiennych losowych. Ich
opis oraz parametry rozktadéw prawdopodobieristwa podano w tab. 6.1. Odpo-
wiadaja one grubo$ciom blach poszczegdlnych elementéw, parametrom materia-
towym oraz warunkom poczatkowym zadania. Jak juz o tym wcze$niej wspo-
mniano, w celu uwzglednienia stochastycznej natury wytrzymatosci zgrzewow,
3 losowo wybrane elementy sposrod 64 elementéow reprezentujacych zgrzewy
(=~ 5%) usuwane sa z modelu za kazdym razem, gdy przy pomocy analizy
MES obliczana jest wartos¢ funkcji granicznej dla danej realizacji x wektora
X. W pierwszym etapie algorytmu Z3M strategie taka uznaé¢ mozna za sposob
uwzglednienia usrednionego wplywu awarii potaczen zgrzewanych.

Dtugosé trwania zderzenia wynosi 20 ms. W zadaniu analizy niezawodno$ci
jako niepozadane zachowanie konstrukcji (awarie) zdefiniowano niedostateczna
absorpcje energii uderzajacej masy przyjmujac emin = 6000J jako minimal-
na warto$¢ dopuszczalng. Wielkosé ta stanowi okoto 80% energii absorbowa-
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Tablica 6.1. Zmienne losowe w zadaniu analizy niezawodnosci zgniatanej podtuznicy.

Zmienna Opis Rozktad Wartos¢ Odchylenie
prawdopod. | oczekiwana | standardowe
X1 t1 - grubosé czesei 1 lognormalny | 1.5 [mm] 0.075 [mm]|
Xo to - grubosé czesci 2 lognormalny | 1.5 [mm] 0.075 [mm]
X3 ts - grubosé czesci 3 lognormalny | 1.5 [mm] 0.075 [mm]|
Xy t4 - grubosé czesci 4 lognormalny | 1.0 [mm] 0.05 [mm]
X5 oo - granica plastycznosci | lognormalny | 180 [MPa) 15 [MPa)
X E - modul Younga lognormalny | 210000 [MPa] | 21000 [MPa]
X7 vy - skladowa y wektora | normalny 0 [m/s] 1.5 [m/s]
predkosci poczatkowej
uderzajacej masy
Xs vg - sktadowa z wektora normalny 0 [m/s] 1.5 [m/s]
predkosci poczatkowej
uderzajacej masy

nej przez belke nominalna (odpowiadajaca wartosciom oczekiwanym zmiennych
losowych oraz brakowi wadliwych zgrzewow). Posta¢ funkeji granicznej przed-
stawia sie zatem nastepujaco:

€min

Q(X7 A) =1 e(){7 A)’

(6.2)
gdzie e(X, A) jest energia zaabsorbowana przez belke, a A jest wektorem dys-
kretnych zmiennych losowych o rozktadzie dwupunktowym modelujacych stan
(sprawny /wadliwy) polaczen zgrzewanych. Zgodnie z poczynionym zalozeniem,
kazda realizacja wektora A prowadzi do 3 wadliwych potaczen i eliminowania
z modelu MES odpowiednich elementéw skonczonych. Zaobserwowano, ze roz-
rzut wartosci funkeji (6.2) wywotany usuwaniem zgrzewow, mierzony jako mak-
symalne odchylenie od wartosci sredniej, moze wynosi¢ do 0.07. Poniewaz nie
jest znana funkcja lacznej gestosci prawdopodobieristwa zmiennych A, nie jest
mozliwe aby wlaczy¢ je do wektora zmiennych podstawowych X, a ich obecnosé
w pierwszym etapie Z3M manifestowa¢ sie bedzie jedynie jako szum nalozony
na wartosci funkcji graniczne;j.

Zastosowany algorytm realizowany jest zgodnie z opisem przedstawionym
w podrozdziale 5.1. Zawiera on jednak pewne usprawnienia majace na celu pod-
niesienie efektywnosci rozwigzania, ktore odrozniaja go od oryginalnej wersji
z pracy [278].

Pierwsza czesé¢ algorytmu to poszukiwanie punktu projektowego wykorzystu-
jace technike adaptacyjnej aproksymacji funkcji granicznej. Trzeba tutaj pamie-
tac, ze ze wzgledu na wplyw szumu na obliczane wartosci funkcji g, celem tego
etapu nie jest “doktadna” lokalizacja punktu projektowego, a jedynie znalezienie
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sie w jego poblizu. Nie jest zatem wskazane uzywanie zbyt rygorystycznych wa-
runkoéw zbiezno$ci poniewaz z duzym prawdopodobiefistwem warunki te nie zo-
stana spelnione. Ponadto, zastosowane kryterium zbieznosci (por. opis w punk-
cie 6 na stronie 142) powinno uwzglednia¢ wymiar zadania n. Kryterium postaci
0 < €, gdzie € = 0.1, a ¢ jest odlegtoscig miedzy dwoma ostatnimi przyblizenia-
mi potozenia punktu u* (dwoma potozeniami $rodka obszaru dopuszczalnego),
moze by¢ zbyt restrykcyjne w przypadku probleméw z wieloma zmiennymi lo-
sowymi. Zmodyfikowane kryterium zapisa¢ mozna jako § < kvne2, w ktorym
prawa strona rowna sie x krotnej dtugosci przekatnej n-wymiarowej hiperkostki
o boku réwnym e.

W biezacym przyktadzie dla n = 8 przyjeto € = 0.15 1 kK = 1, co prowa-
dzi do warunku d < 0.42. Drugi warunek zbieznosci dotyczy wartosci $redniej
funkcji granicznej w punkcie projektowym i zdefiniowany jest jako h(u*) < 0.1.
Na podstawie wczesniejszych doswiadczeni ograniczono réwniez liczbe iteracji
pierwszego etapu Z3M do 15.

Inna modyfikacja w stosunku do oryginalnego algorytmu polega na odmien-
nej strategii redukeji wielkosci obszaru dopuszczalnego. Chociaz w [278] zapro-
ponowano, aby w kazdej iteracji zmniejsza¢ o potowe dtugo$é boku hiperkostki
tworzacej obszar dopuszczalny, to jednak w przypadku probleméw wielowymia-
rowych podejscie takie wydaje sie by¢ niekorzystne ze wzgledu na zbyt szybkie
zawezanie pola poszukiwan, co prowadzi¢ moze do niepozadanego dziatania algo-
rytmu. Istnieje wysokie prawdopodobienistwo, ze aproksymacja potozenia punk-
tu projektowego otrzymana z wykorzystaniem powierzchni odpowiedzi zbudowa-
nych w oparciu o zbyt “zlokalizowane” oraz obarczone szumem dane, znajdowaé
sie bedzie poza obszarem dopuszczalnym. W zaimplementowanej wersji metody
Z3M zamiast boku dopuszczalnej n-wymiarowej hiperkostki plan redukcji do-
tyczy jej objetosci. Zalozono, ze w przypadku gdy biezace przyblizenie punktu
projektowego znajduje sie wewnatrz obszaru dopuszczalnego, to objetosé nowe-
go obszaru zmniejsza sie do 25% objetosci aktualnej, co zapisa¢ mozna jako

b = 0.25mb;_1, (6.3)

gdzie b; 1 b;—1 sa odpowiednio biezaca oraz poprzednia dtugoscia boku. W przy-
padku 8 zmiennych losowych oraz poczatkowej dtugosci boku bg =6 wynikiem tej
strategii jest nastepujacy ciag dtugosci 6,5.05,4.24,3.57,3,2.52, ..., natomiast
zgodnie ze strategia potowienia dostaniemy 6, 3,1.5,0.75,0.325,0.1625, . .. .

Do aproksymacji funkcji granicznej przyjeto liniowa powierzchnie odpowie-
dzi oraz metode regresji wazonej, zob. (5.1)—(5.3). Eksperymenty do budowy
powierzchni odpowiedzi generowane byty przez plan OLH o N = 4n = 32 punk-
tach.
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Rys. 6.4. Metoda Z3M, etap lokalizacji punktu projektowego: a) historia zmian oszacowania
wskaznika niezawodnosci Srorm, b) historia zmian kryterium zbieznosci (odleglosci miedzy
kolejnymi iteracjami punktu projektowego)

Wyniki pierwszego etapu algorytmu Z3M pokazano na rys. 6.4. Po lewej za-
prezentowano historie zmian wartos$ci wskaznika niezawodnosci pierwszego rze-
du BrorwMm, ktore odpowiadaja poszczegbdlnym przyblizonym polozeniom punk-
tu projektowego. Oznaczenia “ZA” i “W” przy punktach wykresu informuja czy
punkt projektowy znaleziony byl odpowiednio na zewnatrz czy wewnatrz ob-
szaru dopuszczalnego. Wykres po prawej stronie przedstawia zmiany wartosci
warunku zbieznosci rozumianego jako odlegto$é pomiedzy kolejnymi iteracjami
potozenia punktu projektowego. Kryterium to zostato spelnione po 5 iteracjach.
Otrzymano nastepujace oszacowania:

8" = Brorm = 4.04, P} =2.7-107%, (6.4)
u* = {-0.89,-0.29,—-1.20, —-1.26, —2.19, —0.80,1.92, —1.81}, (6.5)
h(u*) = 0.0038,

liczba obliczen funkcji granicznej = 213,

gdzie indeks I oznacza pierwsza czesé algorytmu Z3M. Analizujgc wspotrzedne
punktu u* mozna zauwazy¢, ze najbardziej prawdopodobna realizacja awarii
belki odpowiada zdarzeniu gdy grubosci czesci 3 i 4 jak réwniez granica pla-
stycznosci materialu sg istotnie ponizej swych wartosci oczekiwanych oraz gdy



6.1 Analiza niezawodnosci zgniatanej dynamicznie belki cienkosciennej... 173

istnieja znaczace sktadowe poprzeczne wektora predkosci uderzajacej masy, kto-
ry nominalnie pokrywa sie z osia x. Trzeba podkresli¢, ze punkt projektowy
odnosi sie do najbardziej prawdopodobnej realizacji wektora X, ktéra prowadzi
do awarii, jak réwniez do pewnego usrednionego wplywu wad polaczen zgrze-
wanych (zmiennych A). Nie mozna zatem traktowaé¢ punktu u* jako rzutu na
n-wymiarows przestrzen zmiennych podstawowych hipotetycznego punktu pro-
jektowego, ktory znaleziony bytby znajac funkcje gestosci prawdopodobieristwa
zmiennych A i rozpatrujac zadanie w przestrzeni 72-wymiarowej (72 = 8 + 64,
n =8, 64 jest liczba zgrzewow).

Pamietajac, ze do budowy kazdej aproksymacji funkcji granicznej uzywa-
no 32 punktoéw eksperymentalnych oraz uwzgledniajac obliczenia niezbedne do
weryfikacji wartosci funkcji w poszczegolnych iteracjach punktu projektowego,
catkowita liczba wywotan programu RADIOSS wynosita 213.

Na poczatku drugiego etapu algorytmu (adaptacyjnej metody importance
sampling) wygenerowano N; = 80 realizacji zmiennych losowych zgodnie z pla-
nem OLH przy uzyciu funkeji gestosci prawdopodobieristwa ¢, (u,u*,I). Na-
stepnie, tak jak to opisano w punktach 1-5 w podrozdziale 5.1.2, zbudowano
wielomodalna funkcje gestosci losujacej. Jedyna modyfikacja dotyczyta stoso-
wanej wielkosci probki. Zdecydowano, ze bedzie ona wynosi¢ 5K, gdzie K jest
liczba “istotnych” punktow reprezentatywnych. Za takie uznaje sie minimal-
na liczbe K pierwszych punktoéw reprezentatywnych z najwyzszymi wagami,
ktorych suma przekroczy 0.75. Wartosé dopuszcezalng wspotezynnika zmienno-
$ci estymatora prawdopodobienistwa awarii Vp, przyjeto réwng 0.2. Ostateczna
postaé¢ wielomodalnej gestosci losujacej otrzymano po 18 krokach iteracyjnych
(1195 obliczeniach wartosci funkcji granicznej). Jest to funkcja typu (5.11) z 17
punktami reprezentatywnymi o wagach odpowiednio rownych:

w = {0.195,0.169, 0.138, 0.064, 0.057,0.051, 0.045, 0.043, 0.035,
0.035,0.034,0.031, 0.026,0.024,0.019,0.019,0.017}.

Sposrod punktow reprezentatywnych trzy pierwsze sa wyraznie dominujgce. Po-
tozone sa w przyblizeniu w tej samej odleglosci od punktu u = 0 co punkt pro-
jektowy znaleziony w pierwszym etapie Z3M. Na rysunkach 6.5 i 6.6 pokazano
wykresy obrazujace, jak wraz z postepem procesu generowania nowych realizacji
zmiennych losowych ewoluuja warto$ci wag oraz odlegtosci punktéw reprezen-
tatywnych od poczatku uktadu wspotrzednych. Liczby podane przy punktach
wykresu #1 na rys. 6.5 oznaczajg catkowita liczbe punktoéw reprezentatywnych.
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Rys. 6.6. Metoda Z3M, etap importance sampling: Odleglosci od punktu u = 0 pierwszych
pieciu punktéw reprezentatywnych.
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Rys. 6.7. Metoda Z3M, etap importance sampling: Ewolucja wartosci estymatora prawdopo-
dobienistwa awarii.

Poréwnujac wykresy narys. 6.5 1irys. 6.6 z ewolucja estymatora ﬁf narys. 6.7
mozna zauwazy¢ znaczace zmiany wartosci tego estymatora pomiedzy 500-tna
a 900-tna realizacja zmiennych losowych, co niewatpliwie wynika z lepszego
dopasowania gestosci losujacej do ksztaltu obszaru awarii. Na rys. 6.8 przedsta-
wiono historie zmian wspotczynnika zmiennosci Vp,- Trend ten nie jest monoto-
niczny. Zaobserwowany skok spowodowany moze by¢ rzadkim zdarzeniem pole-
gajacym na wygenerowaniu realizacji o wysokim stosunku ¢, (v;,0,I)/sv(v;),
por. wzor (5.8). Ostateczne oszacowanie prawdopodobieristwa awarii oraz odpo-
wiadajacy mu wskaznik niezawodnosci (A.5) wynosza:

Pl =537-107°, g'=-o~(P}") =3.87, (6.6)
liczba obliczen funkcji granicznej = 1195,

gdzie indeks II oznacza drugi etap metody Z3M.

Poréwnujac wartosci P} i P}I mozna doj$¢ do wniosku, iz funkcja granicz-
na nie jest silnie “globalnie” nieliniowa, a zatem jest dyskusyjne, czy poprawka
uzyskana dzieki adaptacyjnej metodzie importance sampling wnosi wiele w sto-
sunku do aproksymacji FORM wykorzystujacej punkt projektowy z pierwszego
etapu. Pomimo, iz skorygowane przez symulacje losowe prawdopodobienstwo
awarii jest dwukrotnie wieksze niz wartosé P}, to nie jest to jednak zmiana ja-
kosciowa i dlatego mozna kwestionowaé zasadno$¢ poniesienia znaczacego kosztu
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Rys. 6.8. Metoda Z3M, etap importance sampling: Ewolucja wspolczynnika zmiennosci esty-
matora Py.

dodatkowych obliczen niezbednych do otrzymania wyniku. Z drugiej strony, roz-
wazania takie sa mozliwe dopiero po przeprowadzeniu drugiej fazy algorytmu
Z3M, ktora stanowi bardzo dobra weryfikacje poprawnosci oszacowania FORM.

W celu oceny wpltywu wad potaczen zgrzewanych na niezawodno$é zderzenio-
wa analizowanej belki, powtorzono dwa etapy algorytmu Z3M zakladajac tym
razem idealny stan wszystkich zgrzewéw. Otrzymano nastepujace rezultaty:

Pierwszy etap, liczba obliczen funkcji granicznej = 199,
8" = Brorm = 4.02, P} =29-107, (6.7)
u* ={-1.14,0.15,-0.99, —1.84, —1.61,—1.30, 1.81, —1.72}, (6.8)
h(u*) = —0.0016,
Drugi etap, liczba obliczen funkcji granicznej = 660,
Pll=19-10"° g"=-o"'(P}')=4.12. (6.9)
Z poréwnania prawdopodobienistw awarii odpowiadajacych przypadkom
z uwzglednianiem oraz bez uwzgledniania wad potaczen zgrzewanych (odpo-
wiednio rownania (6.6) i (6.9)) mozna stwierdzi¢, ze jakos¢ tych polaczen ma
istotne znaczenie w ocenie niezawodnosci podtuznicy, jako elementu absorbu-
jacego energie zderzen. Jest okoto 3 razy bardziej prawdopodobne, ze belka
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z wadliwymi zgrzewami nie zaabsorbuje w czasie zderzenia wymaganej energii
niz belka o nieuszkodzonych potaczeniach.

Punkty projektowe (6.8) i (6.5) sa niewatpliwie rozne, a jednak ich wspot-
rzedne niosa ze sobg jakosciowo podobna informacje. Odzwierciedlaja one in-
tuicyjny scenariusz awarii polegajacy na gorszych niz nominalne wartosciach
parametrow materialowych, mniejszych niz zaktadano grubosciach blach oraz
znacznych sktadowych poprzecznych wektora predkosci uderzajacej masy.

6.2. Algorytm poprawy poziomu niezawodnosci w zastosowaniu do
zagadnien wytrzymatosci zderzeniowe;j

Omowiony wezesniej model podtuznicy (zob. rys. 6.1) wykorzystano do prze-
testowania metody poprawy niezawodnosci zaproponowanej w podrozdziale 5.2.
Wybér zmiennych losowych odpowiada temu, ktéry przedstawiono w tab. 6.1.
Jednak tym razem wartosci oczekiwane zmiennych X7, ..., Xy (grubosci blach,
z ktorych wykonano poszezegdlne czesei belki) traktowane sa jako zmienne pro-
jektowe, a odpowiadajace im odchylenia standardowe obliczane sg przy zachowa-
niu statego wspoélczynnika zmiennosci, zob. tab. 6.2. Podobnie jak w poprzednim
podrozdziale, wady potaczen zgrzewanych uwzglednia sie eliminujac za kazdym
razem z modelu MES 3 losowo wybrane elementy skoriczone zgrzewow.

Tablica 6.2. Zmienne losowe w zadaniu optymalizacji niezawodnosciowej / poprawy niezawod-
nosci zgniatanej podtuznicy.

Zmienna Opis Rozklad Wartosé Odch. std./

prawdopod. | oczekiwana | wsp. zmien.

X1 t1 - grubosé czesei 1 lognormalny y1 [mm] vx, = 5%
X to - grubo$é czesci 2 lognormalny Yo [mm vx, = 5%
X3 t3 - grubosé czesci 3 lognormalny y3 [mm vx, = 5%
Xy t4 - grubosé czesci 4 lognormalny Y4 [mm] vx, = 5%
X5 oo - granica plastycznosci | lognormalny | 180 [MPal 15 [MPa]
Xs E - modul Younga lognormalny | 210000 [MPa] | 21000 [MPa]
X7 vy - sktadowa y wektora | normalny 0[m/s| 1.5 [m/s

predkosci poczatkowej
uderzajacej masy
Xs v¢ - sktadowa z wektora normalny 0[m/s] 1.5 [m/s]
predkosci poczatkowej
uderzajacej masy
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Problem optymalizacji sformutowany jest nastepujaco:

znajdz wartosci zmiennych:

y={y1=nx1,Y2=1x, Y3=1X5, Ya = X4 ) (6.10)
minimalizujace:
objetos¢ materiatu V (y), (6.11)

przy ograniczeniach:

dla wszystkich realizacji zmiennych X:

1) absorbowana energia jest wieksza niz 7500 J, (6.12)
2) deformacja pierwszej czesci jest wigksza niz

50% deformacji catkowitej, (6.13)

0.8mm < y; < 2.0mm, i=1,...,4. (6.14)

Przyjety czas trwania zderzenia wynosi 20 ms. Minimalna wartos$¢ energii poda-
na w ograniczeniu (6.12) odpowiada nominalnym grubosciom blach t; = t5 =
t3 = 1.bmm, {4 = 1 mm, warto$ciom srednim zmiennych Xj,..., Xg oraz nie-
wadliwym zgrzewom. Ograniczenie (6.13) wprowadzono aby preferowaé takie
rozwigzania, ktére prowadza do deformacji zlokalizowanych w pierwszej czesci
belki (numeracja segmentéw belki na rys. 6.1).

Rozwigzanie poczatkowe wybrano analizujac 50 realizacji wektora zmien-
nych projektowych wygenerowanych przy pomocy zmodyfikowanego planu OLH
zgodnie ze strategia opisang w podrozdziatach 5.2.2.1 1 5.2.3. Na rys. 6.9, gdzie
przedstawiono historie zmian wartosci parametréw projektowych, punkt star-
towy odpowiada iteracji 0. Jak to pokazano w formie wykresu stupkowego na
rys. 6.10, punkt startowy cechuje bardzo niski poziom niezawodnosci. Sposrod
50 wygenerowanych punktow OLH, 28 nie spelnia ograniczenia (6.12), a 1 -
ograniczenia (6.13).

Iteracyjny algorytm opisany w 5.2 realizowany jest az do znalezienia pierw-
szego rozwigzania, ktoére spelni ograniczenia. Do szacowania wartosci wspol-
czynnikéw korelacji pomiedzy funkcjami ograniczen a zmiennymi projektowy-
mi, a takze do eksploracji obszaru rozwiazan dopuszczalnych, zastosowano 50-cio
punktowy plan OLH. Rozwiazanie znaleziono po czterech krokach iteracyjnych.
Jak wida¢ na rys. 6.9, objeto$¢ materiatu belki wzrosta w stosunku do rozwia-
zania nominalnego w wyniku znacznego pogrubienia segmentow 2 i 3 (warto-
sci bliskie gornemu ograniczeniu prostemu). Grubosé segmentu 1 jest znacznie
mniejsza, co sprzyja realizowaniu sie deformacji zlokalizowanych na styku belki
z uderzajaca masa, takich jak na rys. 6.3b.



6.2 Algorytm poprawy poziomu niezawodnosci w zastosowaniu do wytrzymatosci ... 179
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Rys. 6.9. Historia zmian wartosci parametréw projektowych.
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Rys. 6.10. Historia zmian liczby punktéw OLH niespelniajacych ograniczenia 1 - (6.12)
i2-(6.13) (wykres stupkowy) oraz historia zmian wartosci funkeji celu (linia ciagta).
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6.3. Jakosciowa analiza zachowania elementu zgniatanego za
pomoca algorytmu klasyfikacji wynikéw symulacji OLH

Podczas analizy wynikow losowych symulacji zachowania sie konstrukeji, na
wykresach, ktorych osiami sa zmienne losowe oraz wybrane wielkosci odpowie-
dzi, mozna czesto zaobserwowaé tworzenie sie oddalonych od siebie skupien
punktow (ang. clusters). Obrazy takie niosa ze soba zazwyczaj istotne informa-
cje dotyczace modelowanego uktadu konstrukcyjnego, $wiadcza o istnieniu od-
miennych jako$ciowo postaci zniszczenia lub tez o mozliwosci utraty stateczno-
Sci. Jesli przyjrzymy sie wykresom punktowym na rys. 6.11, ktére przedstawia-
ja zaleznosci pomiedzy przemieszczeniem kratownicy Misesa (zob. podrozdzial
4.1.5), a sztywnoscia sprezyny i wielkoscia przytozonego obciazenia, to widoczne
tam dwa skupienia wynikéw odpowiadaja stanom przed i po przeskoku. Na-
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Rys. 6.11. Wyrazne skupienia punktéow eksperymentalnych dla przyktadu kratownicy Mise-
sa (zob. podrozdzial 4.1.5). Grupa punktéw w lewym dolnym rogu wykresow Ks-w i S-w
(Skupienie 2) odpowiada przeskokowi kratownicy.

lezy postawi¢ pytanie, czy mozna tatwo zidentyfikowaé obszary w przestrzeni
zmiennych, ktéorym odpowiadaja skupienia odpowiedzi konstrukeji widoczne na
wykresach?

W przypadku jednej lub dwoch zmiennych losowych wystarczy odwzoro-
waé punkty poszczegolnych skupienn w punkty eksperymentalne, aby wizualnie
sprawdzi¢ czy mozna méwic o jakiejkolwiek prawidlowosci, ktéra ttumaczytaby
obserwowane skupienia. Jednak jesli zmiennych jest wiecej niz dwie, podejscie
polegajace na analizie ulozenia odpowiednich punktéw na plaszczyznach zde-
finiowanych przez wszystkie pary zmiennych losowych staje sie zbyt zlozone
i praktycznie bezuzyteczne.

Dlatego w celu przeprowadzenia klasyfikacji poszczegolnych skupien, po-
szukuje sie powierzchni (w najprostszym przypadku hiperptaszczyzny), ktora
jak najlepiej rozdziela dwie grupy punktéow eksperymentalnych prowadzace do
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odmiennych jakosciowo zachowan konstrukcji. Powierzchnia taka stanowi¢ moze
roéwniez wygodne narzedzie do szybkiej oceny nowych rozwigzan.

Ponizej przedstawiona zostanie metoda znalezienia réwnania hiperptaszczy-
zny, ktora zastosowano w pracach [17,21] w analizowanych przez autora przy-
ktadach dotyczacych wytrzymatosci zderzeniowej. Zaprezentowane sformutowa-
nie przypomina, znana z technik sztucznej inteligencji, metode uczenia nadzo-
rowanego, zwang maszyna wektorow nosnych (ang. support vector machine -
SVM) |22, 148]. Co ciekawe, dopiero w ostatnich kilku latach zaczely ukazy-
wacé sie pierwsze prace, gdzie proponuje sie zastosowanie SVM w analizie nie-
zawodnosci 1 optymalizacji niezawodnos$ciowej, zob. [9, 10,101, 174]. Réwnanie
poszukiwanej hiperptaszczyzny ma postaé

ax =d, (6.15)

gdzie a jest wektorem normalnym do hiperplaszczyzny o wymiarze n, a |d| jest
odlegltoscia od poczatku uktadu wspoétrzednych. Zadanie polega na znalezieniu
takich wartosci a i d aby hiperplaszczyzna (6.15) rozdzielata zbiér eksperymen-
tow (realizacji zmiennych losowych) S = {x(®) i =1,..., N} na dwa roztaczne
podzbiory odpowiadajace zaobserwowanym skupieniom. Oznaczmy te podzbio-
ry jako Sy = {xU) j € I'}i Sy = {x®) k € I?}, gdzie I' i I? sa zbiorami indek-
sow z zakresu 1,..., N wynikajacymi z zaklasyfikowania punktéw jako nalezg-
cych do pierwszego badz do drugiego skupienia. Oczywiscie N1 4+ No = N, gdzie
N; =|51|, a Ny = |Ss|. Chcemy tak dobra¢ wspolczynniki rownania (6.15), aby
wszystkie punkty z S znalazly sie po jednej stronie hiperptaszczyzny, a wszyst-
kie punkty z Sy po drugiej i aby maksymalizowaé odlegtosé hiperplaszczyzny
od najblizszych punktow z S7 1 S2. Wprowadzajac dodatkowa zmienng r, ozna-
czajaca najmniejsza odlegtosé punktu ze zbioru S od hiperptaszczyzny, zadanie
optymalizacji, ktorego rozwiazanie daje w wyniku wspotczynniki a i d zapisa¢
mozna jako

znajdz wartosci zmiennych: aq,...,a,,d,r, (6.16)
maksymalizujace: 7, (6.17)
n
przy ograniczeniach: Z a? =1, (6.18)
i=1
ax) —d > r, iely, 6.19
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gdzie a; jest i-ta sktadowa wektora normalnego a, warto$é¢ § wybrano jako naj-
wieksza odlegtos¢ punktu x € S od poczatku ukladu wspolrzednych, a + to
najmniejsza odlegtos¢ pomiedzy punktami podzbioréow S i Ss.

Tak sformulowana metoda klasyfikacji punktéw eksperymentalnych zaim-
plementowana zostala przez autora w programie M-Xplore, module pakietu
RADIOSS, ktory przeznaczony jest do analizy stochastycznej konstrukecji. Na
rys. 6.12 widoczne jest okno dialogowe programu M-Xplore, gdzie oprocz wi-
zualizacji wynikow klasyfikacji istnieje mozliwo$¢ wprowadzenia wspotrzednych
nowego punktu w celu okreslenia jego przynaleznosci do jednego ze skupien.
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Rys. 6.12. Okno dialogowe programu M-Xplore gdzie pokazano wynik zakornczonej powodze-
niem klasyfikacji punktow eksperymentalnych przy pomocy hiperptaszczyzny. Rzutujac punk-
ty na plaszczyzne prostopadta do znalezionej, mozna wyraznie zaobserwowac rozdziat punktow
nalezacych do dwoch skupieri.
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Do rozwigzania zadania (6.16)—(6.23), w prezentowanym ponizej przykla-
dzie analizy wynikéw symulacji losowych zgniatania elementu tylnej ramy po-
jazdu, uzyto algorytmu sekwencyjnego programowania kwadratowego NLPQL,
zob. [215]. Zdarza sie jednak, iz ze wzgledu na nieliniowy charakter granicy
pomiedzy dwoma skupieniami, algorytm ten nie jest w stanie odseparowaé¢ pod-
zbioréw hiperptaszczyzna i nie mozna uzyskaé¢ jego zbieznosci. W nastepnej
iteracji, za pomoca metody NLPQL podejmuje sie wtedy probe rozdzielenia
podzbioréw Sy i So hiperpowierzchnia drugiego stopnia.

Na rys. 6.13 zaprezentowano skoriczenie elementowy model rozpatrywanego
fragmentu tylnej ramy zawieszenia samochodu. Model MES sktada sie z oko-
to 6000 elementéw powlokowych. Element utwierdzony jest w prawym koncu,
natomiast z lewej strony zgniatany jest przez poruszajaca sie ze stala predko-
$cig 35km /h pionowa sztywna przegrode. Czas symulacji przyjeto rowny 0.04 s,
a wiec przegroda przemieszcza sie w tym czasie o okoto 40 cm, co stanowi 1/3
dhugosci catkowitej elementu.

xv

Time= 0.000e-2

Rys. 6.13. Model MES elementu tylnej ramy zawieszenia pojazdu. Czes¢ modelu oznaczona
jasniejszym kolorem z lewej strony ma numer 1, a ciemniejsza cze$¢ z prawej numer 2. Czesé
znajdujaca si¢ wewnatrz czesci drugiej (widoczny jasniejszy fragment po prawej stronie) ozna-
czona jest numerem 3.

Posta¢ deformacji elementu jest kombinacja zgniatania oraz zginania (wybo-
czenia). W zaleznosci od przyjetych grubosci poszezegolnych czesci oraz wartosci
stalych materiatowych jedna z tych form deformacji moze by¢ dominujaca, zob.
rys. 6.14. Poniewaz z pierwsza postacia deformacji wiaze sie zazwyczaj dobra
absorpcja energii zderzenia, a druga cechuje sie niskag absorpcja i duzymi prze-
mieszczeniami poprzecznymi, dlatego celem biezacej analizy jest okreslenie za
pomoca symulacji losowych takich parametrow konstrukceji, ktore prowadza do
danego typu deformacji.



184 6. Analiza niezawodnosci i optymalizacja w zagadnieniach wytrzymatosci zderzeniowej

«ly x [y

Time= 3.000e-2 o Time= 3.000e-2

Rys. 6.14. Dwie dominujace formy deformacji: zgniatanie oraz zginanie (globalne wyboczenie).

Na potrzeby tak postawionego zadania wybrano sze$¢ zmiennych opisuja-
cych geometrie i material trzech czesci konstrukeji, ktore wyszczegdlnione sg w
opisie do rys. 6.13. Kazda z czedci reprezentowana jest przez grubosé¢ stalowej
blachy, z ktorej zostata wykonana, jak réwniez przez bezwymiarowy mnoznik «
w zwiazku konstytutywnym typu (6.1) postaci

o=af(ep,€). (6.24)

Przyjeto, ze wszystkie zmienne maja jednostajny rozktad prawdopodobienistwa
o nastepujacych granicach:

X1 - Grubosé blachy czesei 1, ¢1 € [1.02mm, 1.38 mm)],

Xy - Grubosé blachy czesci 2, to € [1.36 mm, 1.84 mm],

X3 - Grubosé blachy czesei 3, t3 € [1.7mm, 2.3 mm)],

Xy - Parametr prawa konstytutywnego materiatu czesci 1, oy € [0.7,1.3],
X5 - Parametr prawa konstytutywnego materiatu czesci 2, ag € [0.7,1.3],

X¢ - Parametr prawa konstytutywnego materiatu czesci 3, ag € [0.7,1.3].

Jako charakterystyczne wielkosci odpowiedzi deformowanego elementu przy-
jeto trzy sktadowe wektorow przemieszczenia oraz predkosci w czterech wybra-
nych weztach siatki MES. Trzy wezly znajduja sie w potowach diugosci od-
powiednich czedci konstrukeji, a czwarty wybrano na polaczeniu czesci 1 i 2.
Ponadto, rejestrowane sa sktadowe “globalnej” predkosci calego elementu, cal-
kowita energia odksztalcenia, a takze dla kazdej z czesci trzy sktadowe $rednich
predkosci weztéow oraz odpowiednie energie odksztatcenia. Daje to w sumie 40
monitorowanych odpowiedzi konstrukeji.

Za pomoca modutu M-Xplore przeprowadzono 300 symulacji MES progra-
mem RADIOSS generujac realizacje zmiennych X7,..., Xg zgodnie z planem
eksperymentéw OLH.
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Analize wynikéw symulacji rozpoczeto od poszukiwania skupien mogacych
$wiadczy¢ o odmiennych postaciach deformacji na dwuwymiarowych wykresach
punktowych wybranych odpowiedzi. Na rysunkach 6.15 i 6.16 przedstawiono
dwa wykresy punktowe, na ktérych wyraznie widoczne jest uktadanie sie wyni-
kow w dwa skupienia (takie same na obydwu wykresach). Co nie jest zaskakuja-
ce, najbardziej reprezentatywnymi dla deformacji typu zgieciowego okazaly sie
przemieszczenie pionowe srodkowego wezta czesci 2 i energia odksztalcenia tej
czescl.
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Rys. 6.15. Wykres punktowy sporzadzony dla chwili ¢ = 0.04 s, tzn. konca symulacji MES.
Na osi poziomej, przemieszczenie pionowe wezla znajdujacego sie w srodku czesci 2 (w mili-
metrach). Na osi pionowej, energia odksztatcenia czesci 2. Skupienie w prawym goérnym rogu
odpowiada globalnemu wyboczeniu elementu.

Po dokonaniu klasyfikacji skupieri punktow w przestrzeni odpowiedzi, poszu-
kujemy nastepnie hiperptaszczyzny rozdzielajacej odpowiadajace im realizacje
w przestrzeni zmiennych losowych. Niestety nie mozna dokonaé takiego proste-
go podzialu oznaczajac punkty skupien na pietnastu wykresach punktowych,
ktorych osiami sa wszystkie mozliwe kombinacje dwoch z szeSciu zmiennych
X17 e 7X6

Hiperptaszczyzne klasyfikujaca udato sie jednak znalezé rozwiazujac zada-
nie (6.16)—(6.23). Stosujac wprowadzone wczesniej oznaczenia, dana jest ona
réwnaniem

— 0.70t; — 0.38c1 + 0.43t2 + 0.4209 + 0.02¢t5 + 0.05a3 = 0.21. (6.25)
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Rys. 6.16. Wykres punktowy sporzadzony dla chwili ¢ = 0.04 s. Na osi poziomej, energia od-
ksztalcenia czesci 1. Na osi pionowej, energia odksztalcenia czedci 2. Widoczne jest skupienie
skladajace sie z tych samych punktéw co na wykresie 6.15. Deformacja typu wyboczenio-
wego charakteryzuje sie duza energia zaabsorbowana przez cze$¢ 2 przy stosunkowo malej
zaabsorbowanej przez cze$c 1.

Na rys. 6.17 zaprezentowano wykres punktowy powstaty z rzutowania punktow
planu OLH na ptaszczyzne prostopadta do hiperplaszczyzny (6.25).

Hiperptaszczyzna rozdziela przestrzen realizacji zmiennych losowych na dwa
obszary. Po jednej stronie znajduja sie te realizacje, ktore z duzym prawdopo-
dobienstwem prowadza do deformacji o dominujacej postaci zgieciowej - cha-
rakterystycznej dla globalnej utraty statecznosci. Po drugiej strony hiperptasz-
czyzny mamy do czynienia z regularnym zgniataniem elementu - deformacja,
ktora wiaze sie z dobrym absorbowaniem energii zderzenia. Obliczajac wartosé
wyrazenia po lewej stronie rownania (6.25) dla nowych wartosci grubosci bla-
chy oraz nowych wspotczynnikéw materiatlowych okreslic mozna przypuszczalny
typ deformacji elementu. Jesli obliczona wartos¢ jest wieksza od 0.21, to bedzie
to regularne zgniatanie, a jesli mniejsza, to element prawdopodobnie ulegnie
wyboczeniu.

Mozna pokusi¢ sie takze o probe analizy rownania (6.25). Pominmy na wste-
pie we wzorze wplyw zmiennych t3 i ag ze wzgledu na male wartosci stojacych
przy nich wspotezynnikéw. Dokonujac pewnych zaokraglen zgrupujmy nastepnie
pozostate 4 zmienne tak, aby otrzymaé wzor jako$ciowo podobny do wyjsciowego

— 0.4(2t1 + 011) + 0.4(t2 + Oég) =0.2. (626)
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Rys. 6.17. Wykres punktowy bedacy rzutem eksperymentow OLH na plaszczyzne prostopadtla
do hiperptaszczyzny (6.25). Plaszczyzna, na ktorej zaobserwowaé mozna oddzielenie punktow
nalezacych do réznych skupien, okreslona jest przez wektor normalny do hiperptaszczyzny
i dowolny prostopadtly do niego wektor.

Wystepujacy w powyzszym wzorze sktadnik Ry = 2¢; + «; mozna traktowaé ja-
ko reprezentujacy “globalng’ sztywnos¢ czedci 1. Jesli R; jest duze, to elementy
powtokowe, ktérymi modelowana jest ta czes¢ sa grubsze, a material jest sztyw-
niejszy. W podobny sposéb interpretowaé nalezy sktadnik Ro = to9 + aw, przy
pomocy ktorego opisywaé¢ mozna sztywnosé czesci 2. Po wstawieniu do (6.26)
otrzymuje sie dalsze uproszczenie znalezionego warunku klasyfikacji

Ry = R; 4+ 0.5. (6.27)

Ta posta¢ wzoru jest juz bardzo prosta do interpretacji. Jesli Ry > R; + 0.5,
wtedy czes¢ 2 jest na tyle sztywna, ze nie ulega zgieciu, a deformacja koncentruje
sie w czesci 1. W przeciwnym wypadku zaobserwujemy zginanie w czesci 2 oraz
globalne wyboczenie elementu.

Zaprezentowany sposob analizy wynikéw komputerowych symulacji losowych
pozwala na lepsze zrozumienie zachowania sie konstrukeji i okazuje sie by¢ przy-
datny w wielu zastosowaniach. Jednak ograniczeniem w stosowaniu tej meto-
dy moze by¢ wieksza liczba obserwowanych skupieri, jak réwniez koniecznosé
uwzglednienia zbyt wielu zmiennych.
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6.4. Optymalizacja odpornosciowa zgniatanej dynamicznie belki
cienkosciennej

Prezentowany przyktad optymalizacji odpornosciowej opracowany zostal w ra-
mach europejskiego projektu badawczego APROSYS. Projekt ten poswiecony
byt rozwojowi systeméw pasywnego bezpieczeristwa w konstrukcjach pojazdéw
samochodowych oraz wypracowaniu metod i narzedzi komputerowych, ktore
pozwola ograniczy¢ liczbe kosztownych testéw laboratoryjnych na rzecz testow
wirtualnych. Opis przyktadu znalezé mozna w raporcie [38].

Celem zadania jest takie dobranie grubosci poszczegélnych czesci cienko-
$ciennej belki podtuznicy, ktéra znana jest z podrozdzialéow 6.1 i 6.2, aby nie
zwickszajac znacznie jej nominalnego ciezaru zmaksymalizowaé absorbowana
przez belke energie uderzajacej masy i uczyni¢ wielkos¢ tej energii jak najmniej
wrazliwa na losowy rozrzut parametréow konstrukeji oraz obciazenia. Jako zmien-
ne projektowe przyjeto wartosci oczekiwane losowych grubosci czterech czesci
tworzacych belke, zob. rys. 6.1. Zalozono, ze poczatkowe (nominalne) warto-
$ci tych zmiennych wynosza 1.5mm, co daje poczatkowa objeto$¢ materiatu
Vinit = 864 000 mm?.

Stochastyczny model belki sktada sie z 8 zmiennych losowych opisujacych
grubosci blach, parametry materialowe oraz warunki poczatkowe zadania. Zmien-
ne te przedstawiono w tab. 6.4. Zastosowano, wprowadzona, w podrozdziale 2.3,
konwencje podziatlu zmiennych losowych na zmienne typu X i typu P, w zalez-
nosci od tego czy odpowiednie wartosci oczekiwane sa zmiennymi projektowymi
czy nie. Zaltozono, ze wartosci odchylenn standardowych zmiennych Xi,..., Xy
obliczane beda proporcjonalnie do wartosci oczekiwanych zgodnie ze stalym
wspolczynnikiem zmiennosci. Wady zgrzewdéw uwzgledniane sa tak jak w po-
przednich przyktadach, poprzez losowy wybor 3 sposroéd 64 potaczen, ktore eli-
minuje sie za kazdym razem z modelu MES.

Zadanie optymalizacji odpornosciowej sformulowane jest nastepujaco, por.

(2.43)—(2.48):

znajdz wartosci zmiennych:  px = {px,, Xy, X5 X4 }s 6.28

(6.28)

T ; 1—-a @
minimalizujace: f = ——E[f(X,P)]+ —o[f(X,P)], (6.29)

o
przy ograniczeniach: E[g(X)] —30[g(X)] > 0, (6.30)
0.5mm < py, <2.0mm, ¢=1,...,4, (6.31)

gdzie f(X,P) jest absorbowang przez belke energia wzieta ze znakiem minus,
a € [0,1] jest wspolezynnikiem wagowym, p* i o* sa stalymi normalizujacymi
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Tablica 6.3. Zmienne losowe w zadaniu optymalizacji odporno$ciowej zgniatanej podtuznicy.
Wartosci oczekiwane zmiennych X sa zmiennymi projektowymi.

Zmienna Opis Rozklad Poczatkowa | Wspoélczynnik
typu X prawdopod. wartosé zmienno$ci
oczekiwana
X1 t1 - grubosé czesei 1 lognormalny | 1.5 [mm)| 5%
Xo to - grubosé czesci 2 lognormalny 1.5 [mm)| 5%
X3 t3 - grubosé czesci 3 lognormalny | 1.5 [mm] 5%
X4 t4 - grubosé czesci 4 lognormalny | 1.5 [mm]| 5%
Zmienna Opis Rozklad Wartosé Odchylenie
typu P prawdopod. | oczekiwana | standardowe
Py 0o - granica plastycznosci | lognormalny | 180 [MPa] 15 [MPa]
Py E - modul Younga lognormalny | 210000 [MPa| | 10500 [MPal
Py vy - sktadowa y wektora | normalny 0[m/s] 1.0 [m/s]
predkosci poczatkowej
uderzajacej masy
Py v¢ - skltadowa z wektora normalny 0 [m/s] 1.0 [m/s]
predkosci poczatkowej
uderzajacej masy

wyznaczonymi na podstawie wynikéw symulacji losowych przeprowadzonych dla
pierwszego zbioru punktéow eksperymentalnych, a g(X) = 1.1Viy;, — V(X) jest
funkcja naktadajaca ograniczenie na przyrost objetosci belki - nie moze ona prze-
kroczy¢ 110% objetosci poczatkowej. Objetosé materiatu jest funkcjg losows ze
wzgledu na losowy charakter grubosci blach i dlatego ograniczenie (6.30) sfor-
mulowano jako ograniczenie odpornosciowe typu (2.45) przyjmujac 8 =3. Kry-
teria minimalizacji wartosci §redniej absorbowanej energii oraz jej odchylenia
standardowego wydaja sie by¢ wzajemnie konfliktowe. Konstruowanie podtuz-
nicy z grubszych blach niewatpliwie zwicksza zdolnos¢ absorbowania energii.
Z drugiej strony, rosnaca proporcjonalnie wariancja tych grubosci prowadzi do
wiekszego losowego rozrzutu obliczanych wartosci energii. Trzeba jednak pamie-
ta¢, ze dla ustalonej objetosci materiatu wpltyw na wyniki ma réwniez decyzja
o “dystrybucji” grubosci blach w ramach czterech czesci belki.

Czas pracy procesora konieczny do przeprowadzenia pojedynczej analizy
MES za pomoca programu RADIOSS wynosi okoto dwie godziny. Ze wzgledu na
ograniczenia licencyjne posiadanej wersji programu, w obliczeniach mozna byto
korzysta¢ z rownoleglej pracy jedynie 16 procesoréw. Z tego powodu zdecydowa-
no sie wykona¢ zaledwie jedng iteracje algorytmu optymalizacji odpornosciowej,
sktadajaca sie z:
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e Wygenerowania 32 realizacji wektora zmiennych projektowych réwno-
miernie w obszarze wyznaczonym przez zakresy zmiennosci (6.31), zgod-
nie z planem OLH.

e Wyznaczenia momentéw statystycznych funkeji celu i ograniczeri poprzez
symulacje losowe typu OLH na podstawie probek o wielkosci N = 64,
generowanych dla kazdej z 32 realizacji wektora pix.

e Budowy aproksymacji metoda krigingu (zob. podrozdzial 3.2) funkcji
pr(px), or(px), pg(px), og4(px). Aproksymacje te dane sa odpowiednio
jako fur(px), 6(1x), fig(Mx), 04(px)-

e Dla danego «, przy pomocy wybranego algorytmu optymalizacji deter-
ministycznej, znalezienia rozwiazania zadania minimalizacji

znajdz wartosci zmiennych: px, (6.32)
1—
minimalizujace: *aﬂf(ux) + %51‘(#)()7 (6.33)
i o
przy ograniczeniach: fig(px) —364(px) >0, (6.34)
0.5mm < py, <2.0mm, i=1,...,4. (6.35)

A zatem, w celu skonstruowania koniecznych powierzchni odpowiedzi nalezato
wykonaé¢ 2048 symulacji skoniczenie elementowych dla réznych wartosci para-
metrow modelu MES. Z uwagi na wspomniane juz ograniczenia dotyczace pa-
ralelizacji obliczeni, bylo to zadanie dos¢ czasochlonne. Zastosowane podejscie,
polegajace na tworzeniu niezaleznych aproksymacji dla wszystkich wystepuja-
cych w sformutowaniu (6.28)—(6.31) momentéw statystycznych, omoéwione zo-
stalo w podrozdziale 2.4.2.2 jako tzw. strategia aproksymacji statystyk.

W celu zbadania wpltywu wartosci wspotezynnika wagowego na otrzymywane
rozwigzania rozpatrzono 9 przypadkoéw, przyjmujac kolejno o = 0.1,0.2,...,0.9.
Na wykresie 6.18, ktorego osiami sa kryteria optymalizacji py = E[f(X,P)]
i op = o[f(X,P)], pokazano wyniki odpowiadajace punktom eksperymental-
nym jak réwniez rozwigzania optymalne oraz ich symulacyjne weryfikacje. Punk-
ty oznaczone kotkami reprezentuja wartosci kryteriow oszacowane za pomoca
symulacji losowych i odpowiadaja tym sposrod 32 realizacji zmiennych projek-
towych, ktore spelniaja ograniczenie (6.30) dotyczace zmian objetosci. Czworo-
katne symbole oznaczaja 9 rozwiazan zadania (6.32)—(6.35) dla réznych wspol-
czynnikow «, a wiec sg punktami ze zbioru rozwigzan kompromisowych (ocen
rozwigzan niezdominowanych). Punkty oznaczone trojkatami sa wynikami we-
ryfikacji wartosci ocen rozwiazan niezdominowanych za pomoca symulacji loso-
wych, gdzie probki generowane sa przez 64-ro punktowe plany OLH.



6.4. Optymalizacja odpornosciowa zgniatanej dynamicznie belki cienkoSciennej 191
550000 1
[}
°

=
S 500000 - i
° °
e

°
) ° o °©
3 ° ° °
% 450000 -]
28 °
3 °
s °
E
S 400000 - ¢ °
3 °
=]
g . 2
5 °

hd °
2 ° °
c
% 350000 -
£ @ Wyniki symulacji, ktére spetniajg ograniczenie
8 @ Zbidr kompromisdw wyznaczony z powierzchni odpowiedzi
A Symulacyjna weryfikacja zbioru kompromiséw
°
3500000 4000000 4500000 5000000 5500000 6000000 6500000 7000000 7500000 8000000 8500000 9000000

Warto §¢ $rednia absorbowanej energii[J]

Rys. 6.18. Wartosci funkcji kryteriow optymalizacji odpowiadajace tym sposrod 64 punktow
eksperymentalnych, ktore spelniaja ograniczenie (6.30), oraz zbior rozwiagzan kompromisowych
i odpowiadajacych im weryfikacji metoda losowych symulacji OLH.

420000 -
902
415000 - 0.1
¢
5 03
gMUJOO b 06
5 ¢
el 0.9. .OA
& 405000 05
s
8
2 i 07
3 0.8 A07
©
£ 395000 - A0S
[}
B
[
o
% 390000 -
ot 0.90 0.2
@ A0 A04 A
2
< 385000 - A
;>~ @ Zbiér kompromiséw wyznaczony z powierzchni odpowiedzi 08
8 A Symulacyjna weryfikacja zbioru kompromiséw 03A
O 380000 -|
AO6
375000 T T T T T T 1
8830000 8850000 8870000 8890000 8910000 8930000 8950000 8970000

Warto §¢ $rednia absorbowanej energii[J]

Rys. 6.19. Punkty zbioru kompromiséw oraz ich weryfikacji za pomoca symulacji losowych.
Wartosci przy symbolach odpowiadaja uzytym wspoélczynnikom wagowym o.
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Zbiér kompromiséw oraz odpowiadajacy mu zbidr weryfikacji “powiekszono”
na rys. 6.19. Mozna zauwazy¢, ze w zwigzku z ograniczona dokladnoscia po-
wierzchni odpowiedzi budowanych w oparciu o niewielka liczbe punktow ekspe-
rymentalnych oraz w zwigzku z btedem, ktérym obarczone sa wyniki symulacji
losowych, wzajemne pozycje punktéw w zbiorze kompromiséw oraz zbiorze we-
ryfikacji nie odpowiadajg jakosciowo wartosciom wspodtezynnikow «, dla ktorych
otrzymano rozwiazania. Ponadto, rozwiazania te wydaja sie nieznacznie zanizaé
wartos¢ Srednia absorbowanej energii oraz zawyzaé jej odchylenie standardowe.

7 drugiej stony, dla przebadanego zakresu zmiennosci wspotczynnika wago-
wego uzyskiwane optymalne warto$ci kryteriéw nie réznia sie znacznie od sie-
bie, a dokladnos¢ aproksymacji wydaje sie byé¢ zadowalajaca z punktu widzenia
praktyki projektowej. Analizujac rozwiazania niezdominowane (Pareto) pokaza-
ne na rys. 6.20 mozna dojs¢ do wniosku, ze rozwiazanie zadania optymalizacji
odpornosciowej rozpatrywanej belki prowadzi do powiekszenia grubosci ptyty
(czesé 4), nieznacznego zmniejszenia grubosci dwoch pierwszych czesci typu 2
oraz do grubodci czedci trzeciej, ktora bliska jest nominalnej wartosci 1.5 mm.
Na podstawie obserwowanego skupienia rozwigzan optymalnych w przestrzeni
kryteriow na wykresie 6.18 oraz malego zréznicowania rozwiagzan na rys. 6.20
wnioskowa¢ mozna, iz kryteria {yus, o ¢} nie sa konfliktowe.
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Rys. 6.20. Rozwiazania niezdominowane (Pareto) dla rozpatrywanych wartosci wspolczynni-
ka a.
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6.5. Optymalizacja odpornosciowa w zadaniu kalibracji
parametréw modelu numerycznego

Ponizszy przyktad dotyczy zastosowania techniki optymalizacji odpornoscio-
wej w zadaniu doboru wartosci parametréw modelu numerycznego przeznaczo-
nego do symulacji zderzenia fantomu dolnej koniczyny z bariera AE-MDB (ang.
Advanced European Mobile Deformable Barrier), zob. |63]. Przyklad ten, stano-
wiacy ilustracje mozliwosci uzycia optymalizacji odpornos$ciowej do komputero-
wego wspomagania procesu certyfikacji pojazdéw pod katem ich bezpieczenstwa
w przypadku kolizji z pieszym, zostal opublikowany w jednym z raportéw z dzia-
talnosci projektu APROSYS [47].

Testy takie jak pokazany na rys. 6.21 stuza sprawdzeniu czy konstrukcja
przedniej czesci samochodu, a w szczeg6lnosci jego zderzaka, nie powoduje zbyt
duzych urazow nogi pieszego przy typowym potraceniu z predkoscia 40 km /h.

Rys. 6.21. Proba zderzeniowa na fantomie koriczyny dolnej. Zdjecie z pracy [99], dzieki uprzej-
mosci Iztoka Cigralica z TUG.

W celu kompleksowej oceny jakosci stosowanego fantomu, a zwlaszcza po-
wtarzalno$ci uzyskiwanych przy jego pomocy wynikow oraz wplywu jaki na
rozrzut tych wynikéw ma losowy charakter warunkéw poczatkowych, skonstru-
owano specjalne stanowisko testowe. Sktada sie ono z fantomu koriczyny dolnej,
wystrzeliwanego w kierunku bariery z pneumatycznego dziata o wysokiej precy-
zji pozycjonowanego przez ramie robota, oraz bariery AE-MDB, ktora modeluje
przod pojazdu osobowego.



194 6. Analiza niezawodnosci i optymalizacja w zagadnieniach wytrzymatosci zderzeniowej

Schemat fantomu koriczyny dolnej przedstawiono na rys. 6.22, a na rys. 6.23
pokazano zdjecia ukazujace szczegdly jego budowy, m.in. czujniki umozliwia-
jace dokonanie w momencie zderzenia nastepujacych odczytéw: przyspieszenia
goérnej czedci kosci piszezelowej, kata bocznego zgiecia kolana oraz wzajemnego
przemieszczenia $cinajacego kosci udowej i kosci piszczelowej. W uproszczeniu
mozna powiedzie¢, ze fantom sktada sie z dwoch rur metalowych o promieniu
zewnetrznym 70 mm reprezentujacych ko$é udowa i kosé piszczelowa o odpo-
wiednio dobranej masie, momencie bezwltadnosci i srodku ciezkosci. Otaczajace
miesnie modelowane sa za pomoca pianki Confor (CF-45 1) o grubosci 25 mm,
zob. [24]. Fantom powleczony jest 6 mm warstwa kauczuku syntetycznego repre-
zentujacego ludzka skore.
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Shear spring Dampar il r Accelerometer  Studding Repair washers
FEMUR SECTION TIBIA SECTION
Bending Tibi
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welg

Spring Femur tube Ligament screws Flesh and skin not shown in this view
(4 off)

Rys. 6.22. Schemat fantomu konczyny dolnej. Rysunek z pracy [99], dzieki uprzejmosci Iztoka
Cigralica z TUG.

Zastosowana sztywna bariera odpowiada geometriag polowie przedniej cze-
$ci mobilnej bariery AE-MDB, ktorej ksztalt modeluje z kolei przod pojazdu
osobowego, zob. rys. 6.24. Na rys. 6.25, obok izometrycznego widoku bariery,
na przekroju zaznaczono dwie warstwy z pianki polipropylenowej (ang. Expan-
ded PolyPropylene foam - EPP) dotaczone w celu ochrony fantomu konczyny
przed zniszczeniem podczas wielokrotnie powtarzanego doswiadczenia. Charak-
terystyki naprezenie-odksztatcenie materiatu EPP dla pieciu réznych predkosci
odksztalcenia przedstawiono na rys. 6.26, por. [16].

Fantom wystrzeliwany jest z pneumatycznego dziata, o charakterystyce po-

danej w [99], ktore za kazdym razem ustawiane jest za pomoca robota firmy
KUKA. Na rys. 6.27 pokazano tolerancje potozenia oraz predkosci fantomu
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Rys. 6.23. Szczegoly budowy fantomu koriczyny dolnej. Zdjecia z pracy [99], dzieki uprzejmosci
Iztoka Cigralica z TUG.

Rys. 6.24. Poréwnanie geometrii bariery AE-MDB i przedniej czesci wspotczesnego samochodu
osobowego.

w momencie uderzenia w bariere. Sa to wielkosci wynikajace z precyzji urza-
dzenia, a zarazem takie, ktore sa dopuszczalne przez protokoét certyfikacyjny.

Wykonano 15 powtorzen eksperymentu otrzymujac oszacowanie momentow
statystycznych wartosci odczytéw czujnikéw umieszczonych w fantomie.
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Rys. 6.25. Lewa strona: bariera uzywana w do$wiadczeniu (potowa przedniej czesci AE-MDB),
Prawa strona: Przekroj poprzeczny, na czerwono zaznaczono dotaczona pianke polipropyleno-
wa. Rysunki z pracy [99], dzieki uprzejmosci Iztoka Cigralica z TUG.

Celem zaplanowanej optymalizacji odpornos$ciowej jest takie dobranie wy-
branych parametréw modelu numerycznego, aby rozrzut wynikéw symulacji
MES wynikajacy z zalozonych niepewnosci warunkéw poczatkowych odpowia-
dat jak najlepiej rozrzutom otrzymywanym w doswiadczeniu. Model kompu-
terowy ztozony z fantomu oraz bariery pokazano na rys. 6.28. Sklada sie on
przede wszystkim z ponad 30000 przestrzennych elementéw 8-weztowych i 3200
4-weztowych elementéw powlokowych. Czas trwania zderzenia, symulowanego
programem RADIOSS, zatozono réwny 33 ms. Jako kryterium uszkodzenia kori-
czyn dolnych przyjeto kat bocznego zgiecia kolana.

Oprocz warunkéw poczatkowych, w modelu stochastycznym uwzgledniono
losowy charakter parametrow zwiazku konstytutywnego pianki EPP jak réwniez
wspotczynnika tarcia pomiedzy bariera, a syntetycznym kauczukiem pokrywaja-
cym fantom. Zadanie optymalizacji polega¢ bedzie na znalezieniu takich wartosci
oczekiwanych tych dwoch zmiennych, aby statystyki wynikéw eksperymental-
nych odpowiadaly statystykom otrzymywanym z testéw komputerowych. Opis
wszystkich zmiennych losowych przedstawiono w tab. 6.4. W sposéb schema-
tyczny zaznaczono je takze na rys. 6.28.



6.5 Optymalizacja odpornosciowa w zadaniu kalibracji parametréw modelu ... 197

9 -

£=1011/s
8 -
7 4 .
£=2-101 1/:
6 - £=10%1/s
©
S .
=5 £=10°1/s
)
c .
] £=10%1/s
4
IS
o
©
2

w
L

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Odksztatcenie

Rys. 6.26. Zaleznosci naprezenie-odksztatcenie pianki polipropylenowej dla réznych predkosci
odksztalcenia.

Rys. 6.27. Dopuszczalne tolerancje potozenia oraz predkosci fantomu koriczyny dolnej w mo-
mencie uderzenia w bariere.
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Tablica 6.4. Zmienne losowe w zadaniu optymalizacji odpornosciowej w problemie kali-
bracji parametrow modelu numerycznego fantomu korniczyny dolnej uderzajacego w bariere
AE-MDB. Wartosci oczekiwane zmiennych X sg zmiennymi projektowymi.

Zmienna Opis Rozklad | Poczatkowa | Odchylenie
typu X prawdopod. | warto$¢ | standardowe
oczekiwana
X, mnoznik zwigzkow normalny 1.0 0.0333
konstytutywnych
Xo wspolczynnik tarcia normalny 0.3 0.02
Zmienna Opis Rozktad Wartosé Odchylenie
typu P prawdopod. | oczekiwana | standardowe
Py polozenie poziome fantomu normalny 0.0 [mm] 3.333 [mm)]
P, polozenie pionowe fantomu normalny 0.0 [mm] 3.333 [mm)]
Ps 0. - poczatkowy kat obrotu normalny 0.0 0.6667
fantomu wokot osi x
P, 0, - poczatkowy kat obrotu normalny 0.0 0.6667
fantomu wokot osi y
P 0. - poczatkowy kat obrotu normalny 0.0 0.6667
fantomu wokot osi z
Ps 0y - kat obrotu wektora normalny 0.0 0.6667
predkosci poczatkowej
fantomu wokot osi y
P 0Y - kat obrotu wektora normalny 0.0 0.6667
predkosci poczatkowej
fantomu wokot osi z
Py predkosé poczatkowa fantomu | normalny | 11.11[m/s| | 0.667 [m/s]

Time- 0000000

Time- 0000000

Rys. 6.28. Model numeryczny fantomu korniczyny dolnej i bariery oraz zmienne losowe zadania
optymalizacji odpornosciowe;.
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Podobnie jak w przyktadzie dotyczacym optymalizacji podtuznicy (podroz-
dzial 6.4) w oznaczeniach zastosowano podzial na zmienne X i P. Do tych
pierwszych naleza: mnoznik empirycznych zwiazkéw materiatlowych danych za
pomoca wykreséw na rys. 6.26 oraz wspotczynnik tarcia. Zmienne typu P, kto-
re nie podlegaja zadnej kontroli w procesie optymalizacji, reprezentuja warunki
poczatkowe zadania.

Problem optymalizacji odpornosciowej sformutowano nastepujaco (por. (2.49)):

znajdz wartosci zmiennych:  px = {ux,, px,}, (6.36)
11—«

*

[Elrox P - ]

minimalizujace: f =

2
+ = [olr X ) - 7], (6.37)
przy ograniczeniach: 0.8 < ux, <1.2, 0.1 <ux, <0.7, (6.38)

gdzie f jest katem bocznego zgiecia kolana, p* i o* sa stalymi normalizujacy-
mi, ustalonymi na podstawie wynikéw symulacji dla przyjetego zbioru punktow
eksperymentalnych, M® = 25.77 i M° = 1.2 to wyznaczone eksperymental-
nie warto$é¢ srednia i odchylenie standardowe funkcji f. Wspolczynnik wagowy
a przyjeto réwny 0.5, nie réznicujac preferencji osiagniecia wartosci M E§ Mo
przez odpowiednie momenty statystyczne otrzymane przy pomocy symulacji
numerycznych.

W celu zbudowania aproksymacji funkcji celu (wzor (6.37)), wartosei sred-
nie oraz odchylenia standardowe funkcji f oszacowano w 14 punktach eks-
perymentalnych, wygenerowanych w sposéb roéwnomierny na obszarze zdefi-
niowanym nieréwnosciami (6.38). Punkty generowane byty zgodnie z koncep-
¢ja OLH. Planéw OLH uzywano takze do tworzenia 100-elementowych probek
w 10-wymiarowej przestrzeni zmiennych losowych w celu estymacji momentdw
E[f(X,P) i o[f(X,P)]. Koszt przygotowania danych do aproksymacji funkcji
celu rowny jest zatem kosztowi 1400 analiz MES przeprowadzonych za pomoca
programu RADIOSS. Poniewaz czas trwania jednej analizy to okoto 2 godziny,
dlatego realizujac zadanie na 32 réwnoleglych procesorach, 14 wartosci funkeji
f otrzymano po niecatych 4 dobach obliczeri. Wartosci te zilustrowane zostaly
w postaci stupkéw na rys. 6.29. Powierzchnia odpowiedzi utworzona metoda
krigingu “rozpieta” na punktach eksperymentalnych pokazana jest na rys. 6.30.
W przeciwienistwie do przykltadu przedstawionego w poprzednim podrozdziale,
nie stosowano strategii aproksymacji statystyk, tworzac aproksymacje metoda
krigingu bezposrednio dla wagowej funkcji celu, zgodnie ze strategia opisang
w podrozdziale 2.4.2.3.
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Rys. 6.29. Wartosci funkeji celu (6.37) dla 14 punktow eksperymentalnych wygenerowanych
zgodnie z planem OLH.
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Rys. 6.30. Aproksymacja metoda krigingu funkcji celu (6.37).
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Mozna zauwazy¢ wyrazna tendencje zmniejszania sie wartosci funkeji celu
wraz ze wzrostem mnoznika pux,. W przypadku drugiej zmiennej projektowej
(wspotczynnika tarcia) zadna globalna tendencja nie jest widoczna. Skonstru-
owana aproksymacja postuzyta do znalezienia nastepujacego oszacowania opty-
malnych wartos$ci zmiennych projektowych:

pP = {ux, = 1.16, ux, = 0.373}. (6.39)

Postepujac zgodnie z algorytmem zaproponowanym w podrozdziale 2.4.2.3 moz-
na nastepnie zawezi¢ obszar poszukiwan, wygenerowa¢ eksperymenty numerycz-
ne, przeprowadzi¢ symulacje losowe, zbudowaé nowa aproksymacje funkeji f i na
tak lokalnie udoskonalonej powierzchni odpowiedzi znalezé nowe oszacowanie
minimum.

Mimo to, ze wzgledu na znaczny koszt analizy MES nie przeprowadzono
kolejnych iteracji. Uzyskany wynik moze by¢ wiec obarczony pewnym bledem
w zwiazku z “zaszumionym” charakterem wynikéw symulacji losowych, co jest
nieuniknione zwlaszcza przy stosowaniu niewielkich probek. Z drugiej strony,
mozna z duzym prawdopodobienistwem zalozy¢, ze aby na podstawie symulacji
numerycznych otrzymac¢ podobne statystyki wybranego kryterium uszkodzenia
konczyny dolnej do statystyk z eksperymentu fizycznego, nalezy przyja¢ wspol-
czynnik skalujacy w zwiazku konstytutywnym pianki EPP bliski 1.2.

Dokonano weryfikacji warto$ci sredniej oraz odchylenia standardowego funk-
cji f w punkcie uggt otrzymujac odpowiednio 24.0 i 1.28, co poréwnujac z war-
togciami M® i M7, wydaje sie by¢ bardzo dobrym wynikiem.

PODSUMOWANIE

Czasochtonna analiza numeryczna zagadnienn dotyczacych wytrzymatosci zde-
rzeniowej konstrukcji stanowi czesto istotnag przeszkode w szerszym stosowa-
niu analizy stochastycznej, a w szczegolnosci niedeterministycznej optymalizacji
tych konstrukeji. W niniejszym rozdziale zaprezentowano pieé¢ przyktadéw anali-
zy stochastycznej, gdzie dzieki zastosowaniu odpowiednio przygotowanych algo-
rytméw mozliwa jest zaré6wno analiza niezawodnosci jak i optymalizacja odpor-
nos$ciowa dynamicznie deformujacych sie elementéw konstrukeji. Trzeba podkre-
gli¢, ze obok dedykowanych metod, niezbednym skladnikiem efektywnej analizy
stochastycznej jest nowoczesny sprzet komputerowy, dajacy mozliwosé obliczen
réwnoleglych. Rosnaca nieustanie moc obliczeniowa, jak rowniez dostepnosé ta-
kiego sprzetu pozwala mie¢ nadzieje na coraz powszechniejsze stosowanie metod
analizy stochastycznej w procesie projektowania ztozonych konstrukeji.
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We wszystkich analizowanych w rozdziale przyktadach zaréwno funkcje gra-
niczne, jak tez funkcje tworzgce sformutowanie zadania optymalizacji odporno-
Sciowej, zawieraly wplyw szumu. Szum ten jest charakterystyczny dla zagadnien
zderzeniowych ze wzgledu na metode catkowania réwnan réwnowagi oraz stoso-
wane algorytmy kontaktu. Ponadto, w zadaniu analizy niezawodnosci zgniatanej
cienkosciennej podtuznicy dodatkowy szum zwiazany byt z modelowaniem loso-
wych awarii zgrzewow. Biorac pod uwage ogromnag liczbe potaczen zgrzewanych
wystepujacych w konstrukcjach samochodowych, zaproponowana metoda usu-
wania pewnej liczby losowo wybranych zgrzewéw wydaje sie by¢ praktycznym
rozwigzaniem, ktére pozwala uwzglednié¢ losowe wady tych potaczeri. Podejscie
to wymaga jednak odpowiedniego algorytmu analizy niezawodnosci. Pokaza-
no, ze zastosowanie algorytmu Z3M umozliwia efektywne oszacowanie praw-
dopodobieristwa awarii pomimo nierézniczkowalnosci funkcji granicznej. Model
podtuznicy wykorzystano takze do ilustracji dzialania metody poprawy nieza-
wodnosci (omoéwionej w podrozdziale 5.2) oraz strategii aproksymacji statystyk
w optymalizacji odporno$ciowej. W obydwu przyktadach, podobnie jak w zada-
niu analizy niezawodnosci, stosowano eliminacje losowo wybranych zgrzewow.
Zaproponowane metody okazaly sie niewrazliwe na “zaszumiony” charakter roz-
patrywanych odpowiedzi konstrukeji, co nalezy uznaé za ich niezwykle korzystna
ceche.

W rozdziale przedstawiono réwniez dwa nietypowe zastosowania metod sy-
mulacyjnych. Zaprezentowano przyktad jako$ciowej analizy zachowania zgnia-
tanego elementu tylnej ramy pojazdu. Metoda ta wykorzystuje prosty algorytm
klasyfikacji wynikow eksperymentéw numerycznych generowanych przez plany
OLH. Otrzymany analityczny wzor pozwala na szybka przyblizona klasyfikacje
roznych rozwiazan projektowych pod katem zdolnosci elementu do absorbowa-
nia energii zderzenia. Przedstawiono rowniez zastosowanie sformutowania opty-
malizacji odpornosciowej w zadaniu kalibracji parametréow modelu numeryczne-
go uzywanego w komputerowej symulacji standardowych testow zderzeniowych.
Odpowiedni dobo6r parametréow modelu MES pozwala na urealnienie wirtual-
nych modeli komputerowych poprzez zapewnienie zgodnosci z wynikami testéw
laboratoryjnych nie tylko odpowiedzi nominalnych, lecz réwniez ich losowych
rozrzutow.



Analiza niezawodnosci procesu
ttoczenia blach

Metalowe elementy wytwarzane w procesie tloczenia blach znajduja obecnie
powszechne zastosowanie w réznych galeziach przemystu, przede wszystkim
w przemy$le samochodowym, lotniczym oraz innych dziatach przemystu srodkéw
transportu i przemystu metalowego. Konsekwencja tak wielkiego zapotrzebowa-
nia na wyttaczane wyroby metalowe jest gwaltowny rozwo6j badarn naukowych
poswieconych problematyce glebokiego tloczenia blach, jak réwniez kompute-
rowych technik symulacji tych proceséw. Sposrod odbywajacych sie cyklicznie
miedzynarodowych konferencji poswieconych tej tematyce wymieni¢ nalezy kon-
ferencje NUMISHEET [95] i NUMIFORM |[25], a za wiodace pakiety oblicze-
niowe, ktore zorientowane sg na analize zagadnieni ttoczenia, uznac¢ nalezy Au-
toFORM, PAM-STAMP i LS-DYNA, zob. [251].

Doskonalone techniki symulacji numerycznych pozwalaja na coraz doktad-
niejsze okreslenie deformacji oraz stanu naprezenia w kazdym punkcie formowa-
nej blachy w dowolnej chwili trwania procesu. Przeprowadzana analiza skoncze-
nie elementowa nieliniowego procesu ttoczenia uwzglednia¢ musi duze odksztat-
cenia sprezysto-plastyczne, zjawisko kontaktu, tarcia i nieliniowe zwiazki kon-
stytutywne. Bardzo wazna cecha oprogramowania do symulacji ttoczenia blach
jest mozliwo$¢ przeprowadzenia oceny jakosci wyttoczki. Odksztatcenia, jakich
doznaje material podczas procesu ttoczenia, nie moga bowiem osiagnaé¢ dowol-
nie duzych wartodci, wzrasta wtedy ryzyko wystapienia takich niepozadanych
zjawisk jak: utrata statecznosci blachy, pekanie, faldowanie, zmniejszenie gru-
bosci §cianki itp. Ogolnie, jako wade wyttoczki uznaé¢ mozna kazde odstepstwo
od zadanych warunkéw geometrycznych i wytrzymalto$ciowych powodujace, ze
wyttoczka nie moze byé uzyta do zadan, do ktérych byta pierwotnie zaprojek-
towana. Zdolno$é¢ do plastycznego ksztaltowania, ktéra nie powoduje powsta-
nia wad okreslana jest jako ttoczno$é blachy. Definiowana ona by¢ moze przez
rozne kryteria, z ktorych najczesciej stosowanym sa tzw. wykresy odksztalcen
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granicznych (WOG), (ang. forming limit diagrams) zob. np. [136], wyznaczane
doswiadczalnie lub teoretycznie.

Inng, bardzo istotng cecha realistycznego modelowania proceséw formowa-
nia blach jest ocena wptywu, jaki na badane odpowiedzi uktadu blacha-ttoczniki
ma losowy charakter parametréw opisujacych to zagadnienie. Rzeczywiste war-
tosci statych materiatowych i wspotczynnikéw tarcia, geometria narzedzi, sita
docisku czy potozenie progéw ciagowych cechuja sie pewnym rozrzutem wokot
zatozonych wielkosci nominalnych. Swiadomosé konsekwencji, jakie niesé¢ moga
odmienne od zalozonych parametry procesu ttoczenia, wydaje sie by¢ zatem
niezbednym skladnikiem dobrego projektowania. Szczegélnie wazng jest odpo-
wiedZ na pytanie, jak losowo$¢ wartosci parametrow wplywa na mozliwosé po-
wstania w dowolnym punkcie blachy odksztatcen przekraczajacych dopuszczalne
odksztalcenia graniczne.

Ponizej, w oparciu o wyniki opublikowane w pracy [125], przedstawiony zo-
stanie sposob oszacowania prawdopodobienistwa awarii procesu glebokiego tto-
czenia blachy. Zaproponowana definicja funkcji awarii wykorzystuje wykres od-
ksztalcenn granicznych. Ze wzgledu na charakterystyczne dla tej funkcji proble-
my z rézniczkowalnoscig, w analizie niezawodnosci wykorzystano adaptacyjna
metode Monte Carlo. Szczegolnie dokladnie oméwiono zagadnienie stochastycz-
nego modelowania wspotczynnikow tarcia dla kontaktu blachy z matryca, do-
ciskaczem i stemplem oraz wplywu wzajemnej korelacji wartosci tych wspot-
czynnikow na prawdopodobienistwo awarii. Problematyka analizy niezawodno-
§ci procesow tloczenia rozwijana byta nastepnie w pracach [124,207] w kierunku
wykorzystania w rozwiazaniu wielomianowej wazonej aproksymacji funkcji gra-
nicznej.

7.1. Modelowanie proceséw ttoczenia blach

Na typowym schemacie stanowiska do tloczenia blach, pokazanym narys. 7.1,
obok arkusza blachy wyrézni¢ mozna ttoczniki: stempel, matryce i dociskacz.
W modelu komputerowym ttoczniki traktowane sa zazwyczaj jak ciata sztywne,
wymuszajace deformacje blachy na skutek oddzialywan kontaktowych dla zada-
nego ruchu stempla. Poza kontaktem, realistycznie modelowanie proceséow tto-
czenia wymaga uwzglednienia zjawiska tarcia oraz plastycznej anizotropii blachy
wywolanej walcowaniem. Blacha, ktorej material podlega zaré6wno duzym prze-
mieszczeniom jak i duzym odksztatceniom, dyskretyzowana jest najczesciej przy
pomocy powlokowych elementéw skoriczonych. Elementy te musza umozliwiacé
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Rys. 7.1. Schemat tloczenia z dociskaczem.

odpowiednie odwzorowanie ztozonej deformacji ttoczonego arkusza blachy. Po-
winny by¢ takze efektywne obliczeniowo.

Numeryczna symulacja tloczenia realizowana by¢é moze w oparciu o roz-
ne sformutowania mechaniczne tego procesu. Do symulacji metoda elementow
skoriczonych najczesciej stosuje sie badz sformutowanie w ramach teorii pla-
stycznego plyniecia (ang. flow approach) badz dynamiczne lub quasi-statyczne
sformulowanie bazujace na mechanice ciala stalego, zob. [31, 190, 206]. Model
dynamiczny wymaga odpowiedniej kontroli efektéw bezwtadnosciowych.

W przedstawionym w dalszej czesci rozdziatlu przyktadzie, ttoczenie blach
rozpatrywano jako zadanie dynamiki stosujac jawny schemat catkowania réwnan
ruchu MES. Ze wzgledu na wysoka efektywnos¢ obliczen, szczegblnie w przypad-
ku ztozonych modeli, podejscie to zyskato duza popularno$é w symulacji proce-
sow tloczenia. W metodzie jawnego catkowania na typowym kroku czasowym
rozwigzywane sa zdyskretyzowane roéwnania ruchu, ktoére zapisane dla biezacej
konfiguracji uktadu dane sa nastepujaco:

M{+Cq=p-—f, (7.1)

gdzie M i C sa odpowiednio macierza mas i macierza ttumienia, q i q sa wekto-
rami wezlowych przyspieszen i predkosci, a p i f s wektorami sil zewnetrznych
i wewnetrznych. Elementowy wektor sit wewnetrznych ma postaé

£l = / BTodv, (7.2)
V(e
gdzie o jest tensorem naprezen Cauchy’ego, B jest macierza operatoréw réznicz-

kowych zwiazkow geometrycznych (zrozniczkowanych funkeji ksztattu), a 1748
jest objetoscig elementu.
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Rownania (7.1) catkowane sa wzgledem czasu przy uzyciu metody roznic
centralnych. Jest to jawny schemat catkowania, w ktérym przemieszczenia qy41
w chwili £,11 obliczane sa na podstawie znanej konfiguracji w chwili ¢,,:

4, = Mp! (pn —f, — Cq,), gdzie Mp = diagM (7.3)
Api1j2 = Gnotjo + @ Atni1y2,  gdzie Atyiyjo = §(Aty + Atyy),(7.4)
n+1 = An + App1/280+1- (7.5)

W powyzszym schemacie, predkosci przemieszczen weztowych wyznaczane sa
w polowie kroku czasowego, sa zatem przesuniete w stosunku do punktu na
osi czasu, w ktéorym obliczany jest wektor przemieszczen. Z uwagi na to, do
obliczenia sil tlumienia w réwnaniu (7.3) przyjmuje si¢ ¢, ~ q,_;/2. Duza
efektywnosé¢ podejscia wykorzystujacego jawne catkowanie rownan ruchu opiera
sie na mozliwosci uzycia diagonalnej macierzy mas Mp, dzieki czemu nie ma
potrzeby kosztownego numerycznie odwracania macierzy. Z drugiej strony, ze
wzgledu na warunkowa stabilnosé jawnego schematu catkowania, ograniczeniem
tej metody jest koniecznosé stosowania duzo mniejszych krokéw czasowych niz
np. w przypadku niejawnego schematu Newmarka.

W zaprezentowanym dalej przyktadzie tréjwymiarowego ttoczenia, do mode-
lowania blachy uzyto tréjkatnego elementu powtloki cienkiej o jedynie translacyj-
nych stopniach swobody w wezle. Przy zatozeniu kinematycznej hipotezy Kirch-
hoffa dla powlok, predkos¢ odksztalcenia w dowolnym punkcie powloki mozna
wyrazi¢ poprzez parametry definiujace predkos¢ odksztatcenia powierzchni $rod-
kowej, roztozonego na stan odksztatcenia membranowego oraz stan odksztatce-
nia zgieciowego. W sformutowaniu elementu wykorzystano standardowe liniowe
funkcje ksztattu. Od swojej angielskiej nazwy, basic shell triangle, element ozna-
czany jest akronimem BST. Opracowano go przede wszystkim do zastosowan
w symulacji proceséw tloczenia [189]. Brak obrotowych stopni swobody spra-
wia, ze BST jest rozwigzaniem bardzo efektywnym numerycznie, a co za tym
idzie szczegodlnie przydatnym do symulacji duzych przemystowych probleméw
glebokiego tloczenia blach. Wiecej informacji na temat sformutowania elementu
BST znalez¢ mozna w pracy [206].

Przyjeto sprezysto-plastyczny model materiatu zaktadajac addytywna de-
kompozycje tensora predkosci odksztatcenia na cze$¢ sprezysta € i czesé pla-
styczng €P,

e =¢°+éb. (7.6)
W celu obliczenia wartos$ci naprezeri o w ttoczonej blasze konieczne jest uwzgled-
nienie odpowiedniego warunku uplastycznienia. Zgodnie z hipoteza kinematycz-
ng Kirchhoffa, tensor o opisuje pltaski stan naprezenia, tak wiec w kryterium
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uplastycznienia brane sa pod uwage jedynie sktadowe o171, 099 i 019. Plaskie-
mu stanowi naprezenia oraz anizotropii wlasnosci plastycznych materiatu, ktéra
powstaje w procesie walcowania blachy, odpowiada wprowadzony przez Hilla
w 1948 roku, zob. [90], warunek

9 Ro(l + Rgo) 9 2R, (1 + 2R45)(R0 + Rgo) 9
ot 50275 011022 012~
R90(1+R0) 1+ Ry R90(1+R0)

gdzie wspotezynniki Lankforda Ry, Ry5 1 Rgg (dla kierunkow okreslonych katami
0°, 45° 1 90° wzgledem kierunku walcowania blachy) stuza opisowi anizotropii
materiatu, a sktadowe 011, 099 1 012 dane sa w osiach ortotropii. Dla przypadku
materiatu izotropowego (Ry = Ry5 = Rgg = 1) réwnanie (7.7) redukuje sie do
kryterium Hubera-Misesa. Wystepujacy we wzorze symbol ¢ oznacza granice
plastycznodci, ktorej wartosé okresla sie najczesciej ze wzoru

5 =K(a+8)", (7.8)

2 =0, (7.7)

gdzie K, a i n s stalymi materialowymi, a & jest efektywnym odksztalceniem
plastycznym. Jesli przyjac¢, ze wlasciwosci materiatu powtoki w jej plaszczyznie
stycznej sa niezalezne od kierunku, natomiast sa one znaczaco rézne od wta-
Sciwosci w kierunku poprzecznym (normalnym) do powierzchni powtoki, wtedy
kryterium Hilla (7.7) ma nastepujaca postac:

20+R) , _,

2
‘7%1 + ng - H—R011022 + ﬁglg —0° =0, (7.9)

gdzie R jest érednim wspotczynnikiem Lankforda danym wzorem

Ry + 2R45 + Ry
1 )

O ile warunek (7.9) dobrze oddaje zachowanie metali charakteryzujacych sie
wspolezynnikiem R > 1, o tyle zle reprezentuje powierzchnie plyniecia w przy-
padku materiatéw o matych wartosciach wspolezynnika Lankforda R < 1, np.
dla aluminium. Aby usunaé te wady Hill zaproponowal, zob. [91], udoskonalona
postaé¢ kryterium uplastycznienia postaci

01|O'1+02|M—|-02|01—O'2|M:5M. (7.11)

R=

(7.10)

gdzie o1 1 09 sa naprezeniami gtownymi, wyktadnik M > 1, a C i Cs sa stalymi
materialowymi charakteryzujacymi anizotropie. Kryterium to dla przypadku
anizotropii normalnej dane jest nastepujaco:

1 1+2R

M M _ -M
_ _ — = . 7.12
2(1+R)‘U1 Foof T 2(1—1—]%)’01 72| 7 (7.12)
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Warunki (7.9) i (7.12), jak tez warunek uplastycznienia dla przypadku ogdlnej
anizotropii [92], zaimplementowano w programie STAMPACK, zob. [208], kto-
rego uzyto w omoéwionym dalej przykltadzie analizy niezawodnosci do symulacji
tltoczenia blachy.

Zjawisko kontaktu odgrywa zasadnicza role we wtasciwym modelowaniu pro-
cesOw tloczenia. W trakcie formowania blacha styka sie ze stemplem, matryca
oraz dociskaczem. Sily kontaktu uwzgledniane sg w wektorze sit zewnetrznych
p- Wynikajace z kontaktu ograniczenia w kierunku normalnym do powierzchni
styku narzucone sa stosujac metode funkcji kary, a do obliczenia sit tarcia uzyto
modelu tarcia Coulomba, zob. [206].

7.1.1. Wykresy odksztatcen granicznych

Wykresy odksztalcenn granicznych, sporzadzane na ptaszcezyznie odksztatcen
gtownych, sa niezwykle uzytecznym narzedziem do analizy wynikéw procesu
ttoczenia, a w szczegblnosci do oceny jakosci wyttoczki pod katem mozliwosci
wystapienia peknie¢ lub faldowania. Dla danego rodzaju blachy krzywa od-
ksztalceni granicznych (zwana takze graniczna krzywa tlocznosci) reprezentuje
graniczne wartosci odksztatceri gléwnych materiatu, ktorych przekroczenie z du-
zym prawdopodobienistwem prowadzi¢ moze do powstania wady wyrobu.

Na typowym WOG (zob. rys. 7.2) o§ odcietych odpowiada mniejszemu z od-
ksztalcen gtéwnych, a o$ rzednych wiekszemu. Najczesciej stosowana miara od-
ksztalceri sa tu odksztalcenia rzeczywiste (logarytmiczne). Widoczne na wy-
kresie punkty oznaczaja stany odksztalcenia w wybranych miejscach blachy,
zazwycza] w weztach siatki MES lub w punktach Gaussa elementéw. Potoze-
nie punktow odnoszone jest do krzywej odksztatceri granicznych. Na niektérych
WOG, dla tatwiejszej interpretacji stanow deformacji blachy, oprocz granicznej
krzywej tltocznosci umieszcza sie réwniez linie odpowiadajace jednoosiowemu
$ciskaniu i rozciaganiu, dwuosiowemu rozcigganiu i czystemu Scinaniu. Krzy-
wa odksztatcen granicznych rozdziela stany odksztatcenia, ktore prowadza do
niestatecznosci lub pekania blachy (punkty powyzej krzywej) od stanéw dopusz-
czalnych (ponizej krzywej).

Pomimo, iz opracowano wiele teoretycznych metod wyznaczania krzywych
odksztalcen granicznych, nadal w powszechnym uzyciu sa metody eksperymen-
talne. Najczesciej stosowana metoda jest opracowana przez Nakazime [182] i roz-
winieta przez Hackera [88] metoda dwuosiowego rozciagania prostokatnych pa-
sow blachy przy pomocy poédtkolistego stempla. Zmieniajac szerokosé pasa uzy-
ska¢ mozna rozne stany dwuosiowych odksztaltcenia.
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Rys. 7.2. Typowy wykres odksztatcen granicznych. Zbiér punktéw odpowiadajacych odksztal-
ceniom w weztach siatki MES w calosci znajduje sie ponizej granicznej krzywej ttocznosci.

Sposrod najezesciej stosowanych metod analitycznych stuzacych okresleniu
granicznej krzywej tlocznosci wymieni¢ nalezy metode Marciniaka i Kuczyn-
skiego [163]. Zaproponowana przez nich metoda opiera sie na zalozeniu, ze po-
wstawanie bruzd na powierzchni wyttoczki spowodowane jest poczatkowa nie-
jednorodnoscia grubodci blachy.

Waznym jest, aby zdawaé sobie sprawe z pewnych niedoskonatosci WOG.
Przede wszystkim odksztalcenia graniczne sg zalezne od historii procesu defor-
macji, zob. [136]. Wytwarzajac wyttoczki o ztozonej geometrii trudno zagwaran-
towaé, ze $ciezka zmian odksztalcenn w danym punkcie blachy odpowiadaé¢ bedzie
tej, ktora zaprogramowano w stosunkowo prostym tescie laboratoryjnym. Po-
nadto, na proces tloczenia wpltyw ma szereg parametrow charakteryzujacych
sie pewna niepewnodcia, tzn. takich, ktérych wartosci nie moga by¢ precyzyjnie
okreslone. Przyktadem tego typu parametréw sa np. wspotezynniki tarcia. Nie-
wielka zmiana zastosowanego sposobu smarowania moze mie¢ znaczny wplyw na
historie deformacji prowadzac ostatecznie do innego potozenia punktu na WOG.
Zmienno$¢ parametréow materialowych, w szczegblnodci granicy plastycznosci
czy parametru wzmocnienia ma réwniez istotne znaczenie na przebieg procesu
tltoczenia. Wszystko to sprawia, iz potozenie punktu na wykresie odksztatcen
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granicznych cechuje pewien losowy rozrzut. Graniczng krzyws ttocznosci nalezy
zatem traktowac jako nieostre ograniczenie zakresu dopuszczalnych kombinacji
odksztalcenn gtéwnych i dlatego, w celu zapewnienia jakosci wyttoczki, w pro-
jektowaniu rozpatruje sie pewna strefe przejsciowa — “margines bezpieczenstwa”
ponizej krzywej, zob. rys. 7.3. Zaznaczony na rysunku obszar bezpieczny nale-
zy interpretowac jako taki obszar, gdzie wystapienie wady w postaci pekniecia
blachy jest bardzo malo prawdopodobne, natomiast obszar niepowodzenia (awa-
rii) to ten, gdzie z wysokim prawdopodobienstwem mozna zalozy¢ uszkodzenie
ttoczonego wyrobu.
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Rys. 7.3. Wykres odksztalcen granicznych (przyjeto €2 < €1) z zaznaczonym marginesem
bezpieczenstwa. Powszechna praktyka polega na wprowadzeniu pewnego arbitralnie dobranego
obszaru przejsciowego ponizej krzywej odksztalcenn granicznych.

Zarowno stochastyczny charakter parametréw jak i niepewno$é definicji krzy-
wej odksztalceri granicznych wydaja sie przemawiaé za tym, by standardowa
komputerowa symulacje tltoczenia blach uzupelié¢ o analize probabilistyczna,
a w szczegbdlnosci o analize niezawodno$ci. Analiza ta daje mozliwo$é odpo-
wiedzi na zasadnicze pytanie — jakie jest prawdopodobieristwo pojawienia sie
wyrobéw wadliwych w procesie produkcji?

W dalszej czesci rozdzialu zaproponowano sformutowanie oraz algorytm roz-
wiazania tego zadania.



7.2.  Definicja funkcji granicznej zadania analizy niezawodnosci 211

7.2. Definicja funkcji granicznej zadania analizy niezawodnosci

Formutujac zadanie analizy niezawodnosci procesu ttoczenia blach, natural-
nym wyborem przy definiowaniu funkcji granicznej jest wykorzystanie wykresu
odksztatcenn granicznych. Tak jak pokazano na rys. 7.4, warto$¢ funkcji gra-
nicznej przyjmuje sie réowna najmniejszej odleglosci (ze znakiem) punktow re-
prezentujacych odksztalcenia gtéwne w poszczegdlnych elementach skonczonych
od krzywej odksztalcen granicznych (ze wzgledu na przyjeta liniowa interpolacje
przemieszczen, odksztalcenia wewnatrz elementu sa stale). Pojecie odlegtosci ze
znakiem rozumie¢ nalezy nastepujaco: w przypadku gdy wszystkie rozpatrywa-
ne punkty znajduja sie ponizej krzywej odksztatceri granicznych, wtedy warto$é
funkeji granicznej jest dodatnia, jesli jednak cze$¢ punktow potozona jest powy-
zej krzywej, wtedy najwicksza odlegltosé punktu z tej grupy, wzieta ze znakiem
minus, przyjmowana jest jako warto$¢ funkcji granicznej.
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Rys. 7.4. Definicja funkcji granicznej jako odlegtosci od krzywej odksztalcenn granicznych.

W zaleznosci od realizacji wektora zmiennych losowych zmienia sie stan od-
ksztalcenia w poszczegdlnych punktach wyttoczki, a w konsekwencji, “chmura”
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punktéw na wykresie odksztalcen granicznych zmienia swoj ksztalt i poloze-
nie. Co za tym idzie, rézne punkty WOG (odpowiadajace réznym elementom
skoniczonym) decydowaé moga o wartosci funkcji granicznej. Biorac pod uwa-
ge odcinkowo liniowy charakter granicznej krzywej tlocznosci, a takze szum
numeryczny generowany przez algorytm symulacji tloczenia (por. dyskusja na
str. 137) wydaje sie oczywistym, ze zdefiniowana przez nas funkcja graniczna
nie jest rézniczkowalna.

Jak wcze$niej wspomniano, ksztalt i potozenie krzywej odksztalcen granicz-
nych dane sg jedynie w sposéb przyblizony. Wynika to m.in. z nieznajomo-
$ci rzeczywistej Sciezki deformacji, warunkow tarcia i stalych materiatowych.
Dosé powszechna praktyka w analizie procesu ttoczenia jest wprowadzanie tzw.
marginesu bezpieczenstwa, zob. rys. 7.3, czyli przejsciowej strefy o arbitralnie
zatozonej szerokosci pomiedzy obszarem bezpiecznym, a krzywa odksztalcen
granicznych. Punkty na WOG moga by¢ wtedy klasyfikowane w zaleznosci od
ich potozenia wzgledem marginesu bezpieczenistwa jako prowadzace do peknie-
cia wyttoczki z duzym lub matym prawdopodobienistwem. Te malo precyzyjne
okreslenia - typowe dla jezyka naturalnego - sklaniajg ku temu, aby w mode-
lowaniu niepewnosci potozenia krzywej odksztatcen granicznych uzyé koncepcji
zbioru rozmytego. Poniewaz granica pomiedzy obszarem bezpiecznym a obsza-
rem awarii nie jest ostra, dlatego zdarzenie niesprzyjajace (realizacja zmiennych
losowych, w wyniku ktorej proces ttoczenia koriczy sie niepowodzeniem) nalezy
rozpatrywac jako rozmyte zdarzenie losowe, a prawdopodobienistwo awarii jako
zbibr rozmyty.

Stosujac standardowa notacje (zob. dodatek A) wektor zmiennych losowych
wystepujacych w stochastycznym opisie procesu ttoczenia blachy oznaczaé be-
dziemy jako X = {X1, Xo,..., X, }, natomiast oryginalna przestrzen zmiennych
losowych symbolem X. Funkcje przynaleznosci rozmytego obszaru awarii 75f,
bedaca uogolnieniem funkeji charakterystycznej obszaru awarii Ip, (A.55), moz-
na zdefiniowa¢ w nastepujacy sposob (zob. WOG na rys. 7.3):

1 jesli niektore punkty na WOG znajduja sie
powyzej marginesu bezpieczeristwa,

€ (0,1) jesli wszystkie punkty na WOG sa ponizej krzywej

mp. (x) = odksztalceri granicznych, a punkt najblizszy (7.13)
jest wewnatrz marginesu bezpieczenstwa,

0 jesli wszystkie punkty na WOG znajduja sie

ponizej marginesu bezpieczeristwa.

Funkcja mp, przyjmuje wartosci z przedziatu [0, 1] w zaleznosci od odleglosci
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najblizszego punktu od krzywej odksztalcen granicznych. Przy zalozeniu linio-
wej zaleznosci, sytuacja gdy punkt ten polozony jest w $rodku marginesu bezpie-
czenistwa prowadzi do mp, (x) = 0.5, jesli zas potozony jest w odlegtosci rownej
0.25 szerokosci marginesu bezpieczenistwa od krzywej odksztatcen granicznych
wtedy mp, (x) = 0.75 itd. Zgodnie z definicja Yagera, zob. [246,260], funkcja
przynaleznosci rozmytego prawdopodobieristwa awarii mp, tworzona jest naste-
pujaco:

1. Na WOG wybieranych jest kilka krzywych odpowiadajacych réznym war-
tosciom mp ., W szczegblnosci tym, ktore ograniczaja margines bezpie-
czenstwa.

2. Kazda z krzywych stuzy nastepnie do zdefiniowania funkcji granicznej
zadania analizy niezawodnosci. Obliczane sg wartosci prawdopodobieristw
awarii.

3. Otrzymane prawdopodobienistwa awarii naleza do rozmytego prawdopo-
dobienistwa awarii w stopniu okre§lonym przez mp -

Tak wiec, prawdopodobienstwu awarii obliczonemu dla dolnej krzywej odksztat-
cenn granicznych (ograniczajacej margines bezpieczenistwa od dotu) odpowiada
mp, = 0, a prawdopodobiefistwu uzyskanemu przyjmujac gorna krzywa od-
ksztalcen granicznych mp, = 1. Postepowanie to zastosowane zostalo w poniz-
szym przyktadzie analizy niezawodno$ci tloczenia.

7.3. Analiza niezawodnosci dla przyktadu testowego konferencji
NUMISHEET

Przedmiotem analizy jest proces tloczenia aluminiowego naczynia o prze-
kroju kwadratowym. Na schematycznym rysunku 7.5 przedstawiono ksztalt
i wymiary narzedzi: stempla, matrycy i dociskacza. Omawiany przyktad byt
jednym z zadan testowych konferencji NUMISHEET w 1993 roku [162]. Przy-
jeto nastepujace dane materialowe: poczatkowa grubosé blachy 0.81 mm, mo-
dut Younga E = 71GPa, wspotczynnik Poissona v = 0.33, krzywa zalez-
nosci jednoosiowego rzeczywistego naprezenia od rzeczywistego odksztalcenia
o = 576.79(0.01658 + £P)%-3593 MPa, wspotczynnik tarcia p = 0.162. Sita doci-
skacza wynosi 19.6 kN. Zalozono poprzeczng anizotropie blachy, a w kryterium
uplastycznienia Hilla (7.12) przyjeto éredni wspotczynnik Lankforda R = 0.64.
Naczynie ttoczone jest z blachy o wymiarach 150 mm x 150 mm.

Wykorzystano symetrie modelu i w celu poprawy efektywnosci obliczen w sy-
mulacji MES rozpatrywano jedynie jego ¢wiartke. Do dyskretyzacji uzyto 1800
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Rys. 7.5. Tloczenie naczynia o przekroju kwadratowym — geometria ttocznikéw.

elementow BST, zob. rys. 7.6. Przyjeto predkosé ruchu stempla réwna 10 m/s.
Aby zredukowaé efekty dynamiczne, analize kontynuowano po osiggnieciu za-
lozonej glebokosei tloczenia wprowadzajac dodatkowe sity ttumienia. W [162]
zamieszczono wyniki eksperymentéw przeprowadzonych dla glebokosci ttocze-
nia rownej 15 mm. Dla takiej wlasnie glebokosci, na rys. 7.7 pokazano wybrane
wyniki symulacji przeprowadzonej programem STAMPACK. Na powierzchni
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Rys. 7.6. Tloczenie naczynia o przekroju kwadratowym — dyskretyzacja MES.

wyttoczki przedstawiono mape warstwicowa gtéwnych odksztalcen logarytmicz-
nych oraz odksztalceni poprzecznych (w kierunku normalnym do powierzchni).
Na rys. 7.8 poréwnano rozktady odksztalcennt poprzecznych wzdtuz dwoch ptasz-
czyzn symetrii wyttoczki otrzymane w wyniku symulacji MES i do$wiadczalnie
(na podstawie [162]). Widoczna jest dobra zgodnosé tych wynikéow. Odksztal-
cenia gléwne w elementach siatki pokazano na WOG na rys. 7.9. Punkty znaj-
duja sie w znacznej odlegtosci od krzywej odksztalcenn granicznych, co moze
Swiadczy¢, iz jest mato prawdopodobne aby przy ttoczeniu na glebokosé 15 mm
i dla nominalnych wartosci pozostatych parametréow powstata wada wyttoczki.
Powstanie pekniecia zaobserwowano zwiekszajac gtebokosé ttoczenia do 20 mm.
Odpowiedni WOG oraz mapy odksztalcen logarytmicznych przedstawiono na
rysunkach 7.10 1 7.11 . Jak mozna zobaczy¢ na rys. 7.10, jeden z punktéw znaj-
duje sie bardzo blisko krzywej odksztatcen gléwnych, co oznacza wysokie ryzyko
pojawienia sie pekniecia blachy. Spostrzezenie to potwierdzone jest przez testy
laboratoryjne, gdzie wada wyttoczki wystapila dla przesuniecia stempla na gle-
bokos$¢ 19 mm, zob. [181]. W przypadku tloczenia na glebokosé¢ 20 mm, zwiek-
szajac nieznacznie warto$¢ wspolczynnika tarcia otrzymuje sie WOG, ktory po-
kazano na rys. 7.12. Poréwnujac z wykresem 7.10 mozna zauwazy¢, ze wiecej
punktow znajduje sie w sasiedztwie krzywej odksztalcenn granicznych, a jeden
z nich jest wewnatrz obszaru awarii. Potwierdza to duza wrazliwosé otrzymywa-
nych rozktadow odksztalcen na losowe imperfekcje wartosci parametrow procesu
ttoczenia.
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Rys. 7.8. Tloczenie naczynia o przekroju kwadratowym — poréwnanie rozktadow odksztal-
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podstawie symulacji MES.
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Rys. 7.9. Ttoczenie naczynia o przekroju kwadratowym — wykres odksztalceri granicznych dla
glebokosci tloczenia 15 mm.
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Rys. 7.10. Tloczenie naczynia o przekroju kwadratowym — wykres odksztatcenn granicznych
dla glebokosci ttoczenia 20 mm.



219

0.2924

025982
022725
018467
01821
012952
0.086943
0.0B4367
003179

-0.000783
0.06415

0.023722
-0.016706
-0.057135
-0.097563
-0.13749

0.25928
i 0.1454
010928
0070154
- 0.031032
-0.0080804
S-0.047213
-0.086336
-0.12548

0.16458
-0.2037

ytmicz-

, b) mniejsze odksztal-

rozklad odksztalcenn logar

owne

Analiza niezawodnosci dla przyktadu testowego konferencji NUMISHEET

7.8.

e o

ST

il
W,
RO,

SRR
S

a) wicksze odksztalcenie gt

cenie gltowne, ¢) odksztalcenie poprzeczne.

Rys. 7.11. Tloczenie naczynia o przekroju kwadratowym

nych dla gtebokosci ttoczenia 20 mm



220

0.35

7. Analiza niezawodnosci procesu ttoczenia blach

0.25 |

0.15 -

Major strain

0.05 r

-0.05 :

i !

-0.5 -04 -03-02-01 0 01 0.2 0.3
Minor strain

Rys. 7.12. Tloczenie naczynia o przekroju kwadratowym — wykres odksztalcen granicznych
dla glebokosci tloczenia 20 mm. Nominalny wspoélczynnik tarcia g = 0.162 zostal zwigkszony
do wartosci pp = 0.2.

Stochastyczny model procesu ttoczenia tworzy 6 zmiennych losowych. Sa to:
poczatkowa grubosé blachy, parametr K zwiazkow konstytutywnych (7.8), sita
dociskacza oraz trzy wspotczynniki tarcia — pomiedzy blachg a stemplem, blachg
a matryca i blacha a dociskaczem. Zatozono, ze wszystkie zmienne maja roz-
ktad lognormalny, a ich wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe podano

w tab. 7.1.

Tablica 7.1. Tltoczenie naczynia o przekroju kwadratowym — zmienne losowe zadania analizy

niezawodnosci.
Zmienna Wartosé Odchylenie Opis
oczekiwana | standardowe
X, 0.81 mm 0.04mm | Poczatkowa grubosé
X 5.7679 - 1085 Pa| 3.0- 107 Pa | Stala materiatowa
X3 4900 N 50N Sita dociskacza
Xy 0.162 0.015 Wsp. tarcia blacha - stempel
X5 0.162 0.015 Wsp. tarcia blacha - matryca
X 0.162 0.015 Wsp. tarcia blacha - dociskacz
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Przyjeto, ze zmienne losowe X4, X5, Xg reprezentujace wspotczynniki tarcia
sa skorelowane, a jednakowy wspoltczynnik korelacji wynosi p. Symulacja proce-
su tloczenia przeprowadzana jest do glebokosci 15 mm. Ze wzgledu na charakter
funkcji granicznej, do oszacowania wartosci prawdopodobieristwa awarii uzyto,
omoéwionej w podrozdziale A.4.3, adaptacyjnej metody importance sampling,
zob. (A.75). Wyniki analizy zebrano w tab. 7.2.

Tablica 7.2. Wplyw korelacji wspolczynnikéow tarcia na prawdopodobienstwo awarii Py.

) Py B =—®"1(Ps)| Liczba wywolan Vp,
funkcji granicznej

0 |4.07-1077 4.93 9264 5%

0.3]6.51-107° 4.36 4326 5%

0.9]4.62-107° 3.91 3325 5%

1 5.06-107° 3.89 2826 5%

Okazuje sie, ze wielko$é korelacji wspotczynnikow tarcia ma znaczacy wptyw
na otrzymywane wartosci prawdopodobieristwa awarii. Zmieniajac wspotczynnik
korelacji od p = 0 (zmienne nieskorelowane) do p = 1 (pelna korelacja), uzyskuje
si¢ rozrzut wartosci Py w przedziale, ktorego granice réznig si¢ o dwa rzedy

wielkosci, od 4.07 - 107 do 5.06 - 107°.

Poniewaz w wiekszosci przypadkéw mozna uznaé, ze wlasnosci powierzchni
ttoczonej blachy maja charakter jednorodny i nie zmieniaja sie w zaleznosci od
miejsca na arkuszu blachy, dlatego bardziej realistycznym wydaje sie zalozenie
o silnej korelacji wspotezynnikéw tarcia. W tym przypadku prawdopodobieri-
stwo awarii w postaci pekniecia wytloczki jest réwne okoto 107°, co oznacza,
ze dla przyjetych danych nalezy sie spodziewaé¢ mniej wiecej jednej wady na
10° wyttoczek. Tak mata wartosé prawdopodobiefistwa awarii (o wiele mniejsza
od obserwowanych w praktyce) wynika¢ moze ze zle dobranego modelu stocha-
stycznego badz zbyt “optymistycznych” zatozeri dotyczacych krzywej odksztal-
cen granicznych. Celowe jest zatem zbadanie wplywu nieprecyzyjnego okreslenia
stanu awarii, zgodnie z zaproponowana wczesniej koncepcja rozmytego obszaru
awarii.

Przed omoéwieniem tego zagadnienia warto przyjrzeé¢ sie sie blizej wlasno-
$ciom wykorzystywanej w zadaniu analizy niezawodnosci funkcji granicznej.
Aby zilustrowa¢ trudnosci jakie napotyka sie stosujac standardowe algorytmy
poszukiwania punktu projektowego (zob. podrozdzial A.3), na rys 7.13 pokaza-
no przeciecie z plaszczyzna wuy,uy powierzchni granicznej h(u) = 0 otrzymanej
z transformacji oryginalnej powierzchni g(x) = 0 do przestrzeni standardowej
U, zob. podrozdzial A.2. Wykres utworzono dla przypadku p = 1 (tylko jedna
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Rys. 7.13. Powierzchnia graniczna - przeciecie z plaszczyzna ui, us w przestrzeni U.

zmienna losowa uzywana jest do opisu wszystkich wspolezynnikow tarcia) oraz
przyjmujac Xo i X3 réowne ich warto$ciom oczekiwanym. Na podstawie analizy
nieregularnego (“zebatego”) charakteru wykresu na rys. 7.13, nalezy stwierdzi¢,
ze nie jest mozliwe bezposrednie zastosowanie jakichkolwiek gradientowych algo-
rytmoéw poszukiwania punktu projektowego u*. Z drugiej strony, wydaje sie, ze
w rozpatrywanym zakresie zmiennosci, funkcja z duzg doktadnoscia przyblizana
by¢ moze liniows, powierzchnia odpowiedzi.

Nie korzystajac z uprzedniej aproksymacji funkcji granicznej, w celu zmini-
malizowania wplywu szumu, w zadaniu lokalizacji punktu projektowego posta-
nowiono zastosowaé gradientowy algorytm ARF (zob. A.3.1), gdzie w réznico-
wym schemacie obliczania pochodnych funkcji granicznej uzyto “duzych” per-
turbacji (wielokrotnie wiekszych niz w przypadku numerycznego rozniczkowania
funkcji klasy C'). Prawdopodobienstwo awarii obliczono dla modelu stocha-
stycznego sktadajacego sie ze wszystkich zmiennych wymienionych w tab. 7.1,
ustalajac wspolczynnik korelacji zmiennych X4, X5, Xg rowny 0.9 i przyjmu-
jac rozmiar perturbacji w schemacie réznic centralnych jako réwny odchyleniu
standardowemu danej zmienne;j.

Uzywajac zgrubnych warunkéw zbieznosci, po 82 obliczeniach funkcji gra-
nicznej (wywotaniach programu STAMPACK) otrzymano nastepujace wyniki
aproksymacji FORM: Brorm = 3.87, Py = 5.35- 1072, zob. (A.6). Poréwnujac
z odpowiednig wartoscig z tab. 7.2 rezultat ten mozna ocenié jako dos¢ doktadny:.
Niestety, trudno na podstawie tego przyktadu zaproponowaé stosowanie metody
duzych perturbacji jako uniwersalnego podejécia do problemoéw analizy nieza-
wodnosci procesow tloczenia. Nieunikniony btad zaokragleri, charakterystyczny
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dla duzych wartosci perturbacji, moze przekreslaé¢ przydatno$é tej metody gdy
funkcja graniczna h(u) jest silnie nieliniowa. Za kazdym razem konieczne jest
zatem wstepne studium poréwnawcze z metoda bardziej doktadng, taka jak ad-
aptacyjna metoda importance sampling.

Chcac sprawdzié¢ jak duzy wplyw na niezawodno$¢ procesu ttoczenia mogg
mieé trudnosci z precyzyjnym okresleniem granicy obszaru awarii, postanowiono
oszacowaé prawdopodobienistwo awarii przyjmujac w definicji funkcji granicznej
kilka krzywych odksztalcenn granicznych zawartych w marginesie bezpieczenstwa
pokazanym na rys. 7.14. Szeroko$¢ tego marginesu ustalono réwna okoto 10%
odksztatcenia granicznego odpowiadajacego plaskiemu stanowi odksztalcenia
(e2 = 0). O ile punkty na wykresie 7.9 znajdowaly sie daleko od krzywej od-
ksztalcenn granicznych, o tyle teraz punkty reprezentujace najbardziej odksztal-
cone elementy znajduja sie w sasiedztwie dolnej granicy marginesu bezpieczeri-
stwa. Na rys. 7.14 zaznaczono 4 krzywe znajdujace sie w obrebie marginesu
bezpieczenistwa powstale poprzez przesuniecie oryginalnej krzywej odksztatcen
granicznych. Zwiazane sg one z tzw. a-przekrojami rozmytego obszaru awa-
rii (zob. [246]), a odpowiadajace im prawdopodobienistwa awarii stanowi¢ beda
granice a-przekrojéow rozmytego prawdopodobienstwa awarii.

Pokazane na rys. 7.14 krzywe (a), (b), (¢) i (d) wybrano w nastepujacy spo-
sob: (a) i (d) stanowia dolne i gérne ograniczenie marginesu bezpieczenistwa,
(b) znajduje sie w jego srodku, a (c) w potowie odlegtosci pomiedzy (a) i (b).
Analize niezawodnosci przeprowadzono dla wspotezynnika korelacji zmiennych
Xy, X5, Xg rownego 0.9. Aby przedstawi¢ prawdopodobienistwo awarii w posta-
ci zbioru rozmytego tworzymy funkcje przynaleznosci, ktora dla prawdopodo-
bieristw odpowiadajacych krzywym (a), (b), (c) i (d) przyjmuje odpowiednio
wartosci 0, 0.5, 0.25 1 1, zob. rys. 7.15.

Powstaje oczywiscie pytanie, jak interpretowa¢ wyniki przedstawione w po-
staci rozmytego prawdopodobienstwa awarii? W przeciwienstwie do standardo-
wej analizy niezawodnosci, gdzie niepewnosci parametréow modelu opisywane
sa jezykiem teorii prawdopodobienistwa, interpretacja ta nie jest jednoznaczna.
Obserwujac charakter zmiennosci funkcji przynaleznosci pokazanej na rys. 7.15
mozna stwierdzi¢, ze termin “niezawodny” lub “nie prowadzacy do wielu wad”
lepiej opisuje ten proces ttoczenia niz okreslenie “cechujacy sie duzym praw-
dopodobienistwem niepowodzenia”, ktérego nalezaloby uzyé wnioskujac jedynie
na podstawie Py = 0.34, otrzymanego dla krzywej (a). Tak wiec, najwazniej-
sza dodatkowa informacjg jaka niesie ze sobg funkcja przynaleznosci rozmytego
prawdopodobienistwa awarii jest ocena ryzyka, ktore podejmuje sie wybierajac
ta, a nie inng krzywa odksztatcen granicznych. Taki dobér parametréw procesu
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Rys. 7.14. Tloczenie naczynia o przekroju kwadratowym — wykres odksztalceri granicznych dla
glebokosci tltoczenia 15 mm. Margines bezpieczeristwa wprowadzony ponizej krzywej odksztal-
cen granicznych (d) podzielono na kilka pozioméw odpowiadajacych a-przekrojom rozmytego
obszaru awarii: a - 0, ¢ - 0.25, b - 0.5, d - 1.
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Rys. 7.15. Tloczenie naczynia o przekroju kwadratowym — funkcja przynaleznosci rozmytego
prawdopodobienstwa awarii.
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ttoczenia aby proces ten byl niezawodny wzgledem funkcji granicznej definio-
wanej przy pomocy krzywej (a) moze prowadzi¢ do rozwiazan zbyt konserwa-
tywnych i nieuzasadnionych z punktu widzenia ponoszonych kosztow.

PODSUMOWANIE

Rozdzial poswiecony jest w catosci analizie niezawodnosci proceséw tloczenia
blach. Prezentowany material pochodzi z pracy Kleibera, Rojka i Stockiego
[125], w ktorej po raz pierwszy zaproponowano wykorzystanie komputerowych
metod analizy niezawodno$ci do oceny jakosci proceséw tloczenia.

Podstawa do oszacowania prawdopodobieristwa awarii procesu jest znajo-
mo$¢é funkcji granicznej, ktora zdefiniowano wykorzystujac standardowy wykres
odksztatcenn granicznych. Poniewaz konsekwencja definicji tej funkcji jako odle-
glosci zbioru punktéw od tamanej jest jej nierézniczkowalnosé, dlatego jako me-
tode analizy niezawodnosci zaproponowano adaptacyjng metode Monte Carlo.
W zwigzku z niemoznoscia precyzyjnego wyznaczenia krzywej odksztatcen gra-
nicznych, czesto nie jest mozliwe jednoznaczne okreslenie stanu awarii procesu
tltoczenia. Trudnosci te byty powodem wprowadzenia nowej koncepcji rozmyte-
go prawdopodobienstwa awarii. Proces analizy niezawodnodci zilustrowano na
testowym przyktadzie symulacji tloczenia z konferencji NUMISHEET’93.

Wykazano, ze prawdopodobieristwo awarii w postaci pojawienia si¢ na po-
wierzchni wyttoczki bruzd, ktore nastepnie prowadzi¢ moga do powstania pek-
nieé¢, bardzo silnie zalezy od wartosci korelacji wspotczynnikow tarcia na po-
szczegbdlnych powierzchniach kontaktu. Wydaje sie, ze bezpiecznym rozwiaza-
niem jest przyjecie w analizie niezawodnosci petnej korelacji tych wspotezynni-
kow.

Biorac pod uwage obecne mozliwosci sprzetu komputerowego, adaptacyjna
metoda Monte Carlo okazata sie by¢ skutecznym narzedziem analizy niezawod-
nosci, prowadzac do umiarkowanych naktadéw obliczeniowych. Z drugiej strony,
poniewaz rozpatrywany przyktad zawierat tylko 6 zmiennych losowych, a ztozo-
nos¢ ksztalttéow wyttoczek jest zazwyczaj duzo wieksza, dlatego zrozumialy jest
dalszy trend rozwoju metod analizy niezawodno$ci proceséw tloczenia blach,
ktory w duzym stopniu opiera sie na wykorzystaniu technik powierzchni odpo-
wiedzi, zob. [106,207,274]. Wtasnie taki kierunek rozwoju przewidziany zostal
przez autorow w prekursorskiej pracy [125].
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STAND - pakiet obliczeniowy do
analizy niezawodnosci i optymalizacji
konstrukcji

Rozwiazywanie zagadnien analizy niezawodnos$ci oraz optymalizacji odporno-
$ciowej, ktore przedstawiono w poprzednich rozdziatach, wymaga stworzenia
wyspecjalizowanego oprogramowania laczacego zaréwno efektywna implemen-
tacje oméwionych algorytmow, jak i walory uzytkowe. Oprogramowanie takie
musi umozliwiaé¢ tatwa komunikacje z zewnetrznymi modutami obliczeniowymi
(najczesciej z programami MES), a takze uruchamianie analiz na komputerach
o architekturze wieloprocesorowej badz klastrach obliczeniowych.

W ciggu ostatnich trzydziestu lat analiza niezawodnosci konstrukcji byta
przedmiotem intensywnego rozwoju, przechodzac ewolucje od mato znanej dys-
cypliny akademickiej do okrzeptej i szeroko stosowanej metodologii wspierajacej
proces projektowania. Obecnie, dzieki rozwojowi wyspecjalizowanego oprogra-
mowania, analiza niezawodnosci jest dostepnym narzedziem zardéwno dla na-
ukowcow, jak tez inzynierow. Wérod najpopularniejszych programéw do anali-
zy niezawodnosci konstrukeji wymienié¢ nalezy programy ANSY'S DesignXplorer,
NESSUS, PERMAS-RA /STRUREL czy OpenSees. Oméwieniu tych oraz innych

programoéw poswiecono specjalny numer czasopisma Structural Safety [194].

Optymalizacja niezawodno$ciowa, a szczegdlnie optymalizacja odpornoscio-
wa w ujeciu zaprezentowanym w podrozdziale 2.4, nie jest jeszcze powszechnie
dostepna w ramach istniejacych komercyjnych pakietéw optymalizacyjnych. Ze
znanych programoéw, ktore oferuja pewne wersje tej optymalizacji wymienié¢ na-

lezy programy LS-OPT [229], Isight [130,133] i modeFRONTIER |[23,196].

W wiekszosci istotnych z punktu widzenia praktyki inzynierskiej przypad-
kow funkeje wehodzace w sktad sformutowan optymalizacji odpornosciowej oraz
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analizy niezawodnosci nie maja postaci analitycznej lecz zdefiniowane sg za po-
moca wybranych wynikéw symulacji skoniczenie elementowych. Dlatego niezbed-
ng cecha oprogramowania realizujacego powyzsze zadania jest Scista integracja
z wybranym programem MES lub stworzenie mechanizmoéw komunikowania sie
z zewnetrznymi modutami obliczeniowymi.

To pierwsze rozwiazanie, ktore wymaga znajomosci kodu zrodtowego, do-
stepne jest z oczywistych wzgledéow jedynie programistom rozwijajacym dany
pakiet MES, a w szczegdlnosci jego moduty pre i post. Przyktadami takiego po-
dejécia sa programy ANSYS DesignXplorer [204] i PERMAS-RA [79]. Konsoli-
dacja w ramach jednego kodu, ktéra powoduje niezaprzeczalng poprawe efektyw-
nosci obliczen, wiaze sie jednak z ograniczeniem zakresu mozliwych zastosowar
analizy niezawodno$ci i optymalizacji do tych, ktorych modelowanie mozliwe
jest przy pomocy zintegrowanego programu MES.

Duzo bardziej uniwersalna jest strategia zapewnienia komunikacji programu
do analizy niezawodnosci/optymalizacji odpornosciowej z wieloma zewnetrzny-
mi modutami obliczeniowymi poprzez wsadowy mechanizm tworzenia danych
wejsciowych, uruchamiania analizy MES oraz odczytywania wynikow. Warto tu
wspomnieé¢ o typowym rozwiazaniu, ktére stosowane jest np. w pakiecie analizy
niezawodnosci STRUREL [242], polegajacym na tworzeniu przez uzytkownika
interfejsu z modulem MES poprzez przygotowanie kodu Zréodlowego procedury
obliczajacej wartos¢ funkcji granicznej dla danej realizacji zmiennych losowych.
W procedurze tej musi znalezé sie obstuga modyfikacji danych, uruchamiania ob-
liczent i pobierania wartosci odpowiednich odpowiedzi konstrukcji. Przygotowa-
ny kod jest nastepnie kompilowany oraz konsolidowany z programem gtéwnym.
Metoda ta jest niewatpliwie dos¢ pracochtonna, a niezbedny wymog umiejetno-
$ci programistycznych uzytkownika jeszcze dodatkowo ogranicza jej praktyczna
uzytecznosé. Majac to na uwadze nalezy stwierdzi¢, ze przyjazny uzytkownikowi
interfejs graficzny, ktory wspomaga wszystkie etapy realizacji zadania wydaje
sie byé¢ nieodzownym skladnikiem dobrego oprogramowania. Jako przyktady
doskonale zaprojektowanych interfejséw graficznych nalezy wymienié¢ interfej-
sy programéw NESSUS [249] (analiza niezawodnosci) oraz modeFRONTIER
(optymalizacja).

Przydatnosé poszczegdlnych metod analizy niezawodno$ci oraz optymalizacji
konstrukeji zalezy zaréwno od specyfiki analizowanego zadania jak i wymaganej
doktadno$ci rozwiazania. Bogaty wybor metod i algorytméw jest zatem niezbed-
nym sktadnikiem dobrego oprogramowania realizujacego obliczenia dla szerokiej
klasy zagadnien dotyczacych projektowania i analizy bezpieczenistwa konstrukeji
inzynierskich. Pomimo, iz umiejetne dobranie algorytmu rozwiazujacego moze
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znaczaco ograniczy¢ konieczny naklad obliczeniowy, to w poréwnaniu do anali-
zy deterministycznej nakltad ten jest czesto o rzedy wielkosci wyzszy. Poniewaz
w przypadku ztozonych konstrukeji (modeli komputerowych) czas trwania po-
jedynczej symulacji skonczenie elementowej wynosi¢ moze wiele godzin pracy
procesora, dlatego zaréwno w analizie niezawodnosci jak i optymalizacji od-
pornos$ciowej symulacje te zastepuje sie przez duzo efektywniejsze analityczne
metamodele. W konsekwencji, to wlasnie modut powierzchni odpowiedzi (zob.
rozdzial 3), ktory umozliwia odpowiednie dopasowanie funkeji aproksymujacej
do eksperymentéw komputerowych stanowi jeden z podstawowych elementow
programu. Dodatkowo, sposrod istotnych sktadnikéw oprogramowania wymie-
ni¢ nalezy moduty realizujace zadanie automatycznej komunikacji z zewnetrzny-
mi programami MES, a takze, wspominany juz wygodny w obstudze i czytelny
graficzny interfejs uzytkownika.

Duza liczba oraz zréznicowanie koniecznych moduléw sprawia, ze tworzenie
zaawansowanego programu do analizy niezawodnosci i optymalizacji odporno-
$ciowej konstrukeji jest powaznym wyzwaniem programistycznym. Architektura
kodu zapewnia¢ powinna mozliwos¢ jednoczesnego rozwijania go przez wielu
programistow, tatwos¢ utrzymania i wprowadzania modyfikacji. Odpowiednia
platforma do realizacji tych celow wydaje sie byé¢ programowanie zorientowane
obiektowo. Co jest do$é¢ zaskakujace, pomimo oczywistych zalet oraz bedac obec-
nie dominujacym paradygmatem programowania, podejscie obiektowe nie jest
jednak powszechng praktyka przy pisaniu programéw do analizy niezawodno-
$ci. Sposrod najwazniejszych, wymienionych w specjalnym numerze Structural
Safety [194], tylko kilka najnowszych programéw (ANSYS/DesignXplorer [204],
PHIMECA-SOFT [146], Opensees [41]) zaprojektowano jako kody obiektowo
zorientowane.

Obiektowo zorientowana architekture posiada rowniez program STAND (S To-
chastic ANalysis and Design), ktory od 2004 roku rozwijany jest w Pracowni
Niezawodnosci i Optymalizacji IPPT PAN. Kod ten, bedac w istocie zbiorem
bibliotek w jezyku C++ grupujacych klasy danych oraz algorytmy, zaprojek-
towany zostat jako wspolna platforma programowa stuzaca do implementacji
oraz testowania metod szeroko pojetej analizy stochastycznej. W obecnej wer-
sji programu zaimplementowano wiele standardowych jak réwniez oryginalnych
rozwigzan analizy niezawodnosci i optymalizacji odpornosciowej konstrukeji. Po-
nadto, STAND wyposazony jest w mechanizmy interaktywnego definiowania
zadania, jak roéwniez automatycznej integracji z zewnetrznymi modutami obli-
czeniowymi. Wiekszos¢ zadan obliczeniowych prezentowanych w niniejszej pracy
zrealizowanych zostalo wlagnie przy pomocy tego oprogramowania.
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Ponizej, na przyktadzie STANDa oméwione zostang wybrane zagadnienia
dotyczace komputerowej implementacji algorytmoéow analizy niezawodnosci i opty-
malizacji odpornosciowej, architektury obiektowej programu, a takze niezbed-
nych cech interfejsu uzytkownika i sposobéw komunikacji z programami MES.
Zagadnienia integracji z pakietami skoriczenie elementowymi ABAQUS i RA-
DIOSS omoéwiono analizujac ponownie przyktady z podrozdziatu 5.1.3 i rozdzia-
tu 6. Wiecej informacji o programie STAND znalez¢ mozna w artykule [234].

8.1. Analiza niezawodnosci konstrukcji

Najwazniejsze etapy realizacji zadania niezawodnosci konstrukcji zaprezento-
wano w postaci schematu blokowego na rys. 8.1. Etapy te zostang szczegbdtowo
omoéwione w dalszej czesci rozdzialu, w tym miejscu warto podaé jedynie ich
krotki opis.

Przedstawiona procedura rozpoczyna sie od stworzenia modelu stochastycz-
nego analizowanego zagadnienia. Uzytkownik programu podaje parametry brze-
gowych rozkladéw prawdopodobienistwa zmiennych losowych, a w przypadku
zmiennych skorelowanych takze wspotczynniki korelacji wzajemnej. Jednocze-
$nie definiowane sg tzw. zmienne zewnetrzne, bedace niejawnymi funkcjami
zmiennych losowych, ktorych wartosci otrzymuje sie jako wynik dziatania in-
nych (zewnetrznych) programéw. Aby uzyskaé warto$¢ zmiennej zewnetrznej z,
ktora odpowiada danej realizacji wektora zmiennych losowych, realizacja ta mu-
si by¢ zapisana w zbiorze danych wejsciowych programu obliczajacego wartosé
z. Wiaze sie z tym koniecznos¢ podania informacji w jaki sposob realizacja danej
zmiennej uaktualnia zbiér danych. Operacja ta realizowana jest przez opisany
dalej mechanizm znacznikéw. Po zdefiniowaniu modelu stochastycznego, przy
pomocy graficznego interfejsu programu STAND uzytkownik wprowadza wzor
funkcji granicznej, ktéra zawiera¢ moze zaréwno zmienne losowe jak i zmienne
zewnetrzne. Nastepne etapy to wybor metody analizy niezawodno$ci oraz uru-
chomienie obliczeri. Zadanie konczy sie wygenerowaniem raportu zawierajacego
przede wszystkim wartosci prawdopodobienstwa awarii oraz jego wrazliwosci
na parametry rozkltadéw prawdopodobieristwa zmiennych losowych. Wybrane
wyniki oraz historia dzialania algorytmu przedstawione moga by¢ w formie wy-
kresow.
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Definicja zmiennych losowych oraz zmiennych zewitrznych
Rozktady prawdopodobhstwa
« Macierz korelacji
Znaczniki zmiennych losowych w zbiorach danych daztrznych modutéw
obliczeniowych (programéw MES)
* Sposoéb otrzymania wadc zmiennych zewgtrznych: strategia uruchamianig
zewretrznych modutéw obliczeniowych, lokalizacja i azaliwynikow.

'

Definicja funkcji granicznej

'

Wybor metody analizy niezawodnéci, ustalenie parametrow algorytmu

!

Wykonanie zadania

VL

Generacja raportow, wizualizacja wynikéw

Rys. 8.1. Glowne etapy realizacji zadania analizy niezawodnosci konstrukeji

8.1.1. Definicja modelu stochastycznego

Jak juz wspomniano, w definicji modelu stochastycznego uwzglednia sie dwa
rodzaje zmiennych. Sa to (podstawowe) zmienne losowe oraz zmienne zewnetrz-
ne (funkcje zmiennych losowych). Ze wzgledu na ich odmienny charakter infor-
macje konieczne do opisu zmiennych losowych i zmiennych zewnetrznych sa tez
zasadniczo rozne.

8.1.1.1. Zmienne losowe

Bardzo czesto ze wzgledu na brak dostatecznej liczby danych eksperymental-
nych trudno jest okresli¢ funkcje tacznej gestosci prawdopodobienstwa wektora
zmiennych losowych X, fx(x). W przypadku zmiennych zaleznych, w progra-
mie STAND funkcja fx(x) aproksymowana jest za pomoca tzw. modelu Nata-
fa, definiowanego przez brzegowe rozktady prawdopodobienistwa zmiennych oraz
macierz korelacji (zob. podrozdzial A.2.4). Model Natafa pozwala na efektywna
transformacje, U = T(X), oryginalnych zmiennych losowych X do gaussowskiej
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przestrzeni standardowej U. Wiekszos¢ metod analizy niezawodnosci zaimple-
mentowanych w programie STAND wykorzystuje wlasnosci tej przestrzeni, gdzie
miara prawdopodobienistwa okreslona jest funkcja gestosci fu(u) = [, p(u;),
bedaca iloczynem n jednowymiarowych standardowych gaussowskich funkcji ge-
stosci prawdopodobienistwa, zob. dodatek A. Jesli zmienne X majg wielowymia-
rowy rozktad normalny, to model Natafa jest doktadny.

W obecnej wersji programu do opisu zmiennych losowych przyjmowane moga
by¢ nastepujace rozktady prawdopodobieristwa: jednostajny, normalny, lognor-
malny, wyktadniczy, Rayleigha, Gumbela, Frecheta i Weibulla. Dany rozktad
mozna zdefiniowaé za pomoca momentow statystycznych (podajac wartosé ocze-
kiwana oraz odchylenie standardowe) badz tez przy pomocy parametrow funkeji
gestosci. Domyslnie zaklada sie, ze zmienne losowe sa nieskorelowane. Jesli tak
nie jest, niezerowe wartosci wspotczynnikéw korelacji mozna wprowadzi¢ w de-
dykowanym oknie dialogowym, jak to pokazano na rys. 8.2.

1 Variables | Functions |

B Font ‘ Name * | Type Type of Distr. | Defined by P1 Name P1 Value P2 Name | P2 value
" Variables and Functions !

' Task Definition 1 Load Random | Gumbel Parameters ALPHA = 0.0855 U= 93

ZIThmIA Random Mormal Moments MEAN = 0.6 STDDEY = 0.05
3.Th\ck2 Randorn | Maorrmal Morments MEAN = 0.4 STODEY = 0.05

ﬂTh\ckB Random Maormmal Marnents MEAN = 0.6 STDDEVY = 0.05

m Correlation Matrix

Load Thick1 Thickz Thick3

Load a o

Thicks

0.8
0.8

oK ] { Cancel

< | ¥

I add ] Delete il Copy il Paste il Correlation |

Rys. 8.2. Widok graficznego interfejsu stuzacego do definiowania zmiennych losowych.

Niezaleznie od metody, oszacowanie wartosci prawdopodobienstwa awarii
wymaga wielokrotnego obliczenia wartosci funkcji granicznej dla réznych reali-
zacji wektora X. W wiekszosci istotnych z punktu widzenia praktyki przypad-
kow wiaze sie to z koniecznodcia uruchamiania zewnetrznych programéw ana-
lizy skoniczenie elementowej. W celu umozliwienia automatycznej komunikacji
programu STAND z modutami zewnetrznymi zastosowano prosty mechanizm
wymiany danych. Realizacje zmiennych losowych generowane przez algorytmy
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analizy niezawodno$ci zastepuja odpowiednie wartosci w plikach wejSciowych
programéw zewnetrznych. Za posrednictwem graficznego interfejsu uzytkowni-
ka, kazdej zmiennej mozna przypisa¢ tzw. znacznik, lokalizujacy pole w teksto-
wym zbiorze wejSciowym, gdzie wpisywana bedzie wartos¢ realizacji zmiennej,
zob. rys. 8.3. Oczywiscie potaczenie takie mozliwe jest wtedy, gdy program MES
moze by¢ wywolywany w trybie wsadowym oraz gdy zaréwno zbiory danych
wejsciowych jak tez zbiory z wynikami maja format tekstowy. Jak to zosta-
nie pokazane w przyktadach zaprezentowanych na koncu rozdziatu, mechanizm
ten okazal sie wystarczajacy do komunikacji z uzywanymi w niniejszej pracy
komercyjnymi pakietami MES.

12 [3X || = VTagselectiondialog

© Deterministic @ Random O External Please tag the following file:

Variable Name: |[Thickl | I [
# PROPERTIES [ GEOMETRICAL SETS! |
B e e e e B L

{PROP/SHELL/1/shell_part1
#

Distribution Type: [Mormal ~|

Defined by [Moments v| #-lslh;\\ lszvstr\

# hmo | B | b | odm |
0 0.01 0.01 o
@ M [tstrain]  Thick | Ashear | | Tthick| Iplas|
5 0 [ | ] 01

Mean Value: |06 |

Standard Deviation: |05 | o B | W e [ i e g1 059
IPROP/SHELL/Zishel_part

Use Tag #-Ishel| Ismstr|
2 - 12 4
|Di/R sfal/APROSYS/S-BeamTest/RadiossData/RELTESTDO0 ¥ [ #bm | OB | o Ndm |
0 0.01 0.01
7] Value options;
S onnns #- M |Istrain]  Thick | Ashear |\ | Ithick Iplas|
5 0 15 [ 1
© Integer  Field Length: -1 | | |5 | | | |10 &
© s | «
() Scientific Precision:
Best fit i . — —
O pestfit | | Zbidr danych wejsciowych Zaznaczone miejsce, w ktére “wklejane’
programu MES beda wartosci realizacji zmiennej Thickl

o | (o]

Rys. 8.3. Definicja znacznika - okreslenie pola w zbiorze danych wejéciowych, w ktoére zapisy-
wane beda realizacje zmiennej losowej.

8.1.1.2. Zmienne zewngtrzne

Wartosci zmiennych zewnetrznych odczytywane sa ze zbioréw tekstowych za-
wierajacych wyniki dziatania zewnetrznych programoéw obliczeniowych. Dlatego
w definicji zmiennej tego typu znalezé musi sie sekwencja wywotan programow,
ktore w rezultacie doprowadza do otrzymania warto$ci zmiennej dla danej reali-
zacji x wektora X. Przyktad takiej definicji pokazano na rys. 8.4. Podane tam
polecenia wykonywane w trybie wsadowym zawieraja listy argumentow, w sktad
ktorych wchodza nazwy zbioréw z danymi specyfikowane wczesniej przy okazji
definiowania zmiennych losowych. Uzytkownik wybiera nastepnie metode uzy-
skania wartosci zmiennej ze zbioru wynikowego. Wartos¢ ta lokalizowana by¢
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moze przez bezwzgledne “wspolrzedne” pola tekstowego w pliku, przez poto-
zenie wzgledem okreslonej etykiety lub tez jako wartos¢ skalarna otrzymana
z analizy historii zmian danej wielkosci w czasie.

Bardzo czesto te same programy uzywane sa do obliczenia warto$ci wie-
lu zmiennych zewnetrznych. Na przyktad, wynikiem symulacji MES moga by¢
przemieszczenia konstrukeji, odksztalcenia, naprezenia lub wartosci temperatur,
ktore wykorzystuje sie nastepnie w definicji funkcji granicznej. W celu poprawy
efektywnosci analizy, identyfikuje sie zmienne zewnetrzne o takiej samej sekwen-
cji wywotan programéw, aby uniknaé¢ wielokrotnego uruchamiania obliczen dla
tych samych danych. Strategia ta jest w peilni zautomatyzowana i nie wymaga
wczedniejszej deklaracji uzytkownika.

i Define variable

) Deterministic ) Randorm (&) External

Variable Mame: |Energy |

External pragrams:

Path Parameters

|1 vradiosshenvilinuxiradioss_exeisalv_linux WRafalAPROSYS\S-BeamTest\RadiossData\RELTESTDOO
|2 Nradiosshenvhlinuxiradioss_exetediv_linux | “RafalAPROSYSAS-BeamTest\RadiossDataRELTESTDOL

i 3 Aradiosshenvilinuxith++5th_va 1k -b TH_IE_batch

Path: | | E]

Fararis: | |[ Paste file ] Add

Pick up a walue extraction type:

i\.-'alue in = file v|

Select a file: WA afalAPROSYSAS-BeamnTest\RadiossDatab\IE Ist | B

(%) Last walue of ¥
) Max(y)
) Min{y)
O avalr)
) Intergral over %

0 vim) for = |20.0 |

[ ox [ coneel |

Rys. 8.4. Okno interfejsu uzytkownika stuzace do definicji zmiennych zewnetrznych. W celu
otrzymania wartosci zmiennej Energy nalezy najpierw uruchomi¢ sekwencje trzech wymienio-
nych programéw, otrzymujac zbiér wynikowy zawierajacy punkty do wykresu obrazujacego
zmiane badanej wielkosci w czasie. Nastepnie jako warto$¢ zmiennej zewnetrznej Energy przyj-
muje sie ostatnia wartos¢ ze stabelaryzowanej zaleznosci.
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8.1.2. Definicja funkgji granicznej

W programie STAND wzér funkcji granicznej wprowadzany jest w standar-
dowym zapisie matematycznym (podobnie jak np. w programie MATLAB) jako
zalezno$¢ od zmiennych losowych i zmiennych zewnetrznych. Definicja zawie-
ra¢ moze wiekszos¢ typowych funkcji matematycznych. Przy wpisywaniu wzoru
nie jest konieczne uzywanie takich samych nazw jak te uzyte w modelu sto-
chastycznym. Symbole zmiennych wystepujace we wzorze funkcji lokalizowane
sa automatycznie przez parser, a uzytkownik dokonuje jedynie odpowiedniego
przypisania na podstawie listy dostepnych zmiennych losowych i zewnetrznych,
zob. rys. 8.5. Jedli w definicji funkcji granicznej znajduja sie zmienne zewnetrz-
ne, to wykonywana jest identyfikacja, od ktorych zmiennych losowych zalezg
one w sposob niejawny. Odbywa sie to poprzez sprawdzenie, ktore z tych zmien-
nych modyfikuja zbiory danych wystepujace jako parametry wywotan progra-
moéw z definicji zmiennych zewnetrznych.

m Edit function

Function definition; | 1.0 - sqri{E}/a500 |
Param Mame Yariable
1 E Energy F
‘ariable Assignment: Thick1
Thickz
Thick3
I oK l ’ Cancel ]

Rys. 8.5. Definicja funkcji granicznej. Przypisanie parametrom funkcji, uprzednio wprowadzo-
nych zmiennych losowych i zewnetrznych.

8.1.3. Wybér algorytmu i uruchomienie analizy

Na rys. 8.6 pokazano przykladowy wyglad okna graficznego interfejsu pro-
gramu STAND przeznaczonego do wyboru algorytmu analizy niezawodnosci.
Uzytkownik specyfikuje tu nazwe zadania, wybiera metode analizy oraz ustala
wartosci jej parametrow sterujgcych, takich jak wspotczynnik zbieznosci, mak-
symalna liczba iteracji itp. Funkcja graniczna wybierana jest z listy wszystkich
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funkeji zdefiniowanych podczas sesji z programem. W przypadku metod, ktore
wymagaja lokalizacji punktu projektowego do wyboru sg nastepujace algorytmy:
HLRF, ARF i Z3M (zob. dodatek A.3 oraz podrozdzial 5.1). Opcje dotyczace
post-processingu pozwalaja na ustalenie, ktére wyniki analizy niezawodnosci
oraz jakiego typu wykresy maja znalez¢ sie w raporcie koricowym. Przycisk Run
uruchamia analize. Ponizej, w polu komunikatéow wys$wietlane sa najwazniejsze
rezultaty, takie jak wartos¢ prawdopodobieristwa awarii, a takze, jesli to moz-
liwe, diagnozowane sg problemy, ktére moga wystapi¢ w czasie rozwiazywania
zadania.

FORMTaskDefinition

task name |MetaIFOrm1| |

[rezign point zearch method Limit ztate function
DPS methad HLRF v || v
Max. iterations |50

Generate report
DPS Convergence plot
Summary tables

Convergence param | 0.001

|
|
Max LS iterations |30 | Fiezults zetup
|
|

Congergence params |D.DD‘I

Shake plats

‘ariable Starting value )

Load 100.0 [] Scatter plots

Thick1 0E b Sensitivity pie chart
Thick2 0.4

Thick3 1E w ’ Advanced setup

Fun meszages window

= FORM aMALYSIS STARTED ™
Probability of failure = 2127E-03
Fieliability index beta = 2 86

Rys. 8.6. Interfejs graficzny przeznaczony do wyboru wartosci parametréw algorytmu analizy
niezawodnos$ci oraz do uruchamiania zadania.

Jak to juz wielokrotnie podkreslano, analiza niezawodno$ci z uzyciem du-
zych modeli skonczenie elementowych jest z reguty zadaniem kosztownym ob-
liczeniowo. Poniewaz o czasie trwania calej analizy decyduje przede wszystkim
czas trwania pojedynczej symulacji MES oraz liczba takich symulacji, dlatego
kluczowym elementem efektywnego procesu szacowania prawdopodobienistwa
awarii jest odpowiednia strategia realizowania zewnetrznych zadan MES.

Na wielu etapach dziatania algorytméw analizy niezawodnosci mozliwe jest
rownolegte wykonywanie obliczenn warto$ci funkcji granicznej, co w znaczacy
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sposob podnosi efektywnosé rozwiazania. Sposrod metod, ktore ze swej “natu-
ry” moga by¢ tatwo przetwarzane na maszynach wieloprocesorowych wymienié
nalezy metody symulacyjne lub wykorzystujace planowane eksperymenty, takie
jak Monte Carlo, importance sampling czy Z3M. Ponadto, czas dzialania me-
tod gradientowych, bazujacych na poszukiwaniu punktu projektowego, mozna
w istotny sposéb ograniczyé¢ “zréwnoleglajac” obliczanie gradientow funkcji gra-
nicznej. Obecna wersja programu STAND oferuje mozliwosé realizowania zadan
na komputerach o architekturze rownoleglej oraz na klastrach obliczeniowych.

Inng cecha, bardzo wazng z punktu widzenia redukcji czasu trwania analizy,
ktora powinno sie cechowaé oprogramowanie do obliczania niezawodnosci kon-
strukcji, jest mozliwos¢ ponownego uruchomienia analizy w miejscu gdzie zostata
ona przedwczednie przerwana. Aby nie utraci¢ godzin, a nawet dni kosztownych
symulacji komputerowych w przypadku awarii zasilania badZ tez konieczno-
$ci zmiany Zle dobranej warto$ci parametru zbieznosci, uzytkownik powinien
mie¢ moznos¢ odzyskania jak najwiecej informacji z przeprowadzonych do tej
pory obliczen, a takze ich kontynuacji bez potrzeby rozpoczynania analizy od
poczatku.

Program STAND utlatwia obshuge takich awaryjnych sytuacji gromadzac
w plikach tymczasowych wartosci funkcji granicznej obliczone w czasie trwania
analizy. Rozpoczynajac proces analizy niezawodnosci, dokonywane jest najpierw
sprawdzenie czy istnieja juz zapisane wartosci funkcji granicznej odpowiadajace
generowanym przez algorytm realizacjom zmiennych losowych. Jedli tak jest, to
wartodci te sa po prostu odczytywane z przygotowanych plikow bez przeprowa-
dzania obliczen MES. Trzeba pamietaé, ze wiele metod analizy niezawodnosci
uzywa generatorow liczb pseudolosowych i dlatego zarodek (ang. seed) takiego
generatora musi by¢ takze zapisywany w celu zapewnienia powtoérzenia generacji
tego samego ciagu liczb, co w odtwarzanym procesie.

8.1.4. Wizualizacja wynikéw

Odpowiednie narzedzia prezentacji pomagaja nie tylko w czytelny i przy-
stepny sposob przedstawié¢ gtéwne wyniki analizy niezawodnosci, ale moga by¢
rowniez zrodtem dodatkowej wiedzy o badanej konstrukeji. Poza standardowymi
wynikami, takimi jak prawdopodobienistwo awarii czy wskaznik niezawodnogci,
do raportu generowanego przez program STAND po zakoiiczeniu obliczeri moz-
na dolaczyé wykresy wizualizujace np. wspotrzedne punktu projektowego czy
wrazliwosci wskaznika niezawodnosci na parametry rozktadéw prawdopodobien-
stwa zmiennych losowych.
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Realizacje wektora zmiennych X, jak rowniez odpowiadajace im wartosci
funkcji granicznej obliczane w trakcie symulacji Monte Carlo lub tez podczas
poszukiwania punktu projektowego, mozna zaprezentowaé¢ na wykresie punkto-
wym (ang. scatter plot), rys. 8.7a, lub na wykresie wieloosiowym (ang. parallel
coordinate plot), rys. 8.7b.

X:X7, y:LSF

dbeta/dsigma_i

C d

Rys. 8.7. a - wykres punktowy, b - wykres wieloosiowy, c - prezentacja wspotrzednych punktu
projektowego na wykresie wieloosiowym, d - wrazliwosci wskaznika niezawodnosci na wykresie
kotowym.

Wykres punktowy jest standardowym narzedziem wizualizacji danych na
plaszczyznie lub w przestrzeni trojwymiarowej. Pozwala on na analize rzutéw
wielowymiarowej “chmury” danych na ptaszczyzny o osiach wyznaczonych przez
zmienne losowe i funkcje graniczna. Z drugiej strony, na wykresie wieloosiowym
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(spotyka sie tez nazwe “wykres typu sie¢ rybacka”) pokaza¢ mozna wielowymia-
rowe punkty danych “w calosci”. Idea wykresu wieloosiowego jest prezentacja
kazdego punktu danych w postaci linii tamanej o wierzchotkach umieszczonych
na réwnomiernie roztozonych, réwnolegtych osiach, reprezentujacych wszystkie
zmienne oraz funkcje graniczna. Dolne i gorne korice osi oznaczajg odpowiednio
najmniejsze i najwicksze wartodci danej zmiennej w zbiorze punktéw danych.
Wierzchotki poszczegdlnych tamanych potozone sa na osiach zgodnie z warto-
Sciami wspohrzednych punktow, ktore przedstawiaja. Wykresy wieloosiowe za-
implementowane w programie STAND umozliwiaja usuniecie pewnej grupy ta-
manych (punktéow) poprzez zawezenie zakreséw wybranych wspotrzednych. Na
przyktad, odfiltrowujac wszystkie realizacje zmiennych losowych, ktore prowa-
dza do dodatnich warto$ci funkcji granicznej, mozna otrzymacé informacje na
temat dominujacego scenariusza awarii konstrukc;ji.

Wykres wieloosiowy moze by¢ rowniez ciekawym sposobem przedstawienia
wspotrzednych punktu projektowego, zob. rys. 8.7c. Stosujac np. px, £ 30, ja-
ko zakresy osi odpowiednich zmiennych losowych mozna natychmiast zauwazy¢,
gdzie w stosunku do wartosci oczekiwanych znajduje sie najbardziej prawdopo-
dobna realizacja prowadzaca do awarii konstrukc;ji.

Jedng z duzych zalet metody analizy niezawodnosci pierwszego rzedu jest
tatwosé otrzymania wrazliwos$ci wskaznika niezawodno$ci oraz prawdopodobieri-
stwa awarii PJF ORM na parametry rozkladow prawdopodobienstwa zmiennych lo-
sowych, zob. [143,230]. Znajomos$é¢ wrazliwosci pomoc moze w identyfikowaniu
gtownych zrodet losowosci odpowiedzi konstrukeji oraz w podejmowaniu decyzji
projektowych. W przypadku umiarkowanej liczby zmiennych, wygodnym spo-
sobem wizualizacji obliczonych wrazliwosci jest wykres kotowy, rys. 8.7d. Ana-
lizujac na takim wykresie wrazliwo$é¢ wskaznika niezawodnosci na odchylenia
standardowe zmiennych losowych, mozna wyciagna¢ wnioski dotyczace ewentu-
alnych sposoboéw redukeji prawdopodobienistwa awarii konstrukeji poprzez kon-
trole jakosci wybranych jej elementow.

8.1.5. Obiektowa architektura programu STAND na przyktadzie modutu
analizy niezawodnosci

Wybér paradygmatu programowania zorientowanego obiektowo okazal sie
bardzo trafna decyzja zaroéwno jesli chodzi o organizacje kodu programu STAND,
jak réwniez o umozliwienie jednoczesnej pracy wielu programistéw. Co trze-
ba réwniez mocno podkresli¢, uzycie jezyka C++, ktory jest obecnie dominu-
jacym jezykiem programowania wyktadanym na wyzszych uczelniach, pozwala
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mieé¢ nadzieje, ze mtodym cztonkom zespotu badawczego rozwijajacego STAND
w IPPT PAN latwiej bedzie w przysztosci wlaczy¢ sie w prace nad rozwijaniem
kodu.

Przez dekady najwazniejszym jezykiem programowania stosowanym do two-
rzenia wiekszosci programéw do obliczen naukowych i inzynierskich byl For-
tran. Jest on przykladem tzw. jezyka strukturalnego, przeznaczonego przede
wszystkim do programowania algorytméw obliczeniowych. Jedng z cech progra-
mowania strukturalnego jest to, ze dane i operacje na danych sg rozdzielone,
a nacisk ktadziony jest wtasnie na przetwarzanie danych, implementowanych
w sposob jawny. Pomimo, iz dobrze napisany w Fortranie program odznaczaé
sie moze duza efektywnoscia, to jezyk ten o wiele gorzej nadaje sie do budowy
duzych projektow informatycznych oraz zarzadzania ztozonymi strukturami da-
nych. Rosnace mozliwosci sprzetu komputerowego wiaza sie z coraz wigkszym
rozmiarem oraz stopniem skomplikowania zadan obliczeniowych, ktorych reali-
zacja wymaga bardziej elastycznych i efektywnych narzedzi programistycznych.
Ewolucja obowiazujacego paradygmatu programowania byla zatem konieczna
aby sprosta¢ nowym wyzwaniom, a wlasnie programowanie zorientowane obiek-
towo wydaje sie dostarczaé potrzebnych ku temu $rodkdw.

W ramach podejscia obiektowego, juz nie algorytm, a odpowiednia struktura
danych jest najwazniejszym sktadnikiem tworzonego oprogramowania. Central-
nym elementem kazdego obiektowo zorientowanego jezyka jest klasa. Koncepcja
klasy taczy w sobie zar6wno zmienne (atrybuty) jak i operujace na nich procedu-
ry (metody). Dobrze zaprojektowane klasy powinny odzwierciedlaé¢ tak wiernie
jak to mozliwe specyficzne cechy analizowanego zagadnienia.

Innym kluczowym elementem modelowania zorientowanego obiektowo jest
mozliwos¢ stworzenia struktury klas. Mechanizm dziedziczenia pozwala na bu-
dowanie hierarchii klas, ktora zobrazowaé¢ mozna na grafie podobnym do drzewa
genealogicznego. Klasy nizszego poziomu (podklasy) dziedzicza atrybuty i me-
tody klasy potozonej wyzej, tzw. klasy bazowej, umozliwiajac przejrzysta oraz
efektywna organizacje wspolnych cech tych klas. W przypadku obiektowo zorien-
towanego kodu do analizy niezawodnosci, wspolnym atrybutem réznych klas
odpowiadajacych algorytmom obliczania prawdopodobienstwa awarii (FORM,
SORM, Monte Carlo ...) jest wektor zmiennych losowych, czyli wektor zawiera-
jacy obiekty typu Zmienna Losowa gromadzace wszystkie niezbedne dane oraz
metody potrzebne do operacji na tych zmiennych. Poniewaz wymienione algo-
rytmy musza mie¢ dostep do wektora zmiennych losowych, dlatego deklarowany
on jest jako atrybut klasy bazowej Analiza Niezawodnosci, zob. rys. 8.8, a dzicki
dziedziczeniu nalezy on takze do klas lezacych nizej w hierarchii.
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Dzieki tzw. polimorfizmowi metody odziedziczone z klasy bazowej mozna
ponownie zdefiniowa¢ poprzez ich ponowna deklaracje w ramach danej klasy
oraz napisanie nowej wersji kodu metody. Pozwala to w latwy sposob oddac
réznice miedzy klasami. Taka struktura klas nazywana jest czasem specjalizacja-
generalizacja poniewaz w klasie bazowej deklaruje sie dana metode w najbardziej
ogoblnej postaci, natomiast w klasach dziedziczacych metody te przybieraja duzo
bardziej konkretna i wyspecjalizowana forme.

Bardzo czesto klasy bazowe projektowane sa w ten sposob, ze jedynie za po-
moca kilku wybranych metod mozliwa jest ich komunikacja z innymi obiektami.
Znajac takie “sztywne” interfejsy, nad réznymi czesciami oprogramowania moga
pracowa¢ oddzielne grupy programistow, wiedzac, ze ich fragmenty kodu beda
ze soba wspolpracowaly.

Wszystkie te mechanizmy pomagaja bardziej efektywnie tworzy¢ kompute-
rowe modele rzeczywistych probleméw. Cel i zakres niniejszego opracowania nie
pozwalaja na szczegdlowa prezentacje tematyki programowania zorientowanego
obiektowo. Zagadnienia te zostaly wyczerpujaco oméwione np. w klasycznej juz
ksiazce Bjarne Stroustrupa [241].

Rysunek 8.8 przedstawia (bardzo uproszczony dla przejrzystosci) diagram
hierarchii klas modutu analizy niezawodnosci programu STAND. Za kluczo-
we dla tego modulu nalezy uznaé¢ klasy: Analiza Niezawodnosci, Zmienna Loso-
wa, Rozktad Prawdopodobiefistwa, Funkcja Graniczna, Powierzchnia Odpowiedzi,
Metoda Poszukiwania Punktu Projektowego, Transformacja do Przestrzeni Stan-
dardowej i Generator Prébek. Klasy te tworza glowny szkielet programu. Klasa
bazowa Analiza Niezawodnosci wprowadza wspélne atrybuty algorytmoéw roz-
wigzujacych, takie jak zmienne losowe i funkcja graniczna. Klasy reprezentujace
symulacje Monte Carlo i metode MVFO (ang. mean value first order) [230] dzie-
dzicza z Analiza Niezawodnosci bezposrednio. Klasa Analiza Niezawodnosci z PP,
wyprowadzona z klasy bazowej jest juz bardziej wyspecjalizowang, ale nadal
abstrakcyjnag klasa!'. Reprezentuje ona te metody analizy niezawodnosci, ktore
wykorzystujg koncepcje punktu projektowego. Obecnie w programie STAND
dostepne sa cztery takie algorytmy, sa to: FORM (zob. dodatek A), SORM
(zob. [143,230]), IS (importance sampling, dodatek A), i Z3M (zob. podroz-
dziat 5.1). Dziedzicza one wtasnie z Analiza Niezawodnosci z PP. Na rys. 8.8
operacja dziedziczenia oznaczona jest tacznikiem z tréjkatem.

'Klasa abstrakcyjna w programowaniu obicktowym jest to klasa, ktéra nie moze mie¢
swoich reprezentantéw pod postacia obiektow. Kazda klasa, ktéra dziedziczy po klasie abs-
trakcyjnej i sama nie chce by¢ abstrakcyjna, musi implementowa¢ wszystkie odziedziczone
metody wirtualne.
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8.2. Wybrane zagadnienia implementacji algorytmu optymalizacji
odpornosciowe;j

Analizujac sformutowanie optymalizacji odpornosciowej konstrukeji (2.43)—
(2.48) mozna zauwazy¢, ze mamy tam do czynienia z roznymi rodzajami zmien-
nych. Obok deterministycznych zmiennych projektowych d;, i =1, ..., ng4, w sfor-
mulowaniu wystepuja zmienne losowe X;, i=1,...,nx, oraz P;, i=1,...,np,
ktore tworza model stochastyczny zadania. Przyjeto, ze wartosci oczekiwane
px zmiennych X wchodza w sktad wektora zmiennych projektowych. Zmienne
P przyczyniaja sie jedynie do losowego rozrzutu wartosci funkeji celu i funkeji
ograniczen, a ich charakterystyki probabilistyczne nie zmieniaja sie w trakcie
procesu optymalizacji.

Schemat wzajemnych powigzan klas reprezentujacych w programie STAND
zmienne projektowe i zmienne losowe pokazano schematycznie na rys. 8.9.

Zmienna Projektowa
\Wartos¢ Aktualna
Zmienna Losowa O— Zmienna Losowa
\Wsp6tczynnik Zmienngi Rozkiad
Indeks Rozktad PrayvdopodokﬁenNaO— Prawdopodobiefistwa
Ustaw Wartgé : -
Uaktualnij Zmieng Losowy Wartos¢ Oczekiwana
: Odchylenie Standardowe
Ustaw Wartd¢ Oczekiwag
\( Ustaw Odchylenie Standardowe
Zmienna Projektowa Zmienna Projektowa
Dyskretna Ciagta
Katalog Ograniczenia Proste
Ustaw Wartgé Ustaw Wartgé

Rys. 8.9. Schemat wspélpracy klas reprezentujacych zmienne projektowe i zmienne losowe
zapewniajacy mozliwo$é modelowania zmiennych projektowych piy.

Bazowa klasa abstrakcyjna Zmienna Projektowa oprocz takich atrybutow
jak Wartosé Aktualna przechowuje dodatkowo Wspétczynnik Zmiennosci oraz
wskaznik do obiektu Zmienna Losowa. Ma to na celu uwzglednienie w zadaniu
optymalizacji odpornosciowej zmiennych projektowych px. Deklarujac zmienna
projektowa tego typu podaje sie z ktora zmienna losows jest ona stowarzyszona.



244 8. STAND - pakiet obliczeniowy do analizy niezawodnosci i optymalizacyi konstrukcgji

Jesli w ramach dzialania algorytmu optymalizacyjnego zmieniona zostaje war-
tos¢ aktualna zmiennej projektowej, wtedy wywotywana jest metoda Uaktualnij
Zmienng Losowa, ktora odpowiednio modyfikuje warto$é¢ oczekiwana stowarzy-
szonej zmiennej losowej (wywolywana jest metoda Ustaw Wartosé Oczekiwana
obiektu Rozktad Prawdopodobienstwa bedacego sktadows stowarzyszonego obiek-
tu Zmienna Losowa). Jesli zalozono, ze odchylenie standardowe zmiennej losowej
zmienia sie proporcjonalnie do wartosci oczekiwanej zgodnie ze stalym wspot-
czynnikiem zmiennosci, wtedy metoda Uaktualnij Zmienng Losowa dostosowuje
rowniez warto$é tej charakterystyki. W przypadku deterministycznych zmien-
nych projektowych stowarzyszenie ze zmienna losowsa jest puste.

Na algorytm optymalizacji odpornosciowej opisany w podrozdziale 2.4.2.3
sktada sie szereg operacji realizowanych naprzemiennie w przestrzeni zmiennych
projektowych oraz przestrzeni probabilistycznej. Zaroéwno wagowa funkcja celu
jak i ograniczenia sformutowania (2.43)—(2.48) wyrazone sa jako funkcje momen-
tow statystycznych funkcji zmiennych losowych. Wyznaczenie tych momentow
wymaga przeprowadzenia np. symulacji Monte Carlo w nx + np wymiarowej
przestrzeni zmiennych losowych. W algorytmie, symulacje takie przeprowadzane
sa dla wybranych punktow eksperymentalnych w przestrzeni zmiennych projek-
towych w celu utworzenia odpowiednich aproksymacji (powierzchni odpowiedzi)
wagowej funkcji celu i ograniczen odpornos$ciowych. Tak zbudowane powierzch-
nie odpowiedzi sg ngx = ng + nx wymiarowymi funkcjami zmiennych projek-
towych i wlasnie one tworza zmodyfikowane zadanie optymalizacji determini-
stycznej, ktorego rozwiazanie stanowi przyblizone rozwiazanie zadania optyma-
lizacji odpornosciowej. W innej wersji algorytmu, przedstawionej w podrozdziale
2.4.2.2 strategii aproksymacji statystyk, powierzchnie odpowiedzi tworzone sa
oddzielnie dla poszczegolnych wartosci srednich i odchylen standardowych funk-
¢ji tworzacych zadanie optymalizacji. Implementacja takiego algorytmu wymaga
aby przed rozwigzaniem zadania optymalizacji deterministycznej utworzone zo-
staly funkcje scalajace te aproksymacje w funkcje celu (2.44) lub (2.49) oraz
ograniczenia odpornosciowe (2.45) i (2.46).

Aby umozliwi¢ komputerows realizacje tak skonstruowanego algorytmu w ra-
mach programowania zorientowanego obiektowo, konieczne bylo zaprojektowa-
nie catej struktury klas modelujacych wszystkie funkcje wystepujace w kolejnych
etapach rozwiazania. Na diagramie przedstawionym na rys. 8.10 przedstawiono
najwazniejsze atrybuty i metody tych klas. Abstrakcyjna klasa bazowa Funkcja
Wielu Zmiennych przechowuje przede wszystkim Wymiar funkcji oraz wymusza
na wszystkich klasach dziedziczacych implementacje funkcji Oblicz Wartosé.
W przypadku, gdy klasy dziedziczace nie tworza wlasnych kopii funkcji Oblicz
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Funkcja Wielu Zmiennych

Wymiar

Oblicz Wartg¢

Oblicz Warta¢ i Gradient
Oblicz Hessian

Funkcja Na Podprzestrzeni (FNP|

Powierzchnia Odpowiedzi

Suma Kwadratéw Ré&nic

Funkcja Wielu Zmiennych
Indeksy Podprzestrzeni
\Wartosci Nominalne

Zbiér Punktéw Eksperymentalnyd
Aproksymacija Lokalna (tak/nie)
Zbuduj Réwnanie Aproksymaciji

Wektor Obiektéw Funkcja Wielu Zmiennych
Wspotczynniki
\Wartosci Docelowe

Oblicz Warta¢
Oblicz Wartd@¢i Gradient
Oblicz Hessian

Oblicz Warta¢
Oblicz Wartg¢ i Gradient
Oblicz Hessian

Oblicz Wartg¢
Oblicz Warta¢ i Gradient
Oblicz Hessian

Modyfikator Funkcji (MF)

Funkcja Wielu Zmiennych
Zmier Wskanik Do Funkcji
Oblicz Wartdg¢

Oblicz Wartd¢ i Gradient
Oblicz Hessian

Kombinacja Liniowa Funkcji

Wektor Obiektéw Funkcja Wielu Zmiennych
Wspoitczynniki

Oblicz Wartd¢

Oblicz Wart@¢ i Gradient
Oblicz Hessian

Rys. 8.10. Struktura klas modelujacych funkcje wielu zmiennych uzywanych w implementacji
zadania optymalizacji odpornosciowe;j.

Wartosé i Gradient i Oblicz Hessian, wtedy obliczane sa one numerycznie za
pomoca funkcji implementowanych w klasie bazowej.

Funkcje rozpatrywane w zadaniu optymalizacji odporno$ciowej sa tak na-
prawde funkcjami ng+ nx + np wymiarowymi. Méwiac mniej Scisle, w zadaniu
symulacji Monte Carlo “wystepuja” one w swojej nx -+ np wymiarowej wersji
(przy ustalonych wartosciach zmiennych d i px), a w zadaniu optymalizacji
deterministycznej jako ng + nx wymiarowe powierzchnie odpowiedzi. Dlatego,
tworzac obiekt algorytmu rozwiazujacego, do przekazania niezbednych danych
na temat funkcji celu i ograniczen uzywa sie obiektéw klas Funkcja na Podprze-
strzeni oraz Modyfikator Funkgji. Klasa Funkcja na Podprzestrzeni pozwala trak-
towa¢ K wymiarowa funkcje jako funkcje k < K wymiarowa poprzez ustalenie
wartosci pozostatych K — k zmiennych. Taka funkcjonalno$é potrzebna jest na
etapie budowania powierzchni odpowiedzi, gdy dla ustalonych zmiennych pro-
jektowych dokonujemy oszacowania wartosci momentéw statystycznych funkeji
celu i ograniczen.

Jak to zostanie pokazane przy okazji omawiania klasy reprezentujacej al-
gorytm optymalizacji odpornosciowej, tworzac obiekt tej klasy nalezy podaé
jako parametr konstruktora obiekt klasy Metoda Deterministycznej Optymalizacji
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Ciagtej. Z kolei przy konstrukeji tego obiektu niezbedne jest podanie funkcji celu
i ograniczen w przestrzeni ng + nx wymiarowej. Poniewaz algorytm optymali-
zacji deterministycznej operuje na funkcjach aproksymujacych, czyli na utwo-
rzonych w trakcie procesu optymalizacji odpornosciowe]j obiektach Powierzchnia
Odpowiedzi, dlatego funkcje przekazywane obiektowi Metoda Deterministycznej
Optymalizacji Ciagtej sa obiektami klasy Modyfikator Funkgji. Klase te zaprojek-
towano w ten sposob, zeby pozwalata na wielokrotna zmiane postaci funkcji, co
realizowane jest przez zmiane wskazania do zewnetrznego obiektu Funkcja Wielu
Zmiennych (metoda Zmieri Wskaznik Do Funkcji).

Na rys. 8.11, w bardzo uproszczonej postaci, przedstawiono strukture tych
klas reprezentujacych metody optymalizacji, ktore w programie STAND zwig-
zane sa z realizacja zadania optymalizacji odpornosciowe;.

Bazowa abstrakcyjna klasa Metoda Optymalizacji Deterministycznej zapew-
nia interfejs dla szeregu klas z niej dziedziczacych, przechowujac takie skta-
dowe jak funkcje celu i funkcje ograniczen oraz wyniki procesu optymalizacji.
Abstrakcyjna metoda Optymalizuj implementowana jest we wszystkich nieab-
strakcyjnych klasach pochodnych zgodnie z dana strategia rozwiazania. I tak,
dostepne sa obecnie nastepujace metody deterministycznej optymalizacji ciaglej
(o ciagltych parametrach projektowych): metoda nieliniowego symplexu Nedlera-
Meed’a, zob. [184,243], metoda losowego przeszukiwania [226], metoda sekwen-
cyjnego programowania kwadratowego [215], metoda symulowanego wyzarza-
nia [121] oraz algorytm genetyczny [78].

Metody optymalizacji odpornosciowej, koncepcyjnie duzo bardziej ztozone
od metod optymalizacji deterministycznej znajduja sie - zgodnie z filozofia po-
dejscia obiektowego - nizej w hierarchii klas. Przejmujac wspomniane standardo-
we atrybuty metod optymalizacyjnych, dodaja szereg specyficznych sktadnikow,
niezbednych do dziatania algorytmu. Najdoktadniej oméwiona w niniejszej pra-
cy oraz zilustrowana przyktadami iteracyjna metoda powierzchni odpowiedzi
(zob. podrozdziaty 2.4.2.2 1 2.4.2.3) przechowuje funkcje celu oraz ograniczenia
zarowno w wersji Modyfikator Funkgcji jak i Funkcja na Podprzestrzeni. Atrybutami
klasy sa zaréwno metoda powierzchni odpowiedzi, jak tez metoda optymalizacji
deterministycznej. Deklarujac te obiekty za pomoca odpowiednich klas bazo-
wych mamy dostep do szeregu wyspecjalizowanych klas pochodnych, co pozwala
na elastyczny i wygodny dobér metody optymalizacji i techniki aproksymacji
do specyfiki analizowanego zagadnienia.
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Metoda Optymalizacji Deterministycznej

\Wektor Funkgcji Celu

Punkt Optymalny
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Optymalizuj (wirtuaina).
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Metoda Deterministycznej
Optymalizacji Ciagtej

Metoda Deterministycznej
Optymalizacji Dyskretnej

\Wektor Zmiennych
Projektowych Cigltych
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\Wektor Zmiennych
Projektowych Dyskretnyc
Optymalizuj (wirtualna)

Metoda Marginesu
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Optymalizuj
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8.3. Przyktady taczenia z zewnetrznymi komercyjnymi programami
MES

8.3.1. taczenie z programem ABAQUS

Ponizej przedstawiono sposéb zapewnienia komunikacji programu STAND
z pakietem do analizy skonczenie elementowej ABAQUS. Program ABAQUS
uzyty zostal w przykladzie analizy niezawodnosci trojkatnej tarczy (rys. 5.2)
omoéwionym w podrozdziale 5.1.3. Zastosowana tam funkcja graniczna (5.13)
wyrazona jest przez maksymalne naprezenie Hubera-Misesa obliczane w punk-
tach weztowych siatki elementéw skoriczonych.

Lacznosé programu STAND z zewnetrznymi modutami obliczeniowymi za-
pewniana jest za posrednictwem plikow tekstowych. Realizacje zmiennych za-
pisywane sa w plikach wejsciowych, a wyniki obliczen MES odczytywane z od-
powiednich tekstowych plikow wyjsciowych. W przypadku programu ABAQUS,
dane dotyczace modelu oraz rodzaju analizy znajduja sie w zbiorze tekstowym
z rozszerzeniem .inp. Mozna réwniez ustali¢, aby wyniki zapisywane byly w tek-
stowym pliku z rozszerzeniem .dat. Niestety, specyfika analizowanego problemu
nie pozwala na bezposrednie wykorzystanie tych plikow. Ze wzgledu na uwzgled-
nienie w zadaniu zmiennych losowych opisujacych geometrie tarczy (zmienne
X1, X9 1 X3, tab. 5.1) polozenie wszystkich weztow siatki elementow skoriczo-
nych podlega zmianie za kazdym razem, gdy algorytm analizy niezawodno$ci
generuje nowa realizacje wektora losowego X. Biorac pod uwage liczbe weztdéw
w modelu (ponad 4700), zmiany potozenia sa zbyt trudne do uprzedniego za-
programowania jako funkcje Xy, X5 i X3. Ponadto, standardowa dokladnosé
prezentacji wynikéw w pliku .dat jest zdecydowanie zbyt mata na potrzeby
wiekszosci algorytmoéw obliczania prawdopodobienistwa awarii.

7 uwagi na powyzsze trudnosci postanowiono nie uzywaé plikow .inp i .dat,
opierajac komunikacje STAND-ABAQUS na tzw. ABAQUS Scripting Interface
(SI). Jest to interfejs do programowania aplikacji (ang. application programming
interface - API) stuzacy do dokonywania operacji na modelach oraz danych uzy-
wanych przez program ABAQUS. ABAQUS SI jest rozszerzeniem obiektowo
zorientowanego jezyka Python i moze by¢ uzywany m.in. do tworzenia i modyfi-
kacji elementéow geometrii modelu, materiatow, obciazen, uruchamiania zadan,
a takze zapisu oraz odczytu bazy wynikéw analizy MES.

Model tarczy przygotowany zostal przy pomocy graficznego srodowiska ABA-
QUS/CAE i wlasnie ta sesja pracy z ABAQUS/CAE wywolywana jest za kaz-
dym razem gdy trzeba otrzymaé¢ wartos¢ funkcji granicznej dla nowej realizacji
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zmiennych losowych. Odtworzenie kolejnych krokéw budowy modelu MES, od
modelu geometrycznego przez definicje obciazen, warunkow brzegowych, danych
materialowych az po generacje siatki, mozliwe bylto dzieki automatycznie two-
rzonemu zapisowi tych operacji w postaci skryptu programu Python abaqus.rpy.
Skrypt ten uzywany jest zazwyczaj w celu powtorzenia sesji pracy z programem
ABAQUS/CAE w przypadku nietypowego zakonczenia dzialania programu, np.
na skutek awarii zasilania. Po dokonaniu kilku modyfikacji, skrypt abaqus.rpy
okazal sie¢ by¢ doskonalym narzedziem do zapewnienia komunikacji STAND-
ABAQUS. To wtasnie do tego zbioru zapisywane byly wartosci realizacji zmien-
nych losowych. Poniewaz skrypt zawiera polecenie generacji siatki dla zmienionej
geometrii tarczy, dlatego nie ma potrzeby bezposredniej ingerencji w plik .inp.
Wspomniane modyfikacje dotycza dodania do skryptu komend wymuszajacych
prace w trybie “cichym” (bez otwierania okien interfejsu graficznego), a po za-
koniczeniu analizy MES, polecenn otworzenia binarnego pliku z wynikami o roz-
szerzeniu .odb, znalezienia warto$ci maksymalnego naprezenia Hubera-Misesa
i zapisania jej w odpowiednim formacie w zbiorze tekstowym.

Definicje zmiennych losowych tworzacych stochastyczny model analizowane-
go problemu (zob. tab. 5.1) wprowadzono za pomoca graficznego interfejsu pro-
gramu STAND pokazanego na rys. 8.12. Wybrana w oknie dialogowym opcja
"Use Tag” (uzyj znacznika) oznacza, iz realizacje danej zmiennej zapisywane
beda w odpowiednim tekstowym pliku z danymi. Miejsce, w ktére wpisywana
ma by¢ wartos¢ realizacji zaznacza sie myszka podswietlajac je na czerwono.
Zarezerwowane pola, tzn. te gdzie ustawiono juz znaczniki innych zmiennych,
podswietlone sa kolorem niebieskim.

We wzorze funkcji granicznej (5.13) uzyto tylko jednej zmiennej zewnetrz-
nej. Jest to maksymalne naprezenie Hubera-Misesa S obliczane w weztach siatki.
Na rys. 8.13 zaprezentowano okno dialogowe shuzace do definicji tej zmienne;j.
Widoczna tam lista “External programs” (programy zewnetrzne) pokazuje se-
kwencje zawierajaca Sciezki do programéw i parametry wywolania potrzebne
aby otrzymaé¢ warto$¢ S. W omawianym przyktadzie w tym celu uruchamia-
ny jest program wsadowy abaqus.bat. Parametry specyfikowane w linii komend
ustalaja, ze bez otwierania graficznego interfejsu uzytkownika program ABA-
QUS/CAE wykona polecenia zawarte w maxhole2.py. Nastepnie, po zakonczeniu
dzialania programu interesujacy nas wynik zapisywany jest w pliku holeMiss.txt.
Mozna zauwazy¢, ze plik ten, ktory wygenerowany zostal przez omawiany wyzej
skrypt jezyka Python, zawiera tylko jedno pole tekstowe z wartoscig maksymal-
nego naprezenia Hubera-Misesa.
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1 Variables | Functions |
= FORM Name  © Type Type of Distr.| Defined by P1 Name P1 Yalue P2 Name PZ Value
variables and Functions T
2 ®1_H_pos Random Hormal Haments MEAN = 7.32 STODEY = 0.1
3 X2_V_pos random Normal Moments MEAN = 732 STODEY = 0.1
\ilxaj Randam Hormal Maments MEAN = |5.0 STDDEV = 0.1
|
5 ®d_P Random | Warmal Maoments MEAN = 4.0 STODEY = 04
6| KS_E Randam normal Maments MEAN = 21000 STDDEY = 2100

m Define variable L : m VTagSelectionDialog

) Deterministic & Random ) External e b the Folowng e

Variable Namei [#3_R. [ sz &
P projectReferencesOntosketchisketch=st, 4
UpToFeature=p.Features['shell planar-1, fier=COPLANAR_EDGES)
) st ol Madel- 1] skekeresl st 7]

Distribution Type: Mormal ¥ 5. parameters['H_pos'].sethalues(sxpression="7. 321574155954na+( 9
= parsmsters] ¥ pos], sstslss{supression="7.3

s.parameters[ R'] setvalues{expression="5+] §y1

= parameters[L_pos'].setvalues(xpressian="1-+(0, 000000000000}

=1 unsetPrimaryObject()

p = mdb.modelsModel-1'7. parts['Part-1']

Defined by: Moments v\

Mean Value: 5.0 |

p.Features['Shell planar-17] setvalues(sketch=s1)

Sl e DR | del mdb.models{ Modsl-17], sketches[__edit_"]

p = mdb,models[Model-1'],parts[ Part-1]

p.regenerate()

Use Tag- mdb.models[ Model-1']. materials[ Material-1'] elastic. setvaluestabe—( - . 0. 000000005213,

0
|C/BBAQUETemp/mazhale py & ] b models] Model-1°].Ioads['Load- 1], sstslues(magnitud— | )
; 5 = mdb.models[ Model-1'].roct Assembly
Walus options: A
= mdb models Model-1'].ragtAssembly
() Integer  Fisld Length: partInstances =(a.instances[Part-1-1, )
3.0en h ns=partInstances]

@) Floating | |
o

) scientific Precision:

»

O Best fit |

[ Add ] [ Delete ] [ Copy ] Paste Carrelation

Rys. 8.12. Definicja zmiennych losowych. Ustawianie znacznika zmiennej w skrypcie jezyka
Python, stuzacym do komunikacji STAND-ABAQUS.

8.3.2. taczenie z programem RADIOSS

We wszystkich przyktadach dotyczacych zaréwno analizy niezawodnosci jak
i optymalizacji odpornosciowej, ktore zaprezentowano w rozdziale 6, symulacje
zderzen wykonywano przy pomocy programu RADIOSS [171]. Jest to program
metody elementéw skoriczonych rozwijany przez firme Altair, wykorzystujacy
jawny schemat catkowania rownan ruchu. Gtéwnym obszarem jego zastosowarl
jest symulacja silnie nieliniowych dynamicznych probleméw, a w szczegdlnosci
zderzeri.

Dane do analizy programem RADIOSS zapisane sa w dwoch plikach. Sa
to: plik D00, zawierajacy dane modelu skoriczenie elementowego, czytany przez
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@ Define variable

() Deterministic ) random () External

Variable Mame: |3 |

External programs:

Path Parameters

1 Ci/ABAQUS/Termnp/fabagus.bat  cae noGUI=Ci/ABAQUS/Termp/maxhaolez.py

Path: | | E]

Params: | | [ Faste file ] Add

Pick up a value extraction type:

|selected field in file |

Select a file: /i =rnp/holeMiss txt

Selecled tag in file:
2.1211971601894531E+01

Rys. 8.13. Definicja zmiennych zewnetrznych. S jest maksymalnym naprezeniem Hubera-
Misesa.

program RADIOSS Starter w celu weryfikacji i wstepnego przetworzenia oraz
plik D01, gdzie zapisanych jest szereg komend sterujacych zaréwno algorytmem
rozwigzania jak i generacja wynikéw, czytany przez program RADIOSS Engine,
ktorego uruchomienie rozpoczyna wlasciwa analize MES.

W przyktadach przedstawionych w podrozdzialach 6.1-6.4 mamy do czy-
nienia jedynie z prostymi przypadkami zmiennych losowych, ktorych realizacje
mozna zapisywaé¢ bezposrednio w pliku D00. Uwzglednienie losowych awarii
zgrzewOw sprowadza sie do automatycznego dopisywania na koncu pliku D01
szeregu komend usuwajacych wybrane belkowe elementy skoiiczone modelujace
zgrzewy. Wartosci rozpatrywanych w tych przyktadach zmiennych zewnetrznych
(energia wewnetrzna, przemieszczenia wezléw) otrzymywane sa przy uzyciu
wchodzacego w sktad pakietu RADIOSS programu TH-+. Pozwala on otrzy-
ma¢ w formie pliku tekstowego dane do wykresu zmiennosci w czasie dowolnej
odpowiedzi konstrukcji zapisanej w binarnej bazie wynikéw. Co wazne, program
ten moze pracowaé w trybie wsadowym.

Niestety, strategii takiej nie mozna bylo zastosowaé do realizacji zadania
optymalizacji odpornosciowej zaprezentowanego w podrozdziale 6.5. Optyma-
lizacja jest tam narzedziem do kalibracji parametréw numerycznego modelu
fantomu koriczyny dolnej stosowanego w testach zderzeniowych. Wystepujace
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w zadaniu zmienne losowe (zob. tab. 6.4) maja ztozony charakter, a zmiana ich
wartosci modyfikuje potozenie wszystkich weztow siatki elementow skonczonych
fantomu. Nie wchodzi zatem w gre bezposrednie uaktualnianie pliku D00 przez
program STAND. Podobnie jak w przypadku taczenia z programem ABAQUS,
wplyw zmiennych opisujacych geometrie uwzgledniony zostal przez wprowadze-
nie ogniwa posredniego, jakim byty skrypty programu HyperStudyDSS wcho-
dzacego w sktad rodziny programéw Altair. HyperStudyDSS pozwala na catym
modelu MES lub na jego czesci dokonywaé takich operacji jak translacja, obrot
czy skalowanie, zastepuje tez program TH-++ w ekstrakcji wynikéw. Sekwencja
otrzymania wartosci zmiennej zewnetrznej (tutaj, kata bocznego zgiecia kolana)
dana jest nastepujaco: wpisanie realizacji zmiennych losowych w odpowiednie
miejsca skryptu HyperStudyDSS, uruchomienie HyperStudyDSS, ktory mody-
fikuje plik D00, uruchomienie Radioss Starter, a nastepnie Radioss Engine, po-
nowne uruchomienie HyperStudyDSS aby uzyska¢ warto$é zmiennej zewnetrznej
i ostatecznie odczytanie tej wartosci z pliku tekstowego.

Jak juz o tym wczesniej wspominano, program STAND oferuje mozliwosé
rozdzielenia przeprowadzanych symulacji na wiele procesoréw. Poniewaz czas
pojedynczej analizy skonczenie elementowej programu RADIOSS wynosit na-
wet dwie godziny, dlatego we wszystkich przykitadach rozdziatu 6 korzystano
z rownoleglej pracy 16 lub 32 procesoréow (w zaleznosci od ograniczen posiada-
nej w danym czasie licencji programu).

PODSUMOWANIE

W niniejszym rozdziale rozwazano problemy dotyczace efektywnej kompute-
rowej implementacji algorytméw analizy niezawodno$ci oraz optymalizacji od-
pornosciowej konstrukeji. Poszczegolne rozwigzania omawiane byty na przykta-
dzie programu STAND rozwijanego w Pracowni Niezawodnosci i Optymalizacji
IPPT PAN. Program ten rozwijany jest pod kierownictwem autora juz od sze-
regu lat w ramach kilku projektéw badawczych, zaréwno krajowych jak i euro-
pejskich.

Niezaleznie od przeznaczenia tworzonego kodu, budowa i utrzymanie duzego
programu komputerowego jest wyzwaniem samym w sobie. Niezbedne jest za-
tem zaprojektowanie takiej architektury programu, ktéra umozliwia jednoczesng
prace wielu programistow oraz pozwala na jego dalszy rozwéj i modyfikowanie.
Pokazano, ze tzw. obiektowo-zorientowany paradygmat programowania stano-
wi bardzo dobre narzedzie do realizacji tych celéw. Najwazniejsze koncepcje
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programowania obiektowego, przedstawiono na przyktadach budowy i organiza-
¢ji klas programu STAND.

Obok obiektowo zorientowanej architektury kodu, szczegdlnie szeroko przed-
stawione zostaly metody taczenia programu z zewnetrznymi modutami oblicze-
niowymi. Taka funkcjonalno$¢ jest niewatpliwie podstawowa cecha programu,
ktory stanowi¢ ma pomocne narzedzie dla projektanta. Duzo uwagi poswiecono
rowniez rozwigzaniom majacym na celu stworzenie wygodnego interfejsu uzyt-
kownika. Omoéwiono przyktady wykorzystania w analizie niezawodnosci i opty-

malizacji odpornosciowej komercyjnych pakietéw metody elementéw skoriczo-
nych ABAQUS i RADIOSS.

Program STAND uzywany byt do realizacji wiekszosci zaprezentowanych
w pracy przykladéw obliczeniowych.



254 8. STAND - pakiet obliczeniowy do analizy niezawodnosci i optymalizacyi konstrukcgji



Whioski koncowe. Elementy oryginalne
pracy

Jako gléwne osiagniecie niniejszej pracy uznac nalezy teoretyczne opracowanie
oraz komputerowsg implementacje szeregu metod umozliwiajacych szeroko poje-
ta analize stochastyczng zlozonych probleméw mechaniki konstrukcjit. Podjeto
sie zadania modyfikacji istniejacych, a takze zaproponowania nowych algoryt-
moéw analizy niezawodno$ci i optymalizacji odpornosciowej. Ilustracje tych me-
tod stanowily przede wszystkim zagadnienia dotyczace wytrzymatosci zderze-
niowej elementéw pojazdoéw, jak réwniez problemy zapewnienia jako$ci wyttocz-
ki w procesie glebokiego ttoczenia blachy. W opinii autora, zaréwno charakter
analizowanych wynikéw symulacji jak i ztozono$¢ numeryczna tych zagadnieri,
czynig rozpatrywane przyklady reprezentatywnymi dla innych wspoélczesnych
probleméw modelowania inzynierskiego.

Jedng z najwazniejszych sktadowych wiekszosci zaprezentowanych algoryt-
mow jest aproksymacja niejawnych funkcji odpowiedzi konstrukeji. Konstrukcje
te modelowane sg zazwyczaj za pomoca metody elementéw skoniczonych. Za-
stapienie funkcji granicznej w analizie niezawodnosci oraz funkcji celu i funk-
cji ograniczenn w zadaniu optymalizacji przez odpowiednio dobrany analityczny
metamodel (powierzchni¢ odpowiedzi) ma kluczowe znaczenie dla efektywnosci
tych analiz. W pracy gtéwny nacisk potozono na zastosowanie aproksymacyjne;
wersji metody krigingu oraz technik aproksymacji lokalnej, takich jak metoda
wazonej liniowej regresji. Zastosowanie zmodyfikowanej wersji krigingu w meto-
dzie realizacji zadania optymalizacji odpornosciowej do aproksymacji wartosci
momentéw statystycznych funkcji celu i ograniczen mozna uznac za zupetnie no-
we rozwigzanie. Wszystkie omawiane w pracy metody powierzchni odpowiedzi
zaimplementowano w programie STAND.

"Pochyla czcionka wyrdzniono fragmenty, ktore zdaniem autora stanowis najwazniejsze
osiggniecia pracy.
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Wspo6lna cecha prezentowanych w pracy metod analizy niezawodnosci i opty-
malizacji odpornosciowej jest wykorzystanie koncepcji taciniskiej hiperkostki, za-
rowno jako generatora probek losowych jak réwniez bazy eksperymentéw przy
tworzeniu powierzchni odpowiedzi. Niewatpliwym osiagnieciem jest udoskonale-
nie algorytméw budowy optymalnych laciiskich hiperkostek - OLH, co pozwala
na efektywne tworzenie jednorodnych planéw eksperymentéw, nawet w prze-
strzeniach wielowymiarowych. Algorytmy te zaimplementowane zostaly przez
autora zaréowno w programie STAND, jak tez w module M-Xplore programu
analizy skoriczenie elementowej RADIOSS.

Hiperkostki tacinskie stanowia fundament opracowanych przez autora metod
optymalizacji odpornosciowej. Uzycie ich do generacji probek losowych w symu-
lacyjnych metodach estymacji momentéw statystycznych funkcji celu i ograni-
czenn pozwolilo na znaczng poprawe efektywnosci estymacji. Wybor metod sy-
mulacyjnych podyktowany byt przede wszystkim ich uniwersalnoscia. Pomimo
iz alternatywne podejscia, takie jak metody perturbacyjne czy tez metoda roz-
winiecia w chaos wielomianowy, w wielu szczegélnych przypadkach moga okazaé
sie bardziej efektywne od metod symulacyjnych, to jednak zatozenia wstepne,
jakimi sa obwarowane, zawezaja zakres ich zastosowan. Ponadto, ograniczenia
dotyczace rozktadéw prawdopodobieristwa zmiennych, a takze rézniczkowalno-
$ci funkcji, bardzo istotne w przypadku metod perturbacyjnych oraz metody
redukcji wymiaréw, nie maja znaczenia w kontekscie symulacji losowych.

Na podstawie testow przeprowadzonych dla szeregu funkcji analitycznych
oraz dwoch probleméw mechaniki konstrukeji, dokonano poréwnania wlasci-
wosci estymatorow wartosci $redniej i wariancji w przypadku probek czysto
losowych oraz generowanych przez losowe taciriskie hiperkostki i hiperkostki
z optymalizacjg rozmieszczenia punktéow. W znanych autorowi opracowaniach
nie przeprowadzano nigdy tak szczegélowej analizy metod symulacyjnych wy-
korzystujacych plany OLH. Wykazano, ze probki generowane przez hiperkostki
taciriskie, sa lepszym rozwiazaniem niz czysto losowe prébki w symulacjach Mon-
te Carlo. Probki utworzone przez OLH warto stosowac szczegélnie wtedy, gdy ze
wzgledu na koszt nie mozna pozwoli¢ sobie na otrzymanie wartosci rozwazanej
funkcji dla zbyt wielu realizacji zmiennych losowych.

Plany OLH stanowia doskonata baze eksperymentéw przy budowaniu po-
wierzchni odpowiedzi. W szczegblnosci dotyczy to metody krigingu. W pra-
cy zbadano wplyw réwnomiernosci roztozenia punktéow eksperymentalnych na
btad dopasowania. Pokazano, ze w przypadku krigingu, wykorzystanie planu
eksperymentéw OLH poprawia dopasowanie funkcji aproksymujacej. Wykazano
rowniez, ze tzw. kryterium sit prowadzi do bardziej rownomiernego rozlozenia
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punktéw hiperkostki niz, dominujace w literaturze, kryterium maksymalizacji
minimalnej odlegtosci miedzy punktami.

Bardzo dobre wiasciwosci planéw OLH dotyczace réwnomiernego wypetnia-
nia danego obszaru punktami eksperymentalnymi wykorzystano w oryginalnej
metodzie szybkiej poprawy niezawodnosci. Zaproponowano tam takze koncepcje
zmodyfikowanego planu OLH - optymalnego jedynie na podprzestrzeni. Przed-
stawiony algorytm poprawy niezawodnosci jest skuteczny szczegélnie wtedy, gdy
poziom niezawodnosci konstrukcji wyjsciowej jest niski. Moze tez stanowié szyb-
ka procedure startowa dla algorytmoéw optymalizacji odpornosciowej lub nieza-
wodno$ciowe;j.

W analizie niezawodnosci ztozonych ukladéw konstrukcyjnych, nieliniowy
charakter funkcji granicznych wynika nie tylko z natury modelowanego zjawiska
fizycznego, ale jest rowniez czesto wywolany szumem numerycznym spowodo-
wanym przez stosowana metode rozwiazania zadania MES. Zaréwno algorytm
szybkiej poprawy niezawodnosci, jak tez zmodyfikowany przez autora adaptacyj-
ny algorytm symulacji losowych Z3M, nie sa wrazliwe na wplyw umiarkowanego
Szumul.

Niewrazliwo$¢ na szum jest takze warunkiem koniecznym skutecznej me-
tody odpornosciowej optymalizacji konstrukcji. W pracy zaproponowano trzy
strategie rozwiazania zadania optymalizacji odpornosciowej. Sa to: podstawowa
strategia aproksymacji, strategia aproksymacji statystyk i strategia aproksy-
macji funkcji celu i ograniczeri odpornosciowych. Wszystkie trzy zostaly zaim-
plementowane w tworzonej przez autora bibliotece optymalizacyjnej programu
STAND. Na podstawie licznych testéw mozna stwierdzié, ze strategia aproksy-
macji funkcji celu i ograniczen odpornosciowych jest rozwiazaniem najbardziej
efektywnym.

Wedtug autora, sformutowanie optymalizacji odpornosciowej wydaje sie by¢
lepiej dopasowane do realiéw projektowych niz sformutowanie optymalizacji nie-
zawodno$ciowej. Mozliwo$é zastosowania optymalizacji niezawodnosciowej jest
w praktyce bardzo silnie uwarunkowana dostepnoscia funkcji tgcznej gestosci
rozktadu prawdopodobienistwa parametrow konstrukeji i obciazeri. W odréznie-
niu od optymalizacji niezawodno$ciowej, sformutowanie optymalizacji odporno-
$ciowej konstrukeji nie wymaga szacowania prawdopodobienistwa awarii.

W pracy przedstawiono szereg przykltadow ilustrujacych dziatanie opraco-
wanych algorytméw. Wiekszo$é z nich dotyczyta analizy niezawodnosci oraz
optymalizacji odpornosciowej dynamicznie deformujacych sie elementéw kon-
strukcji pojazdow. We wszystkich analizowanych przyktadach zaréwno funkcje
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graniczne jak tez funkcje tworzace sformutowanie zadania optymalizacji odpor-
nosciowej zawieralty wpltyw szumu. Szum ten jest charakterystyczny dla zagad-
nien zderzeniowych ze wzgledu na metode catkowania rownan réwnowagi oraz
stosowane algorytmy kontaktu. Ponadto, w zadaniach dotyczacych zgniatanej
cienkosciennej podtuznicy dodatkowy szum zwiazany byt z modelowaniem loso-
wych awarii zgrzewow. Biorac pod uwage ogromna liczbe polaczeri zgrzewanych
wystepujacych w konstrukcjach samochodowych, zaproponowana metoda usu-
wania pewnej liczby losowo wybranych zgrzewéw wydaje sie by¢ praktycznym
rozwigzaniem, ktére pozwala uwzglednic¢ losowe wady tych potaczer. W przy-
padku analizy niezawodnosci podejscie to wymaga jednak odpowiednio dosto-
sowanego algorytmu. Pokazano, ze uzycie algorytmu Z3M umozliwia efektywne
oszacowanie prawdopodobieristwa awarii pomimo nierézniczkowalnosci funkcji
granicznej.

Sformutowano zadanie analizy niezawodnosci procesu glebokiego tloczenia
blachy. Podstawa do oszacowania prawdopodobienistwa awarii procesu jest zna-
jomosé funkcji granicznej, ktora zdefiniowano wykorzystujac standardowy wy-
kres odksztalceri granicznych. Jako metode analizy niezawodnosci zapropono-
wano adaptacyjna metode Monte Carlo. W zwigzku z niemoznoscia precyzyjne-
go wyznaczenia krzywej odksztalceri granicznych wprowadzono nowg koncepcje
rozmytego prawdopodobieristwa awarii.

Do realizacji wiekszosci zaprezentowanych w pracy przykladéw obliczenio-
wych uzyto programu STAND, ktoéry rozwijany jest w Pracowni Niezawodnosci
i Optymalizacji IPPT PAN. Stworzone przez autora liczne moduly programu,
a w szczegblnosci modulty: optymalizacji odpornosciowej, powierzchni odpowie-
dzi, zaawansowanych metod analizy niezawodnosci oraz metod symulacji loso-
wych wykorzystujacych koncepcje taciniskich hiperkostek, nalezy uznaé za ory-
ginalne osiagniecie.

Przedstawiona tematyka wydaje sie mie¢ bardzo dobre perspektywy rozwoju.
Jako obiecujace kierunki dalszych badan nalezy uznaé:

e W optymalizacji odpornosciowej proceséw glebokiego tloczenia blachy,
- doktadne przetestowanie mozliwosci uzycia alternatywnych metod es-
tymacji momentow statystycznych funkcji losowych, takich jak metoda
rozwiniecia w chaos wielomianowy czy metoda redukcji wymiarow.

e Zastosowanie niestacjonarnej funkcji korelacji w aproksymacji metoda
krigingu.

e Wykorzystanie w optymalizacji odpornosciowej algorytmoéw optymaliza-
cyjnych przystosowanych do uzytej metody aproksymacji, takich jak
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algorytm EGO [112] w przypadku krigingu.

e Zastosowanie innych metod optymalizacji wielokryterialnej, np. MOGA
(multi objective genetic algorithm), ktore pozwalaja wyznaczy¢ peten zbior
rozwiazan niezdominowanych.

Trzeba jednak zdawaé sobie sprawe z pewnych zagrozen, ktére moga hamowaé
szerszy rozwdéj zastosowan analizy niezawodnosci i optymalizacji odpornoscio-
wej w praktyce projektowej. O ile wzrost mocy obliczeniowej komputeréw jest
jednym z gtéwnych motoréw upowszechniania sie analizy stochastycznej, o tyle
skutkiem ubocznym tego wzrostu sa coraz dokladniejsze modele skoriczenie ele-
mentowe. Nadmiernie szczegoltowe modele redukuja przyrost efektywnosci me-
tod stochastycznych, mozliwy do osiagniecia przy stosowaniu prostszych mode-
li. W opinii autora, samo zwickszanie gestosci siatki lub ztozonosci stosowanych
elementow skoriczonych, nie jest w stanie dostarczyé¢ tak jakosciowo nowych
informacji jak wyniki szeroko rozumianej analizy stochastycznej. Znajomosé
wplywu, jaki na projektowana konstrukcje ma losowy charakter jej parame-
tréw oraz obciazen lub tez oszacowanie prawdopodobienistwa awarii, pozwalaja
duzo lepiej zrozumieé¢ zachowanie badanego uktadu konstrukcyjnego, niz analiza
deterministyczna, wykorzystujaca nawet najbardziej ztozony model skoriczenie
elementowy.
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Wybrane zagadnienia komputerowe;
analizy niezawodnosci konstrukgji

A.1. Sformutowanie problemu analizy niezawodnosci

Ze wzgledu na stochastyczny charakter wiekszosci parametréw opisujacych
modele uktadéw mechanicznych oraz dziatajacych na nie obciazeni, wielkosci te
w zadaniu analizy niezawodnosci konstrukeji traktuje sie najczesciej jako zmien-
ne losowe. Oznaczane zazwyczaj wielkimi literami X1, Xo, ..., X, tworza wek-
tor podstawowych zmiennych losowych X, ktorego realizacje x = {x1,zo,..., 2}
sa elementami przestrzeni Euklidesowej. Funkcja tacznej gestosci prawdopodo-
bieristwa wektora X, fx(x), definiuje w przestrzeni X miare prawdopodobien-
stwa.

W zaleznosci od realizacji zmiennych podstawowych, praca konstrukeji badz
spelia wymagania projektowe, badz nie — co prowadzi do szeroko rozumiane-
go stanu awarii. Kryterium awarii konstrukeji wyraza sie zazwyczaj za pomoca
rownania g(x) = 0 definiujacego hiperpowierzchni¢ zwana powierzchnia gra-
nicznag w przestrzeni X. Dzieli ona przestrzen X na dwa obszary: obszar awarii
Dy = {x : g(x) < 0} oraz obszar bezpieczny D, = {x : g(x) > 0}. Prawdo-
podobieristwo awarii konstrukcji mozna zatem okreslié za pomoca nastepujacej

calki:

Pf = ]P)[X S Df] = ]P’[g(X) < 0] = D fx(X) dx, (Al)
f

gdzie P[A] jest prawdopodobienstwem zdarzenia losowego A.

W praktycznych zastosowaniach, w przypadku gdy model stochastyczny za-
gadnienia sktada si¢ z wielu zmiennych losowych, obszar catkowania Dy nie
jest dany w sposob jawny, a samo obliczenie warto$ci funkcji granicznej jest
kosztowne (np. wymaga rozwiazania ztozonego zadania MES), wtedy catkowa-
nie numeryczne rownania (A.1l) skazane jest z gory na niepowodzenie. Z uwagi
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na powyzsze, zaproponowano szereg metod przyblizonych stuzacych szacowaniu
wartodci prawdopodobienstwa awarii. Wickszo$é najczesciej stosowanych metod
wykorzystuje odpowiednia transformacje U = T(X) (zob. np. [50,160,173]) za-
dania analizy niezawodnos$ci z przestrzeni X do przestrzeni U, gdzie miara praw-
dopodobienstwa okreslona jest przez funkcje gestosci fu(u) = [ p(ui) beda-
ca iloczynem n jednowymiarowych standardowych normalnych funkcji gestosci
prawdopodobienstwa zmiennych U; = T;(X), (zob. podrozdzial A.2). Ponie-
waz transformacja zmiennych pociaga za soba réowniez transformacje warunku
granicznego do przestrzeni U, g(x) = 0 — h(u) = g[T~!(u)] = 0, prawdopodo-
bienistwo awarii wyraza sie jako

Py =P[U € Af] = P[h(U) < 0] = /{ - fu(u)du, (A.2)

gdzie Ay jest obszarem awarii w przestrzeni U. Dzieki osiowe]j symetrii funkcji
fu(u), dla dowolnej funkcji liniowej I(u) = 3— aTu prawdziwa jest nastepujaca
réwnosc:

POV <0/ = [ fu(wdu=a(-p) (43)
{U:(U)<0}
gdzie wspotezynniki, —ay, i = 1,2, ..., n, sa sktadowymi znormalizowanego gra-

dientu funkcji [(u), tzn. aTa = 1, 8 = sign[l(0)]6 jest réwne (z doktadnoscia do

znaku) odlegtosci § pomiedzy hiperptaszczyzna [(u) = 0 a poczatkiem uktadu
wspolrzednych w U, zas @(+) jest dystrybuanta standardowego rozktadu normal-
nego. Wynika z tego, ze liniowa aproksymacja transformowanej funkcji granicz-
nej h(u) w punkcie znajdujacym sie najblizej poczatku uktadu wspotrzednych
stanowi¢ moze proste oszacowanie prawdopodobienstwa awarii konstrukcji

Py =P[h(U) < 0] = P[I(U) < 0] = &(-0), (A.4)

gdzie przez [3 przyjeto oznaczaé tzw. wskaznik niezawodnosci konstrukeji. Po-
dejscie bazujace na liniowej aproksymacji funkcji granicznej nazywa sie metoda
analizy niezawodnos$ci pierwszego rzedu (ang. first order reliability method -
FORM). Poniewaz wskaznik niezawodnosci wystepujacy we wzorze (A.4) jest
jedynie przyblizeniem wskaznika “doktadnego” definiowanego jako

B=-o"1(Py), (A.5)

dlatego, w celu odréznienia, oznacza sie go jako Brorm lub fr. Oczywiscie,
aby skorzysta¢ ze wzoru (A.5) konieczna jest uprzednia znajomosé dokladnej
wartosci prawdopodobienstwa awarii, co w wiekszosci rzeczywistych (nieakade-
mickich) zadan analizy niezawodno$ci nie jest mozliwe. Stosuje sie go jednak np.
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w metodzie niezawodnosci drugiego rzedu czy tez metodach rodziny Monte Carlo
w celu obliczenia ekwiwalentnego wskaznika niezawodnosci na podstawie obli-
czonej wezesniej przyblizonej wartosci prawdopodobieristwa awarii. Wskaznik
BrorM Wyznaczany jest jako rozwigzanie nastepujacego zadania minimalizacji
7 ograniczeniami:

frorm = sign[h(0)]6*,

0* = ||[u*|| = min|ju|| pod warunkiem: h(u) < 0.

(A.6)

Punkt u* polozony na powierzchni granicznej h(u) = 0 i znajdujacy sie naj-
blizej poczatku uktadu wspotrzednych u = 0 nazywany jest punktem projek-
towym lub najbardziej prawdopodobnym punktem awarii (ang. design point,
most probable failure point). Zadanie (A.6) moze by¢ teoretycznie rozwiazane
przy pomocy dowolnego algorytmu optymalizacji nieliniowej (zob. [153] i [143],
gdzie poréwnano rozne metody optymalizacji) jednak w wiekszosci typowych
przypadkow stosuje sie algorytmy oparte na metodzie Rackwitza-Fiesslera [1]
lub na algorytmie sekwencyjnego programowania kwadratowego (zob. np. [215]).

W dalszej czesci tekstu, w celu lepszego wyjasnienia metod analizy nieza-
wodnoéci prezentowanych w zasadniczej czesci pracy, omdwiono najwazniejsze
zagadnienia dotyczace transformacji zmiennych losowych do przestrzeni stan-
dardowej, gradientowych algorytméw poszukiwania punktu projektowego oraz
metod analizy niezawodnosci wykorzystujacych symulacje losowe.

A.2. Transformacja zmiennych losowych

Jako gaussowska przestrzen standardowa U zwykto okresla¢ sie przestrzen
probabilistyczna, w ktorej miara prawdopodobienstwa zdefiniowana jest przez
nastepujaca funkcje gestosci:

(1,0,1) sz :i]‘[mexp[ 1u2}zmexp[—%u u} (A7)

Funkcja ta jest iloczynem n niezaleznych, standardowych zmiennych o rozkta-
dzie normalnym Uj, ..., U,. Za Der Kiureghianem [40] mozna wymieni¢ szereg
wlasnosci przestrzeni standardowej, ktore sa szczegdlnie istotne w analizie nie-
zawodnoéci konstrukcji:

1. Funkcja (A.7) jest osiowo symetryczna - jej warstwice tworza wspol-
srodkowe hipersfery (dla dwu zmiennych, okregi) wokol poczatku uktadu
wspolrzednych.
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2. Funkcja gestosci prawdopodobienistwa maleje wykltadniczo z kwadratem
odleglosci od poczatku uktadu.

3. Dla zadanego u; = b, warunkowa gestos¢ rozkladu prawdopodobien-
stwa pozostalych zmiennych jest rowniez gestoscia standardowego roz-
ktadu normalnego. Oznacza to, ze funkcja gestosci prawdopodobienistwa
w hiperptaszczyznie wyznaczonej przez u; = b maleje wykltadniczo wraz
z kwadratem odleglosci od osi u;. Z wlasnosci osiowej symetrii wynika, ze
dla dowolnej hiperptaszczyzny funkcja gestosci maleje wyktadniczo wraz
z kwadratem odlegtosci od punktu bedacego rzutem poczatku ukladu
wspolrzednych na te hiperptaszczyzne.

4. Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze realizacja u wek-
tora U nalezy do podprzestrzeni u; > b wydzielonej przez hiperptaszczy-
zne u; = b wynosi ®(—b). Podobnie jak w punkcie 3, z wlasnosci symetrii
osiowej wynika, iz w przypadku podprzestrzeni wydzielonej przez dowol-
na hiperplaszczyzne (niekoniecznie prostopadta do jednej z osi), prawdo-
podobienistwo, ze realizacja u nalezy do podprzestrzeni nie zawierajacej
u = 0 wynosi ®(—b), gdzie b jest odlegloscia hiperptaszczyzny od poczat-
ku uktadu wspotrzednych.

Aby mozna byto wykorzysta¢ wlasnosci przestrzeni U konieczna jest trans-
formacja oryginalnych zmiennych losowych X do standardowych zmiennych nor-
malnych U o funkcji gestosci danej przez (A.7). Transformacja U = T(X) musi
zapewnia¢ rownowaznosé¢ sformutowania problemu analizy niezawodnosci, tzn.
prawdopodobienistwo awarii zdefiniowane w przestrzeni zmiennych oryginalnych
X musi by¢ réwne prawdopodobieristwu awarii w przestrzeni U

Py = /Df fx(x)dx = /A Hgo(ul) durdus . .. duy,. (A.8)

fi=1
Transformacje obszaréw awarii mozna zapisa¢ symbolicznie jako
Dy ={x: g(x) <0} —— Af={u: h(u) <0}, (A.9)
gdzie h(u) = 0 jest powierzchnia graniczna po transformacji
g(x)=0 —— g[T_l(u)] = h(u) = 0. (A.10)

W celu zachowania miary prawdopodobienistwa (A.8), transformacja U = T(X)
musi by¢ odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym (bijekcja) przestrzeni X na
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U oraz musi spelnia¢ nastepujacy warunek:
n
fX(xg]?xg?"'?x?L) = H(P(U?)’Ju,xla (A.11)
i=1

gdzie u’ = T(x") dla kazdego x° € X, a |J, .| jest jakobianem transformacji
T(-). Rozwazmy nastepnie kilka najczesciej spotykanych przypadkow rozktadow
prawdopodobieristwa wektora podstawowych zmiennych X.

A.2.1. Zmienne o wielowymiarowym rozktadzie normalnym

Wielowymiarowy rozktad normalny zdefiniowany jest w sposob jednoznacz-
ny przez wektor wartosci oczekiwanych px i macierz kowariancji Cx. Poszukuje
sie transformacji liniowej postaci u=a + Ax, dla ktérej puy; =0 1 Cy=I. Obli-
czajac wartosci oczekiwane oraz macierz kowariancji funkcji tworzacych liniowa
transformacje otrzymuje sie

py =a+Apx =0, (A.12)

Cu=ACxAT =1 (A.13)

Poniewaz Cx jest z deﬁmcp macierzg dodatnio okreslong mozna jg zatem przed-
stawi¢ jako Cx = LLT gdzie L jest macierza dolna tréjkatna z dekompozycji
Choleskiego Cx. Dokonujac nastepnie podstawienia do rownania (A.13) dosta-
jemy

ACxAT = (AL)(LTAT) = (AL)(AL)" =L (A.14)
Powyzsza réwnosé spetniona jest jesli
A=L"" (A.15)
W konsekwencji, wektor a wyznaczony z rownania (A.12) wynosi
a=-L 'px. (A.16)

Ostatecznie, transformacja zmiennych o dowolnym wielowymiarowym rozkta-
dzie Gaussa do przestrzeni niezaleznych standardowych zmiennych normalnych
przybiera postaé

U=L"X— px). (A.17)
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Jesli macierz kowariancji wyrazi¢ za pomoca macierzy korelacji Rx = [p;;] jako
Cx = DRxD, gdzie D = [0y, ]| jest diagonalna macierza odchylen standardo-
wych, otrzymuje sie transformacje (A.17) w rownowaznej formie

U=L"'DY(X - pux), (A.18)

gdzie L jest macierza dolna trojkatng z dekompozycji Choleskiego macierzy
korelacji Rx. Jakobian tego przeksztatcenia zapiszemy nastepujaco:

Juw = g—;‘ =L 'D'=L"" (A.19)

A.2.2. Zmienne niezalezne

Jezeli zmienne podstawowe sa statystycznie niezalezne, to transformacja
o opisanych wczeéniej wlasnosciach sprowadza sie do wzoru
O(u;) = Fx,(z;) = w=0 '[Fx,(z;)], i=1...,n, (A.20)

gdzie F, jest dystrybuanta zmiennej X;. Jakobian transformacji (A.20) obli-
czamy rozniczkujac wyrazenie po lewej stronie wzgledem x;. Zgodnie z reguta

rozniczkowania funkcji ztozonych, a% = %%, dostaje sie ostatecznie
_ du _ f X; (xl)

o = ox = [ o) J

(A.21)

A.2.3. Zmienne o dowolnym rozktadzie prawdopodobiefstwa

W ogélnym przypadku, gdy nie zaklada sie zadnego szczegdlnego rozktadu
zmiennych X, ani tez nie postuluje sie ich niezalezno$ci, na podstawie znajo-
mosci tacznej gestosci prawdopodobienstwa fx (x) Hohenbichler i Rackwitz [93]
zaproponowali uzycie tzw. transformacji Rosenblatta, zob. [209], nastepujacej
postaci:

<I>(u1) = Hl(xl) = Fl(ajl) = /_gc1 fl(t) dt, (A.22a)
D(uz) = Ha(ws|z1) = _r:o % dt, (A.22b)
Ti fi(l‘l,llﬁg,...,xi_l,t)

<I>(u2) = Hi(l‘i|l‘1, Ly v ,:Ei_l) =

dt, i=1,....n
—oofi—1($la$2a--->1'i—1) ' ’ T
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gdzie fi(x1,x2,...,x;) jest gestoscia brzegowa wektora X dla i pierwszych jego
sktadowych

f,-(a:l,azg,...,xi):/ / fx(z1,29,. .. xp)deip1deiqe .. da,. (A.23)

Poniewaz dystrybuanty ®(-), F(-) oraz dystrybuanty warunkowe H;(-|-) sa mo-
notonicznie rosnacymi funkcjami wzgledem odpowiednich argumentéw X;, prze-
ksztalcenie (A.22) jest wzajemnie jednoznaczne. W celu sprawdzenia warunku
(A.11) nalezy najpierw wyznaczy¢ jakobian tej transformacji

T fi(xr) 7
(uy)
P % f2(331,332)
Juow = om = | Om p(ug) fi(w) . (A.24)
7 ox : :
% % fn(l'lal'%"'axn)
L Oz Oxa () fno1(1,- -y xp—1) |

Obliczajac wyznacznik powyzszej macierzy dostajemy

Tyg] = L T2 Tn), (A .25)
[Tiss o(us)
a co za tym idzie, warunek (A.11) jest speliony dla kazdego u = T(x).

Transformacji Rosenblatta uzywa sie jesli znana jest taczna gestosé prawdo-
podobieristwa zmiennych X lub jesli dostepne sa dystrybuanty warunkowe H;.
Latwo sprawdzi¢, ze w przypadku niezaleznych zmiennych losowych transforma-
cja (A.22) redukuje sie do (A.20). Trzeba jednak zaznaczy¢, ze przedstawiona
transformacja moze zaleze¢ od uporzadkowania zmiennych w wektorze X. Tak
jak to zostalo pokazane w pracy [50], konsekwencja tej niejednoznacznosci mo-
ga by¢ rozne postacie powierzchni granicznej h(u) = 0, a co za tym idzie roézne
lokalizacje punktu projektowego i w konsekwencji rézne oszacowania wartosci
prawdopodobieristwa awarii metoda pierwszego rzedu. W takiej sytuacji powin-
no sie przeanalizowaé¢ wszystkie n! permutacji wektora X i wybra¢ ten punkt
projektowy, ktory lezy najblizej poczatku uktadu. Dla duzych n jest to oczywi-
$cie zadanie bardzo czasochtonne obliczeniowo.

A.2.4. Zmienne o dowolnym rozkfadzie - transformacja przyblizona

Bardzo czesto ze wzgledu na brak odpowiednich danych statystycznych zna-
ne sg jedynie brzegowe gestosci prawdopodobienistwa zmiennych losowych oraz
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ich wzajemne korelacje, natomiast nieznana jest funkcja tacznej gestosci praw-
dopodobieristwa. W takiej sytuacji stosowana jest przyblizona transformacja
Natafa [183], uzyta po raz pierwszy w analizie niezawodnosci konstrukeji przez
Der Kiureghiana i Liu [151].

Na poczatku, za pomoca brzegowej transformacji zmiennych X (A.20) defi-
niuje sie zbiér zmiennych Z o rozktadzie standardowym normalnym.

Zi =@ 'Fx,(z)], i=1,...,n. (A.26)

Nastepnie zaklada sie, ze réwniez funkcja tacznej gestosci prawdopodobieristwa
zmiennych Z jest funkcja gaussowska (oczywiscie nie jest to zagwarantowane
przez normalne rozktady brzegowe zmiennych). Co za tym idzie, wyrazenie na
gestosé prawdopodobienistwa zmiennych X otrzymuje sie z elementarnej zasady
transformacji funkeji gestosci fx(x) dzy dag -« - dz, = ¢(z,Rz) dz; dzg - - - dz,

fxi (@) fxo(m2) - fx, (%)
p(21)p(22) -+ - 0(2n)

dz dzg---dz,

fX(X) - @(Z7RZ) = @(Z7RZ)

(A.27)
gdzie p(z,Ryz) jest funkcja tacznej gestosci rozktadu normalnego zmiennych Z
o macierzy korelacji Rgz, ktora nalezy wyznaczyé. Ostateczna postaé rowna-
nia (A.27) wynika z rézniczkowania wyrazenia (A.26) wzgledem x;. Za pomoca
przeksztalcenia (A.18), wykorzystujac wzor (A.26) oraz ze wzgledu na whasnosci
zmiennych standardowych, skorelowane zmienne losowe Z moze przetransformo-
waé na nieskorelowane zmienne U w nastepujacy sposob:

(I)_l [FXl (ml)]
(I)_l [FX2 (LEQ)]

dzq dzy - - - dxy,

U=L,'Z=L," : (A.28)

¢4ﬁgum

gdzie Lz jest macierza dolna trojkatna utworzona przez dekompozycje Chole-
skiego macierzy Rgz. Latwo jest sprawdzi¢ (zob. (A.19) i (A.21)), Ze jakobian
takiego przeksztatcenia wynosi

du [ [fx, (@)
Ju.=—=L : . A.29
o= =2 [ 25 42
Do wyliczenia pozostaja wspotczynniki korelacji zmiennych Z zebrane w macie-
rzy Rz = [p} j] w funkcji elementéw macierzy Rx = [p;;]. Wspolezynnik korelacji
pomigdzy dwoma ciggtymi zmiennymi losowymi X; i X; zapisa¢ mozna jako

00 00 [ : Ti— JX,
Pij = PX.X; =/ / < X >< : J>inXj($iv$j)d$i dz;, (A.30)

oXx; oX;
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gdzie fx,x;(wi,x;) jest dwuwymiarowa funkcja gestosci prawdopodobienistwa
zmiennych X; and X;. Na podstawie (A.27) dostaje si¢ rownanie catkowe uza-
lezniajace p;; od pj;

N N HX; Lj— :qu> / in (xl) fXj (l‘])
ij = Ziy %4y Pis dz; dz;
=) ox, ) PP ot j

_ /OO /OO [F)Eil(@(zi)) - Mxl} [F)Ejl(q)(zj)) — [x;

X, oX;

:| (702('27:7 25, p;j) dzi de,
(A.31)

gdzie F~1(-) jest funkcja odwrotna do dystrybuanty, a gaussowska funkcja tacz-
nej gestosci prawdopodobienstwa dwoch zmiennych standardowych ma postaé

2 2
1 27— 2z;2:0 + 25
exp [— - L) (A.32)

Pw2\zi, 25, P) =
(=2, p) 21/ 1 — p? 2(1-p?)

W celu obliczenia poszukiwanego wspotczynnika korelacji rownanie (A.31) nale-
zy rozwiazac¢ ze wzgledu na p;j. Dla wybranych par rozktadéw prawdopodobieni-
stwa w pracy [151] znaleziono analityczne rozwiazania tego rownania. Wykazano,
ze za wyjatkiem rozkltadow odbiegajacych bardzo od normalnego, wartosci p;;

1 pgj nie réznig sie znacznie.

A.3. Algorytmy poszukiwania punktu projektowego

Precyzyjne wyznaczenie punktu projektowego u* ma niezwykle istotne zna-
czenie w wielu metodach analizy niezawodnosci, przede wszystkim w metodach
pierwszego i drugiego rzedu (FORM, SORM) oraz w niektérych metodach re-
dukcji wariancji, takich jak importance sampling. Potozony na powierzchni gra-
nicznej h(u) = 0 najblizej poczatku uktadu wspohrzednych w gaussowskiej prze-
strzeni standardowej punkt projektowy zdefiniowany jest jako rozwiazanie zada-
nia minimalizacji (A.6). Ponizej omoéwione zostana wybrane najpopularniejsze
algorytmy lokalizacji u*. Chociaz ze wzgledu na specyfike funkcji granicznych
rozpatrywanych w tej pracy (sa drogie obliczeniowo, zawieraja szum) klasycz-
ne metody znajdowania punktu projektowego nie moga by¢ stosowane bezpo-
$rednio, to jednak w potaczeniu z odpowiednia metoda aproksymacji funkcji
granicznej, stanowia kluczowy element proponowanych algorytmow.
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Mozna wymieni¢ wiele prac majacych na celu poréwnanie efektywnosci roz-
nych algorytméw poszukiwania punktu projektowego. Wiekszosé z nich pocho-
dzi od badaczy zwiazanych z pracowniami naukowymi Rackwitza oraz Der Kiu-
reghiana [1,87,153,276]. Obecnie, ze wzgledu na swa efektywnosé¢ oraz tatwosé
implementacji najczesciej stosowane algorytmy bazuja na standardowej meto-
dzie Rakwitza-Fiesslera (uzywany jest czasem rowniez skrot HLRF od nazwisk
Hasofer, Lind, Rackwitz, Fiessler).

Po krotkim omowieniu iteracyjnej metody HLRF w dalszej czesci podroz-
dzialu przedstawione zostana wybrane usprawnienia tego algorytmu, majace na
celu eliminacje wystepujacych w niektérych sytuacjach probleméw ze zbiezno-
$cia. Wiekszos¢ usprawnien dotyczy dodania do oryginalnego algorytmu proce-
dury minimalizacji kierunkowej.

Najwazniejsze operacje gradientowego algorytmu poszukiwania punktu pro-
jektowego dane sg nastepujaco:

0)

1. Transformacja wspolrzednych punktu poczatkowego x(©) w przestrzeni X

na odpowiadajacy mu punkt u® w przestrzeni U.

2. Obliczenie oraz zapamietanie (jako statej normalizujacej) wartosci funkeji
granicznej g(x(©)).
3. Dopoki nie spetniony jest warunek zbieznosci, na typowej k-tej iteracji:

3.1 Transformacja odwrotna wektora u(®) z przestrzeni standardowej na
x(F) v przestrzeni oryginalnej. Operacja ta pomijana jest w iteracji
poczatkowej, kiedy wektor x(©) jest juz znany.

3.2 Obliczenie wartosci g(x(k)). W wiekszosci przypadkéw konieczne jest
przeprowadzenia analizy metoda elementow skonczonych, co z kolei wy-
maga wygenerowania (przy pomocy odpowiedniego interfejsu) zbioru
z danymi do programu MES, ktory zawiera¢ bedzie aktualng realizacje
wektora zmiennych losowych.

3.3 Obliczenie gradientu funkcji granicznej Vg(x(¥)) = 09/0x|,_x) albo
za pomoca metody bezposredniego rozniczkowania (zob. np. [122]) lub
tez za pomocsg schematu réznic skonczonych. Gradient transformowany
jest nastepnie do standardowej przestrzeni normalnej za pomoca ma-
cierzy jakobianu transformacji J, ., Vh(u®))= (JJ,}B)TVg(x(k)), (zob.
podrozdziat A.2).

3.4 Sprawdzenie warunku zbiezno$ci.

3.5 Jesli warunek zbieznodci nie jest spelniony, wybranie nowego przybli-
zenia punktu projektowego jako ut1) = u®) 4 ¢k Au) | gdzie Auk)
jest kierunkiem poszukiwan, a £*) jest dtugoscia kroku.
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W celu tatwiejszego wyprowadzenia wzoréw metody HLRF wygodnie jest
zapisa¢ zadanie optymalizacji (A.6) w rownowaznej postaci jako:

znalez¢ wektor: u, (A.33)
minimalizujacy: Q(u) = |lul* = uTy, (A.34)
pod warunkiem: h(u) = 0. (A.35)

Rozwiniecie kwadratowej funkcji celu Q(u) w punkcie u® (k-ta iteracja wektora
u) w szereg Taylora i linearyzacja funkcji ograniczenia h(u) prowadza do naste-
pujacego zadania minimalizacji, ktérego rozwiazaniem jest optymalny przyrost

Au®):
malezé wektor: Au®), (A.36)
minimalizujacy: Q(Au®) = Q(u™) + vQT (u®)Au®
+ %Au(k)TVQQ(u(k))Au(k)
— a®u® 4 2u®Au® 1 Au®Au® | (A.37)
pod warunkiem: A(Au®) = p(u®) + VAT (u*)Au®) = 0. (A.38)
Funkcja Lagrange’a dla zadania (A.36)—(A.38) ma postac
L(Au®, A®)) = BTy ®) 4 oy ®AR® 1 Au® AR®
~A®) (h(u(k)) + VhT(u(k))Au(k)) , (A.39)

natomiast warunki Kuhna-Tuckera dane sa réwnaniami:

VL = 2u® 4+ 2Au® — A\OTpu®)) = 20+ — \Fgpu®)) =0, (A.40)
(™) + VAT u ) Au® = p(u®) + VAT (®))ut+D
0.

— VAT ®)u® = (A.41)

W punkcie optymalnym mnoznik Lagrange’a spelnia¢ musi warunek (zob. [6])
vVQ = A*vh, (A.42)
a wiec, AF) wyraza sie przez

)\(k) B ZVhT(u(k))u(k+l)
~ VAT(u®)Vh(u®)

(A.43)
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Nastepnie, na podstawie (A.41) mozna zastapi¢ wyrazenie VAT (u®))ulk+1)
w (A.43) przez VAT (u®)u®) — b(u®). Podstawiajac tak przeksztatcony wzor
na \%) do (A.40) otrzymuje sie podstawowa formutle iteracyjna metody HLRF

1
R G (VAT ®)u® —ha®)) va@®).  (a44)

Optymalny przyrost dany jest zatem jako

gdzie a®) = —Vh(u®))/|[Vh(u®))| jest jednostkowym wektorem, przeciwnym
do znormalizowanego gradientu funkcji granicznej w punkcie u®).

Proces iteracyjny kontynuuje sie, az do spetnienia warunkéw zbieznosci. Po
pierwsze, znaleziony punkt powinien znajdowaé sie na powierzchni granicznej
h(u) = 0, po drugie, powinien leze¢ jak najblizej poczatku uktadu wspotrzed-
nych. Pierwszy warunek mozna zapisaé¢ nastepujaco:

h(u(k))
Hy

<€, (A.46)

gdzie wartos¢ w mianowniku jest stata skalujaca, a e jest dopuszczalna tole-
rancja. Zazwyczaj przyjmuje sic Hy = h(u®) lub Hy = 1 jesli h(u®) = 0.
Drugi warunek zbieznoéci réwnowazny jest wymaganiu, aby w punkcie projek-
towym wektor gradientu skierowany byt do poczatku uktadu wspoétrzednych w
przestrzeni U. Mozna to wyrazi¢ za pomocy wektorow u® i a®. W punkcie
projektowym kat 6 pomiedzy tymi dwoma wektorami réwny jest zero, a ponie-

T
waz cos(f) = a(||k1)1<7k>u|(|k)’ drugie kryterium zbieznosci przybiera postac
(k)T (k)
a'®) u
——F—— <€ A .47
] A

Poniewaz wykazano, zob. [152], ze oryginalny algorytm HLRF bez kontroli
przyrostu (A.45) moze w przypadku niektorych funkeji granicznych zachowywaé
sie niestabilnie, oscylujac wokot rozwiazania, dlatego jego modyfikacje dotyczyty
przede wszystkim metod redukcji dtugosci kroku. Dokonuje sie tego minimalizu-
jac w kierunku Au® funkcje celu rozszerzona o odpowiednia funkeje kary, ktora
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uwzglednia niespelnienie ograniczenia h(u) = 0. Poniewaz doktadne wyznacze-
nie minimum w optymalizacji kierunkowej moze by¢ zbyt kosztowne, dlatego
czesto uzywa sie mniej doktadnej, ale bardzo efektywnej reguty Armijo [5]

PO (u® 4 € Au®) — g0 (00 < 0B (VEEP)TAUP),  (Adg)

gdzie \I/(k)(-) jest wartoscia rozszerzonej funkcji celu w k-tym kroku iteracyjnym,
a > 0 jest stala (przewaznie przyjmuje sie a =0.5), dlugosé¢ kroku %) wyzna-
cza sie jako €F) = b/, gdzie 0.0 < b < 1.0, a j jest liczba catkowita o wartosci
poczatkowej réwnej 0. Wyktadnik j zwiekszany jest o 1 az do znalezienia zado-
walajacej dtugosci przyrostu, ktora spelnia warunek (A.48). Przyjmujac b = 0.5
krok dzielony jest na pot za kazdym razem, gdy poprzednia jego dlugosé nie
spelnia kryterium Armijo.

Ponizej, w punktach A.3.1 oraz A.3.2, zaprezentowano dwie najczesciej sto-
sowane rozszerzone funkcje celu.

A.3.1. Metoda ARF

W pracy [1] Abdo i Rackwitz zaproponowali aby w procedurze poszukiwania
optymalnej dtugosci kroku algorytmu HLRF wykorzysta¢ funkcje znang z meto-
dy sekwencyjnego programowania kwadratowego, zob. [214]. Od nazwisk auto-
réw podejscie to oznaczaé¢ bedziemy skrotem ARF (Abdo, Rackwitz, Fiessler).

Uwzgledniajac definicje (A.34), rozszerzona funkcja celu dana jest jako

PO (0 1 9 Au®) = [[u® 4 B Au®|? 1 2O @ 1+ ® Au®)

. %r(m h(u® 4 ¢® Au®)?, (A.49)

gdzie %) jest parametrem kary postaci

r® = max{\®)] %(rw—w £ A0, (A.50)
Dlugosé kroku %) minimalizujaca funkcje (A.49) jest nastepnie przyjmowana

do okreslenia kolejnej iteracji punktu projektowego

ut+D g | ) Ay ()| (A.51)
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A.3.2. Metoda iIHLRF

Inna rozszerzona funkcja celu uzyta zostata przez Zhanga i Der Kiureghia-
na [276]|. Pokazano, Ze zapewnia ona zbieznosé¢ algorytmu HLRF i tak rozbu-
dowana metod¢ oznaczono jako iHLRF (i - od angielskiego stowa improved -
udoskonalony). Funkcja zdefiniowana jest nastepujaco:

B8 (0¥ 1 ¢0 Au®) = %Hu(k”f('“’ Au® P e [h(u® 10 Au®)|, (A52)

gdzie ¢ > 0 jest parametrem kary. W [276] wykazano, ze aby kierunek poszuki-
wan byt rowniez kierunkiem spadku funkcji (A.52), parametr kary musi spetniaé¢

warunek
c> M (A.53)
~ [VRu®)|’ '
W programie OpenSees [169], rozwijanym w ramach otwartego projektu ba-
dawczego poswieconemu modelowaniu odpowiedzi konstrukeji inzynierskich na
wymuszenia sejsmiczne, zaimplementowano algorytm iHLRF, w ktéorym para-
metr ¢ obliczany jest ze wzoru

+ 1, (A.54)

gdzie v > 11 n > 0 sg specyfikowane przez uzytkownika, tak by speli¢ ograni-
czenie (A.53). Jako wartosci domyslne przyjmuje sie, v = 2 1 n = 10, zob. [87].

A.4. Metody symulacyjne

Pod nazwa metody symulacyjne lub tez symulacje Monte Carlo w odnie-
sieniu do analizy niezawodnosci konstrukcji rozumieé¢ bedziemy grupe technik
wykorzystujacych losowe generowanie realizacji wektora X w celu oszacowania
wartodci prawdopodobienstwa awarii. Metody te bardzo czesto stanowia intere-
sujaca alternatywe dla metod FORM/SORM, a w przypadku wielu probleméw
analizy niezawodno$ci okazuja sie by¢ jedynym mozliwym sposobem rozwiaza-
nia.

Pomimo, ze metody symulacyjne zyskuja coraz wieksza popularno$é, mie-
dzy innymi ze wzgledu na rozwdj mocy obliczeniowej komputeréw, to wcigz
potrzeba bardzo wielu (od dziesiatek tysiecy do milionéw) obliczen funkeji gra-
nicznej, aby otrzymaé¢ wiarygodna estymacje wynikow przy pomocy klasycznej
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metody Monte Carlo. Ma to miejsce szczegdlnie wtedy, gdy szacowana wartosé
prawdopodobieristwa awarii jest mata. W zwiazku z tym, w praktyce stosuje sie
szereg metod redukcji wariancji, takich jak importance sampling, gdzie realiza-
cje zmiennych losowych generowane sg przede wszystkim w poblizu powierzchni
graniczne;j.

Metody symulacyjne sa niezastapione w przypadku, gdy funkcja graniczna
jest nierézniczkowalna. Zastosowanie maja wtedy rézne adaptacyjne metody
importance sampling, w ktorych funkcja gestosci losujacej modyfikowana jest
na podstawie wynikéow z dotychczas wygenerowanych probek.

W nastepnych podrozdzialach przedstawione zostang podstawowe informa-
cje na temat klasycznej metody Monte Carlo oraz kilku odmian metody im-
portance sampling, waznych z punktu widzenia prezentowanych w zasadniczej
czescl pracy metod analizy niezawodnoSci.

A.4.1. Klasyczna metoda Monte Carlo

Istota klasycznej metody Monte Carlo (dla podkreslenia jej “pierwotnego”
charakteru uzywa si¢ czasami okreslen: standardowa, zgrubna - ang. crude) po-
lega na generowaniu realizacji x losowego wektora X zgodnie z funkcja gestosci
prawdopodobieristwa fx (x) oraz sprawdzaniu czy realizacje te prowadza do awa-
rii, zob. rys. A.1. Stosunek liczby realizacji, ktére znalazty sie w obszarze awarii
do liczby wszystkich wygenerowanych realizacji stanowi prosty estymator praw-
dopodobieristwa awarii. W celu zapisania podstawowych wtasnosci tego estyma-
tora wygodnie jest postuzy¢ si¢ funkcjg charakterystyczng obszaru awarii Dy

1 dy x € Dy,
In, (x) = 8eY ! (A.55)
0 gdy x¢ Dy,

i wyrazi¢ prawdopodobieristwo awarii (A.1) jako
Pf = / c / [Df (X) fx(X)dX. (A.56)
—00 —00

Funkcja Ip, (X) moze by¢ zatem traktowana jak zmienna losowa o rozktadzie
dwupunktowym

P[Ip,(X) =1] = Pf,  P[Ip,(X)=0] =1- Py, (A.57)
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X2

+
fyx (x)= const

Rys. A.1. Klasyczna metoda Monte Carlo. Symulacje losowe w przestrzeni oryginalnej, n = 2.

gdzie Py = IP’[X € Df]. Wartosé oczekiwana oraz wariancja Ip,(X) wynosza
Ellp, (X)] =1-P;+0-(1—Py) = Py, (A.58)
2
Var[Ip,(X)] = E[I3,(X)] = (E[Ip,(X)])” = Pf — Pf = P(1 = Py). (A.59)

W celu obliczenia prawdopodobieristwa awarii w metodzie Monte Carlo wprowa-
dza sie nastepujacy estymator wartosci oczekiwanej funkcji charakterystyczne;j:

E[Ip, (X Z Ip,(XW) = Py, (A.60)

gdzie X®) k =1,..., N, sa niezaleznymi wektorami losowymi o gestosci praw-
dopodobienistwa fx(x). Jak tatwo pokazaé¢, wartos¢ oczekiwana i wariancja es-
tymatora (A.60) dane sa wzorami

N
5 1 1
_ - (k _ - _
=5 ; E[Ip, (XW)] = ~NPr="Fr, (A.61)
N
~ 1 1 1
Var(Pf)—F > Var[Ip, (X*))] = NP (1=Pp)=5Pr(1-Pyp).  (A.62)

k=1
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Estymator (A.60) jest wiec nieobciazony, a odpowiadajacy mu wspoltezynnik

zmiennosci ma postac
Lo _yVally)  1-p r6
Py ~\ NPy '

T E(Py)

Przeksztalcajac rownanie (A.63) dostaje sie nastepujacy wzor na liczbe symu-
lacji (wielko$é probki) N:

_ -0

Vl23f P f )

(A.64)

Co ciekawe, liczba symulacji N konieczna dla zapewnienia okreslonej “jakosci”
wynikéw, mierzona wspotczynnikiem zmiennosci Vp,» nie zalezy od liczby zmien-
nych losowych n. Z drugiej strony, rownanie (A.64) ukazuje najwieksza stabosé
klasycznej metody Monte Carlo. Cheac uzyska¢ dobre oszacowanie wartosci Py,
np. odpowiadajace wspoétczynnikowi Vp, = 0.1, oraz spodziewajac sie wartosci
prawdopodobieristwa awarii w przedziale 1076 + 1073 nalezy obliczy¢ wartosé
funkcji granicznej dla N = 10° = 108 realizacji zmiennych losowych. Czas takiej
analizy, szczegolnie wtedy gdy funkcja graniczna nie jest dana w sposéb jaw-
ny i wymaga przeprowadzenia dlugotrwatych obliczeri MES, jest w wiekszosci
przypadkéw trudny do zaakceptowania.

Chociaz olbrzymi koszt obliczeniowy zwiazany z klasyczna metoda Monte
Carlo wyklucza korzystanie z tej metody w analizie niezawodnosci ztozonych
konstrukeji, ktore modelowane sa za pomoca tysiecy elementéw skoriczonych,
to w przypadku niewielkich zadan stanowi¢ moze ona alternatywe dla innych
metod. Niezaprzeczalnymi zaletami klasycznej metody Monte Carlo jest jej intu-
icyjny charakter, fatwos$é¢ implementacji, niewrazliwosé na ksztalt obszaru awarii
oraz mozliwo$é przeprowadzenia symulacji w przestrzeni oryginalnej, bez ko-
niecznosci transformacji do przestrzeni U.

A.4.2. Metoda importance sampling

Metoda, ktéra pozwala na znaczna redukcje wariancji estymatora prawdopo-
dobieristwa awarii, a co za tym idzie na ograniczenie liczby niezbednych symu-
lacji losowych NN, jest importance sampling. Istnieje wiele odmian tej metody.
Przeglad tych, ktoére znalazty najwicksze zastosowanie w analizie niezawodno-
$ci konstrukeji mozna znalezé w pracy [172]. Idea metody importance sampling
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opiera sie na spostrzezeniu, iz warto$¢ oczekiwang (A.58) mozna w sposdb row-
nowazny zapisaé¢ jako

Bxlln, (0] = [~ [ o) o0 dx

—00 — 00

—_———

- /oo /°° IDf(V)fjgz;sv(v)dv:Ev [Ipf(V)SVEXH (A.65)
—0o0 —0o0

oy

gdzie sv(-) jest taczna gestoscia prawdopodobienstwa n elementowego wektora
losowego V, a Ex[-] i Ev|[-| oznaczaja operacje wartosci oczekiwanej odpowied-
nio wzgledem funkcji fx(-) i sv(-). Poniewaz wartos¢ oczekiwana funkcji cha-
rakterystycznej rowna jest prawdopodobienstwu awarii (zob. (A.58)), dlatego
mozna zapisaé

(A.66)

Py = Ex[Ip, (X)] = Ev [Ipf )L X(V)} ,

sv(V)
lub po transformacji zmiennych podstawowych X na standardowe zmienne nor-

malne U
on(V,0,1) }
sv(V) |’

gdzie Ia, jest funkcja charakterystyczna obszaru awarii Ay w przestrzeni U,
a ¢n(v,0,I) jest n-wymiarowa taczna gestoscia prawdopodobienstwa zmiennych
normalnych o zerowych wartosciach srednich i jednostkowej macierzy kowarian-
cji. W takim przypadku estymator prawdopodobienstwa awarii ]3f przyjmuje
posta¢ (por. (A.60))

Py = Bull, (0)] = By | 1a,(V) (A7)

N
5 1 on(Vi,0,1)
Pf = _N 221 IAf (Vk)isv(vk) . (A.68)

Wartosé estymatora oblicza sie podstawiajac do powyzszego wzoru realizacje
v wektora losowego Vi wygenerowane zgodnie z funkcja gestosci sy (-), ktora
nazywana jest gestoscia losujaca. Odpowiedni wybor gestosci losujacej decyduje
o efektywnosci metody importance sampling. Funkcja ta powinna minimalizo-
wac wariancje estymatora (A.68). Mozna pokazac (zob. np. [173] strona 74), ze
jezeli sy (+) bedzie funkcja proporcjonalng do ¢, (v,0,I) w obszarze catkowania
(obszarze awarii), to wariancja ﬁf redukuje sie do zera. Warunek ten zapiszemy
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jako
In; (V) pn(v,0,1)
Py '

sv(v) = (A.69)

lub w sposéb rownowazny

/ sv(v)dv=1, 1 sv(v)=(pn(v,0,I)Ia,(v) prawie wszedzie w Ay,
Ag

(A.70)
gdzie ( jest stala. W przypadku optymalnej gestosci losujacej wystarczy tylko
jedna realizacja (w obszarze Ay) aby otrzymaé dokladna warto$¢ prawdopo-
dobienstwa awarii. Niestety, w celu znalezienia takiej gestosci niezbedna jest
uprzednia znajomo$¢ wartoéci Py. Pomimo pozornej niepraktycznosci, kryte-
rium (A.69) stanowi cenna wskazowke przy konstruowaniu gestosci losujacych
bliskich optymalne;j.

Czesto zdecydowana poprawe efektywnosci obliczeniowej osigga sie wybiera-
jac jako gestos¢ sy (v) m-wymiarows gaussowska funkcje gestosci o wartosciach
oczekiwanych w punkcie projektowym u*, a wiec skupiona w obszarze, ktory
ma najwiekszy wpltyw na warto$¢ Py (zob. rys. A.2)

sv(v) = gn(v,u’,T) Hs@ (A.71)

W takim przypadku estymator prawdopodobiefistwa awarii przybiera postaé

-~ (,Dn Vk,O I)
Pr = E I 7. A.72
= Af gon (Vi,u*, 1) (A.72)

Wybierajac gaussowska gestosc losujaca (A.71) oszacowanie wartosci Py nie
jest bardzo wrazliwe na ksztalt obszaru Ay i — za wyjatkiem przypadkow sil-
nie nieliniowych powierzchni granicznych — prawdopodobieristwo, ze realizacja
zmiennej losowej wygenerowanej zgodnie z gestoscia sy (+) znajdzie sie w obsza-
rze awarii wynosi okoto 50%. Kontrastuje to z klasyczng metoda Monte Carlo
gdzie prawdopodobienistwo “trafienia” realizacji w obszar awarii byto mniej wie-
cej rowne obliczanemu prawdopodobienistwu awarii. Liczne do§wiadczenia w sto-
sowaniu metody importance sampling (w wersji (A.72)) pozwalaja stwierdzi¢,
ze w wigkszosci przypadkow zadowalajaca estymacje Py mozna otrzymac juz po
wygenerowaniu od kilkuset do kilku tysiecy realizacji zmiennych. Jest to o wiele
rzedow wielkosci mniej niz w przypadku klasycznego Monte Carlo.



280 A. Wybrane zagadnienia komputerowej analizy niezawodnosci konstrukcji

»

@n(u,0,1) = const

>
1

u

/o]
\

#a(u,u’,l) = const

As

Rys. A.2. Metoda importance sampling. Symulacje losowe wokol punktu projektowego u*
w przestrzeni standardowej.

Mimo niewatpliwych zalet metody, istnieja pewne wazne ograniczenia, kto-
re moga czasem utrudni¢ analize niezawodno$ci przy pomocy zaprezentowanej
techniki importance sampling (wyliczajac za [172] te, ktore dotycza symulacji
w przestrzeni U).

1. Gestos¢ losujaca sy (-) moze nie by¢ dobrze dobrana.

2. Powierzchnia graniczna moze posiadaé¢ wiele punktow projektowych (mi-
nimoéw lokalnych funkgji ||ul| pod warunkiem, ze h(u) = 0).
3. Jesli nalezy jednocze$nie rozpatrywaé wiele funkcji granicznych, wtedy

rowniez mamy do czynienia z wieloma punktami projektowymi.

4. Funkcje graniczne moga charakteryzowaé sie znaczna ujemna krzywizng
w punkcie projektowym.

Sposobem przezwyciezenia wymienionych trudnosci wydaja sie byé adaptacyjne
metody importance sampling, ktérych najwazniejsze elementy omoéwione zostaly
w nastepnym podrozdziale.
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A.4.3. Metody adaptacyjne

Zgodnie z warunkiem (A.69), metoda importance sampling jest tym bardziej
efektywna im bardziej gestos¢ losujaca sy (+) zblizona jest do oryginalnej funkcji
lacznej gestosci prawdopodobieristwa zmiennych losowych w obszarze awarii D
(lub Ay jesli probki generowane sa w przestrzeni U). Poniewaz nie istnieje zad-
na absolutnie skuteczna metoda doboru takiej funkcji, dlatego zaproponowano
szereg metod dopasowania funkcji sv(-) do hipotetycznej gestosci idealnej.

Jedna z propozycji jest zalozenie pewniej gestosci losujacej, wygenerowa-
nie poczatkowej proby, a nastepnie obliczenie wartosci srednich oraz macierzy
kowariancji na podstawie tych realizacji, ktére znalazlty sie w obszarze awarii.
W pracy [19] jako funkcje losujaca przyjeto wielowymiarowy rozktad normalny
zdefiniowany przez tak oszacowane momenty statystyczne. Poprzez generowanie
kolejnych realizacji zmiennych losowych funkcja sv(-) jest ciagle udoskonalana,
gdyz parametry rozktadu estymuje sie na podstawie coraz liczniejszej probki.
Przyjmuje sie, ze gesto$é losujaca o tak uaktualnianym potozeniu oraz ksztal-
cie zbiega ostatecznie do gestosci idealnej. Niestety, zbieznosci tej nie mozna
zagwarantowad, szczegdlnie w przypadku ztego poczatkowego wyboru gestosci
losujacej.

Innym pomystem jest przyjecie funkcji sy (-) jako sumy K skladowych ge-

stosci sg,) (v)

K
sv(v) = Z w(i)s((,) (v), (A.73)
=1
gdzie w, i =1,..., K, sy wagami, ktore dobiera sie tak aby sv(+) dopasowa¢

jak najlepiej do fx(-) w obszarze D (lub do ¢, (-,0,I) w Ay).

Najczesciej kazda z elementarnych gestosci 88)(-) we wzorze (A.73) uak-
tualniana jest wraz z postepem procesu symulacji losowych. W artykule [116]
Karamchandani i in. przyjeli gestosci sg,)(-), 1=1,..., K, jako rowne oryginal-
nej tacznej gestosci prawdopodobienistwa zmiennych losowych, ktorych wartosci
oczekiwane przesunieto do wybranych punktow v, zwanych punktami repre-
zentatywnymi. Odpowiednie wspotezynniki wagowe zdefiniowane sg wtedy jako

(w przypadku symulacji w przestrzeni standardowej)

| o0
W = (V0D (A.74)

K .
> en(v1),0,1)
j=1
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Oznacza to, ze wartoSci wag sa proporcjonalne do “wktadu” jaki dany punkt
v(® wnosi do oszacowania wartosci prawdopodobieristwa awarii. Trzeba tu row-
niez podkresli¢, iz efektywnosé dochodzenia do idealnej gestosci losujacej zalezy
w znacznym stopniu od wyboru K poczatkowych punktéow reprezentatywnych
oraz rozktadu prawdopodobieristwa, z ktorego sa generowane. W podrozdzia-
le 5.1 omdéwiono pewna wersje powyzszego adaptacyjnego algorytmu zapropo-
nowana w pracy [278]. Po wprowadzeniu pewnych modyfikacji algorytm ten
wykorzystano w podrozdziale 6.1, poswieconym analizie niezawodnosci w za-
gadnieniach dotyczacych wytrzymalosci zderzeniowej, do obliczenia prawdopo-
dobienistwa awarii dynamicznie zgniatanej belki cienko$ciennej.

W celu obliczenia wartosci estymatora (A.72) niezbedna jest znajomosé poto-
zenia punktu projektowego. Niestety, bardzo czesto specyfika funkcji granicznej
uniemozliwia wykorzystanie efektywnych gradientowych algorytmoéw takich jak
iHLRF lub ARF w celu szybkiego i precyzyjnego znalezienia punktu u*. Jed-
nym ze sposobow przezwyciezenia tego problemu jest aproksymacja oryginalnej
funkcji granicznej przy pomocy odpowiednio dobranej powierzchni odpowiedzi.

Odmienng metoda jest poszukiwanie punktu projektowego w trakcie samych
symulacji losowych oraz uaktualnianie funkcji gestosci losujacej za kazdym ra-
zem gdy znajdowane jest jego lepsze oszacowanie. Zazwyczaj, w przestrzeni U ja-
ko wyjsciows gestosé losujaca wybiera sie funkcje tacznej gestosci standardowych
zmiennych normalnych (A.7) lub funkcje typu (A.71), gdzie punkt u* specyfi-
kowany jest na podstawie pewnej wiedzy na temat analizowanego zagadnienia.
Pomijajac szczegdly dotyczace pierwszych krokéw algorytmu i przyjmujac, ze
aktualnie gestosé losujaca “skoncentrowana” jest nad punktem w obszarze awa-
rii, zasada zmiany polozenia gestosci losujacej sprowadza sie do sprawdzenia,
czy wygenerowana realizacja wektora losowego prowadzi do ujemnej wartosci
funkcji granicznej i czy norma tego wektora |[ul| jest mniejsza od normy wek-
tora przyjmowanego dotychczas jako wektor wartosci srednich. Jesli tak jest, to
punkt ten przyjmuje sie jako nowy wektor wartosci srednich w definicji gestosci
losujacej, a estymator prawdopodobieristwa awarii przybiera postaé

Ny ( (2)
D 1 (1) (Pn( ) (2 Spn(vi 7071)
Pr=p| 2 I8,V =0 ZI (Vi @ 4,
i=1 (pn(‘,z 71) n(VZ ,u( )7]:)
Nm (m)
m (VT ,0.1
4 Ia, V™) #n(Vy ) |, (A.75)
sV @)
=1 ©n (V"™ ulm) 1)

gdzie N = Ny + No+ -+ -+ N, jest catkowita liczba wygenerowanych realizacji,
m jest liczba zmian funkcji gestosci losujacej, gpn(v(l),u(l),l) jest poczatkowa
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funkcja gestosci losujacej (umieszczona nad punktem u(l)), zgodnie z ktorg wy-
generowano [V; realizacji, gpn(v(2) , u(2),I) jest zmodyfikowang gestoscig losujaca
stuzaca do wygenerowania No realizacji itd.

Nie ulega watpliwosci, ze adaptacyjne techniki importance sampling, w kto-
rych punkt projektowy lokalizowany jest zgodnie z przedstawiona powyzej pro-
cedura, sa znacznie mniej efektywne od metod gradientowych w przypadku roz-
niczkowalnych funkcji granicznych. Stanowia jednak interesujgca alternatywe,
gdy warunek ten nie jest speliony.
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Algorytmy tworzenia optymalnych
tacinskich hiperkostek

Plan eksperymentow zwany taciriska hiperkostka (ang. Latin hypercube - LH)
lub tez n-wymiarowym kwadratem tacinskim definiuje sie za pomocg macierzy
L o N wierszach i n kolumnach, gdzie kazda z kolumn jest permutacja liczb
catkowitych od 1 do N (N to ilo§¢ punktow). Wiersze macierzy L zawieraja
dyskretne wspotrzedne poszezegolnych punktow. Mozemy zatem zapisaé

X1 T o T
L= =] : Sl (B.1)
XN TN1 *t TN

gdzie x; jest j-tym punktem probki/planu eksperymentoéw. Charakterystyczna
cecha LH jest to, ze dowolnie wybrane dwa punkty nie maja zadnej wspolrzednej
takiej samej. Na rys. B.1 pokazano przykltadowe macierze L oraz odpowiadajace
im rozkltady punktéow kwadratow tacinskich.

N=6,n=2 N=8,n=4
1 6 2 3]
1 4 12 l * 15 2 415
—i 2 5 2 2 3187
*— 3 3 ® 3 4 4371
L= L= L=
6 4 6 ® 4 1 57 37
T 5 4 5 6 6 25 6
o 61 )\ 6 3 78 4 2
8 5 6 4]

Rys. B.1. Przykladowe macierze oraz uktady punktéow 2 i 4 wymiarowych kwadra-
tow /hiperkostek lacinskich.

Szczegblny przypadek LH stanowig wielowymiarowe optymalne kwadraty
laciniskie, czy tez optymalne laciniskie hiperkostki (ang. optimal Latin hypercu-
be - OLH). Sa one niezwykle waznym elementem omawianych w niniejszej pracy



286 B. Algorytmy tworzenia optymalnych tacinskich hiperkostek

metod analizy niezawodnosci oraz optymalizacji odpornosciowej. W rozdziale 4
pokazano, ze estymacja momentow statystycznych funkcji losowych za pomo-
ca metod symulacyjnych wykorzystujacych OLH jest duzo bardziej efektywna
w poréownaniu do klasycznych, “czysto losowych” metod symulacyjnych. Plan
OLH posiada réwniez wlasciwosé rownomiernego wypetniania analizowanego
obszaru, co jest niestychanie istotne przy konstruowaniu powierzchni odpowie-
dzi, jak réwniez w metodach losowego przeszukiwania.

Niestety, w przypadku duzej liczby zmiennych oraz punktéw wchodzacych
w sktad planowanego eksperymentu numerycznego, znalezienie takiej konfigu-
racji tacinskiej hiperkostki, ktora jest optymalna (w rozumieniu pewnego kry-
terium) nie jest latwe i wymaga uzycia wyspecjalizowanych algorytmoéow. Omo-
wione zostang dwie metody budowania OLH.

Ponizej, w podrozdziale B.2, przedstawiona zostata tzw. metoda CP stuzgca
do konstruowania optymalnych hiperkostek, a w podrozdziale B.3 oméwiony jest
wyspecjalizowany algorytm genetyczny, ktéry w przypadku duzych wartosci NV
i n okazuje sie by¢ bardziej efektywny od CP. Prezentacja algorytméw poprze-
dzona jest przegladem kryteriow optymalnosci oraz sformutowaniem problemu
optymalizacji. W podrozdziale B.4 oméwione sa stosowane kryteria zbieznosci
algorytmow.

Duzg zaleta planéw OLH jest ich uniwersalnos¢. Raz wygenerowana opty-
malna n-wymiarowa hiperkostka o N punktach moze byé¢ zapisana i uzywana
wielokrotnie do réznych zadan, w ktorych wystepuje n-zmiennych losowych.

Ostatecznym celem przedstawianych algorytmow jest otrzymanie wspotrzed-
nych N punktow w przestrzeni R™ (N realizacji n-wymiarowego wektora loso-
wego). Wygenerowana probka musi oczywiscie uwzgledniaé rozktady prawdopo-
dobienstwa zmiennych losowych. W podrozdziale B.7 wyjasniono w jaki sposdb
wykorzystaé hiperkostki tacinskie do generowania probek ze zmiennych losowych
o rozktadach ciaglych.

Prezentowany w niniejszym dodatku material opiera sie w znacznym stopniu
na rozwazaniach zamieszczonych w pracy [150].

B.1. Kryteria optymalizacji

W celu zdefiniowana kryteriow, wzgledem ktorych optymalizowany bedzie
uktad punktow tacinskiej hiperkostki, wprowadzmy trzy funkcje okreslone na
zbiorze dopuszczalnych konfiguracji hiperkostek o wartosciach w R.
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Funkcja d zdefiniowana jest jako kwadrat najmniejszej (euklidesowej) odle-
glosci pomiedzy dwoma punktami planu eksperymentow

d(L) = i ;— x5 B.2
L) = _min x| (B2)
Przyjmijmy nastepnie, ze ng jest liczba wystapieri minimalnej odlegtosci (B.2).
Dla danej realizacji tacinskiej hiperkostki bedzie to ng(L).
Ostatnia funkcja, G, dana jest przez analogie do sumy wzajemnych sit dzia-
lajacych na zbior elektrycznie natadowanych czastek (zob. [7] i [11])

N N
1
i=1 j=i+1 """ J

Funkcje te postuza teraz do zaproponowania dwoch kryteriow optymalizacji ta-
cinskich hiperkostek.

Kryterium najmniejszej odleglosci:

Przyjmuje sie, ze hiperkostka tacinska Lj jest lepsza od Ly jesli d(Ly) > d(Lg).
W przypadku gdy d(Lq) = d(Lg), Ly jest lepsza od Ly jesli ng(Ly) < ng(Lsg).

Kryterium sil:

Ly jest lepsza od Ly jesli G(Lp) < G(Ly).

Nalezy zauwazy¢, ze sprawdzenie warunku réwnosci wystepujace w pierw-
szym kryterium implementuje sie réwniez jako sprawdzenie rownosci nawet w ra-
mach arytmetyki zmiennoprzecinkowej. Wynika to z tego, iz poréwnywane sa
kwadraty odleglosci punktéw o wspodlrzednych catkowitoliczbowych, a wiec licz-
by calkowite.

Zmieniajac konfiguracje punktow w tacinskich hiperkostkach tak, by polep-
szy¢ wartos¢ danego kryterium (maksymalizowaé pierwsze lub minimalizowaé
drugie) otrzymuje sie w wyniku taki plan eksperymentow, ktory wypelnia row-
nomiernie objeto$¢ n-wymiarowej hiperkostki (ang. space filling design). Unika
sie w ten sposob koncentracji punktow w niektorych obszarach (ang. clustering),
a w konsekwencji, pozostawienia innych obszaréw niezbadanymi. Na rys. B.2 po-
kazano przykltadowe konfiguracje kwadratu tacinskiego przed i po optymalizacji.
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Rys. B.2. Kwadrat tacinski (N = 50,n = 2). Po lewej uklad losowy, po prawej optymalny.

B.2. Algorytm CP

Metoda CP zostata zaproponowana przez Parka w [193], a nastepnie zmo-
dyfikowana w pracy [264]. Skrot CP pochodzi od pierwszych liter angielskie;
nazwy “columnwise-pairwise”, co mozna przettumaczy¢ jako “kolumnami i pa-
rami”. Nazwa ta wynika wprost z dokonywanych w algorytmie przeksztalcen
macierzy L.

Na potrzeby prezentacji okres§lmy mianem prostej zamiany taka modyfikacje
kolumny macierzy L, ktora polega na zamianie miejscami dwodch elementdw
tej kolumny. Ponizej, w postaci pseudo-kodu, przedstawiona jest operacja tzw.
przeczesywania macierzy L (ang. CP-sweep)

fort=1..n
for j =1 .. liczba mozliwych zamian
Dokonaj prostej zamiany elementéw pary j.
Oblicz wartosé¢ kryterium.
Powréé do stanu sprzed zamiany.
end of for-loop
Zamien kolumne 7 na te, ktéra odpowiada najlepszej prostej zamianie.

end of for-loop
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Oczywiscie, przez “lepsza” badz tez “najlepsza’ prosta zamiane rozumie sie taka
zamiane, ktora prowadzi do odpowiedniej poprawy wartosci wybranego kryte-
rium optymalizacji. Przeczesywanie jest wiec strategia systematycznego spraw-
dzania wszystkich kolumn macierzy L pod katem znalezienia najlepszej mozliwej
prostej zamiany.

W pewnym uproszczeniu, algorytm CP polega na wielokrotnym wykona-
niu operacji przeczesywania az do spelnienia warunku zbieznosci (zostanie on
omoéwiony w punkcie B.4). Wynikiem dziatania algorytmu jest macierz L o opty-
malnej konfiguracji, determinujaca plan eksperymentéow OLH.

Czasem dla odréznienia od OLH oraz dla podkreslenia, ze mamy do czy-
nienia z taciniska hiperkostka o losowym uktadzie punktéw, uzywaé¢ bedziemy
skrotu RLH, od angielskiej nazwy random Latin hypercube. Zbudowanie RLH
jest zadaniem bardzo prostym w implementacji i polega na wygenerowaniu n
losowych permutacji liczb 1 do N, bez koniecznosci zmiany konfiguracji punk-
tow.

B.3. Algorytm genetyczny

Algorytmy genetyczne sa obecnie bardzo powszechnie stosowanymi meto-
dami optymalizacji globalnej. Znajduja one zastosowanie w szerokiej klasie za-
gadnieri nauki i techniki. Najwazniejsze operacje wchodzace w sktad algorytmu
genetycznego wyszczegdlnione sg w ponizszym pseudo-kodzie:

Losowo wygeneruj populacje poczatkowg.

Dokonaj oceny osobnikdéw populacyi poczgtkowe;.

while ( nie jest spelniony warunek zbieznosci )
Dokonaj selekcji. Zachowaj jedynie najlepiej przystosowane osobniki.
Na zachowanych osobnikach przeprowadz operacje krzyzowania.
Dokonaj losowych mutacji osobnikéow.
Dokonaj oceny nowej populacji.
Sprawdz warunek zbieznosci.

end of while-loop

W przypadku zadania optymalizacji tacinskich hiperkostek istnieja rézne
wersje algorytmu w zaleznosci od sposobu zdefiniowania operacji selekcji, krzy-
zowania, mutacji oraz wyboru populacji poczatkowej. Na przyktad, w pracy [11]
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uzyty zostal standardowy algorytm genetyczny ogblnego przeznaczenia do znaj-
dowania OLH wedlug kryterium (B.3). To podejscie wymaga jednak specjalne-
go kodowania zmiennych projektowych, ktorymi sg wspotrzedne punktow, oraz
wprowadzenia do sformutowania funkcji celu specjalnych czlonéw wymuszajg-
cych spehienie przez dany uktad punktow zaltozen ltaciriskiej hiperkostki (zadna
wspolrzedna punktu nie powtarza sie).

W odréznieniu od tego podejscia, zaimplementowany przez autora algorytm
genetyczny zostal zaprojektowany specjalnie pod katem specyficznego problemu
tworzenia OLH. W zainspirowanej praca Simpsona [219] metodzie wszystkie
operacje genetyczne zdefiniowane sa bezposrednio na macierzach L, zob. (B.1),
w taki sposéb aby zachowaé ich charakterystyczna budowe. Wymienione powyzej
podstawowe elementy algorytmu genetycznego okreslone sg nastepujaco:

Populacja poczatkowa. Dzialanie algorytmu rozpoczyna sie od losowego
wygenerowania Vo, macierzy L reprezentujacych poczatkowa populacje hiper-
kostek tacinskich. Ze wzgledu na zdefiniowang dalej operacje selekcji, liczba Npqp,
musi by¢ parzysta.

Selekcja. Uwzgledniajac jedno z kryteriow optymalizacji opisanych w B.1,
zatrzymuje si¢ Npop/2 najlepszych hiperkostek. Pozostate sa pomijane. Hiper-
kostki indeksowane sa od najlepszej do najgorszej. Oznaczmy je jako El, f12, cees
LNpop/ 2

Krzyzowanie. W trakcie tej operacji, przedstawionej schematycznie na
rys. B.3, z Npop/2 hiperkostek wybranych na etapie selekcji (“rodzicow”) ge-
nerowanych jest Npop, nowych hiperkostek (“dzieci”).

Macierz fq odpowiadajaca najlepszej tacinskiej hiperkostce umieszczana jest
na poczatku nowej populacji. Oznaczamy ja jako Lj. Ta sama macierz umiesz-
czana jest rowniez na miejscu Npop/2 + 1. W wyniku krzyzowania najlepszej
laciniskiej hiperkostki z k-ta, k € [2, Npop/2|, powstaja dwie nowe hiperkostki.
Pierwsza hiperkostke (w nowej populacji o indeksie k) tworzy sie przez zastapie-
nie wybranej losowo kolumny macierzy L, odpowiednia kolumng macierzy ik
Macierz drugiej hiperkostki, o indeksie Npop/2 + k, powstaje przez zastapienie
losowo wybranej kolumny flk przez odpowiednia kolumne z il.

Mutacja. Ta niestychanie istotna operacja genetyczna wykonywana jest na
wszystkich hiperkostkach z populacji za wyjatkiem najlepszej, o macierzy Lj.
Mutacj¢ przeprowadza si¢ na kazdej kolumnie macierzy Lo, ..., Ly,,,. Polega
ona na zamianie miejscami dwoéch losowo wybranych wyrazéw kolumny, jesli
wygenerowana z rozkladu jednostajnego [0, 1] liczba ma warto$¢ mniejsza niz
zalozona wartos¢ progowa pmut-
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Po selekcji (rodzice)

|

Ls L6l

Po krzyzowaniu (dzieci)

Rys. B.3. Ilustracja operacji krzyzowania algorytmu genetycznego w przypadku Npop = 8.
Nalezy zauwazy¢, ze po krzyzowaniu L i Ls sa takie same jak L, - macierz najlepszej tacin-
skiej hiperkostki przed krzyzowaniem. Na etapie mutacji L nie jest jednak modyfikowana, co
sprawia, ze jedna kopia najlepszej hiperkostki zostaje zawsze zachowana.

Wystepujacy w petli while pseudo-kodu warunek zbieznosci algorytmu ge-
netycznego przedstawiony jest w podrozdziale B.4.

B.4. Warunki zbieznosci

Warunki zbieznosci zaprezentowanych algorytméw omoéwione zostana na przy-
ktadzie kryterium sit wykorzystujacego funkcje G dana réwnaniem (B.3). Za-
rowno w przypadku metody CP, jak tez algorytmu genetycznego, warunek zbiez-
nosci algorytmu sprowadza sie do poréwnania aktualnej zmiany wartosci kryte-
rium do zmiany poczatkowej. Ze wzgledu na specyfike obydwu metod istnieja
istotne réznice w implementacji tego warunku i dlatego wymaga on osobnego
oméwienia dla kazdego z algorytmow.

Algorytm CP
Oznaczmy przez AG7 zmiane wartosci funkcji G po pierwszej iteracji, tzn. po
pierwszej operacji przeczesywania. Warunek zbieznoéci, ktéry sprawdzany jest
po iteracji k ma nastepujaca postac:

AG), < eAGY. (B.4)
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gdzie AG} jest zmiang wartosci funkcji G na k-tej iteracji, a € jest parametrem.
W przyktadach numerycznych przedstawionych w dalszej czesci tekstu przyjeto
¢ = 1075, Spekienie nieréwnosci (B.4) powoduje zakonczenie dziatania algoryt-
mu. Oczywiscie, proces optymalizacji trwa tym dhuzej, im wieksze sg wartosci
N in oraz im mniejsza jest warto$¢ e. Na przyklad, utworzenie optymalnej ta-
cinskiej hiperkostki w przypadku N = 30 i n = 6 wymagato 31 iteracji. Wartos¢
funkeji kryterium odpowiadajaca OLH wynosita G(L) = 0.5331.

Algorytm genetyczny

W odréznieniu od operacji przeczesywania z metody CP, wygenerowanie nowej
populacji macierzy L w zaproponowanym algorytmie genetycznym jest zada-
niem stosunkowo tanim i nie wymagajacym dlugiego czasu pracy procesora.
Z drugiej strony, prawdopodobieristwo, ze nastepna populacja nie przyniesie
poprawy kryterium optymalizacji nie jest pomijalne, a co za tym idzie zamiast
rozpatrywaé zmiane wartosci funkcji G w czasie “zycia” jednej populacji nalezy
poréwnywaé laczne zmiany generowane przez p populacji (zazwyczaj zaktada
sie sie p = 50 lub 100). Jako warto$¢ odniesienia przyjmuje sie wiec

AG, = G(L,) — G(Lo). (B.5)

gdzie L, odpowiada najlepszej hiperkostce z p-tej populacji, a Ly odpowiada
najlepszej hiperkostce w losowo wybranej populacji poczatkowej. Jesli numer
populacji k jest wielokrotnoscia p, sprawdzany jest nastepujacy warunek zbiez-
nosci:

G(Ly) — G(Ly_,) < €AG),. (B.6)

W obliczeniach przyjeto e = 10~7. Stosujac algorytm genetyczny do znalezienia
konfiguracji OLH w przypadku N = 30 i n = 6, zbiezno$¢ rozwigzania zostala
osiagnieta po okoto 3300 pokoleniach, dajac w wyniku G(L) = 0.5326.

B.5. Analiza ztozonosci obliczeniowej algorytmu CP

Doktadna analiza ztozonosci obliczeniowej zaréwno algorytmu CP jak i algo-
rytmu genetycznego wydaje sie by¢ zadaniem bardzo trudnym, a wrecz niemoz-
liwym. Jednakze, jak to zostanie pokazane ponizej, w przypadku metody CP
jestesmy w stanie podaé¢ oszacowanie czasu rozwigzania, ktére powinno okazaé
sie przydatnym z punktu widzenia praktyki.

Poprzez ztozonos¢ obliczeniowa rozumiemy asymptotyczny wzrost czasu dzia-
tania algorytmu wraz ze wzrostem liczby punktéw N oraz liczby zmiennych n.
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W przypadku funkcji T'(N) zapis T = O(NY) oznacza, ze istnieja takie state ¢;
i ¢9, dla ktérych
aNi<T< 52Nq, (B?)

jezeli N jest dostatecznie duzg liczba. Zaleznosé¢ ta wyrazi¢ mozna réwniez jako
T ~ N1,

W celu oszacowania ztozonosci obliczeniowej operacji przeczesywania algo-
rytmu CP (zob. pseudo kod na stronie 288) nalezy pamietaé, ze:

e Zewnetrzna petla przebiega n kolumn macierzy L.

e W kazdej kolumnie dokonuje sie sprawdzenia wszystkich mozliwych pro-
stych zamian. Jest ich N(N —1)/2, a wiec O(N?).

e Kazda prosta zamiana pociaga za sobg koniecznos¢ uaktualnienia odleglo-
$ci pomiedzy punktami planu LH. Odlegtosci te tworza macierz N x N.
Nalezy jednak zauwazyé¢, ze za wyjatkiem pierwszej iteracji, nie jest ko-
nieczne obliczenie wszystkich odleglosci miedzypunktowych. Zamiana
miejscami dwoch elementéw kolumny macierzy L powoduje jedynie ko-
niecznos¢ uaktualnienia wartosci w dwoch wierszach oraz dwoch kolum-
nach macierzy odleglosci. Ze wzgledu na symetrie tej macierzy, pociaga to
za sobg wykonanie 2N — 3 obliczen odleglodci punktéw na jedna operacje
prostej zamiany, a wiec wymaga O(N) operacji. Po uaktualnieniu macie-
rzy odlegtosci nalezy nastepnie obliczy¢ wartosé kryterium optymalizacji,
co wigze sie z przeprowadzeniem O(N?) dodatkowych operacji. Osta-
tecznie, oszacowanie naktadu obliczen wykonywanych przy okazji jednej
prostej zamiany Tgwap Wynosi

Tawap ~ 1N + caN2. (B.8)

Podsumowujac powyzsze spostrzezenia mozna napisaé, ze ztozonosé obliczenio-
wa operacji przeczesywania wyraza sie wzorem

Top ~ nN*(ciN + coN?). (B.9)

Jedynym elementem, ktéry nalezy jeszcze uwzgledni¢ w naszej analizie jest
(nieznana) liczba powtorzen operacji przeczesania. Oznaczmy ja przez v(N,n).
Na podstawie wykonanych testéw wydaje sie, ze uprawnione jest nastepujace
zalozenie:

v(N,n) ~ N. (B.10)
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Ostatecznie, rownania (B.9) oraz (B.10) prowadza do oszacowania calkowitej
ztozonosci obliczeniowej algorytmu CP jako

Tiot ~ nN3(c1N + caN?). (B.11)

Na podstawie powyzszego wzoru nalezy podkresli¢ bardzo silna nieliniows zalez-
no$é czasu poszukiwania optymalnej konfiguracji hiperkostki tacinskiej od liczby
punktoéw N. Bardzo zgrubnie mozna zatozy¢, ze T ~ N9 gdzie ¢ € (3,5). W ce-
lu weryfikacji tego oszacowania przeprowadzono szereg testow numerycznych
przyjmujac n = 2,3,6 oraz N = 100,120, ...,200. Na rys. B.4 pokazane jest
poréwnanie ztozonosci obliczeniowej uzyskanej z testow z zaleznoscia potegowa
typu N9. Dopasowujac wartos¢ wyktadnika ¢ do otrzymanych czaséw optyma-
lizacji (obliczonych jako warto$¢ srednia z 10 testow dla kazdej wartosci N)
dostajemy ¢ = 3.65,3.95,3.65 dla, odpowiednio, n = 3,4, 6. Konserwatywnym
podejéciem wydaje sie przyjecie np. ¢ = 4.

1070 1
1020 - Ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu CP
970
920
870
820
770 A
720
670
620 -
570

520 -
470 =3¥=n = 6, wyniki testow

«=@==n = 3, wyniki testow
=li=n = 3, ztozonos¢ teoretyczna, T~ NA3.65
“fe=n= 4, wyniki testow
=>=n = 4, ztozonos¢ teoretyczna, T~ NA3.95

420 - =@-n = 6, ztozono$¢ teoretyczna, T~ NA3.65
370 A
320
270
220
170
120 4
70
20

Czas pracy procesora (w sekundach)

100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

Liczna punktéw: N

Rys. B.4. Weryfikacja teoretycznie ztozonosci obliczeniowej T' ~ N algorytmu CP.

Aby uswiadomié¢ sobie ogromny naktad obliczeri zwiazany z tworzeniem du-
zych planéw OLH, mozna oszacowaé czas utworzenia taciniskiej hiperkostki o
N = 1000 i n = 3 na podstawie wynikéow dla N = 100. Uzywajac jednego
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procesora Pentium 4 3.20GHz na komputerze typu PC wygenerowanie takiej
hiperkostki zajetoby ponad 10 dni!

B.6. Dobdr parametréw algorytmu genetycznego

Na podstawie przeprowadzonych licznych testéw numerycznych ustalono, ze
parametrami, ktére maja decydujacy wpltyw na efektywnosé dziatania algoryt-
mu genetycznego sg liczebnos$¢ populacji IVy,p oraz prawdopodobienstwo mutacji
Pmut -

Optymalne wartodci tych parametrow zalezg zaréwno od liczby punktow N
jak i liczby zmiennych n. Na rys. B.5 pokazano jak zmienia sie kryterium opty-
malizacji w funkcji czasu pracy procesora w przypadku tacinskiej hiperkostki
zawierajacej 100 punktéw w 10 wymiarach. Mozna zauwazy¢, ze przyjecie zbyt
matego prawdopodobienistwa mutacji pyue = 0.01 prowadzi do bardzo wolnej
zbieznosci algorytmu niezaleznie od wielkosci populacji Npop. Powigkszanie po-
pulacji hiperkostek zwieksza prawdopodobienistwo wystapienia korzystnej mo-
dyfikacji w trakcie operacji krzyzowania, ale rownoczesnie wydhtuza czas trwania
tej operacji. Po wykonaniu wielu testéw dla réznych hiperkostek wydaje sie, ze
wartosci Npop = 50 1 pmut = 0.1 mozna przyjacé jako “bezpieczne” rozwigzanie
dla szerokiej klasy taciniskich hiperkostek.

Warto w tym miejscu zajac sie rowniez porownaniem efektywnosci algoryt-
mu genetycznego oraz algorytmu CP. O ile w zadaniu optymalizacji hiperkostki
o N = 100 punktach i n = 10 wymiarach szybko$¢ zbieznosci algorytmu CP
przewyzsza algorytm genetyczny (zob. rys. B.5), o tyle dla N = 300 i n = 10
zbieznosé algorytmu genetycznego jest znacznie lepsza w pordéwnaniu do CP,
rys. B.6. Na podstawie testéw numerycznych sugeruje sie korzystanie z algo-
rytmu CP w przypadku N < 150, a z algorytmu genetycznego w przypadku
wiekszych hiperkostek tacinskich. Oczywiscie granica ta jest dosy¢ rozmyta i za-
lezy réwniez w pewnym stopniu od parametru n, ale ogblny trend jest bardzo
czytelny - algorytm genetyczny jest lepszym wyborem dla duzych planéw LH.
Znacznyg zaleta tego algorytmu jest rowniez jego stabilnosé. Krzywe zbieznosci
zawsze sa podobne do tych z rysunkow B.5 i B.6, a w czasie testow nigdy nie za-
obserwowano zbieznosci do lokalnego minimum ani przypadku, gdzie algorytm
CP dawalby zasadniczo lepsze rozwigzanie.
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Rys. B.5. Krzywe zbieznosci algorytmu CP oraz algorytmu genetycznego dla wielu kombinacji
parametréow Npop 1 pmut W zadaniu optymalizacji LH o N = 100 i n = 10. Uzyto kryterium
sit dane funkcja (B.3).
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Rys. B.6. Poréwnanie zbieznosci algorytmu CP i algorytmu genetycznego (Npop = 50 i
Pmut = 0.1) w przypadku hiperkostki taciniskiej o N = 300 punktach i n = 10 wymiarach.
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B.7. Wykorzystanie tacinskich hiperkostek do generowania prébek
zmiennych losowych o dowolnych rozktadach
prawdopodobienstwa

Opiszemy tu, jak wykorzysta¢ otrzymana w procesie optymalizacji macierz
L, opisujaca przy pomocy wspélrzednych catkowitoliczbowych uktad punktow
OLH, do generowania probek zmiennych losowych X o dowolnych funkcjach
gestosci rozkladu prawdopodobienstwa. Metoda ta dotyczy¢ oczywiscie bedzie
wszystkich tacinskich hiperkostek, ktorych szczegolnym przypadkiem sa hiper-
kostki optymalne - OLH.

Przypomnijmy, ze kazda kolumna macierzy L odpowiada jednej zmiennej lo-
sowej o zadanym rozktadzie prawdopodobienistwa. Kolumna ta jest permutacja
liczb od 1 do N. Realizacja xp(m) zmiennej losowej X, 1 < k < n, odpowiada-
jacej liczbie m, 1 <m < N, w k-tej kolumnie macierzy L wyznaczana jest przy
pomocy dystrybuanty zmiennej X3 w nastepujacy sposob:

zp(m) = Fx ! (Zm), (B.12)
gdzie
m 1
oy = e — B.1
Tm =N T aN (B.13)

Metoda kryjaca sie za powyzszymi wzorami sprowadza sie do podzielenia za-
kresu zmiennosci kazdej zmiennej losowej na N przedzialow o réwnym praw-
dopodobienistwie, a realizacje x(i), i = 1,..., N, odpowiadaja probabilistycz-
nym $rodkom (medianom) zmiennej X w tych przedziatach. Innym mozliwym
rozwiazaniem jest wybor xx(i) w sposob losowy wewnatrz i-tego przedziatu.
W pracach [119] i [100] pokazano jednak, ze wybor median badZ tez warto-
§ci érednich (tutaj niezbedne jest catkowanie numeryczne) zmiennych losowych
wewnatrz przedzialow prowadzi do bardziej precyzyjnej estymacji (mniejszej
wariancji estymatorow). Zagadnieniom wyboru potozenia punktéow wewnatrz
komorki tacinskiej hiperkostki poswiecono wiecej uwagi w rozdziale 4.

Nalezy pamieta¢, ze w ogbdlnym przypadku zmienne losowe moga posiadaé
dowolne rozktady prawdopodobienistwa oraz byé skorelowane. Z drugiej stro-
ny, opisana metoda generowania realizacji zmiennych losowych na podstawie
planu eksperymentéw danego przez hiperkostke tacinska nie uwzglednia zadnej
wzajemnej zaleznosci zmiennych. Aby zatem moéc wykorzysta¢ LH w symula-
cjach losowych, oryginalne zmienne musza by¢ uprzednio przetransformowane
na zbioér niezaleznych zmiennych losowych. W przypadku, gdy znana jest funk-
cja tacznej gestosci prawdopodobienistwa zmiennych mozliwe jest zastosowanie
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transformacji Rosenblatta [209], a jezeli znane sa jedynie brzegowe rozktady
prawdopodobieristwa zmiennych losowych oraz macierz wspotczynnikéw kore-
lacji, mozna uzy¢ transformacji Natafa [183|. Zachowujac miare prawdopodo-
bienistwa, obydwie te transformacje przeksztalcajg oryginalne zmienne losowe
na niezalezne standardowe zmienne gaussowskie, zob. rowniez podrozdzial A.2
w dodatku A. Realizacje zmiennych wygenerowane w przestrzeni standardowe;j
zgodnie z reguta (B.12) sa nastepnie przy pomocy transformacji odwrotnej prze-
ksztalcane na zmienne oryginalne X. Na rys. B.7 przedstawiono przyktadowe
plany eksperymentéw generowanych przy pomocy OLH i RLH w przypadku
dwoéch jednakowych zmiennych o rozktadach jednostajnych i dla réznych warto-
§ci wspolezynnika korelacji wzajemnej pxy = Cov(X,Y)/[o(X)o(Y)] (wspot-
czynnika Pearsona). Porownujac otrzymane wykresy mozna zauwazy¢, ze nieza-
leznie od wartosci p, uktad punktow OLH charakteryzuje sie pewna regularno-
Scia, symetrig i jednorodnoscia. Trzeba jednak zaznaczy¢, ze wspomniane trans-
formacje nie gwarantuja rownomiernego roztozenia punktow przy rzutowaniu na
poszczegdlne osie. Inne znane autorowi metody ‘“narzucenia” korelacji pomiedzy
zmiennymi losowymi, ktore zachowuja jednoczesnie rownomiernosé rozltozenia
punktéw przy rzutowaniu, polegaja na odpowiedniej zmianie kolejnosci kolumn
macierzy L, zob. [89,100,105]. Algorytmy te sa w wiekszosci przypadkow bar-
dziej ztozone obliczeniowo od metod transformacyjnych i przeznaczone sa za-
zwyczaj do narzucenia wartosci tzw. wspotezynnika korelacji Spearmana (jest
to wspotezynnik korelacji Pearsona, liczony dla rang zmiennych). Wydaje sie
jednak, ze podejscie wykorzystujace transformacje do zmiennych niezaleznych
jest bardziej uniwersalne i nie wymaga tworzenia nowej ltaciniskiej hiperkostki
dla kazdej macierzy korelacji. Pozwala to na wykorzystanie tej samej, uprzednio
przygotowanej optymalnej tacinskiej hiperkostki, do przypadku dowolnej kore-
lacji zmiennych losowych.

B.8. Poréwnanie kryteriéw optymalizacji w zadaniu estymacji
momentéw funkgji losowych

W podrozdziale B.1 wprowadzono dwa kryteria optymalizacji uzywane do
znalezienia optymalnej konfiguracji taciriskiej hiperkostki. Sa to: kryterium naj-
mniejszej odleglosci oraz kryterium sit. W celu poréwnania tych kryteriow oraz
aby oszacowaé¢ poprawno$é¢ estymacji momentow statystycznych funkcji loso-
wych przy uzyciu metod symulacyjnych wykorzystujacych plany OLH, przepro-
wadzono szereg testow z tzw. funkcja Rosenbrocka (zwana tez funkcja bananowa,)
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RLH: p= 0.0, 5 — 0.16 OLH: p = 0.0, 5 = 0.002
° . ’ - toe. ,.-
RLH: p— 0.8, 5 — 0.796 OLH: p = 0.8, p = 0.807
OLH: p— 0.95, 5 — 0.949

RLH: p =0.95, p = 0.943

Rys. B.7. Poréwnanie rozrzutu 100 punktow eksperymentalnych planow OLH i RLH w przy-
padku dwoch jednakowych zmiennych o rozkladzie jednostajnym. p oznacza zakladany wspot-
czynnik korelacji, a p jest wspolczynnikiem obliczonym z wygenerowanej probki.
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b(X1, X2) = 100(Xo — X7)* + (1 — X1)2 (B.14)

Zatozono, ze dwie zmienne losowe X; i Xy maja rozktad jednostajny w prze-
dziale [0, 2]. Funkcja tacznej gestosci rozkltadu prawdopodobienstwa jest w tym
przypadku stala i wynosi fx,x,(x1,22) = 1/4. Celem symulacji losowych jest
oszacowanie wartosci $redniej funkeji b(Xp, X2). Wartosé ta moze by¢ wyzna-
czona analitycznie, co umozliwi lepsza ocene wynikow symulacji

2 2
1
E[b(X1, X3)] = / / blan, 22) 3 dradas = 187, (B.15)
0 0

Wartosé srednia (B.15) oszacowana bedzie za pomoca nastepujacych metod
symulacyjnych:

e Symulacje z uzyciem OLH, kryterium sit - OLHI.

e Symulacje z uzyciem OLH, kryterium najmniejszej odlegtosci - OLH2.
e laciniska hiperkostka bez optymalizacji - RLH.

e Standardowa metoda Monte Carlo - MC.

Wyniki testow zebrane zostaly w tabeli B.1, w ktorej przedstawiono wartosci
§rednich bledow procentowych estymacji E[b(X7, X2)] w funkcji wielkosci prob-
ki N. Dla wybranej metody, wielkosci btedéow obliczane sa przez poréwnanie

wartodci $redniej oszacowania z M powtdrzen symulacji losowych z wartoscia
doktadng

M

1 —(k

D 5" 187, (B.16)
k=

gdzie E(k) jest k-ta realizacja wartosci $redniej, a M przyjeto rowne 10.
Analizujac otrzymane wyniki tatwo jest dokonaé¢ klasyfikacji metod. Naj-
mniejszy blad estymacji przy ustalonym N otrzymuje sie uzywajac pierwszego
rodzaju symulacji OLH (wedlug kryterium sit), nieco gorszy jest OLH z kryte-
rium minimalnej odlegtosci, nastepnie RLH, a najwiekszy btad daje metoda MC.

Jak to zostato pokazane w punktach B.5 i B.6, koszt wygenerowania duzych
planow OLH (N > 500) jest bardzo wysoki. Jednak majac na uwadze analize
niezawodnoéci badz optymalizacje odpornosciows ztozonych i kosztownych ob-
liczeniowo konstrukcji oraz proceséw technologicznych, trudno wyobrazi¢ sobie
mozliwo$¢ wykonania tysiecy eksperymentéow numerycznych. Sita optymalnych
taciniskich hiperkostek jest zapewnienie wystarczajaco dokladnej estymacji przy
uzyciu niewielkich probek.
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N |OLH1|OLH2 | RLH | MC

10 9.1 12,5 | 20.7 | 37.8
20 3.5 79 | 143 |17.8
50 1.5 3.9 |10.2 12,5
100 | 1.1 2.7 6.6 | 9.4
200 | 0.6 1.8 5.6 | 6.0
500 | 0.3 0.8 24 1438

1000 - - 1.5 | 3.2
2000 - - 1.1 | 2.2
5000 - - 0.7 | 1.2

Tablica B.1. Blad procentowy oszacowania wartosci sredniej funkeji Rosenbrocka przy pomocy
roznych metod symulacyjnych. Plany OLH o N wiekszym niz 500 nie byly generowane ze
wzgledu na zbyt dlugi czas obliczen.
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Metody dyskretyzacji pol losowych

Niniejszy dodatek poswiecony jest zagadnieniom dotyczacym modelowania prze-
strzennej losowej zmienno$ci parametrow ukladéow konstrukcyjnych przy pomo-
cy pol losowych, a w szczegblnosci metodom ich dyskretyzacji. Problematyke te
uznano za istotna i wymagajaca dokladniejszego przedstawienia przede wszyst-
kim ze wzgledu na zwiazek metody optymalnej aproksymacji liniowej z metoda
krigingu (dominujaca technika powierzchni odpowiedzi stosowana w optymaliza-
cji odpornosciowej) oraz z uzywanymi w przyktadach numerycznych metodami
dyskretyzowania pél losowych.

C.1. Podstawowe definicje

Wartosci niektorych parametréow opisujacych materiat, geometrie, wielkosé
i rozklad uszkodzen czy tez obciazenia dziatajace na uktad konstrukcyjny cha-
rakteryzuja sie losowa zmiennoscia nie tylko w obrebie populacji, ale réwniez
przestrzennymi losowymi fluktuacjami w ramach samej konstrukeji. Takie pa-
rametry modelowane moga byé¢ przy pomocy pdl losowych.

Skalarne pole losowe o wartosciach rzeczywistych zdefiniowa¢ mozna jako
rodzine jednowymiarowych zmiennych losowych H(z) indeksowanych wektorem
wspohrzednych z okreslajacym polozenie w k wymiarowym obszarze  C R*

H(z) € R, z=1{z,..., 2} € QCRk (C.1)

Zmienna losowa H (z), nazywana jest wartoscig pola losowego w punkcie z. W li-
teraturze pola losowe okreslane sa rowniez jako procesy losowe (stochastyczne).
Najczesciej jednak termin pole losowe uzywany jest gdy k = 2 lub 3, natomiast
proces losowy odnosi sie zazwyczaj do przypadku jednowymiarowego, gdzie pa-
rametr polozenia utozsamia sie najczesciej z czasem. Zbior realizacji zmiennych
H (z) we wszystkich punktach z € ) nazywamy realizacjq pola losowego.
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Pole losowe H(z), z € , nazywamy polem losowym drugiego rzedu, jezeli
speliony jest nastepujacy warunek:

E[|H (2)|?] < oo. (C.2)
W przypadku takiego pola okresli¢ mozna funkcje wartosci oczekiwanej
pr(z) = E[H (z)], (C.3)

oraz funkcje kowariancji pola losowego (ang. auto-covariance function) dana
jako
Kia(2,2) = E[(H(2) — pn(2)) (H(Z) — pn(2))], (C.4)

bedaca w istocie kowariancja miedzy zmiennymi losowymi H(z) i H(z') okre-
Slonymi w punktach z i z’. Funkcja kowariancji zawiera informacje na temat
przestrzennej zmiennosci pola losowego.

Pole losowe H(z) nazywamy stabo stacjonarnym (ang. weakly homogenous)
jezeli

Vaecq pr(z) = const oraz  Vieqziazeq Ku(z,z+ Az) = Ky(Az). (C.5)

Stacjonarne pole losowe jest izotropowe, jesli jego funkcja kowariancji zalezy
jedynie od odlegtoéci pomiedzy dwoma punktami.

Veeq K (z,z + Az) = Ky (||Az])). (C.6)

Uzupehiajac, warto wprowadzi¢ rowniez definicje funkcji wariancji pola lo-
sowego

Var[H(z)] = Kpy(2.2) = o7(2) = E[(H(2) — nu(2))’]. (C.7)

gdzie 0%(z) jest funkcja odchylenia standardowego, oraz przy pomocy (C.4) i
(C.7) definicje funkcji korelacyi

g — Ky (z,2')
IOH(7 ) O'H(Z)O'H(Z/)' (08)

W wiekszodci istotnych z praktycznego punktu widzenia przypadkow kore-
lacja miedzy zmiennymi H(z) i H(z') zanika wraz z odlegtoscia punktow z i z’.
Dlatego tez, sposrod funkceji korelacji najczesciej uzywanych w modelowaniu poél
losowych wymienié¢ nalezy funkcje:
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e trojkgtng
|Az]|
p(az)={ 1= el llazl <a (C.9)
0 gdy ||Az| > a

gdzie parametr a jest pewna miara “zasiegu” fluktuacji pola losowego
zwana dtugosciq korelacji;

o wyktadniczg

p(Az) = exp <—@> ; (C.10)
e gaussowska
2
p(Az) = exp <—@> . (C.11)

Dtugosé korelacji a definiuje sie formalnie jako

S OKu(6)]ds
S IO o

gdzie § = ||Az]|.

Pole losowe nazywamy gaussowskim, jesli kazdy wektor {H(z1),..., H(z,)},
dla dowolnego n > 1, ma rozktad normalny. Pole to jest w spos6b jednoznacz-
ny okreslone przez jego warto$é¢ Srednia pup(z), wariancje o%(z) oraz funkcje
korelacji p(Az).

Reprezentowanie pola losowego jako niepoliczalnego zbioru zmiennych lo-
sowych nie jest wygodne w obliczeniach numerycznych, dlatego tez zazwyczaj
stosuje sie przyblizenie ciaglego pola losowego przy pomocy skoriczonej (dys-
kretnej) liczby zmiennych losowych, tzw. dyskretyzacje pola losowego, cf. [254].

Dyskretyzacja skalarnego pola losowego H(z) zdefiniowana jest przez naste-

pujaca funkcje aproksymujacg:

Dyskretyzacja
_—

H(z) H(z) = H(z,X), (C.13)

gdzie X = {X1, Xo,..., X, } jest n-wymiarowym wektorem losowym. W ogol-
nosci funkcje H(z, X) przedstawi¢ mozna jako

H(z,X) = co(2) + > ci(2) X, (C.14)
i=1



306 C. Metody dyskretyzacji pol losowych

gdzie ¢;,i = 0,1,...,n, sa funkcjami z € Q, a X;,7 = 1,...,n, sa zmiennymi
losowymi, na ktoérych opiera sie dyskretyzacja. Istnieje wiele metod dyskrety-
zacji. Wiekszos$¢ z nich wykorzystuje podzial obszaru €2, na ktérym dane jest
pole losowe, na rozlaczne, przylegajace podobszary (zwane elementami pola lo-
sowego) Qf, i =1,2,..., N.. W przypadku kiedy analiza stochastyczna, ktora
wymaga uzycia modeli pdl losowych, stosowana jest w potaczeniu z analiza me-
toda elementéw skoniczonych, warto jest tak dobraé¢ elementy pola losowego,
aby ich siatka odpowiadala w pewien sposob siatce MES. Za [245] mozna podaé

nastepujaca klasyfikacje metod dyskretyzacji pol losowych:

o Metody dyskretyzacji punktowej (ang. point discretization), w ktorych
zmienne losowe {X7, Xs,...,X,} sa wartoSciami pola losowego H (z;)
w wybranych punktach z;, i = 1,...,n, obszaru (2, np. charakterystycz-
nych punktach elementow Qf, ¢ =1,2,..., Ne.

e Metody usSredniania, w ktorych zmienne X sa wazonymi catkami pola
losowego H (z) wewnatrz elementow 2§

Xi= H(z)w(z)d. (C.15)
QF
Metody usredniania, jak réwniez metody dyskretyzacji punktowej, pomi-
mo heurystycznego charakteru, sa chetnie stosowane w dyskretyzacji pol
losowych przede wszystkim ze wzgledu na swoja prostote.

e Metody aproksymacji funkcjami ksztattu, wykorzystujace znane z meto-
dy elementow skonczonych funkcje ksztaltu oraz skoriczony zbior (wezto-
wych) wartosci pola losowego. Metody te mozna traktowaé jako szczegol-
ny przypadek metod dyskretyzacji punktowe;.

e Metody rozwiniecia w szereg, wykorzystujace reprezentacje pola losowego
za pomoca odpowiednio obcietego rozwiniecia w szereg funkcji determi-
nistycznych ze wspotczynnikami losowymi, zob. [73].

W kolejnych podrozdzialach omoéwionych zostanie jedynie kilka wybranych me-
tod dyskretyzacji. Jak juz wspomniano we wstepie, szczeg6lnie duzo uwagi po-
$wiecone zostanie metodzie optymalnej aproksymacji liniowej ze wzgledu na jej
zwiazek z uzywanag w pracy metoda krigingu, zob. podrozrdziat 3.2.

C.2. Dyskretyzacja punktowa

Istota metody dyskretyzacji punktowej jest reprezentowanie pola losowego w
kazdym z elementow €2f, i = 1,2,..., N,, przez zmienng losowa bedaca warto-
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Scig, tego pola w wybranym punkcie elementu. Najpopularniejszym wariantem
metody dyskretyzacji punktowej jest tzw. metoda punktow Srodkowych (ang.
midpoint method - MP), w ktorej pole losowe wewnatrz elementu €2 przybliza-
ne jest wartoscia tego pola w srodku ciezkosci elementu, zob. [44].

Wprowadza sie nastepujacy wektor losowy:
Xyp = {H(z1), H(z3), ..., H(zy,)}, (C.16)

gdzie X; = H(z}), i = 1,2,..., N,, sa wartoSciami pola losowego w $rodkach
ciezkosci elementéw. Zaktada sie, ze wlasnosci wektora Xyp wynikajg bezpo-
sredniego z wlasnosci pola losowego H (z), na przyktad,

Cov(Xm, X)) = Kul(z,,,2z,), m,n € {1,2,...,N.}. (C.17)

Ostatecznie, aproksymacje pola losowego H(z) metoda punktéw srodkowych
zapisa¢ mozna jako

Hyp(z) = H(z!), ze€Qf i=12,...,N,, (C.18)
lub inaczej
A Ne
Hyp(z) =Y Io:(2)H(z]), (C.19)
i=1
gdzie Ige, @ = 1,..., Ne, sa funkcjami charakterysycznymi elementéw pola lo-

sowego. Realizacje I—:TMp(z) sa funkcjami schodkowymi o warto$ciach stalych
wewnatrz elementéw pola losowego Qf, i = 1,2,..., N, z nieciaglosciami na
brzegach elementow. Mozna pokazaé, zob. [44], ze dyskretyzacja metoda punk-
tow srodkowych prowadzi do wickszej losowej zmiennosci pola H Mp(z) wewnatrz
elementéw w poréwnaniu z oryginalnym polem losowym H(z).

Inna z wersji dyskretyzacji punktowej jest $cisle zwiazana z tzw. stochastycz-
na metoda elementéw skonczonych (ang. Stochastic Finite Element Method -
SFEM) [123]. Poniewaz wszystkie operacje calkowania wykonywane w trakcie
rozwigzania zadania MES przeprowadza sie obliczajac wartosci funkcji podcat-
kowych w punktach Gaussa elementéow skonczonych, dyskretyzacji pola losowe-
go dokonuje sie wlasnie w punktach catkowania elementéw, zob. [18]. Metoda
ta pozwala otrzymaé¢ bardzo dobra aproksymacje pola losowego w przypadku
malych wartosci dtugosci korelacji, lecz jej podstawowa wada jest gwalttowny
wzrost liczby zmiennych losowych wraz z wielkoscig siatki MES.
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C.3. Metoda s$redniej przestrzennej

Do grupy metod usredniania zaliczyé mozna dyskretyzacje pola losowego
metoda Sredniej przestrzennej (ang. spatial average method - SA), zob. [255]
i [127]. W przeciwienistwie do metody dyskretyzacji punktowej, gdzie pole lo-
sowe w elemencie reprezentowane jest przez wartosci tego pola w arbitralnie
wybranych punktach, w metodzie sredniej przestrzennej pole losowe usredniane
jest wewnatrz elementu, co prowadzi do nastepujacej definicji:

. Joe H(z)dQ

HSA(Z) = Z‘T :Hi, ZGQ,?, 'L':172,...,Ne. (CQO)
7

Konsekwentnie, wektor Xsa = {Hy, Ho,..., Hy,} przyjmuje sie jako wektor

zmiennych losowych stanowiacych podstawe dyskretyzacji. Ostatecznie, podob-

nie jak w metodzie punktéw $rodkowych, dyskretyzacje pola losowego mozna

zapisa¢ w postaci nastepujacej sumy:

Ne
Hgsa(z) = Y Io:(z)H;. (C.21)
=1

Niestety podejscie to ma zastosowanie jedynie w przypadku gaussowskich pol
losowych. Tylko wtedy mozliwe jest otrzymanie funkcji gestosci wektora Xga.
Wartosci §rednie oraz kowariancje zmiennych Xga dane sa poprzez odpowiednie
catki funkcji warto$ci $rednich oraz kowariancji pola losowego w elementach
dyskretyzacji.

Aproksymacja metoda S$redniej przestrzennej prowadzi do pola o wiekszej
regularno$ci w poréwnaniu z oryginalnym polem losowym. Mozna zatem trak-
towaé¢ te metode oraz metode punktéw srodkowych jako, odpowiednio, dolne
i gbrne ograniczenia losowej zmiennosci dyskretyzowanego pola.

C.4. Metoda funkcji ksztattu

Dyskretyzacja pola losowego metoda funkcji ksztattu (ang. shape function
method - SF), zob. [155,156|, wykorzystuje koncepcje funkeji aproksymujacych
znang z metody elementow skoriczonych. Obszar €2, w ktorym okreslone jest
pole losowe, tak jak w przypadku poprzednich metod, dzielony jest na elementy
Qf, i =1,2,..., N.. Aproksymacja pola wewnatrz tych elementéw dana jest
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jako
Hgp(z ZN zeQf, i=1,2...,N., (C.22)

gdzie g; jest liczba WQZI()W elementu Qf, N;(z),j = 1,...,¢;, sa wartoSciami wie-
lomianowych funkcji ksztaltu w punkcie z, a z; sa wspohrzednymi weziéw. Co za
tym idzie, funkcja wartosci oczekiwanej oraz funkcja kowariancji aproksymacji
typu SF maja nastepujacg postac:

Mg, (2) = ZN 2)iur (2:), (C.23)
qi 95

Ky (z,2) = 3% Ni(2)N;(2)Kp(zi,2), (C.24)
i=1 j=1

gdzie ¢; jest liczbg wezlow w elemencie zawierajacym punkt z, a g; jest liczba
wezlow w elemencie zawierajacym punkt z’. Realizacje pola losowego Hgp sa
funkcjami cigglymi na €2, co stanowi niewatpliwa zalete tej metody dyskretyzacji
w pordéwnaniu z metoda punktéw srodkowych czy tez metoda usredniania.

C.5. Metoda optymalnej aproksymacji liniowej

Metoda optymalnej aproksymacji liniowej (ang. optimal linear estimation
method - OLE) opisana zostalta przez Li i Der Kiureghian’a w pracy [147]. Mozna
ja rozpatrywaé jako szczegOlny przypadek metody funkcji ksztattu, poniewaz
w dyskretyzacji metoda OLE rowniez wykorzystuje sie wektor wartosci pola
losowego w punktach weztowych

X ={H(z1),H(z2),...,H(zq)}, (C.25)

gdzie z;, 1 = 1,...,q sa wspolrzednymi weztéw, a aproksymacja pola losowego
zdefiniowana jest wzorem (por. (C.22)):

HOLE(Z X = a —l— Zb (C.QG)

Dla ustalonego z € Q wartosci wspotezynnikow a(z) i b(z), i = 1,...,q, wy-
znaczane s przez rozwiazanie nastepujacego zadania optymalizacji:

znajdz minimum: Var[H(z) — HovLg(z, X)], (C.27)

przy ograniczeniu: E[H (z) — Horg(z, X)] = 0. (C.28)
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Poszukuje si¢ zatem takich wartosci a(z) i b;(z), ktore minimalizuja wariancje
btedu aproksymacji przy jednoczesnym zapewnieniu, ze aproksymacja Horg
w punkcie z jest nieobciazona, tzn. E[H(z)] = E[HovLg(z, X)].

Podstawiajac (C.26) do warunku (C.28) wspotczynnik a(z) wyznaczy¢ moz-

na jako
q

a(z) = pp(z) — Z bi(z)E[X;]. (C.29)

i=1
Podstawiajac nastepnie powyzsze wyrazenie do (C.26) otrzymuje sie
q

Hovg(z,X) = pr(z) + > bi(z) (X; — E[X)]) . (C.30)
i=1

Uwzglednienie (C.30) w wyrazeniu na wariancje przy jednoczesnym wykorzy-
staniu warunku (C.28), prowadzi do nastepujacej postaci funkcji celu (C.27):

Var [H(Z) - HOLE(Z)] =E [(H(Z) - ﬁow@))? =

q
= 0% (z) —221) )Cov[H —I—ZZbZ (z)Cov[X;, Xj]. (C.31)

i=1 j=1

Wartosci funkeji b;(z) powinny minimalizowaé funkcje (C.31) w kazdym punkcie
obszaru 2. Warunek konieczny istnienia minimum, zerowanie sie¢ pierwszych
pochodnych (C.31) ze wzgledu na b;(z), dany jest jako

q
Vi=1,2,...,q  —Cov[H(z),X;]+ ) bj(z)Cov[X; X;]=0. (C.32)
j=1

Ostatecznie, na podstawie (C.32), wartosci b; w punkcie z oblicza si¢ rozwiazujac
nastepujacy ukltad réwnan liniowych:

b(z) = Cx'Cux(2), (C.33)

gdzie b(z) = {b1(2),b2(2),...,by(z)}, Cx jest macierzg kowariancji zmiennych
losowych X, a Cyx(z) = {Cov[H(z), X1],Cov[H (z), X2], ..., Cov[H(z), X,]}.
Wykorzystujac powyzszy wynik w wyrazeniu (C.30) otrzymuje sie macierzowa
postaé¢ wzoru na dyskretyzacje pola losowego metoda OLE

Hove(z,X) = p(2) + [Cx' Cux(2)] (X — ), (C.34)
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gdzie pyx = {E[X,],E[X3],...,E[X,]}. Wyodrebniajac we wzorze (C.34) czesé
deterministyczng mozna przedstawi¢ go w nastepujacej rownowaznej postaci:

q

Hove(z,X) = [nr(z) — Cux(2)Cx'nx] + Y _[Cx'Cux(z)], Xi.  (C.35)
i=1

Latwo zauwazy¢, ze metoda optymalnej aproksymacji liniowej bardzo podobna
jest do dyskretyzacji pola losowego metoda funkcji ksztattu (C.22). Pomijajac
wspOlny sktadnik w wyrazeniu (C.35), funkcje ksztaltu odpowiadajace punktom
weztowym w metodzie OLE zapisa¢ mozna jako

NOLE(z) = [C)—(lCHX(z)L. = jzz:l(c)_(l)ij on(2)on(zj)pulH (2), X;l, (C.36)

1=1,...,q.

Wariancja dyskretyzacji OLE w punkcie z wyraza sie nastepujaco:
A . . 2
Var | AoLe(z,X)| = E [(HOLE(Z, X) ~ E | flore(z,X)| ) ] -

—E [(ﬁOLE(z,X) - ”H(Z))z]

= E [Chix(2)CX' (X — px)(X — py)" Cx' Crx(2)]
= Cl;x(2)Cx'Crux(2). (C.37)

Wykorzystujac (C.33) wariancja btedu aproksymacji (C.31) dana jest w postaci
macierzowej jako

Var H(z)—ﬁOLE(z,X)]: 03 (z)—2CH x(2)Cx'Crx(z)+Chx(z)Cx' Crx(2)
= 0%(2z) — Cl;x(2)Cx'Crx(2). (C.38)
Mozna zauwazy¢, ze drugi wyraz w wyrazeniu (C.38) rowna sie wariancji dys-

kretyzacji metoda OLE (C.37). Poniewaz wariancja z definicji przyjmuje jedynie
wartosci nieujemne, z rownania (C.38) wynika zaleznosé

Var [ﬁOLE(z,X)] < 0% (z), (C.39)

co oznacza, ze dyskretyzacja metoda OLE prowadzi do pola losowego o wiekszej
regularnodci (mniejszej losowosci) niz oryginalne pole losowe.
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C.6. Niegaussowskie pola losowe

W wigkszosci praktycznych zadan analizy niezawodnosci konstrukeji otrzy-
mywane wartosci prawdopodobienistwa awarii sa bardzo male, a co za tym idzie
bardzo wrazliwe na zatozenia dotyczace typow rozktadéw prawdopodobienistwa
zmiennych losowych, w szczegolnosci ksztattu tzw. ogondéw funkeji gestosci praw-
dopodobieristwa. Z tego wzgledu, jest niestychanie istotne zeby wybrana metoda
dyskretyzacji byta w stanie jak najdoktadniej oddac rzeczywisty ksztalt rozkta-
du prawdopodobienistwa zmiennych reprezentujacych pole losowe, a nie jedynie
ich dwoch pierwszych momentéw statystycznych.

Przedstawione w tym dodatku metody dyskretyzacji spetniaja ten warunek
tylko w przypadku gaussowskich pol losowych. Z drugiej strony, moga by¢ one
stosowane w przypadku niegaussowskich pol losowych Hpyg, jezeli istnieje na-
stepujaca nieliniowa transformacja:

Hya(z) = T [H(2)], (C.40)

gdzie H jest polem gaussowskim. Hp¢g mozna przyblizy¢ przez transformacje
dyskretyzacji pola losowego.

Hye(z) = T[H(2)], (C.41)

Jednak, jak to podkreslono w doskonatej przegladowej pracy Sudreta i Der Kiu-
reghiana [245|, w przypadku transformacji dyskretyzacji metoda OLE otrzyma-
ne przyblizenie moze utraci¢ wtasnosé minimalizacji btedu aproksymacji (C.27).

Do klasy transformacji, ktore wykorzysta¢ mozna w rownaniu (C.40) zaliczy¢
nalezy transformacje Natafa, zob. [151,183], ktora znajduje zastosowanie przy
dyskretyzacji logarytmiczno-normalnych poél losowych. Pola te sa szczegdlnie
wazne w modelowaniu losowych wlasnosci materiatu ze wzgledu na przyjmowa-
nie jedynie dodatnich realizacji.

C.7. Dobor wielkosci elementéw pola losowego

Niektore z metod dyskretyzacji, np. MP, SA i SF, wymagaja podziatu ob-
szaru §2 na elementy pola losowego. Ponadto, pomimo ze do zbudowania dyskre-
tyzacji metoda OLE wystarczy poda¢ dowolny zbior punktow {z1,...,2z.} € Q,
to wybierane sa najczesciej wezty regularnych siatek opisujacych geometrie ana-
lizowanego zagadnienia.
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Poniewaz w wiekszosci przypadkow, ktore sa istotne z punktu widzenia prak-
tyki projektowej, do rozwiagzania problemu mechanicznego wykorzystywana jest
metoda elementéw skoniczonych, wazne jest ze wzgledu na prostote implemen-
tacji, aby siatka elementéw skonczonych oraz siatka elementéw pola losowego
byly w pewien sposob ze soba zwigzane. Z drugiej strony, nalezy pamietaé, ze
dobor wielkosci tych dwoéch rodzajow elementéw wynika z innych przestanek.
Zazwyczaj nie powinno sie stosowaé tej samej siatki do dyskretyzacji pola loso-
wego w zagadnieniu analizy stochastycznej oraz dyskretyzacji pola przemiesz-
czen lub temperatur w zadaniu MES. Siatka elementéw skonczonych uwzglednia
charakter pola naprezeni i zageszczana jest w miejscach wystepowania duzych
gradientéw tych naprezeni, natomiast najwazniejsza wielkoscia, ktora steruje do-
borem wymiaru elementoéw pola losowego, jest dlugosé korelacji (C.12) funkeji
kowariancji tego pola.

Jak wspomniano, w praktyce najczesciej stosuje sie jednak siatki pola loso-
wego powiazane z siatkami MES. Utatwia to odwzorowanie realizacji tego pola
na parametry elementéw skonczonych. Podstawowa technika jest tu “sktadanie”
elementow pola losowego z kilku elementow MES. W zaleznosci od zastosowanej
metody dyskretyzacji, w literaturze mozna znalezé szereg sugestii dotyczacych
doboru wielkosci elementéw pola losowego, za [245]:

e W przypadku metod u$redniania, na podstawie zadan dotyczacych ana-
lizy belek oraz jednowymiarowych pol losowych w [161] zaleca sie, aby
odlegltosci pomiedzy $rodkami ciezkosci elementéw byly wieksze od tzw.
skali fluktuacji (ang. scale of fluctuation) zdefiniowanej jako (zob. [255])

0= /OO p(Az)dAz. (C.42)

—00

e Analizujac belke o losowej sztywnosci z trojkatna funkeja korelacji (C.9),
w pracy [44] zaproponowano przyjecie dtugosci elementow losowych w gra-
nicach a/4 do a/2.

e Uzywanie zbyt gestej siatki elementéw pola losowego prowadzi¢ moze do
bardzo wysokiej korelacji zmiennych losowych stosowanych w dyskretyza-
cji pola. Powodowaé to moze problemy numeryczne, np. przy odwracaniu
macierzy korelacji we wzorze (C.34). Zatem, konstruujac dyskretyzacje
pola losowego powinno si¢ unikaé¢ silnego skorelowania zmiennych stano-
wigcych podstawe dyskretyzacji.
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Ttumaczenia angielskich skrotéw
| terminéw wystepujacych w tekscie

AE-MDB Advanced European Mobile Deformable Barrier — europejska za-
awansowana ruchoma odksztalcalna bariera.

AMYV Advanced Mean Value — udoskonalona metoda wartosci sredniej, przy-
blizona metoda wyznaczania dystrybuanty funkcji losowej (odpowiedzi
konstrukeji), a w szczegolnosci jej kwantyli.

API Application Programming Interface — interfejs do programowania aplikacji.

ARF Abdo-Rackwitz-Fiessler algorithm — algorytm Abdo-Rackwitza-Fiesslera
poszukiwania punktu projektowego.

BFGS Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno — skrot od nazwisk tworcow, quasi-
newtonowska metoda aproksymacji hesjanu.

BST Basic Shell Triangle — podstawowy tréjkatny element powlokowy.

Control parameters — parametry sterowalne, okreslenie uzywane w metodzie
Taguchi’ego.

CA Cluster Analysis — analiza skupien.

CP Columnwise-Parwise algorithm — algorytm “kolumnami i parami”’, metoda
optymalizacji rozmieszczenia punktow lacinskiej hiperkostki.

CPU Central Processing Unit — procesor.

DACE Design and Analysis of Computer Experiments — metoda analizy eks-
perymentéw komputerowych oparta na technice krigingu.

DFSS Design For Siz Sigma — nowoczesna strategia projektowania procesow
i konstrukcji gdzie gtowny nacisk ktadziony jest na spelnienie wysokich
wymagan dotyczacych jakosci.

DRM Dimension Reduction Method — metoda redukcji wymiaréw, jedna z me-
tod szacowania statystyk funkcji losowej.
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DRS Dual Response Surface method — strategia aproksymacji statystyk, jedna
ze strategii rozwiazania zadania optymalizacji odpornosciowe;j.

DS Descriptive Sampling — probkowanie opisowe lub zdeterminowane, do tej
klasy mozna zaliczy¢ takze metody symulacyjne wykorzystujace koncep-
cje tacinskiej hiperkostki.

EPP Ezxpanded PolyPropylene foam — pianka polipropylenowa.

ESS FExplained Sum of Squares — wyjasniona suma kwadratow, pojecie uzywane
w liniowej analizie regres;ji.

FORM First Order Reliability Method — metoda analizy niezawodnosci pierw-
szego rzedu.

GPU Graphics Processing Unit — procesor kart graficznej.
HMYV Hybrid Mean Value algorithm — hybrydowy algorytm wartosci $redniej,

metoda rozwigzywania zadania odwrotnego analizy niezawodno$ci w ra-
mach podejscia PMA.

iHLRF improved Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler algorithm — udoskonalony al-
gorytm Hasofera-Linda-Rackwitza-Fiesslera poszukiwania punktu projek-
towego.

Inner array —wewnetrzna tablica ortogonalna, okreslenie uzywane w metodzie
Taguchi’ego.

IS Importance Sampling — metody redukcji wariancji, rodzina symulacyjnych
metod analizy niezawodno$ci.

LH Latin Hypercube — taciniska hiperkostka.

MLE Mazimum Likelihood FEstimation — metoda najwickszej wiarygodnosci,
uzywana do wyznaczania wspotczynnikéw réwnania krigingu.

MLS Mowving Least Squares method — lokalna metoda najmniejszych kwadra-
toéw, metoda aproksymacji lokalnej oparta na metodzie wazonej regresji
liniowej.

MC Monte Carlo simulation — podstawowa symulacyjna metoda Monte Carlo,
zwana czasem klasyczna (classical) lub zgrubna (crude).

MOGA Multi Objective Genetic Algorithm — wielokryterialny algorytm gene-
tyczny.
MP Midpoint method — metoda punktow Srodkowych, metoda dyskretyzacji

pola losowego.

MPP Most Probable Point lub Most Probable failure Point — punkt projektowy
zwany tez punktem beta.
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MSE Mean Squared Error — btad sredniokwadratowy.

MVFO Mean Value First Order — zgrubna metoda szacowania prawdopodo-
biefistwa awarii polegajaca na liniowej aproksymacji funkcji granicznej w
wartosciach oczekiwanych zmiennych losowych.

Noise parameters — parametry zakldcajace, okreslenie uzywane w metodzie
Taguchi’ego.

Nugget effect — efekt grudki ztota, metoda umozliwiajaca uzyskanie réwnan
krigingu w wersji aproksymacyjnej.

OLE Optimal Linear Estimation method — metoda optymalnej aproksymacji
liniowej, metoda dyskretyzacji pola losowego.

OLH Optimal Latin Hypecube — optymalna hiperkostka taciniska, tacinska hi-
perkostka o réwnomiernym rozmieszczeniu punktow, np. taka, ktora mak-
symalizuje minimalna odlegtosé miedzy punktami.

Outer array —zewnetrzna tablica ortogonalna, okreslenie uzywane w metodzie
Taguchi’ego.

Parallel coordinate plot — wykres wieloosiowy do wizualizacji danych wielo-
wymiarowych.

PCA Principal Component Analysis — analiza gléownych sktadowych.

PCE Polynomial Chaos Fxpansion — metoda rozwiniecia funkcji losowej w cha-
os wielomianowy.

PMA Performance Measure Approach — metoda minimum funkcji graniczne;j,
jedno z alternatywnych sformutowan zadania optymalizacji odpornoscio-
wej.

RDO Robust Design Optimization — optymalizacja odporno$ciowa konstrukeji.

RBDO Reliability Based Design Optimization — optymalizacja niezawodnoscio-
wa konstrukeji.

Response surface — powierzchnia odpowiedzi, metamodel (model modelu).
RIA Reliability Index Approach — metoda wskaZznika niezawodnosci, jedno z al-
ternatywnych sformulowan zadania optymalizacji odpornosciowe;j.

RLH Random Latin Hypecube — losowa hiperkostka tacinska, nazwa ma pod-
kresla¢, ze uktad punktow hiperkostki jest przypadkowy (chociaz zgodny
z koncepcja LH) i nie podlegal zadnym modyfikacjom.

RMSE Root Mean Squared Error — pierwiastek btedu sredniokwadratowego.

Robust design — inzynieria jako$ci, metodologia projektowania konstrukcji,
urzadzen lub proceséw produkeyjnych, w ktorej, zachowujac funkcjonal-
no$¢ projektowanego systemu, dazy sie do znalezienia rozwiazania jak
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najmniej wrazliwego (jak najbardziej odpornego) na zmiany wartosci je-
go parametrow.

RSS Residual Sum of Squares — suma kwadratow reszt, pojecie uzywane w li-
niowej analizie regresji.

SA Spatial Average method — metoda $redniej przestrzennej, metoda dyskrety-
zacji pola losowego.

Scatter plot — wykres punktowy.

SF Shape Function method — metoda funkcji ksztaltu, metoda dyskretyzacji
pola losowego.

SFEM Stochastic Finite Element Method — metoda stochastycznych elementow
skoriczonych.

S/N Signal to Noise ratio — stosunek sygnatu do zaktocenia, okreslenie uzywane
w metodzie Taguchi’ego.

SORA Sequential Optimization and Reliability Assessment — metoda sekwen-
cyjnej optymalizacji i analizy niezawodno$ci, strategia realizacji zadania
optymalizacji niezawodno$ciowe]j z grupy metod rozprzezonych.

SORM Second Order Reliability Method — metoda analizy niezawodnosci dru-
giego rzedu.

Space filling design — wypelniajacy plan eksperymentow (taki jak OLH albo

ciag Sobola), pseudolosowy eksperyment, ktéry rownomiernie wypekia
dany obszar.

SVD Singular Value Decomposition method — metoda dekompozycji na warto-
Sci singularne.

SVM Support Vector Machine method — metoda maszyny wektoré6w no$nych,
metoda klasyfikacji.

Trust region — obszar dopuszczalny.

TSS Total Sum of Squares — calkowita suma kwadratéw, pojecie uzywane w li-
niowej analizie regres;ji.
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