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Preface

The sense of sight is undoubtedly the most important sense of human beings (and many
animals too) with respect to the quantity and richness of perceived information. Most of
the information we receive from the world, including that communicated by other human
beings, is of visual nature. Hence there should be no doubt about the importance of
studying this kind of information, and developing appropriate technical means—in recent
times this means mostly computer hardware and software—to aid and facilitate its use.

Taking that into account, it may be surprising that despite the widespread use of visual
methods in science and other areas of human activity, a serious scientific study of this
representation, communication and reasoning tool has started only recently. Compare
that with centuries of studying verbal language—the difference appears quite striking.

Fortunately, the profound importance of visual reasoning methods for the scientific
work becomes recently acknowledged by philosophers of science:

... historians, philosophers, and sociologists of science are finally becoming
aware of how much of science has been done, and increasingly is being done,
using pictorial and diagrammatic modes of representation. ... It is my view
that studying visual modes of representation in science provides an entrée into

[Ronald N. Giere, Science without Laws (1999)]

Finally, the discipline of diagrammatics, devoted to scientific investigation of diagram-
matic representations and methods of reasoning with them, emerged. Growing numbers
of researchers and publications in this area bring hope of filling yet another gap in our
knowledge about means of representing and processing complex information in humans
and machines. This also means the development of new diagrammatic tools and meth-
ods that will boost effectiveness of knowledge representation and processing, necessary to
meet the challenges posed by the emerging Information Age.

Aims of the work. The main aim of the work is to present a novel diagrammatic rep-
resentational system for interval algebra and computation developed by the author, and
showing its applications. In particular, a suite of new or improved algorithms for char-
acterizing solution sets of interval linear equations has been developed and implemented.

Contents of the work. The work consists of seven chapters. The first chapter starts
with a general discussion of the field of using pictures as tools for information representa-
tion and communication. Then follows a short introduction to the recently established sci-
entific discipline of diagrammatics that investigates representations and reasoning meth-
ods based on diagrams as a representation medium. The introduction puts an emphasis

i



i Preface

on applications in mathematics, and on computer implementation of diagrammatic rep-
resentations. One of research directions of diagrammatics is the development, refinement
and application of diagrammatic representational systems. Such a system, developed by
the author for interval analysis and computation field, is presented in the rest of the
work. Its various applications to represent and solve various problems in this domain, in
particular characterizations of solution sets of linear interval equations, are also included.

The field of interval computations, introduced briefly in Chapter 2, is a relatively
recent branch of algebra and analysis, still in the stage of active development. It has
important applications, mostly in numerical computation domain, like the guaranteed
accuracy computations, global optimization, and others. Albeit various simple diagrams
appeared in the literature of the field, they played no significant role in its development.
This stays in marked contrast to the development of complex number theory and analysis
long ago, where the diagrammatic representational system based on the complex plane
diagram (Argand diagram) played an important role in the acceptance of complex numbers
and in the development of their theory. Even today new capabilities of this system are
being discovered.

The diagrammatic system for interval algebra is based on a diagrammatic representa-
tion of the space of intervals, called an MRE-diagram and described in detail in Chapter 3.
The system has then been applied to several subareas of interval algebra, namely inter-
val relations (Chapter 4), interval arithmetic (Chapter 5), and interval linear equations
(Chapters 6 and 7). To meet specific needs of these subareas, additional diagrammatic
tools have been developed and used. Finally, in Chapter 6 and especially in Chapter 7,
various new methods and algorithms for characterizing solution sets of interval linear
equations have been developed. Computer programs implementing these algorithms are
listed in Appendix A. Tt is hoped that the diagrammatic system developed might play
in further development of interval algebra a similar role as the complex plane diagram

played in complex analysis research.
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Summary

The main aim of the work has been the development of the novel diagrammatic represen-
tational system for interval algebra and computation, and showing its useful applications
in solving theoretical and practical problems in this area. The results reported in the
work can be divided into three parts:

e The development of a diagrammatic representational system for the field of interval
algebra and computation, facilitating analysis, investigation, presentation and un-
derstanding of properties of interval algebra, in particular interval relations, interval
arithmetic and interval linear equations.

e The application of the developed representational system to various problems in
interval analysis, leading to several useful results concerning properties of interval
algebra, especially the characterizations of classes of interval relations, the investi-
gation of centred interval multiplication operations and the discovery and detailed
description of structural types of interval linear equations.

e The development, with the help of these diagrammatic means, of a number of prac-
tical methods and algorithms for characterization and approximation of solution
sets of interval linear equations.

The work starts from an introductory chapter about the emerging field of diagram-
matics, which investigates methods and applications of diagrammatic representations for
information encoding and processing (including diagrammatic reasoning). The chapter
begins with a general discussion of using pictures as tools for information representation
and communication. The discipline of diagrammatics is then defined, and its three main
branches (cognitive and psychological issues, theory of diagrammatic representations, and
applications of diagrams) are introduced. Then follows a short discussion of the problems
with the definition of a diagram (still a hotly disputed issue). Applications of diagram-
matic representations in mathematics are then discussed in more detail, starting from
the main objections usually raised against their use there (the arguments of alleged dif-
ficulty, unreliability and informality). The two main types of mathematical diagrams
(static and dynamic diagrams) are then introduced and their four usage modes discussed.
The chapter concludes with the discussion of computer implementation of diagrammatic
representations for mathematics, comprising diagram input and output, and two modes of
internal representation and processing (raster and graph representations). Several types
of computer tools facilitating the use of diagrammatic representations are then described,
especially the novel “dynamic geometry” or “diagrammatic spreadsheet” tools.

Chapter 2 contains a brief introduction to basic notions of interval algebra and com-
putations, starting from the basic definitions and notation. The nonstandard properties

v



vi Summary

of interval arithmetic are then introduced and the main technique of calculating inter-
val enclosures for real functions is presented, concluding with the important problem of
overestimation of such enclosures. The main reasons for applying interval methods are
then presented, and the chapter concludes with a short justification of the usefulness of
diagrammatic representations in interval research and applications.

With Chapter 3 starts the presentation of the main results of the work. After a brief
survey of other proposals, the basic diagrammatic representation for the space of intervals
(the MR-diagram) is introduced, followed by the discussion of main types of its possible
applications in interval research. The MR-diagram, based on the (m,r) coordinate axes
(representing the midpoint and the radius of an interval), is a two-dimensional represen-
tation of the interval space, in which intervals are represented as points on the plane.
Several basic applications of the diagram are presented next. They start from the repre-
sentation of interval types, interval ordering relations, and a new notion of lozenge (needed
to specify convexity properties and characterizations of types of interval relations). Next,
graphs for basic interval parameter functions are shown, especially the extent functions,
including a new function which is better suited to the midpoint-radius coordinates used.
The new RR-diagram based on this function is developed as a result. Finally, several
basic constructions for interval lattice operations are presented.

Chapter 4 is devoted to the diagrammatic formulation of the theory of interval rela-
tions, especially the so-called arrangement interval relations, describing possible mutual
arrangements of two intervals on the number axis. The chapter starts from the definition
of these relations, and the basic interval relations from which other arrangement relations
are constructed. With that, two new diagrammatic tools are introduced, namely the new
graphical symbols for the basic relations and the conjunction diagram to represent formu-
lae defining interval arrangement relations. Next, the new tool for representing the space
of interval relations, called the W-diagram, is presented, with the system of W-icons for
the diagrammatic representation of arrangement relations based on it. The W-diagram is
obtained from the MR-diagram by marking in it images (or coimages) of some arbitrary
thick interval under all basic interval relations. The shapes of the regions so obtained do
not depend on the choice of the reference interval, but reflect properties of corresponding
basic relations instead. Another tool representing the space of relations, the L-diagram
which is a neighbourhood graph of regions in the W-diagram, is also introduced (it is a
new version of similar graphs used by some other authors). Various representations of
interval relations are then compared, using several characteristic examples. The way of
performing operations on interval relations using the diagrammatic notation of W-icons
is then shown, in particular the original diagrammatic algorithm for performing compo-
sitions of arrangement relations, and the resulting diagrammatic composition table for
basic relations.

The developed tools and methods are then applied to classic qualitative reasoning with
networks of interval relations. The diagrammatic representation of such networks and
the way of solving diagrammatically the basic problems in this area are demonstrated
with some classic examples. The analysis of several important classes of arrangement
relations follows, namely the convex, pointisable and pre-conver relations. A number of
diverse characterizations of these classes is presented and compared, including several new
diagrammatic characterizations of them. The two theorems stating equivalence of these
characterizations are proven with mostly diagrammatic means. A short note on the dia-
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grammatic representation of certain more important non-arrangement interval relations is
also included. The chapter is concluded with an introduction to several basic applications
of the interval relations theory, which may use the diagrammatic tools developed (namely
reasoning about events in time, qualitative spatial reasoning, technical diagnostics, and
action scheduling).

Chapter 5 shows the application of interval space diagrams to interval arithmetic.
Diagrammatic constructions for interval arithmetic operations developed there help to
understand the structure and nonstandard behaviour of the operations and allow for find-
ing and proving their new and useful properties. The operation of addition does not
produce any nonstandard effects. Negation and subtraction behave already in a nonstan-
dard way, so that interval subtraction ceases to be the opposite operation to addition,
resulting in nonstandard properties of the simplest interval equation « + x = b. The
diagrams explain clearly the underlying causes of that behaviour, helping to understand
better the properties of interval calculations. The original diagrammatic construction for
the much more complex operation of interval multiplication is developed and used for the
diagrammatic analysis of properties of this operation. Among others, the diagrammatic
characterization of basic multiplication cases is developed, with the diagrammatic proof of
the “fast multiplication” formula. The basic properties of the important interval equation
a-x = b are also presented. The detailed analysis of the equation and its multidimensional
generalization is continued in Chapter 6. The original construction developed for interval
division works properly also for the division by an interval containing zero, producing in
such cases extervals used in Kahan arithmetic. Then follows an application of the dia-
grammatic analysis to the nonstandard arithmetic operations of centred multiplication.
It resulted in the proper definition of the new operation of centred inner multiplication
and the detailed analysis of inclusion isotonicity properties and approximation accuracy
of both outer and inner centred multiplication operations. Short notes on the two main
extensions of standard interval algebra (Kaucher and Kahan arithmetics) and applications
of interval arithmetic diagrams conclude the chapter.

Chapter 6 presents the novel diagrammatic approach to interval linear equations, in-
troducing also new diagrammatic tools useful in this domain. The diagrammatic tools
to represent interval space, interval relations, and interval arithmetic operations are ap-
plied to the diagrammatic analysis of interval linear equations. First, the basic types of
solution sets of such equations (tolerance, control and wunited solution sets) are defined
and reinterpreted as solutions to certain interval relational expressions. Then the basic
one-dimensional equation is analyzed. Constructions for its diagrammatic solution in dif-
ferent possible cases are developed. They reveal a rich structure of different configurations
of the solution sets. All 6 basic types (with 16 subtypes), 47 intermediate types and 10 de-
generate ones are catalogued, in several diagrammatic, tabular, and algorithmic (1DSET)
forms. Next, the relation between the interval solution and the tolerance solution set is
analyzed. The significance of these findings for the analysis of a general multidimensional
case is established with the radial cuts theorem, stating that the arrangement of solution
sets along any straight line going through the origin of the solution space is obtained as
a solution of a one-dimensional equation with coefficients determined by the coefficients
of the multidimensional equation and directional parameters of the cutting line. The al-
gorithm for calculating such radial cuts is also given (RADCUT). Using these findings,
the boundary hyperplane selection rule is formulated, which allows for finding full and
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exact descriptions of solution set shapes in the multidimensional solution space. The
two-dimensional case is first used as an introduction to such an analysis. The algorithm
for finding the complete description of solution sets for such equations (2DSETS) is devel-
oped and used to compile the catalogue of basic two-dimensional structural types. Finally,
the algorithm is extended to the multidimensional case (BOUNDHYP). The chapter is
concluded with a note on applications, presenting a thorough discussion of possible modes
of application of the mathematical model based on interval linear equations.

Chapter 7 introduces various new characterizations and properties of the tolerance,
control, and united solution sets, as obtained by the author with the application of the
diagrammatic approach and diagrammatic tools introduced in the previous chapters, es-
pecially Chapter 6. The chapter starts from introducing a new tool, called the butterfly
diagram (BUTTERFLY), which provides a two-dimensional representation of the struc-
ture of the multidimensional solution space. Then the manner of applying the diagram
to analyze the structure and properties of solution sets is explained. Certain properties
of the midpoint hyperplane and the midpoint solution are also formulated and proved,
with the help of diagrammatic approach, as they are useful for further characterization of
certain properties of solution sets. Then, with the application of the diagrammatic tools
developed, individual types of solution sets are analyzed separately, resulting in refining
some known conditions, and finding new ones, for testing existence or emptiness of the
solution sets, both globally (TSGLOBAL, CSGLOBAL) and in certain regions of the so-
lution space (TSLOCAL, CSLOCAL, USLOCAL). Other properties, like unboundedness
and connectivity, are also investigated and the results presented. Algorithms for finding
new inner cross and orthoplex approximations to the solution sets (TSINNER, CSIN-
NER, USINNER) are also developed in this way, leading also to the general method of
calculating arbitrary parallel cuts through the solution space (PARCUT), with straight
lines parallel to any given coordinate axis. The reported results constitute the first batch
of results obtained by the author with the diagrammatic approach. The further work with
diagrammatic tools will likely reveal a number of new results. The chapter is concluded
with the illustrative truss analysis example.

Appendix A contains a list of algorithms based on these developments. They were
implemented as notebooks of Mathematica® 3.0 and constitute a preliminary version of a
suite of modules planned for an interactive system of exploration of interval linear equa-
tions and their solution spaces. Names of the algorithms are cited above at appropriate
places in the summary of the last two chapters.



Streszczenie

Glownym celem pracy bylo opracowanie nowego systemu reprezentacji diagramowej dla al-
gebry przedzialow i obliczen przedziatowych oraz pokazanie jego uzytecznych zastosowan
w rozwigzywaniu teoretycznych i praktycznych probleméw w tej dziedzinie. Wyniki przed-
stawione w pracy mozna podzieli¢ na trzy czesci:

e Opracowanie systemu reprezentacji diagramowe] dla algebry przedzialéw i obliczen
przedziatowych, wspomagajacego analize, badanie, prezentacje i zrozumienie wlas-
nosci algebry przedzialow, w szczegolnosci relacji przedzialowych, arytmetyki prze-
dziatowej 1 liniowych réwnan przedzialowych.

e Zastosowanie opracowanego systemu reprezentacji do réznych probleméw analizy
przedziatowe], co pozwolito uzyskaé wiele uzytecznych wynikéw dotyczacych wlas-
nodci algebry przedziatéw (w szczegélnosci charakteryzacji klas relacji przedziato-
wych), a takze zbadac¢ tzw. scentrowane operacje mnozenia przedzialow oraz wykry¢
i szczegdlowo opisaé typy strukturalne liniowych rownan przedzialowych.

e Opracowanie, przy pomocy tego systemu reprezentacji diagramowej, pewnej liczby
praktycznych metod i algorytmow charakteryzacjii aproksymacji zbioréw rozwiazan
liniowych réwnan przedzialowych.

Prace rozpoczyna wstepny rozdzial na temat rodzacej sie dziedziny nauki zwanej diag-
ramatykg, ktéra bada metody reprezentacji diagramowych i ich zastosowania do kodowa-
nia i przetwarzania informacji (wnioskowania diagramowego). Rozdzial rozpoczyna sie
ogblna dyskusja uzycia obrazéw jako narzedzi reprezentacji i komunikacji informacji.
Nastepnie definiuje sie diagramatyke jako dyscypline badawcza i jej trzy glowne gatezie
(zagadnienia kognitywne i psychologiczne, teoria reprezentacji diagramowych i zastosowa-
nia diagramow). Po tym nastepuje krotka dyskusja problemoéw 7 definicja pojecia diagra-
mu (zagadnienie ciagle goraco dyskutowane). Zastosowania reprezentacji diagramowych
w matematyce sa nastepnie oméwione bardziej szezegoltowo, poczawszy od glownych za-
strzezen zwykle podnoszonych przeciwko ich uzywaniu (argumenty rzekomej trudnosci
ich uzycia, zawodnosci i nieformalnej natury). Nastepnie omawia si¢ dwa glowne typy
diagramow matematycznych (diagramy statyczne i dynamiczne) oraz cztery sposoby ich
praktycznego stosowania. Rozdzial konczy sie dyskusja komputerowych implementacji
reprezentacji diagramowych dla zastosowann w matematyce, na ktore sklada sie wpro-
wadzanie diagraméw, ich wyprowadzanie oraz dwa sposoby wewnetrznej reprezentacji i
przetwarzania w komputerze (reprezentacje rastrowe i grafowe). Kilka typéw narzedzi
komputerowych wspomagajacych uzywanie reprezentacji diagramowych oméwiono na za-
koriczenie rozdziatu, w szczegolnosci klase narzedzi okreslanych nazwami ,dynamiczne]
geometrii” lub ,diagramowego arkusza kalkulacyjnego.”

Rozdzial 2 zawiera krotkie wprowadzenie do podstawowych pojeé algebry przedzialow
i obliczen przedzialowych, poczawszy od podstawowych definicji i oznaczen. Nastepnie
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zaprezentowane sg pewne niestandardowe wlasnosci arytmetyki przedzialowe] oraz pod-
stawowa technika wyznaczania oszacowar przedziatowych dla funcji rzeczywistych, wraz
z waznym problemem przeszacowania takich oszacowan. Na zakonczenie zaprezentowane
sa najwazniejsze powody stosowania metod przedzialowych, oraz krétkie uzasadnienie
uzytecznosci reprezentacji diagramowych w badaniach i zastosowaniach metod przedzia-
towych.

Od rozdzialu 3 rozpoczyna sie prezentacja gléwnych rezultatow pracy. Po krotkim
przegladzie innych propozycji wprowadzono podstawowa reprezentacje diagramowa przes-
trzeni przedzialow, tzw. MR-diagram, wraz z dyskusjg gléwnych typoéw jego mozliwych
zastosowan w badaniach przedzialowych. MR-diagram przedstawia przestrzen przedzia-
low w uktadzie wspohrzednych (m,r) (srodek i promien przedziatu), w ktorej przedzialy
reprezentowane sy przez punkty na dwuwymiarowej plaszczyznie. Dalej pokazano kilka
podstawowych zastosowan tego diagramu, zaczynajac od reprezentacji typéw przedziatow
i relacji uporzadkowania przedzialow, w tym nowego pojecia metaregionu (ang. “lozenge”),
potrzebnego do specyfikacji wlasnodci wypuktosei i charakteryzacji typow relacji prze-
dziatowych. Nastepnie pokazano wykresy podstawowych funkcji okreslajacych parametry
przedziatow, w szczegdlnodci funkeji rozeigglosci przedzialéw, wraz z nowa funkcja, le-
piej dostosowana do uzywanych wspotrzednych §rodek-promien przedziatu. W rezultacie
wprowadzono nowy diagram oparty na tej funkeji, zwany RR-diagramem. Na zakonczenie
pokazano kilka podstawowych konstrukeji dla operacji w kracie przedzialow.

Rozdzial 4 poswiecony jest diagramowemu opracowaniu teorii relacji przedziatowych,
szczegolnie tzw. relacjom wlozZenia przedzialéw, opisujacym mozliwe wzajemne ulozenia
dwoch przedzialow na osi liczbowej. Rozdzial rozpoczyna sie definicja tych relacji oraz
podstawowych relacji przedziatowych, 7 ktorych zbudowane sa pozostale relacje ulozenia.
Wprowadzono tutaj dwa nowe narzedzia diagramowe, mianowicie nowe symbole graficzne
dla relacji podstawowych oraz diagram koniunkcji dla reprezentacji formut definiujacych
relacje ulozenia przedzialow. Nastepnie wprowadzono nowe narzedzie do reprezentacji
przestrzeni relacji przedzialowych, nazwane W-diagramem, wraz z opartym na nim syste-
mem W-ikon dla diagramowej reprezentacji relacji utozenia przedziatéow. W-diagram pow-
staje z MR-~diagramu przez zaznaczenie na nim obrazéw (lub przeciwobrazow) pewnego
dowolnego grubego przedzialu wzgledem wszystkich podstawowych relacji przedziatowych.
Ksztalty tak uzyskanych obszaréw diagramu nie zaleza od wyboru przedziatu odniesienia,
lecz odzwierciedlaja wlasnoéci odpowiednich relacji podstawowych. Wprowadzono takze
inne narzedzie reprezentacji przestrzeni relacji, taw. L-diagram, bedacy grafem sasiedztwa
regionéw MR-diagramu (jest to nowa wersja podobnej konstrukeji uzywanej przez niek-
torych innych autoréw). Rozne reprezentacje relacji ulozenia poréwnano uzywajac kilku
charakterystycznych przykladow. Pokazano nastepnie sposéb wykonywania operacji na
relacjach przedziatowych za pomoca diagramowe] notacji W-ikon, w szczegdlnosci ory-
ginalny algorytm diagramowej kompozycji relacji wraz 7z wynikowa diagramowa tablica
kompozycji relacji podstawowych.

Opracowane narzedzia i metody zostaly nastepnie zastosowane do klasycznego jakos-
ciowego wnioskowania za pomoca sieci relacji przedzialowych. Diagramowa reprezen-
tacje takich sieci 1 sposoby diagramowego rozwiazywania podstawowych probleméw z
tej dmiedziny pokazano na kilku klasycznych przyktadach. W kolejnej czesci rozdzia-
tu przeprowadzono analize kilku waznych klas relacji utozenia przedziatéw, mianowicie
relacji wypuklych, punktowo okreslonych i pre-wypuklych. Podano i poréwnano szereg
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roznych charakteryzacji tych klas, w tym kilka nowych charakteryzacji diagramowych.
Dwa twierdzenia o réwnowazno$ci tych charakteryzacji udowodniono przy uzyciu dia-
graméw. Przedstawiono rowniez kréotko diagramowe reprezentacje niektorych relacji nie
bedacych relacjami ulozenia przedzialow. Rozdzial konczy wprowadzenie do niektérych
podstawowych zastosowan teorii relacji przedzialowych, ktére moga wykorzystywaé opra-
cowane narzedzia diagramowe, takich jak wnioskowanie o zdarzeniach w czasie, jako$ciowe
wnioskowanie przestrzenne, diagnostyka techniczna oraz szeregowanie akcji.

Rozdzial 5 pokazuje zastosowania diagramow przestrzeni przedzialow w arytmetyce
przedzialowej. Opracowane tutaj diagramowe konstrukcje dla przedzialowych operacji
arytmetycznych pomagaja zrozumieé strukture i niestandardowe zachowanie tych ope-
racji 1 pozwalaja znajdowaé ich nowe, uzyteczne wlasnosci. Dodawanie przedzialéw nie
daje zadnych nietypowych efektéw. Natomiast negacja (zmiana znaku) i odejmowanie
zachowuja sie juz niestandardowo, w rezultacie czego odejmowanie przestaje by¢ operacja
odwrotna do dodawania, co jest powodem nietypowych wtasnoéci najprostszego réwnania
przedziatowego a +x = b. Diagramy wyjasniaja tu naocznie glebsze przyczyny takiego za-
chowania sie tych operacji, pomagajac lepiej zrozumieé whasnosci obliczen przedziatowych.
Oryginalna konstrukcje diagramowa, opracowang dla znacznie bardziej zlozonej operacji
mnozenia przedzialow, uzyto nastepnie do diagramowego przeanalizowania wtasnosci tej
operacji. Przedstawiono m.in. diagramowa charakteryzacje podstawowych przypadkow
mnozenia wraz 7z diagramowym dowodem formuly ,szybkiego mnozenia.” Podano tez
podstawowe wlasnoéci waznego réwnania przedziatowego a - = b. Szczegdlowa ana-
liza tego rownania i jego wielowymiarowego uogélnienia jest kontynuowana w rozdziale
6. Opracowana nastepnie oryginalna diagramowa konstrukcja dla dzielenia przedzialow
dziala poprawnie takze w przypadku dzielenia przez przedzial zawierajacy zero, dajac wte-
dy tzw. przedzial zewnetrzny (,eksterwal”), uzywany w arytmetyce Kahana. Nastepnie
zastosowano analize diagramowa do niestandardowych operacji tzw. scentrowanych ope-
racji mnozenia przedzialow. W wyniku tego udalo sie okresli¢é poprawna definicje nowej
operacji tzw. ,scentrowanego mnozenia wewnetrznego” oraz zbadaé szczegdlowo wlas-
nosci izotonicznosci wzgledem inkluzji i dokladnosci aproksymacji dla operacji zaréwno
zewnetrznego jak i wewnetrznego mnozenia scentrowanego. Rozdzial koncza krotkie
sekcje na temat dwoch glownych rozszerzeri standardowej algebry przedzialéow (arytmetyki
Kauchera i Kahana) oraz zastosowan diagraméw arytmetyki przedzialowej.

Rozdzial 6 prezentuje nowe, diagramowe podejscie do liniowych réwnan przedzialowych,
wprowadzajac rowniez nowe narzedzia diagramowe przydatne w tej dziedzinie. Narzedzia
diagramowe dla reprezentacji przestrzeni przedzialow, relacji przedzialowych i przedzialo-
wych operacji arytmetycznych zastosowano tutaj do diagramowej analizy liniowych réw-
nan przedzialowych. Najpierw podano definicje podstawowych typéw zbhioréw rozwiazan
takich réwnan (zbiory rozwiazan tolerowanych, kontrolowanych i zunifikowanych) i zin-
terpretowano je na nowo jako rozwiazania pewnych przedziatowych wyrazen relacyjnych.
Nastepnie przeanalizowano podstawowe réwnanie jednowymiarowe. Opracowano kon-
strukcje jego diagramowego rozwiazywania dla réznych mozliwych przypadkow. Ujawnito
to bogata strukture réznych mozliwych konfiguracji zhioréw rozwiazan. Skatalogowano
wszystkie 6 podstawowych typow konfiguracji (sktadajacych sie z 16 podtypow), 47 typow
posrednich i 10 zdegenerowanych, w kilku postaciach: diagramowych, tabelarycznych
i algorytmicznych (IDSET). Nastepnie przeanalizowano zaleznos¢ pomiedzy tzw. roz-
wigzaniem przedzialowym a zbiorem rozwiazan tolerowanych. Znaczenie tych wynikow
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dla analizy ogolnego przypadku wielowymiarowego wynika z przedstawionego nastepnie
twierdzenia o przecieciu radialnym przestrzeni rozwiazan. Stwierdza ono, ze uklad zbiorow
rozwiazan wzdluz dowolnej lini prostej przechodzacej przez srodek ukladu wspohrzednych
przestrzeni rozwiazan uzyskuje sie jako rozwigzanie pewnego réwnania jednowymiarowego
ze wspOlczynnikami okreslonymi przez wspotezynniki rownania wielowymiarowego i para-
metry kierunkowe linii przeciecia. Podano réwniez algorytm obliczania przecieé radialnych
(RADCUT). Na tej podstawie sformulowano requte selekeji hiperpltaszezyzn granicznych,
pozwalajaca znajdowaé pelne i dokladne opisy ksztaltéw zbioréw rozwiazan w wielowy-
miarowej przestrzeni rozwiazan. Jako wprowadzenia do analizy wielowymiarowej uzyto
nastepnie przypadku dwuwymiarowego. Opracowano algorytm pelnego opisu przestrzeni
rozwiazan dla tego przypadku (2DSETS) i uzyto go do stworzenia katalogu podstawowych
typow strukturalnych réwnania dwuwymiarowego. Algorytm zostal nastepnie rozszerzo-
ny na przypadek wielowymiarowy (BOUNDHYP). Rozdzial koniczy sekcja na temat za-
stosowan, zawierajaca wyczerpujaca dyskusje mozliwych sposobdéw stosowania modelu
matematycznego opartego na liniowych réwnaniach przedziatowych.

Rozdziat 7 wprowadza rézne nowe charakteryzacje i wlasnosci tolerowanych, kon-
trolowanych i zunifikowanych zbioréow rozwiazan, uzyskane przez autora z zastosowaniem
podejscia diagramowego 1 narzedzi diagramowych wprowadzonych w poprzednich rozdzia-
tach, w szezegdlnosdci w rozdziale 6. Rozdzial rozpoczyna wprowadzenie nowego narzedzia
zwanego diagramem motylkowym (BUTTERFLY), ktory przedstawia dwuwymiarowa re-
prezentacje struktury wielowymiarowe]j przestrzeni rozwigzan. Nastepnie oméwiono spo-
soby stosowania tego diagramu do analizy struktury i wlasnosci zbioréw rozwiazan. Sfor-
mutowano i udowodniono z uzyciem diagramow takze szereg wlasnosci hiperpltaszezyzny
srodkowej 1 rozwigzania Srodkowego. Sa one uzyteczne dla charakteryzacji niektérych
wlasnoséci zbioréw rozwiazan. Nastepnie poszczegélne typy rozwigzari analizowane sa
oddzielnie za pomoca opracowanych narzedzi diagramowych. Uzyskano w ten sposéb
ulepszenie niektérych istniejacych warunkéw i znaleziono nowe warunki istnienia oraz nie-
istnienia tych zbioréw rozwiazan, obowiazujace globalnie (TSGLOBAL, CSGLOBAL),
lub tylko w pewnych obszarach przestrzeni rozwiazan (TSLOCAL, CSLOCAL, USLO-
CAL). Badano rowniez i zaprezentowano wyniki dotyczace niektérych innych wlasnosci
tych zbioréw rozwiazan, takich jak nieograniczonosé i spdjnosé. Wyprowadzono takze al-
gorytmy znajdowania nowych, wewnetrznych aproksymacji krzyzowych i ortopleksowych
zbioréw rozwiazan (TSINNER, CSINNER, USINNER), uzyskujac takze ogolna metode
wyznaczania przecieé réwnoleglych przestrzeni rozwiazan (PARCUT) za pomoca prostych
rownoleglych do dowolnej danej osi wspotrzednych. Przedstawione wyniki stanowia pier-
wszg porcje rezultatow uzyskanych przez autora za pomoca podejscia diagramowego. Dal-
sza praca z uzyciem narzedzi diagramowych zapewne doprowadzi do uzyskania szeregu
nowych rezultatow. Rozdziat koriczy ilustracyjny przyktad analizy kratownicy.

Dodatek A zawiera liste algorytmow opartych na uzyskanych wynikach. Zostaly one
zaimplementowane pod systemem Mathematica® 3.0 i stanowiag wstepna wersje zestawu
moduléw dla planowanego interakeyjnego systemu eksploracji liniowych rownan przedzia-
towych iich przestrzeni rozwigzan. Nazwy algorytmow podano w odpowiednich miejscach
w streszczeniu ostatnich dwdch rozdzialow powyzej.



Contents

Preface

Summary

Streszczenie

1 Reasoning with diagrams

1.1
1.2
1.3
1.4

1.5

1.6

Humans versus machines . . . . . . . . .. ...
The field of diagrammatics . . . . . . . .. ..o
What are diagrams? . . . . ... Lo
Diagrams in mathematics . . . . . .. ... o 000
Main types of mathematical diagrams . . . . . . . . .. .. ...
1.5.1 Static versus dynamic diagrams . . . . . .. .. ...
1.5.2  Diagram usage modes . . . . . .. ... 0oL
Implementing mathematical diagrams . . . . . .. ... ..o
1.6.1 Diagram input and output . . . . . ...
1.6.2  Internal representation of diagrams . . . . . ... ... ... ..

1.6.3  Diagrammatic computer tools . . . . . ... ..o 0oL

2 Interval algebra and computation

2.1
2.2

2.3

Proper real intervals . . . . . . ... ...
Calculating with intervals . . . . . .. . .. L o
2.2.1 Interval vectors and matrices. . . . . . ... ...
2.2.2  Nonstandard properties of interval arithmetic . . . . . ... .. ..
2.2.3 Interval enclosures . . . .. .. ...
2.2.4  Overestimation . . . . . . . .. ...

2241 Wrapping effect . . . . . ..o

2.2.4.2  Variable dependence effect . . . . . .. ...
Applications of interval computation . . . ... .. ... ... ... ....
23.1 Roundingerrors . . . . . ..o
2.3.2  Computing with uncertain data . . . . .. ... .. ... ... ...

2.3.3  Global optimization . . . . . . . ... ...

ix

11
12
12
13
14



X1V

2.4 Diagrams for interval algebra . . . . . ... ...

Interval space diagrams

3.1 The E-diagram and other proposals . . . . . . . .. ... ... ... ...
3.2 The MR-diagram . . . . . . .. .. . e
3.3 Main applications of the MR-diagram . . . . . . . ... ... ... ... ..
3.3. 1 Interval types . . . . . oL
3.3.2  Interval order relations and lozenges . . . . . . ... ... L.

3.3.3 Basic parameter functions . . . .. ... o000

3.3.4  Extent functions . . . .. ... oo
3.3.41 The RR-diagram . . . ... ... ... ... ........
3.3.5 Interval lattice operations . . . .. . .. .. .. .. ... ... ...

Interval relations

4.1 Arrangement interval relations . . . . . ... ..o oo
4.2 Relation space diagrams . . . . .. ... 0L o
4.2.1 The W-diagram . . . . . .. . .. e
4.2.2  The neighbourhood L-diagram . . . . . . .. ... ... ... ... ..
4.2.3  Examples of AIR representations . . . . .. .. .. ... ... ..
4.3 Operations on interval relations . . . . .. . . . ... ... ...
4.3.1  Composition of interval relations . . . . . ... .. ... .. .. ..

4.4 Qualitative reasoning with interval relations . . . . . . .. ... ... .

4.5 Main classes of interval relations . . . . . . . .. .. ...

4.5.1 Convex interval relations . . . . . .. .. ... ... ... ... ...
4.5.1.1 Convexity of interval sets and relations . . . . . ... ...
4.5.1.2 Basic characterizations of convex relations . . . . . .. ..
4.5.1.3  Other characterizations of convex relations . . . . . . . ..

4.5.2 Pointisable interval relations . . . . . . ... ... ... ..
4.5.2.1  Full-linerelations . . . . . . ... ... ... . .......
4.5.2.2  Basic characterizations of pointisable relations . . . . . . .

4.5.2.3  Other characterizations of pointisable relations . . . . . .
4.5.3  Pre-convex interval relations . . . . . .. .. oL L0
4.5.4  Non-arrangement interval relations . . . .. .. ... ... L.

4.6 A note on applications . . . . . .. ... o

Interval arithmetic

5.1 Interval addition, negation and subtraction . . . . . . ... ... ... ..
5.1.1 Addition of intervals . . . .. ... oo
5.1.2  Negation and subtraction of intervals . . . . ... ... ... ...
513 Thea+ax=bequation. .. .. ... ... ... ... .. ......

5.2 Interval multiplication . . . . . ... . ... L oL

Contents

28

29
29
31
33
35
35
37
37



Contents XV

5.2.1  Multiplication of an interval by a number. . . . . . . . . ... ... 88
5.2.2  Multiplication of intervals without zero . . . . . . . .. . ... ... 89
5.2.2.1  Addition-multiplication analogy . . . . . . .. ... .. .. 90

5.2.3 Multiplication of intervals containing zero . . . . . . . ... .. .. 90
5.2.3.1  Fast multiplication . . . . . . ... ... 92

5.2.4  Multiplicative transformation of interval space . . . . . . .. .. .. 94
5.2.5  Formulae for midpoint-radius coordinates . . . . . . .. ... .. .. 95
5.2.6  Multiplication of reals . . . . . .. ..o 96
527 Thea-x =bequation . ... ... ... ... ... . ........ 96

5.3 Interval inverse and division . . . . ... ... 99
5.3.1 Inverseof an interval . . . . .. ... ... 99
5.3.2 Division of intervals . . . . . . . ... 101

5.4 Centred multiplication operations . . . . . . . ... ... ... ... .... 103
5.4.1 Centred outer interval multiplication . . . . ... ... ... .. .. 103
5.4.2 Centred inner interval multiplication . . . . .. .. ... ... ... 105
5.4.3 Over- and underestimation of centred operations . . . . . . . .. .. 107
5.4.4 Inclusion isotonicity properties . . . . . . . . ... 111

5.5 Extended interval arithmetics . . . . . .. ... .00 116
5.5.1 Kaucher arithmetic (directed intervals) . . . . ... ... ... ... 116
5.5.2  Kahan arithmetic (extervals) . . . . .. ... ... ... . ... ... 117

5.6 A note on applications . . . . . .. ... 118
6 Linear interval equations and their solution sets 119
6.1 FEquations or relational expressions? . . . . . . ... 119
6.2 The basic equation . . . . . .. .. Lo 121
6.2.1 Diagrammatic solution . . . . . . ... Lo Lo 121
6.2.2  Quotient sequences . . . . ... ..o 122

6.3 Structural types of the basic equation . . . . . . ... .. ... ... 125
6.3.1 The basic types . . . . . . .. 126
6.3.2 RR-diagrams and graphs of types . . . . .. .. ... 127
6.3.3 Type changes from coefficient change . . . . . ... ... ... ... 129
6.3.4 Complete catalogues of types . . . . . . ... ... 130

6.4 The interval solution x1. . . . . . . . . .. .. 136
6.5 The multidimensional equation . . . . . . .. ... ... 138
6.5.1 Radial cuts . . .. ... .. 139
6.5.2 Calculating radial cuts . . . . . . ... oo 142

6.6 The two-dimensional equation . . . . . . . ... ... 144
6.6.1 Two-dimensional solution space . . . . . .. .. ... ... ..... 147
6.6.2 Solution types in two dimensions . . . . .. ... ... 149

6.6.2.1 Enumeration of basic two-dimensional types . . . . . . .. 150



xVvi

Contents

6.6.2.2 Selected intermediate two-dimensional types . .
6.7 Multidimensional solution space . . . . ... .. ... ... ...
6.8 A note on applications . . . . ... ...

6.8.1  Modes of application of interval linear equations . . . . .

7 Characterizations and approximations of solution sets

7.1 The butterfly diagram . . . . . .. .. ..o
7.1.1 The two-dimensional case . . . ... ... ... .. ...
7.1.1.1  Characteristic axes and points . . . . . . . . ..

7.1.1.2  General properties of solution space . . . . . ..

7.1.2  The general multidimensional case . . . .. . ... ...

7.2 The midpoint hyperplane and solution . . . .. ... ... ...

7.3 The tolerance solution set . . . .. . . ... .. .. ... ...,
7.3.1 Basicproperties . . . . ... ...
7.3.2  Orthoplex inner approximation . . . . . .. .. .. ...
7.3.3 Can the tolerance set be unbounded? . . . . .. .. . ..
7.3.4  When the tolerance set is empty? . . . . .. .. .. ...

7.3.4.1 Distance from solvability . . . . . . .. .. ...
7.3.4.2  Local emptinessof =¢ . . . .. ... ... ...

7.4 The control solution set . . . . .. . . ... ... ... ..
7.4.1 Unbounded control set . . . . . ... ... ... .....
7.4.2  When the control set is empty? . . . .. ... ... ...

7.4.21 Local emptinessof =5 .. ... ... ... ...

7.4.2.2  When the control set is nonempty? . . . . . ..

7.4.3 Cross and orthoplex inner approximations . .. .. ...
7.4.4  Can the control set of a regular system be disconnected?

7.5 The united solution set . . . . . .. . . ...

7.5.1 Equalityof =sand = . . .. .. ... ...
7.5.2 Unbounded united set . . . .. ... .. ... ... ...
7.5.3  When the united set is empty? . . . .. .. ...
7.5.3.1 Local emptinessof = . . . . ... .. ... ...
7.5.3.2  When the united set is nonempty? . .. .. ..

7.5.4 Cross and orthoplex inner approximations . . . .. . ..

7.5.5 Can the united set of a regular system be disconnected?

7.6 Describing solution sets by parallel cuts . . . . . . ... .. ...

7.7 A note on applications . . . .. .. ..o

Bibliography: selected author’s publications
Bibliography: other publications

A Computer algorithms

...... 157
...... 159
...... 160

...... 201
...... 201

...... 203
...... 204
...... 205
...... 208
ceo 209
...... 210

215
221

229



