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PrefaceThe sense of sight is undoubtedly the most important sense of human beings (and manyanimals too) with respect to the quantity and richness of perceived information. Most ofthe information we receive from the world, including that communicated by other humanbeings, is of visual nature. Hence there should be no doubt about the importance ofstudying this kind of information, and developing appropriate technical means�in recenttimes this means mostly computer hardware and software�to aid and facilitate its use.Taking that into account, it may be surprising that despite the widespread use of visualmethods in science and other areas of human activity, a serious scienti�c study of thisrepresentation, communication and reasoning tool has started only recently. Comparethat with centuries of studying verbal language�the di�erence appears quite striking.Fortunately, the profound importance of visual reasoning methods for the scienti�cwork becomes recently acknowledged by philosophers of science:. . . historians, philosophers, and sociologists of science are �nally becomingaware of how much of science has been done, and increasingly is being done,using pictorial and diagrammatic modes of representation. . . . It is my viewthat studying visual modes of representation in science provides an entrée intofundamental debates within the philosophy of science, . . .[Ronald N. Giere, Science without Laws (1999)]Finally, the discipline of diagrammatics, devoted to scienti�c investigation of diagram-matic representations and methods of reasoning with them, emerged. Growing numbersof researchers and publications in this area bring hope of �lling yet another gap in ourknowledge about means of representing and processing complex information in humansand machines. This also means the development of new diagrammatic tools and meth-ods that will boost e�ectiveness of knowledge representation and processing, necessary tomeet the challenges posed by the emerging Information Age.Aims of the work. The main aim of the work is to present a novel diagrammatic rep-resentational system for interval algebra and computation developed by the author, andshowing its applications. In particular, a suite of new or improved algorithms for char-acterizing solution sets of interval linear equations has been developed and implemented.Contents of the work. The work consists of seven chapters. The �rst chapter startswith a general discussion of the �eld of using pictures as tools for information representa-tion and communication. Then follows a short introduction to the recently established sci-enti�c discipline of diagrammatics that investigates representations and reasoning meth-ods based on diagrams as a representation medium. The introduction puts an emphasisi



ii Prefaceon applications in mathematics, and on computer implementation of diagrammatic rep-resentations. One of research directions of diagrammatics is the development, re�nementand application of diagrammatic representational systems. Such a system, developed bythe author for interval analysis and computation �eld, is presented in the rest of thework. Its various applications to represent and solve various problems in this domain, inparticular characterizations of solution sets of linear interval equations, are also included.The �eld of interval computations, introduced brie�y in Chapter 2, is a relativelyrecent branch of algebra and analysis, still in the stage of active development. It hasimportant applications, mostly in numerical computation domain, like the guaranteedaccuracy computations, global optimization, and others. Albeit various simple diagramsappeared in the literature of the �eld, they played no signi�cant role in its development.This stays in marked contrast to the development of complex number theory and analysislong ago, where the diagrammatic representational system based on the complex planediagram (Argand diagram) played an important role in the acceptance of complex numbersand in the development of their theory. Even today new capabilities of this system arebeing discovered.The diagrammatic system for interval algebra is based on a diagrammatic representa-tion of the space of intervals, called an MR-diagram and described in detail in Chapter 3.The system has then been applied to several subareas of interval algebra, namely inter-val relations (Chapter 4), interval arithmetic (Chapter 5), and interval linear equations(Chapters 6 and 7). To meet speci�c needs of these subareas, additional diagrammatictools have been developed and used. Finally, in Chapter 6 and especially in Chapter 7,various new methods and algorithms for characterizing solution sets of interval linearequations have been developed. Computer programs implementing these algorithms arelisted in Appendix A. It is hoped that the diagrammatic system developed might playin further development of interval algebra a similar role as the complex plane diagramplayed in complex analysis research.Bibliography. The bibliography is divided into two main parts. The �rst part containsworks authored or co-authored by this author, referred to in the text by numerical indicesin square brackets. The works are classi�ed into several bibliographical categories andordered in each category anti-chronologically (the most recent �rst). In addition to workscited in the main text, some other, more important papers are also included.The second part contains works by other authors, divided into two categories. The �rstcategory contains general article collections and proceedings, referred to by [Name Year]references and ordered alphabetically by name. The second category contains the individ-ual books and papers, referred to by [Author Year] references and ordered alphabeticallyby author.Acknowledgements. The research leading to this work was conducted in collaborationwith a number of people, to whom the author owes much and feels obliged to acknowledgetheir help and contribution. The author asks for forgiveness for any possible omissions.First of all, the author is greatly indebted to Prof. Michaª Kleiber for creating a friendlyand stimulating workplace during the last twelve years, as well as for his direct collabo-ration with the author in the �eld of qualitative analysis of physical systems, and encour-agement of the line of research which led to this work.



Preface iiiThe early research, concerning mostly the computer image processing �eld, startedwithin the department of pattern recognition headed by Prof. Juliusz L. Kulikowski whomI would like to thank for creating a creative and unrestrictive working environment. Spe-cial thanks are due to Michaª (Michael) Sobolewski for his sharing of stimulating ideasand joint work on several arti�cial intelligence issues, also during our stay at ConcurrentEngineering Research Center in Morgantown, WV.The author is also most thankful to Dr. Ewa Grabska, who persuaded the authorto start lecturing on diagrammatics. Dr. Wojciech Mokrzycki inspired and facilitatedthe edition of a special issue on diagrammatics of the Machine GRAPHICS & VISIONjournal [43]. The collaboration of Ph.D. students Karol Rosªaniec and Truong Lan Le isalso appreciated.Great thanks are also due to many researchers throughout the world who shared theirideas and provided freely their publications and advice. The author would like to expresshis gratitude especially to Prof. Svetoslav Markov from So�a, Prof. Ji�ri Rohn from Prague,and Prof. Edgar Kaucher from Karlsruhe. Thanks are also due to Nathaniel Miller,Mark Greaves, and Yuri Engelhardt, as well as many other members of the <diagrams>,<reliable_computing>, and <infoDesignCafe> e-mail lists for many stimulating dis-cussions. The author would also like to thank Prof. Tristan Needham for the inspirationprovided by his award-winning book [Needham 1997].Thanks are also due to my wife El»bieta, whose loving attention has made the burdenof life so much lighter. � Zenon Kulpa





SummaryThe main aim of the work has been the development of the novel diagrammatic represen-tational system for interval algebra and computation, and showing its useful applicationsin solving theoretical and practical problems in this area. The results reported in thework can be divided into three parts:� The development of a diagrammatic representational system for the �eld of intervalalgebra and computation, facilitating analysis, investigation, presentation and un-derstanding of properties of interval algebra, in particular interval relations, intervalarithmetic and interval linear equations.� The application of the developed representational system to various problems ininterval analysis, leading to several useful results concerning properties of intervalalgebra, especially the characterizations of classes of interval relations, the investi-gation of centred interval multiplication operations and the discovery and detaileddescription of structural types of interval linear equations.� The development, with the help of these diagrammatic means, of a number of prac-tical methods and algorithms for characterization and approximation of solutionsets of interval linear equations.The work starts from an introductory chapter about the emerging �eld of diagram-matics, which investigates methods and applications of diagrammatic representations forinformation encoding and processing (including diagrammatic reasoning). The chapterbegins with a general discussion of using pictures as tools for information representationand communication. The discipline of diagrammatics is then de�ned, and its three mainbranches (cognitive and psychological issues, theory of diagrammatic representations, andapplications of diagrams) are introduced. Then follows a short discussion of the problemswith the de�nition of a diagram (still a hotly disputed issue). Applications of diagram-matic representations in mathematics are then discussed in more detail, starting fromthe main objections usually raised against their use there (the arguments of alleged dif-�culty, unreliability and informality). The two main types of mathematical diagrams(static and dynamic diagrams) are then introduced and their four usage modes discussed.The chapter concludes with the discussion of computer implementation of diagrammaticrepresentations for mathematics, comprising diagram input and output, and two modes ofinternal representation and processing (raster and graph representations). Several typesof computer tools facilitating the use of diagrammatic representations are then described,especially the novel �dynamic geometry� or �diagrammatic spreadsheet� tools.Chapter 2 contains a brief introduction to basic notions of interval algebra and com-putations, starting from the basic de�nitions and notation. The nonstandard propertiesv



vi Summaryof interval arithmetic are then introduced and the main technique of calculating inter-val enclosures for real functions is presented, concluding with the important problem ofoverestimation of such enclosures. The main reasons for applying interval methods arethen presented, and the chapter concludes with a short justi�cation of the usefulness ofdiagrammatic representations in interval research and applications.With Chapter 3 starts the presentation of the main results of the work. After a briefsurvey of other proposals, the basic diagrammatic representation for the space of intervals(the MR-diagram) is introduced, followed by the discussion of main types of its possibleapplications in interval research. The MR-diagram, based on the (m; r) coordinate axes(representing the midpoint and the radius of an interval), is a two-dimensional represen-tation of the interval space, in which intervals are represented as points on the plane.Several basic applications of the diagram are presented next. They start from the repre-sentation of interval types, interval ordering relations, and a new notion of lozenge (neededto specify convexity properties and characterizations of types of interval relations). Next,graphs for basic interval parameter functions are shown, especially the extent functions,including a new function which is better suited to the midpoint-radius coordinates used.The new RR-diagram based on this function is developed as a result. Finally, severalbasic constructions for interval lattice operations are presented.Chapter 4 is devoted to the diagrammatic formulation of the theory of interval rela-tions, especially the so-called arrangement interval relations, describing possible mutualarrangements of two intervals on the number axis. The chapter starts from the de�nitionof these relations, and the basic interval relations from which other arrangement relationsare constructed. With that, two new diagrammatic tools are introduced, namely the newgraphical symbols for the basic relations and the conjunction diagram to represent formu-lae de�ning interval arrangement relations. Next, the new tool for representing the spaceof interval relations, called the W-diagram, is presented, with the system of W-icons forthe diagrammatic representation of arrangement relations based on it. The W-diagram isobtained from the MR-diagram by marking in it images (or coimages) of some arbitrarythick interval under all basic interval relations. The shapes of the regions so obtained donot depend on the choice of the reference interval, but re�ect properties of correspondingbasic relations instead. Another tool representing the space of relations, the L-diagramwhich is a neighbourhood graph of regions in the W-diagram, is also introduced (it is anew version of similar graphs used by some other authors). Various representations ofinterval relations are then compared, using several characteristic examples. The way ofperforming operations on interval relations using the diagrammatic notation of W-iconsis then shown, in particular the original diagrammatic algorithm for performing compo-sitions of arrangement relations, and the resulting diagrammatic composition table forbasic relations.The developed tools and methods are then applied to classic qualitative reasoning withnetworks of interval relations. The diagrammatic representation of such networks andthe way of solving diagrammatically the basic problems in this area are demonstratedwith some classic examples. The analysis of several important classes of arrangementrelations follows, namely the convex, pointisable and pre-convex relations. A number ofdiverse characterizations of these classes is presented and compared, including several newdiagrammatic characterizations of them. The two theorems stating equivalence of thesecharacterizations are proven with mostly diagrammatic means. A short note on the dia-



Summary viigrammatic representation of certain more important non-arrangement interval relations isalso included. The chapter is concluded with an introduction to several basic applicationsof the interval relations theory, which may use the diagrammatic tools developed (namelyreasoning about events in time, qualitative spatial reasoning, technical diagnostics, andaction scheduling).Chapter 5 shows the application of interval space diagrams to interval arithmetic.Diagrammatic constructions for interval arithmetic operations developed there help tounderstand the structure and nonstandard behaviour of the operations and allow for �nd-ing and proving their new and useful properties. The operation of addition does notproduce any nonstandard e�ects. Negation and subtraction behave already in a nonstan-dard way, so that interval subtraction ceases to be the opposite operation to addition,resulting in nonstandard properties of the simplest interval equation a + x = b. Thediagrams explain clearly the underlying causes of that behaviour, helping to understandbetter the properties of interval calculations. The original diagrammatic construction forthe much more complex operation of interval multiplication is developed and used for thediagrammatic analysis of properties of this operation. Among others, the diagrammaticcharacterization of basic multiplication cases is developed, with the diagrammatic proof ofthe �fast multiplication� formula. The basic properties of the important interval equationa�x = b are also presented. The detailed analysis of the equation and its multidimensionalgeneralization is continued in Chapter 6. The original construction developed for intervaldivision works properly also for the division by an interval containing zero, producing insuch cases extervals used in Kahan arithmetic. Then follows an application of the dia-grammatic analysis to the nonstandard arithmetic operations of centred multiplication.It resulted in the proper de�nition of the new operation of centred inner multiplicationand the detailed analysis of inclusion isotonicity properties and approximation accuracyof both outer and inner centred multiplication operations. Short notes on the two mainextensions of standard interval algebra (Kaucher and Kahan arithmetics) and applicationsof interval arithmetic diagrams conclude the chapter.Chapter 6 presents the novel diagrammatic approach to interval linear equations, in-troducing also new diagrammatic tools useful in this domain. The diagrammatic toolsto represent interval space, interval relations, and interval arithmetic operations are ap-plied to the diagrammatic analysis of interval linear equations. First, the basic types ofsolution sets of such equations (tolerance, control and united solution sets) are de�nedand reinterpreted as solutions to certain interval relational expressions. Then the basicone-dimensional equation is analyzed. Constructions for its diagrammatic solution in dif-ferent possible cases are developed. They reveal a rich structure of di�erent con�gurationsof the solution sets. All 6 basic types (with 16 subtypes), 47 intermediate types and 10 de-generate ones are catalogued, in several diagrammatic, tabular, and algorithmic (1DSET)forms. Next, the relation between the interval solution and the tolerance solution set isanalyzed. The signi�cance of these �ndings for the analysis of a general multidimensionalcase is established with the radial cuts theorem, stating that the arrangement of solutionsets along any straight line going through the origin of the solution space is obtained asa solution of a one-dimensional equation with coe�cients determined by the coe�cientsof the multidimensional equation and directional parameters of the cutting line. The al-gorithm for calculating such radial cuts is also given (RADCUT). Using these �ndings,the boundary hyperplane selection rule is formulated, which allows for �nding full and



viii Summaryexact descriptions of solution set shapes in the multidimensional solution space. Thetwo-dimensional case is �rst used as an introduction to such an analysis. The algorithmfor �nding the complete description of solution sets for such equations (2DSETS) is devel-oped and used to compile the catalogue of basic two-dimensional structural types. Finally,the algorithm is extended to the multidimensional case (BOUNDHYP). The chapter isconcluded with a note on applications, presenting a thorough discussion of possible modesof application of the mathematical model based on interval linear equations.Chapter 7 introduces various new characterizations and properties of the tolerance,control, and united solution sets, as obtained by the author with the application of thediagrammatic approach and diagrammatic tools introduced in the previous chapters, es-pecially Chapter 6. The chapter starts from introducing a new tool, called the butter�ydiagram (BUTTERFLY), which provides a two-dimensional representation of the struc-ture of the multidimensional solution space. Then the manner of applying the diagramto analyze the structure and properties of solution sets is explained. Certain propertiesof the midpoint hyperplane and the midpoint solution are also formulated and proved,with the help of diagrammatic approach, as they are useful for further characterization ofcertain properties of solution sets. Then, with the application of the diagrammatic toolsdeveloped, individual types of solution sets are analyzed separately, resulting in re�ningsome known conditions, and �nding new ones, for testing existence or emptiness of thesolution sets, both globally (TSGLOBAL, CSGLOBAL) and in certain regions of the so-lution space (TSLOCAL, CSLOCAL, USLOCAL). Other properties, like unboundednessand connectivity, are also investigated and the results presented. Algorithms for �ndingnew inner cross and orthoplex approximations to the solution sets (TSINNER, CSIN-NER, USINNER) are also developed in this way, leading also to the general method ofcalculating arbitrary parallel cuts through the solution space (PARCUT), with straightlines parallel to any given coordinate axis. The reported results constitute the �rst batchof results obtained by the author with the diagrammatic approach. The further work withdiagrammatic tools will likely reveal a number of new results. The chapter is concludedwith the illustrative truss analysis example.Appendix A contains a list of algorithms based on these developments. They wereimplemented as notebooks of Mathematicar 3:0 and constitute a preliminary version of asuite of modules planned for an interactive system of exploration of interval linear equa-tions and their solution spaces. Names of the algorithms are cited above at appropriateplaces in the summary of the last two chapters.



StreszczenieGªównym celem pracy byªo opracowanie nowego systemu reprezentacji diagramowej dla al-gebry przedziaªów i oblicze« przedziaªowych oraz pokazanie jego u»ytecznych zastosowa«w rozwi¡zywaniu teoretycznych i praktycznych problemów w tej dziedzinie. Wyniki przed-stawione w pracy mo»na podzieli¢ na trzy cz¦±ci:� Opracowanie systemu reprezentacji diagramowej dla algebry przedziaªów i oblicze«przedziaªowych, wspomagaj¡cego analiz¦, badanie, prezentacj¦ i zrozumienie wªas-no±ci algebry przedziaªów, w szczególno±ci relacji przedziaªowych, arytmetyki prze-dziaªowej i liniowych równa« przedziaªowych.� Zastosowanie opracowanego systemu reprezentacji do ró»nych problemów analizyprzedziaªowej, co pozwoliªo uzyska¢ wiele u»ytecznych wyników dotycz¡cych wªas-no±ci algebry przedziaªów (w szczególno±ci charakteryzacji klas relacji przedziaªo-wych), a tak»e zbada¢ tzw. scentrowane operacje mno»enia przedziaªów oraz wykry¢i szczegóªowo opisa¢ typy strukturalne liniowych równa« przedziaªowych.� Opracowanie, przy pomocy tego systemu reprezentacji diagramowej, pewnej liczbypraktycznychmetod i algorytmów charakteryzacji i aproksymacji zbiorów rozwi¡za«liniowych równa« przedziaªowych.Prac¦ rozpoczyna wst¦pny rozdziaª na temat rodz¡cej si¦ dziedziny nauki zwanej diag-ramatyk¡, która bada metody reprezentacji diagramowych i ich zastosowania do kodowa-nia i przetwarzania informacji (wnioskowania diagramowego). Rozdziaª rozpoczyna si¦ogóln¡ dyskusj¡ u»ycia obrazów jako narz¦dzi reprezentacji i komunikacji informacji.Nast¦pnie de�niuje si¦ diagramatyk¦ jako dyscyplin¦ badawcz¡ i jej trzy gªówne gaª¦zie(zagadnienia kognitywne i psychologiczne, teoria reprezentacji diagramowych i zastosowa-nia diagramów). Po tym nast¦puje krótka dyskusja problemów z de�nicj¡ poj¦cia diagra-mu (zagadnienie ci¡gle gor¡co dyskutowane). Zastosowania reprezentacji diagramowychw matematyce sa nast¦pnie omówione bardziej szczegóªowo, pocz¡wszy od gªównych za-strze»e« zwykle podnoszonych przeciwko ich u»ywaniu (argumenty rzekomej trudno±ciich u»ycia, zawodno±ci i nieformalnej natury). Nast¦pnie omawia si¦ dwa gªówne typydiagramów matematycznych (diagramy statyczne i dynamiczne) oraz cztery sposoby ichpraktycznego stosowania. Rozdziaª ko«czy si¦ dyskusj¡ komputerowych implementacjireprezentacji diagramowych dla zastosowa« w matematyce, na które skªada si¦ wpro-wadzanie diagramów, ich wyprowadzanie oraz dwa sposoby wewn¦trznej reprezentacji iprzetwarzania w komputerze (reprezentacje rastrowe i grafowe). Kilka typów narz¦dzikomputerowych wspomagaj¡cych u»ywanie reprezentacji diagramowych omówiono na za-ko«czenie rozdziaªu, w szczególno±ci klas¦ narz¦dzi okre±lanych nazwami �dynamicznejgeometrii� lub �diagramowego arkusza kalkulacyjnego.�Rozdziaª 2 zawiera krótkie wprowadzenie do podstawowych poj¦¢ algebry przedziaªówi oblicze« przedziaªowych, pocz¡wszy od podstawowych de�nicji i oznacze«. Nast¦pnieix



x Streszczeniezaprezentowane s¡ pewne niestandardowe wªasno±ci arytmetyki przedziaªowej oraz pod-stawowa technika wyznaczania oszacowa« przedziaªowych dla funcji rzeczywistych, wrazz wa»nym problemem przeszacowania takich oszacowa«. Na zako«czenie zaprezentowanes¡ najwa»niejsze powody stosowania metod przedziaªowych, oraz krótkie uzasadnienieu»yteczno±ci reprezentacji diagramowych w badaniach i zastosowaniach metod przedzia-ªowych.Od rozdziaªu 3 rozpoczyna si¦ prezentacja gªównych rezultatów pracy. Po krótkimprzegl¡dzie innych propozycji wprowadzono podstawow¡ reprezentacj¦ diagramow¡ przes-trzeni przedziaªów, tzw. MR-diagram, wraz z dyskusj¡ gªównych typów jego mo»liwychzastosowa« w badaniach przedziaªowych. MR-diagram przedstawia przestrze« przedzia-ªów w ukªadzie wspóªrz¦dnych (m; r) (±rodek i promie« przedziaªu), w której przedziaªyreprezentowane s¡ przez punkty na dwuwymiarowej pªaszczy¹nie. Dalej pokazano kilkapodstawowych zastosowa« tego diagramu, zaczynaj¡c od reprezentacji typów przedziaªówi relacji uporz¡dkowania przedziaªów, w tym nowego poj¦ciametaregionu (ang. �lozenge�),potrzebnego do specy�kacji wªasno±ci wypukªo±ci i charakteryzacji typów relacji prze-dziaªowych. Nast¦pnie pokazano wykresy podstawowych funkcji okre±laj¡cych parametryprzedziaªów, w szczególno±ci funkcji rozci¡gªo±ci przedziaªów, wraz z now¡ funkcj¡, le-piej dostosowan¡ do u»ywanych wspóªrz¦dnych ±rodek-promie« przedziaªu. W rezultaciewprowadzono nowy diagram oparty na tej funkcji, zwany RR-diagramem. Na zako«czeniepokazano kilka podstawowych konstrukcji dla operacji w kracie przedziaªów.Rozdziaª 4 po±wi¦cony jest diagramowemu opracowaniu teorii relacji przedziaªowych,szczególnie tzw. relacjom uªo»enia przedziaªów, opisuj¡cym mo»liwe wzajemne uªo»eniadwóch przedziaªów na osi liczbowej. Rozdziaª rozpoczyna si¦ de�nicj¡ tych relacji orazpodstawowych relacji przedziaªowych, z których zbudowane s¡ pozostaªe relacje uªo»enia.Wprowadzono tutaj dwa nowe narz¦dzia diagramowe, mianowicie nowe symbole gra�cznedla relacji podstawowych oraz diagram koniunkcji dla reprezentacji formuª de�niuj¡cychrelacje uªo»enia przedziaªów. Nast¦pnie wprowadzono nowe narz¦dzie do reprezentacjiprzestrzeni relacji przedziaªowych, nazwane W-diagramem, wraz z opartym na nim syste-memW-ikon dla diagramowej reprezentacji relacji uªo»enia przedziaªów. W-diagram pow-staje z MR-diagramu przez zaznaczenie na nim obrazów (lub przeciwobrazów) pewnegodowolnego grubego przedziaªu wzgl¦demwszystkich podstawowych relacji przedziaªowych.Ksztaªty tak uzyskanych obszarów diagramu nie zale»¡ od wyboru przedziaªu odniesienia,lecz odzwierciedlaj¡ wªasno±ci odpowiednich relacji podstawowych. Wprowadzono tak»einne narz¦dzie reprezentacji przestrzeni relacji, tzw. L-diagram, b¦d¡cy grafem s¡siedztwaregionów MR-diagramu (jest to nowa wersja podobnej konstrukcji u»ywanej przez niek-tórych innych autorów). Ró»ne reprezentacje relacji uªo»enia porównano u»ywaj¡c kilkucharakterystycznych przykªadów. Pokazano nast¦pnie sposób wykonywania operacji narelacjach przedziaªowych za pomoc¡ diagramowej notacji W-ikon, w szczególno±ci ory-ginalny algorytm diagramowej kompozycji relacji wraz z wynikow¡ diagramow¡ tablic¡kompozycji relacji podstawowych.Opracowane narz¦dzia i metody zostaªy nast¦pnie zastosowane do klasycznego jako±-ciowego wnioskowania za pomoc¡ sieci relacji przedziaªowych. Diagramow¡ reprezen-tacj¦ takich sieci i sposoby diagramowego rozwi¡zywania podstawowych problemów ztej dziedziny pokazano na kilku klasycznych przykªadach. W kolejnej cz¦±ci rozdzia-ªu przeprowadzono analiz¦ kilku wa»nych klas relacji uªo»enia przedziaªów, mianowicierelacji wypukªych, punktowo okre±lonych i pre-wypukªych. Podano i porównano szereg



Streszczenie xiró»nych charakteryzacji tych klas, w tym kilka nowych charakteryzacji diagramowych.Dwa twierdzenia o równowa»no±ci tych charakteryzacji udowodniono przy u»yciu dia-gramów. Przedstawiono równie» krótko diagramowe reprezentacje niektórych relacji nieb¦d¡cych relacjami uªo»enia przedziaªów. Rozdziaª ko«czy wprowadzenie do niektórychpodstawowych zastosowa« teorii relacji przedziaªowych, które mog¡ wykorzystywa¢ opra-cowane narz¦dzia diagramowe, takich jak wnioskowanie o zdarzeniach w czasie, jako±ciowewnioskowanie przestrzenne, diagnostyka techniczna oraz szeregowanie akcji.Rozdziaª 5 pokazuje zastosowania diagramów przestrzeni przedziaªów w arytmetyceprzedziaªowej. Opracowane tutaj diagramowe konstrukcje dla przedziaªowych operacjiarytmetycznych pomagaj¡ zrozumie¢ struktur¦ i niestandardowe zachowanie tych ope-racji i pozwalaj¡ znajdowa¢ ich nowe, u»yteczne wªasno±ci. Dodawanie przedziaªów niedaje »adnych nietypowych efektów. Natomiast negacja (zmiana znaku) i odejmowaniezachowuj¡ si¦ ju» niestandardowo, w rezultacie czego odejmowanie przestaje by¢ operacj¡odwrotn¡ do dodawania, co jest powodem nietypowych wªasno±ci najprostszego równaniaprzedziaªowego a+x = b. Diagramy wyja±niaj¡ tu naocznie gª¦bsze przyczyny takiego za-chowania si¦ tych operacji, pomagaj¡c lepiej zrozumie¢ wªasno±ci oblicze« przedziaªowych.Oryginaln¡ konstrukcj¦ diagramow¡, opracowan¡ dla znacznie bardziej zªo»onej operacjimno»enia przedziaªów, u»yto nast¦pnie do diagramowego przeanalizowania wªasno±ci tejoperacji. Przedstawiono m.in. diagramow¡ charakteryzacj¦ podstawowych przypadkówmno»enia wraz z diagramowym dowodem formuªy �szybkiego mno»enia.� Podano te»podstawowe wªasno±ci wa»nego równania przedziaªowego a � x = b. Szczegóªowa ana-liza tego równania i jego wielowymiarowego uogólnienia jest kontynuowana w rozdziale6. Opracowana nast¦pnie oryginalna diagramowa konstrukcja dla dzielenia przedziaªówdziaªa poprawnie tak»e w przypadku dzielenia przez przedziaª zawieraj¡cy zero, daj¡c wte-dy tzw. przedziaª zewn¦trzny (�eksterwaª�), u»ywany w arytmetyce Kahana. Nast¦pniezastosowano analiz¦ diagramow¡ do niestandardowych operacji tzw. scentrowanych ope-racji mno»enia przedziaªów. W wyniku tego udaªo si¦ okre±li¢ poprawn¡ de�nicj¦ nowejoperacji tzw. �scentrowanego mno»enia wewn¦trznego� oraz zbada¢ szczegóªowo wªas-no±ci izotoniczno±ci wzgl¦dem inkluzji i dokªadno±ci aproksymacji dla operacji zarównozewn¦trznego jak i wewn¦trznego mno»enia scentrowanego. Rozdziaª ko«cz¡ krótkiesekcje na temat dwóch gªównych rozszerze« standardowej algebry przedziaªów (arytmetykiKauchera i Kahana) oraz zastosowa« diagramów arytmetyki przedziaªowej.Rozdziaª 6 prezentuje nowe, diagramowe podej±cie do liniowych równa« przedziaªowych,wprowadzaj¡c równie» nowe narz¦dzia diagramowe przydatne w tej dziedzinie. Narz¦dziadiagramowe dla reprezentacji przestrzeni przedziaªów, relacji przedziaªowych i przedziaªo-wych operacji arytmetycznych zastosowano tutaj do diagramowej analizy liniowych rów-na« przedziaªowych. Najpierw podano de�nicje podstawowych typów zbiorów rozwi¡za«takich równa« (zbiory rozwi¡za« tolerowanych, kontrolowanych i zuni�kowanych) i zin-terpretowano je na nowo jako rozwi¡zania pewnych przedziaªowych wyra»e« relacyjnych.Nast¦pnie przeanalizowano podstawowe równanie jednowymiarowe. Opracowano kon-strukcje jego diagramowego rozwi¡zywania dla ró»nych mo»liwych przypadków. Ujawniªoto bogat¡ struktur¦ ró»nych mo»liwych kon�guracji zbiorów rozwi¡za«. Skatalogowanowszystkie 6 podstawowych typów kon�guracji (skªadaj¡cych si¦ z 16 podtypów), 47 typówpo±rednich i 10 zdegenerowanych, w kilku postaciach: diagramowych, tabelarycznychi algorytmicznych (1DSET). Nast¦pnie przeanalizowano zale»no±¢ pomi¦dzy tzw. roz-wi¡zaniem przedziaªowym a zbiorem rozwi¡za« tolerowanych. Znaczenie tych wyników



xii Streszczeniedla analizy ogólnego przypadku wielowymiarowego wynika z przedstawionego nast¦pnietwierdzenia o przeci¦ciu radialnym przestrzeni rozwi¡za«. Stwierdza ono, »e ukªad zbiorówrozwi¡za« wzdªu» dowolnej lini prostej przechodz¡cej przez ±rodek ukªadu wspóªrz¦dnychprzestrzeni rozwi¡za« uzyskuje si¦ jako rozwi¡zanie pewnego równania jednowymiarowegoze wspóªczynnikami okre±lonymi przez wspóªczynniki równania wielowymiarowego i para-metry kierunkowe linii przeci¦cia. Podano równie» algorytm obliczania przeci¦¢ radialnych(RADCUT). Na tej podstawie sformuªowano reguª¦ selekcji hiperpªaszczyzn granicznych,pozwalaj¡c¡ znajdowa¢ peªne i dokªadne opisy ksztaªtów zbiorów rozwi¡za« w wielowy-miarowej przestrzeni rozwi¡za«. Jako wprowadzenia do analizy wielowymiarowej u»ytonast¦pnie przypadku dwuwymiarowego. Opracowano algorytm peªnego opisu przestrzenirozwi¡za« dla tego przypadku (2DSETS) i u»yto go do stworzenia katalogu podstawowychtypów strukturalnych równania dwuwymiarowego. Algorytm zostaª nast¦pnie rozszerzo-ny na przypadek wielowymiarowy (BOUNDHYP). Rozdziaª ko«czy sekcja na temat za-stosowa«, zawieraj¡ca wyczerpuj¡c¡ dyskusj¦ mo»liwych sposobów stosowania modelumatematycznego opartego na liniowych równaniach przedziaªowych.Rozdziaª 7 wprowadza ró»ne nowe charakteryzacje i wªasno±ci tolerowanych, kon-trolowanych i zuni�kowanych zbiorów rozwi¡za«, uzyskane przez autora z zastosowaniempodej±cia diagramowego i narz¦dzi diagramowych wprowadzonych w poprzednich rozdzia-ªach, w szczególno±ci w rozdziale 6. Rozdziaª rozpoczyna wprowadzenie nowego narz¦dziazwanego diagramem motylkowym (BUTTERFLY), który przedstawia dwuwymiarow¡ re-prezentacj¦ struktury wielowymiarowej przestrzeni rozwi¡za«. Nast¦pnie omówiono spo-soby stosowania tego diagramu do analizy struktury i wªasno±ci zbiorów rozwi¡za«. Sfor-muªowano i udowodniono z u»yciem diagramów tak»e szereg wªasno±ci hiperpªaszczyzny±rodkowej i rozwi¡zania ±rodkowego. S¡ one u»yteczne dla charakteryzacji niektórychwªasno±ci zbiorów rozwi¡za«. Nast¦pnie poszczególne typy rozwi¡za« analizowane s¡oddzielnie za pomoc¡ opracowanych narz¦dzi diagramowych. Uzyskano w ten sposóbulepszenie niektórych istniej¡cych warunków i znaleziono nowe warunki istnienia oraz nie-istnienia tych zbiorów rozwi¡za«, obowi¡zuj¡ce globalnie (TSGLOBAL, CSGLOBAL),lub tylko w pewnych obszarach przestrzeni rozwi¡za« (TSLOCAL, CSLOCAL, USLO-CAL). Badano równie» i zaprezentowano wyniki dotycz¡ce niektórych innych wªasno±citych zbiorów rozwi¡za«, takich jak nieograniczono±¢ i spójno±¢. Wyprowadzono tak»e al-gorytmy znajdowania nowych, wewn¦trznych aproksymacji krzy»owych i ortopleksowychzbiorów rozwi¡za« (TSINNER, CSINNER, USINNER), uzyskuj¡c tak»e ogóln¡ metod¦wyznaczania przeci¦¢ równolegªych przestrzeni rozwi¡za« (PARCUT) za pomoc¡ prostychrównolegªych do dowolnej danej osi wspóªrz¦dnych. Przedstawione wyniki stanowi¡ pier-wsz¡ porcj¦ rezultatów uzyskanych przez autora za pomoc¡ podej±cia diagramowego. Dal-sza praca z u»yciem narz¦dzi diagramowych zapewne doprowadzi do uzyskania szeregunowych rezultatów. Rozdziaª ko«czy ilustracyjny przykªad analizy kratownicy.Dodatek A zawiera list¦ algorytmów opartych na uzyskanych wynikach. Zostaªy onezaimplementowane pod systemem Mathematicar 3:0 i stanowi¡ wst¦pn¡ wersj¦ zestawumoduªów dla planowanego interakcyjnego systemu eksploracji liniowych równa« przedzia-ªowych i ich przestrzeni rozwi¡za«. Nazwy algorytmów podano w odpowiednich miejscachw streszczeniu ostatnich dwóch rozdziaªów powy»ej.
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