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Wst�p Wszystkie »ywioªy na zmian� wraaj¡ do sie-bie. Cokolwiek ginie w jednym, przehodzi dodrugiego, i natura rozwa»a swe z�±i, abywskutek zburzenia proporji ±wiat nie straiªrównowagi. Wszystko jest we wszystkim.Seneka, My±liPraa po±wi�ona jest przedstawieniu metod opisu zjawiska dyssypajienergii (ªa. dissipatio { rozproszenie, roztrwonienie, marnotrawstwo [1℄)w mehanie. Terminmehanika nale»y tu rozumie¢ w szerszym kontek±ieni» ma to miejse w klasyznym kursie �zyki, w którym mehanik� dzielisi� na statyk�, kinematyk� i dynamik�. Dobrym przykªadem prezentowa-nej w tej pray tematyki obj�tej poj�iem mehanika jest ksi¡»ka Cz. Ry-marza Mehanika o±rodków i¡gªyh [124℄, gdzie opróz zagadnie« stritemehaniznyh, rozwa»ane s¡ równie» proesy zahodz¡e pod wpªywempól termiznyh i elektromagnetyznyh, a wi� uwzgl�dnia si� zarównotermodynamik�, jak i elektrodynamik� iaª materialnyh, zyli tzw. polasprz�»one. W prezentowanej publikaji zebrano rezultaty pra uzyskanyhprzez autora samodzielnie lub we wspóªpray z polskimi i z zagraniz-nymi naukowami, a opublikowanymi w wielu znaz¡yh krajowyh imi�dzynarodowyh zasopismah naukowyh i prezentowanyh podzaskonferenji naukowyh w kraju i za grani¡.Dyssypaja energii jest zjawiskiem �zyznym wyst�puj¡ym powszehniewe wszystkih niemal proesah obserwowanyh w realnym ±wieie. Za-hodzi ona zarówno w skali makro (tu mamy bardzo du»o przykªadów),jak i w skali mikro, na poziomie atomów i z¡stek elementarnyh, gdzie



8 Wst�pobserwaja wymaga ju» wysoe wyspejalizowanyh urz¡dze«, a interpre-taja wyników wyra�nowanyh teorii [147℄. Dyssypaja rozumiana jestnajz�±iej jako transport energii od ruhu uporz¡dkowanego do ruhunieuporz¡dkowanego, zyli jako zamian� energii kinetyznej na iepªo, awi� przej±ie energii ruhu post�powego i/lub obrotowego iaªa jako a-ªo±i (np. ruh i�»kiego pojazdu po szynah) do ruhu drgaj¡ego maªyhelementów iaªa (atomów, z¡stezek, ziaren...), np. ruhu drgaj¡yh ato-mów tworz¡yh szyny i koªa pojazdu szynowego. Przykªadami ukªadówdyssypatywnyh s¡:| ukªady iaª staªyh, mi�dzy którymi dziaªaj¡ siªy taria;| o±rodki lepkie, w któryh napr�»enia zale»¡ od pr�dko±i deformaji;| obwody elektryzne z oporem omowym, w któryh drgania pr¡du elek-tryznego zanikaj¡ wskutek zamiany energii pr¡du elektryznego wiepªo Joule'a.W warunkah ziemskih ukªadami dyssypatywnymi s¡ w zasadzie wszyst-kie ukªady dynamizne. Ruh ukªadów dyssypatywnyh bada si� w podej-±iu klasyznym za pomo¡ zwykªyh równa« dynamiki odnosz¡yh si�do ukªadów punktów materialnyh, iaª staªyh lub o±rodków i¡gªyh,zalizaj¡ do siª dziaªaj¡yh równie» siªy dyssypatywne (rozpraszaj¡e).W lagrangowskim uj�iu zagadnienia ruhu iaª materialnyh, po przyj�iuzaªo»enia, »e pr�dko±i ruhów makroskopowyh s¡ dostateznie maªe, bysiªy dyssypatywne zale»aªy w przybli»eniu liniowo od pr�dko±i, mo»nawprowadzi¢ tak zwan¡ funkj� dyssypatywn¡:F = 12 sXi=1 sXk=1 aik _qi _qk ; (1)gdzie q1; q2; : : : ; qs { uogólnione wspóªrz�dne, _qi { uogólnione pr�dko±i, aaik { wspóªzynniki, które mog¡ by¢ zale»ne od wspóªrz�dnyh qi. FunkjaF jest zawsze dodatnia, ma wymiar moy, a jej warto±¢ lizbowa jest równapoªowie ubytku energii aªkowitej E na jednostk� zasu:F = 12 �����dEdt ����� : (2)Funkja F pozwala zde�niowa¢ siªy dyssypatywneQdi = ��F� _qi ; (3)



9zwi¡zane z ka»d¡ wspóªrz�dn¡ qi. Zapis ten daje nam mo»liwo±¢ sformu-ªowania równa« Lagrange'a w nast�puj¡ej postai:ddt  �L� _qi!� �L�qi = Qdi ; i = 1; 2; : : : s ; (4)gdzie L(qi; _qi; t) jest funkj¡ Lagrange'a. Funkj� rozproszenia mo»na ozy-wi±ie okre±li¢ w bardzo wielu zagadnieniah �zyznyh, na przykªad typumaªyh drga« mehaniznyh, elektryznyh i innyh. Wspominamy tu otym podej±iu, gdy» jest ono bardzo z�sto stosowane.Je±li pojawia si� dyssypaja, to mówimy, »e zahodzi proes nieodwraalny.Istniej¡ w przyrodzie proesy, które mimo i» nie zahodzi w nih dyssypa-ja pray zewn�trznej, równie» zalizamy do proesów nieodwraalnyh.Do tej grupy proesów nale»¡ np. spontanizne reakje hemizne, niewy-muszona dyfuzja, proesy relaksayjne... Ten typ proesów zwi¡zany jestz d¡»eniem ukªadu do osi¡gni�ia stanu równowagi, a wi� zwi¡zany jestz niestatezno±i¡ proesów. Ró»nia pomi�dzy tymi dwoma typami pro-esów nieodwraalnyh nie jest jednak szzególnie istotna. W przypadkudyssypaji pray traimy t� z�±¢ pray zewn�trznej, której nie potra�myodzyska¢ odwraaj¡ kierunek przebiegu proesu, natomiast w przypadkuproesów niestabilnyh traimy t� pra�, któr¡ ukªad mógªby odda¢, gdy-by proes przebiegaª w sposób odwraalny. Tak wi� zawsze traimy t�z�±¢ energii wewn�trznej ukªadu, której nie potra�my zamieni¢ na pra�u»ytezn¡, zyli na pra� powi�kszaj¡¡ makroskopowo u»ytezn¡ z�±¢energii wewn�trznej.Pomimo wagi, jak¡ dyssypaja odgrywa w przyrodzie, prae takie jakAnthony'ego [19℄, Kosi«skiego [73℄ zy Turskiego [148℄, stawiaj¡e sobiedyssypaj� za gªówny el bada«, s¡ razej sporadyzne. Znaznie z�±iejmo»na znale¹¢ prae po±wi�one tylko konkretnemu zjawisku o harakte-rze dyssypatywnym, typu przewodnitwa iepªa zy dyfuzji lub proesomzahodz¡ym w materiaªah o spey�znyh wªa±iwo±iah [118℄. Faktten spowodowany jest trudno±iami zarówno interpretayjnymi, jak i zy-sto formalnymi. Niemniej jednak istnieje pewna grupa pra po±wi�onaposzukiwaniu metodologii pozwalaj¡ej na aªo±iowy opis zjawisk zaho-dz¡yh w realnym ±wieie: zarówno tyh dyssypatywnyh, jak i bezdys-sypatywnyh, zyli na takim rozszerzeniu znanyh formalizmów dla pro-esów bezdyssypatywnyh, by obejmowaªy one swym zakresem równie»



10 Wst�pproesy dyssypatywne (Anthony i Knoppe [20℄, Grmela [58℄). Najwi�kszenadzieje na realizaj� tego zamierzenia budzi formalizmwariayjny. W tymkontek±ie nale»y wymieni¢ takih autorów jak K.-H. Anthony [16℄, [17℄,F. Bampi i A. Morro [23℄, D. Djuki i B. Vujanovi [42℄, [151℄, P. Glans-dorf i I. Prigogine [55℄, A.N. Kaufman [71℄, G. Lebon [88℄, P.M. Morse iH. Feshbah [98℄, R.M. Santilli [128℄, [129℄, S. Sieniutyz [135℄.Zarówno samej dyssypaji, jak i proesom dyssypatywnym, po±wi�onobardzo du»o pra i nie sposób tu wymieni¢ nawet tylko z�±i z nih.Tematye tej po±wi�ano równie» spejalne kursy mi�dzynarodowe, np.w CISM w Udine (porównaj CISM Courses and Letures No 262, 1980,np. prae Perzyny [116℄ i Wilma«skiego [154℄, zy te» CISM Courses andLetures No 336, 1993, np. praa Mushika [100℄) oraz konferenje (patrznp. Workshop Dissipation in Physial Systems { Unifying Approahes,Borków, 1995 [80℄).Na szzególn¡ uwag� zasªuguje grupa pra po±wi�onyh zagadnieniu od-wrotnemu, zyli okre±leniu warunków, jakie musz¡ by¢ speªnione, by mo»-na byªo skonstruowa¢ dla danego zbioru równa« funkjonaª, z któregodaªoby si� odtworzy¢ te równania z zasady wariayjnej. W pierwszej ko-lejno±i nale»y tu wymieni¢ fundamentalne prae R.M. Santilliego [125℄,[126℄, [127℄, [128℄, [129℄ oraz F. Bampiego i A. Morro [23℄. Inne oryginal-ne podej±ie zaproponowali m.in. M. Grmela [58℄ i A.N. Kaufman [71℄,wykorzystuj¡ uogólnione nawiasy Poissona do budowy dyssypatywnyhukªadów hamiltonowskih. W tym samym duhu, zyli w duhu poszuki-wania nowyh metod opisu zjawisk dyssypatywnyh, utrzymana jest ksi¡»-ka S. Sieniutyza [135℄, dotyz¡a zjawisk termo-hydromehaniki. Zasadywariayjne byªy konstruowane równie» dla iaª z wewn�trznymi stopniamiswobody, zyli dla iaª mikropolarnyh, takih np. jak iekªe krysztaªy wpraah Kotowskiego i Radzikowskiej [81℄, [82℄, [84℄.W±ród wielu formalizmów wariayjnyh jeden ma spejalne znazenie {jest to formalizm Lagrange'a. Podej±iu temu po±wi�one s¡ lizne pra-e Anthony'ego i jego uzniów, np. [15℄, [16℄, [20℄, [21℄, [131℄. Pierwsz¡z�±¢ formalizmu Lagrange'a stanowi zasada wariayjna Hamiltona, któ-ra pozwala otrzyma¢ równania Eulera-Lagrange'a (równania ruhu lubrównania pola) wraz z warunkami brzegowymi, zyli komplet równa« wsposób jednoznazny opisuj¡yh badany problem �zyzny. Druga z�±¢formalizmu Lagrange'a, dzi�ki zastosowaniu twierdzenia Noether, pozwa-



11la otrzyma¢ zwi¡zki konstytutywne i prawa zahowania. W formalizmieLagrange'a mo»na wyró»ni¢ i trzei¡ z�±¢, gdy wykorzystuj¡ dodatko-wy problem wariayjny (ale oparty na poprzednim sformuªowaniu) mo»nabada¢ warunki stabilno±i ukªadu.Tu przedstawiono wyniki poszukiwa« autora pozynaj¡ od podej±ia zy-sto fenomenologiznego dla ruhu dyslokaji w krysztale, poprzez metodystohastyzne i analogie z mehanik¡ kwantow¡ (metoda stohastyznegokwantowania) dla dyfuzji atomów w krysztaªah, formalizm kanoniznydla osylatora z tªumieniem, do metod wykorzystuj¡yh w ró»nyh po-dej±iah zasady wariayjne dla zjawisk termo-elektro-magnetyznyh wo±rodkah mikropolarnyh. Ta ostatnia grupa pra znajduje si� w nuriebadawzym zmierzaj¡ym do zamkni�ia w ramah jednego formalizmuwi�kszo±i (je±li nie wszystkih) zjawisk �zyznyh.Rozpozynamy od zjawiska dyssypaji w postai zmody�kowanego efektuShoha, zyli od nielustrzanego odbiia wi¡zki fali akustyznej padaj¡ejna grani� dwu o±rodków. Ma tu miejse oddziaªywanie z fal¡ powierzh-niow¡, polegaj¡e na przekazaniu energii od jednyh do innyh stopni swo-body rozpatrywanego ukªadu. Podobny harakter maj¡ wszystkie zjawiskadyssypatywne: nast�puje nieodwraalny transfer energii, przy zym musiby¢ speªnione prawo zahowania energii. W opisie teoretyznym uzyskujesi� to poprzez rozpatrywanie odpowiednio dobranego ukªadu �zyznego.W optye i akustye takie nielustrzane odbiie fali jest dobrze znane [34℄.Pojawia si� ono wtedy, kiedy to ogranizona wi¡zka falowa, padaj¡ podk¡tem �i zbli»onym do pewnego krytyznego k¡ta �, ulega ÿniespr�»yste-mu" odbiiu, zyli ulega przesuni�iu wzdªu» powierzhni i równoze±niejej ksztaªt, w porównaniu z ksztaªtem wi¡zki padaj¡ej, ulega znieksztaª-eniu. Fizyzn¡ przyzyn¡ owego efektu jest rezonansowe oddziaªywaniewi¡zki padaj¡ej z powierzhni¡ padania i wzbudzenie nowego niejedno-rodnego modu. Okazuje si�, »e dla k¡tów padania maªo ró»ni¡yh si� odk¡ta krytyznego �, faza wspóªzynnika odbiia � fal pªaskih tworz¡yhwi¡zk�, silnie zale»y od tego k¡ta, a wielko±¢ boznego przesuni�ia wi¡zkiodbitej jest proporjonalna do (��=��i)j�. Zjawisko Shoha mo»liwe wwielu ró»nyh sytuajah �zyznyh, np. na graniy pªyn { iaªo staªe, alerównie» na swobodnej graniy iaªa izotropowego z pró»ni¡. Fale odieka-j¡e na graniy pªyn { iaªo staªe s¡ kombinaj¡ wªasnyh modów z obuo±rodków. Z drugiej strony, na swobodnej graniy anizotropowego iaªa



12 Wst�pstaªego z pró»ni¡, istniej¡ tak»e fale wªasne typu odiekaj¡ego, odpro-wadzaj¡e energi� od powierzhni [67℄, [150℄. Omówiono dwa przykªadyzjawiska analogiznego do efektu Shoha. W odró»nieniu od klasyzne-go efektu Shoha w iezy, gdy skªadowe powierzhniowe towarzysz¡eodbiiu i powoduj¡e jego niesymetri� powstaj¡ w twardym podªo»u inie niszz¡ obrazu falowego w iezy, w rozpatrywanym tu przypadkupowierzhniowe mody falowe doprowadzaj¡ do istotnego przeorientowaniapola falowego w pobli»u powierzhni w porównaniu z ksztaªtem wi¡zkipadaj¡ej i z ksztaªtem wi¡zki odbitej w obj�to±i krysztaªu. Przeanali-zowano problem dla dowolnej anizotropii, a tak»e na przykªadzie symetriiheksagonalnej. Rozdziaª ten zostaª opraowany na podstawie pra [5℄ i [7℄.Kolejne dwa rozdziaªy dotyz¡ kolejnyh zjawisk dyssypatywnyh: hamo-wania ruhu dyslokaji w krysztaªah i dyfuzji atomów w iaªah staªyh.Dalsze rozdziaªy po±wi�one s¡ praom zmierzaj¡ym do uni�kaji opisuzjawisk dyssypatywnyh: kryterium ewoluji, zasadom wariayjnym i wko«u formalizmowi Lagrange'a.Rozdziaª drugi po±wi�ony jest dynamie dyslokaji. Wg powszehnej opi-nii, to wªa±nie dyslokaje s¡ odpowiedzialne za plastyzno±¢ materiaªów.Podzas plastyznej deformaji materiaªu dyslokaje przemieszzaj¡ si� inast�puje dyssypaja energii wywoªana ih oddziaªywaniem z drganiamisiei krystaliznej, zyli z gazem fononowym. Omówiono sposób oenianiazmian wielko±i tej dyssypaji w zale»no±i od temperatury, demonstruj¡ró»ne mehanizmy hamowania ruhu dyslokaji na podstawie pra [11℄ i[14℄.W eksperymentah mierzony jest tzw. wspóªzynnik dynamiznego hamo-wania ruhu dyslokaji B, de�niowany jako wspóªzynnik proporjonalno-±i pomi�dzy siª¡ lepkiego hamowania dyslokaji F a pr�dko±i¡ ruhudyslokaji v na jednostk� dªugo±i linii dyslokaji. Pokazano, »e w niskihtemperaturah, znaznie ni»szyh od temperatury Debye'a, wiatr fonono-wy jest szybko ÿwymra»any": B � T 5 . Wraz ze wzrostem temperaturyfunkja ta staje si� liniowa, a wi� jej zahowanie zmienia si� w sposóbistotny. Efekt ten zahodzi ju» dla temperatur znaznie ni»szyh od tem-peratury Debye'a. Otrzymane wyniki mog¡ by¢ zastosowane równie» dodyslokaji krzywoliniowyh, na przykªad do p�tli dyslokaji, ale tylko wtyh przypadkah, kiedy ±rednia dªugo±¢ fali fononów jest maªa w porów-naniu z promieniem krzywizny linii dyslokaji R, zyli dla niezbyt niskih



13temperatur. Przeprowadzone rozwa»ania pozwalaj¡ oeni¢, jak wraz zewzrostem temperatury i odpowiadaj¡¡ mu rosn¡¡ dªugo±i¡ fali fononów�ph, zmienia si� harakter wspóªzynnika hamowania ruhu dyslokaji odzale»no±i danej wzorem (2.46) i prawdziwej dla �ph � R, a» do bardziejostrej zale»no±i od temperatury dla �ph � R, kiedy to fonony reaguj¡ nap�tl� dyslokaji jak na defekt punktowy. Z drugiej strony, w graniznymprzypadku, kiedy promie« R p�tli jest rz�du wielko±i staªej siei krysta-liznej, to wyra»enie na B stosuje si� równie» do oeny wpªywu fononówna hamowanie ruhu skupisk defektów punktowyh (rowdionów).W wysokih temperaturah, wzory (2.45) i (2.46) przeszaowuj¡ efekt,poniewa» przy ih wyprowadzaniu nie uwzgl�dniono wpªywu j¡dra dys-lokaji. W podrozdziale 2.6 pokazano, »e w temperaturah, którym od-powiada dªugo±¢ fali fononów porównywalna ze ±redni¡ j¡dra dyslokaji,uwzgl�dnienie istnienia j¡dra dyslokaji, nawet w prostym modelu, prowa-dzi do pewnej renormalizaji wyra»enia podaªkowego we wzorze (2.46).W teorii kontynualnej dyslokaja jest traktowana jako liniowa osobliwo±¢rz�du 1=r, a wi� w tym przybli»eniu pole spr�»yste w j¡drze dyslokajijest nieokre±lone. Jest ozywiste, »e podej±ie kontynualne nie mo»e by¢bezpo±rednio stosowane do opisu dyskretnej struktury krysztaªów rzezy-wistyh, w ka»dym razie na pewno nie w pobli»u j¡dra dyslokaji, gdziema miejse relaksaja pola spr�»ystego. Mo»na natomiast uwzgl�dni¢ ist-nienie j¡dra dyslokaji modeluj¡ je poprzez obi�ie w gªadki sposób polaspr�»ystego przy zbli»aniu si� do linii dyslokaji [91℄.W rozdziale trzeim do opisu dyfuzji w iele staªym, zjawiska bez w¡tpie-nia maj¡ego harakter nieodwraalny, zastosowano metod� stohastyz-nego kwantowania [53℄, [106℄, [107℄. W ytowanyh praah podj�to prób�uzasadnienia mehaniki kwantowej w ramah mehaniki statystyznej, a wszzególno±i zaproponowano interpretaj� równania Shr�odingera poprzezproesy dyfuzyjne. Tu jednak pozostano w obr�bie mehaniki klasyznej,a próba interpretaji w ramah rozwa»anego modelu staªej ~ jako staªejPlanka prowadzi do wniosku, »e temperatura, w jakiej zahodzi dyfu-zja, jest du»o wy»sza od temperatury topnienia, wi� taka interpretajanie da si� uzasadni¢ �zyznie. Jako model losowego ruhu dyfunduj¡yhatomów wybrano proes Markova zde�niowany przez równanie Ito. G�-sto±¢ prawdopodobie«stwa istnienia trajektorii (rozwi¡zania) równania Itoprzeinaj¡ej zbiór P � R3 w hwili t i w punkie x speªnia równanie



14 Wst�pFokkera-Planka. W klasyznym sformuªowaniu teorii dyfuzji zakªada si�,»e zgodnie z relaj¡ Stokesa, siªa F(x; t) dziaªaj¡a na dyfunduj¡y atomjest proporjonalna do ±redniej pr�dko±i b(x; t), z jak¡ atom opuszzapunkt x. Uogólnienie relaji Stokesa pozwala na opis dyfuzji jako proe-su Nelsona-Browna. Je±li dokona si� zaªo»enia o potenjalnym harakte-rze pól pr�dko±i spejalnej (peuliar veloity) v(x; t) i siªy zewn�trznejF(x; t), to relaja Nelsona-Browna da si� zapisa¢ w postai analogiznejdo równania Shr�odingera, ale z nieliniowym potenjaªem. Pokazano, »eprawdopodobie«stwo przej±ia z jednego poªo»enia mi�dzyw�zªowego donast�pnego zale»y od masy dyfunduj¡ego atomu. Jest to mo»liwe jakowynik pewnyh efektów kwantowyh i mo»e by¢ uwzgl�dnione w oblize-niah wspóªzynnika dyfuzji D [52℄. Efekty kwantowe s¡ szzególnie wa»-ne w niskih temperaturah, gdzie ju» nie stosuje si� wzoru Arrheniusai gdzie zagadnienie parametru ~ pojawia si� ponownie. Przeprowadzonoszzegóªow¡ dyskusj� przypadku stajonarnego rozkªadu materii, któregowªa±iwo±i wynikaj¡ tylko z relaji Nelsona (3.38). Wskazano na mo»li-wo±¢ pojawienia si� struktur dyssypatywnyh Turinga, zyli na istnieniestanów stajonarnyh dyfunduj¡ej materii w stanah dalekih od stanówrównowagi termodynamiznej. Przedyskutowano równie» wpªyw zasu re-laksaji na proes dyfuzji. Rozdziaª ten podsumowuje prae [144℄, [145℄ i[85℄.Rozdziaª zwarty po±wi�ony jest zaproponowanemu przez Glansdor�a iPrigogine'a [55℄ kryterium ewoluji, zyli warunkowi, jaki musi by¢ speª-niony, by ukªad zmierzaª w kierunku równowagi termodynamiznej. Kry-terium to ma ró»n¡ posta¢ w zale»no±i od rodzaju i lizby pól uwzgl�d-nianyh w opisie sytuaji �zyznej.Przedstawione wyniki rozwa»a« s¡ istotnym uogólnieniem pra Mushi-ka i Papenfuss [101℄ i [115℄ dotyz¡yh kryterium ewoluji dla iekªyhkrysztaªów. Uogólnienie polega na uwzgl�dnieniu oddziaªywania o±rodkamikropolarnego z zewn�trznym polem elektromagnetyznym. Rezultatytyh bada« zostaªy opublikowane w praah [83℄ i [121℄.Rozpatrzono dwie sytuaje, z dwoma rodzajami warunków brzegowyh:1. iaªo zanurzone w pró»ni i oddziaªuj¡e z zewn�trznym polem elektro-magnetyznym emitowanym przez iaªo doskonale zarne;2. iaªo zanurzone w iezy dielektryznej i wra»liwe na dziaªanie ze-wn�trznego pola elektromagnetyznego.



15Punktem startowym byªy dwa prawa termodynamiki: prawo zahowaniaenergii i drugie prawo termodynamiki w sformuªowaniu Eringena [44℄.Przyj�to, »e siªy masowe ~f s¡ potenjalne i niezale»ne od zasu. W przy-padku 1. pokazano, »e kryterium ewoluji mo»na otrzyma¢ równie» poosªabieniu zaªo»enia Mushika i Papenfuss, którzy zaªo»yli, »e proes jestbez¹ródªowy, zyli »e ~h = 0, a równie» i ~b = 0. W naszym podej±iuzaªo»ono, »e zahodzi nierówno±¢ZG(t) � (T �~b� ~h) dV + I�G(t) n � (T � s� q) dA  0 ; (5)gdzie ~h { wydajno±¢ ¹ródªa energii, ~b { wydajno±¢ ¹ródªa entropii, � {g�sto±¢ masy, G(t) { ontinuum mikropolarne, T � { temperatura otoze-nia, s { wpªyw entropii poprzez powierzhni� iaªa, q { wektor iepªa(skierowany przeiwnie do wektora strumienia iepªa).Otrzymane kryterium ewoluji ma posta¢ddt L(x; t)  0 ; (6)z potenjaªem kinetyznymL(x; t) := ZG0 [� (T � � � �� ~g � ~�)� (M�� M��)℄ dV 0 ; (7)Dla iaªa zanurzonego w iezy dielektryznej zrobiono nast�puj¡e zaªo-»enia:1. otozenie o±rodka mikropolarnego ma staª¡ temperatur� T �;2. g�sto±¢ strumienia entropii otozenia o±rodka mikropolarnego jest pro-porjonalna do g�sto±i wektora iepªa s� = q�=T �;3. g�sto±¢ dziaªaj¡yh siª mehaniznyh jest konserwatywna, a momen-ty siª maj¡ posta¢ dan¡ przez wyra»enie~f = �r~g ; ~g = ~g(x) ; �~g�t = 0 ;~l = d~�d� � � ; ~� = ~�(�) ; (8)gdzie � jest polem direktorów [45℄;



16 Wst�p4. nie ma ¹ródeª energii i entropii;5. otozenie o±rodka mikropolarnego stanowi jednorodna iez dielek-tryzna.Je»eli speªnione s¡ powy»sze zaªo»enia, to kryterium ewoluji jest sªusznenawet dla proesów przebiegaj¡yh daleko od stanu równowagi, a poten-jaª kinetyzny L(x; t) ma posta¢L(x; t) := ZG(t) [�(T �� � �� K�� ~g � ~�)� M�+ ME� � ��0℄ dV ; (9)gdzie � { g�sto±¢ entropii, � { g�sto±¢ energii wewn�trznej, Ke { g�sto±¢energii kinetyznej o±rodka mikropolarnego, M� { g�sto±¢ energii ÿswobod-nego" pola elektromagnetyznego, M�� { g�sto±¢ energii pola elektroma-gnetyznego otozenia, ~g { potenjaª siªy masowej ~f , ~� { funkja reprezen-tuj¡a momenty siª masowyh ~l poprzez równanie (8), ��0 { staªe i±nieniejednorodnej iezy dielektryznej w nieobeno±i pól elektromagnetyz-nyh,Rozdziaª pi¡ty po±wi�ony jest zasadzie wariayjnej dla iaª mikropolar-nyh na przykªadzie iekªyh krysztaªów poddanyh dziaªaniu pól meha-niznyh, termiznyh i elektromagnetyznyh. Przedstawiona tu teoria napodstawie pra [81℄, [82℄, 'domyka' podej±ie Eringena [44℄, który opisywaªiekªe krysztaªy wyhodz¡ z tzw. pierwszyh zasad.Zaproponowana zasada wariayjna (5.1), (5.2) jest uogólnieniem zasadywariayjnej Grota [60℄. Uogólnienie polega na uwzgl�dnieniu mikrostruk-tury o±rodka i oddziaªywa« termodynamiznyh.Wariaja jest bardzo u»yteznym matematyznym poj�iem, pozwalaj¡-ym na zbadanie in�nitezymalnego s¡siedztwa dowolnej wielko±i. W prze-iwie«stwie do proesu ró»nizkowania w zwykªym rahunku ró»nizko-wym, in�nitezymalne ró»nie nie s¡ wywoªane przez zahodz¡¡ zmian�zmiennyh niezale»nyh, lez s¡ nakªadane przez nas na zbiór zmiennyhjako rodzaj matematyznego do±wiadzenia [87℄, podzas którego rozpa-truje si� zmiany wirtualne. Lagrange wprowadziª spejalny symbol Æ, abyodró»ni¢ wariaj� od ró»nizkowania d. Tu zastosowano ztery de�nijewariaji: wariaj� aªkowit¡ Æ, wariaj� z¡stkow¡ �, wariaj� typu WeissaÆ̂ i wariaj� lokaln¡ �Æ. Wzory wa»ne dla tego rozdziaªu i dla prezentowanejteorii zgromadzono w Dodatku na stronie 199.



17Pokazano, »e podstawowe prawa równowagi otrzymane z postulowanej za-sady wariayjnej (5.82), wraz z tymi przez nas zaªo»onymi (5.3), (5.4),(4.66) i (5.14), i uzupeªnione przez równania konstytutywne, tworz¡ kom-pletny ukªad równa« opisuj¡yh iekªe krysztaªy oddziaªywuj¡e z po-lem elektromagnetyznym, mehaniznym i temperatury. Zaproponowanyformalizm pozwala na opis zarówno stanów równowagowyh jak i nierów-nowagowyh iekªyh krysztaªów, a wi� równie» i proesów dyssypatyw-nyh.Zasada wariayjna (5.82) dla prostego o±rodka mikropolarnego ma posta¢uniwersaln¡ i mo»e by¢ stosowana do opisu innyh typów o±rodków i¡-gªyh oddziaªywuj¡yh z polami zewn�trznymi. Ciekªe krysztaªy zostaªywybrane ze wzgl�du na ih du»e znazenie praktyzne.W±ród wielu sformuªowanyh dotyhzas zasad wariayjnyh najwi�ej in-formaji niesie zasada wariayjna Hamiltona. Stanowi ona pierwsz¡ z�±¢formalizmu Lagrange'a. Jak poka»emy poni»ej, podejmowane próby wª¡-zenia formalizmu Lagrange'a do opisu proesów dyssypatywnyh nie s¡jednak w peªni zadowalaj¡e i wymagaj¡ dalszyh bada«. Podej±iu temupo±wi�one s¡ lizne prae Anthony'ego, np. [15℄, [16℄, [20℄. Prae te byªyinspiraj¡ do naszyh poszukiwa«, przedstawionyh tu w rozdziaªah do-tyz¡yh dyfuzji, kryterium ewoluji i zasady wariayjnej dla o±rodkówmikropolarnyh.W rozdziale szóstym przytozono kilka przykªadów lagrangianów opisuj¡-yh zjawiska dyssypatywne. Pierwszy zazerpni�to z monogra�i Morse'ai Feshbaha [98℄. Zaproponowali oni sposób otrzymywania równa« opi-suj¡yh ukªady dyssypatywne z zasady Hamiltona poprzez zastosowaniezanurzenia Batemana. Ih metoda, pozwalaj¡a na jednakowe traktowanieukªadów konserwatywnyh i dyssypatywnyh, polega na równozesnymrozwa»aniu wraz z wªa±iwym równaniem jego zwieriadlanego obrazu. Welu przedstawienia tej metody przedyskutowano jednowymiarowy osy-lator z tªumieniem m �x+R _x +K x = 0 : (10)Inn¡ metod� prowadz¡¡ do otrzymania równa« termodynamiki proe-sów nieodwraalnyh za po±rednitwem zasady Hamiltona zaproponowaliDjuki i Vujanovi [42℄, [151℄. Zaªo»yli oni, »e lagrangian zale»y nie tylkood zmiennyh pola (np. od temperatury bezwzgl�dnej T = T (t; x)) i ihpierwszyh pohodnyh, ale równie» od pewnego zbioru dowolnyh funk-



18 Wst�pji 	k(t; x; �), k = 1; 2; : : : ; N o okre±lonyh wªa±iwo±iah. Dziaªanietej metody pokazano na przykªadzie równania przewodnitwa iepªa, dlaktórego Djuki i Vujanovi [42℄ zaproponowali nast�puj¡y lagrangianL = k2(T )2 (�xT )2 � 	(t; �)2 �(T ) (T ) k(T ) (�tT )2 : (11)Jak ju» wspomniano, najbardziej kompleksowe podej±ie do lagrangeow-skiego formalizmu opisu zjawisk dyssypatywnyh zaproponowaª Antho-ny [15℄. Nowym pomysªem wprowadzonym przez Anthony'ego do opisuzjawiska przewodnitwa iepªa jest pole wzbudze« termiznyh  (t; x) owarto±iah zespolonyh i takim, »e (t; x) (t; x)� = T (t; x)  0 : (12)Zwró¢my uwag�, »e temperatura bezwzgl�dna T (t; x) jest od samego po-z¡tku dodatnio okre±lona, o wale nie wynika z klasyznego równaniaprzewodnitwa iepªa i nie musi tu by¢ dodatkowo zakªadana. Taka re-prezentaja wielko±i dodatnio okre±lonej jest znana w �zye i nosi nazw�reprezentaji Borna.Funkja  (t; x) mo»e by¢ przedstawione w postai (t; x) = qT (t; x) ei '(t;x) ; (13)gdzie faza �(t; x) jest pewn¡ nieznan¡ funkj¡. W zwi¡zku z tym, równie»wszystkie inne wielko±i mo»na teraz przedstawia¢ albo w reprezentaji( ;  �) albo w reprezentaji (T; '). Dotyzy to ozywi±ie i lagrangianu.Metod� Anthony'ego zaprezentowano na przykªadzie zjawiska przewod-nitwa iepªa i zjawiska dyfuzji.Kolejny podrozdziaª po±wi�ony jest próbie opisu zjawisk dyssypatywnyhw ramah formalizmu kanoniznego [79℄, [78℄ dla mehaniki punktu mate-rialnego na przykªadzie osylatora z tariem i dla teorii pola na przykªadzierównania przewodnitwa iepªa typu Cattaneo. Otrzymane wyniki ukazuj¡trudno±i pojawiaj¡e si� w tego typu podej±iu.Rozdziaª zamyka próba konstrukji lagrangianu dla zjawiska termoelek-tryzno±i [77℄. Zaproponowano trzy warianty lagrangianów opisuj¡yhto zjawisko, ale tylko jeden z nih, ze wzgl�du na równanie (6.160), opisujeozekiwany efekt, a mianowiie zjawisko Joule'a-Thomsona. Przypomnij-my, »e pr¡d elektryzny je = �̂ �E przepªywaj¡ przez przewodnik w któ-rym istnieje gradient temperatury, opróz iepªa Joule'a QJ = �̂::(E
E)



19powoduje emisj� lub absorbj� iepªa Thomsona QTh = �je � rT , gdzie �{ wspóªzynnik Thomsona.Je±li podejmuje si� prób� opisu zjawisk sprz�»onyh, to lagrangian po-winien skªada¢ si� z z�±i opisuj¡yh ka»de z tyh zjawisk osobno (bynie znikaª w sytuaji nie wyst�powania którego± z rozwa»anyh zjawisk)i z z�±i sprz�gaj¡ej poszzególne zjawiska. W omawianym tu zjawiskutermoelektryznym skªada si� on z trzeh z�±iL( ; � ;A; �A) = Lth( ; � ) + Lem(A; �A) + Lint( ; �A) ; (14)gdzie A { potenjaª pola elektromagnetyznego, Lth( ; � ) { lagrangianzjawiska przewodnitwa temperatury, Lem(A; �A) - lagrangian pola elek-tromagnetyznego, Lint( ; �A) { lagrangian oddziaªywania. Wªa±nie tak¡struktur� ma zaproponowany lagrangian w wersji III. W rozdziale tymwykorzystano prae [75℄, [76℄, [77℄, [78℄, [79℄, [85℄.W u»ywanyh w pray oznazeniah, indeksy grekie przyjmuj¡ warto±i1; 2; 3; 4, a indeksy oznazane maªymi i du»ymi literami alfabetu ªai«skie-go warto±i 1; 2; 3. Stosowana jest konwenja sumayjna Einsteina.





Rozdziaª 1Akustyzne fale powierzhniowe ianalog efektu ShohaZjawiska dynamizne wyst�puj¡e w przyrodzie maj¡ przewa»nie natur�falow¡. Piszemy przewa»nie, gdy» pami�tamy o sªynnym sporze Huygensaz Newtonem o naturze ±wiatªa i o dualizmie korpuskularno-falowym wmehanie kwantowej, gdzie do opisu z¡stek u»ywa si� funkji falowej,a w zjawisku foto-elektryznym fale zahowuj¡ si� tak, jakby byªy z¡st-kami. Fale byªy przedmiotem rozwa»a« naukowyh ju» od bardzo dawna.Charakterystyzny jest tu opis pohodz¡y z VI wieku1:Teraz powinni±my zastanowi¢ si�, w jaki sposób sªyszymy. Z d¹wi�kiem za-hodzi to samo zjawisko, o z kamieniem zrzuonym z wysoka do wzburzo-nej albo do spokojnej wody. Najpierw powstaje fala kolista o bardzo maªympromieniu, a nast�pnie pojawiaj¡ si� oraz wi�ksze koªa, a» do momen-tu, gdy ruh zm�zony roprowadzaniem fal, zamiera. Kolejna, szersza falajest zawsze pokryta drobniejszymi wzbudzeniami. Teraz, je±li okolwiek za-trzyma rozprzestrzeniaj¡e si� fale, to natyhmiast pojawia si� identyznyruh, pojawiaj¡ si� nowe koªa zafalowa«, tak jak w ±rodku sk¡d rozpoz�ªosi� to wszystko.W ten sam sposób, gdy powietrze jest uderzone, tworzy si� d¹wi�k, wpªy-waj¡ na inne powietrze w s¡siedztwie i w ten sposób wprawiona zostajew ruh kolista fala powietrza; i tak si� ona rozprzestrzenia doieraj¡ dosªuhazy stoj¡yh wokóª w tym samym zasie. D¹wi�k jest bardziej deli-katny, gdy osoby znajduj¡ si� w pewnym oddaleniu, gdy» fala jaka do nihdoiera jest sªabsza. Aniius Manlius Severinus BoethiusDe institutione musia, 500 A.D.Olbrzymia rozmaito±¢ zjawisk falowyh wzbudzaªa i wzbudza w dalszym1 Za: I. Maleki,Teoria fal i ukªadów akustyznyh [94℄.



22 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...i¡gu du»e zainteresowanie badazy, o zaowoowaªo ogromn¡ lizb¡ pu-blikaji. Wymie«my tu tylko jako przykªad niektóre podr�zniki i se-rie wydawnize: F.I. Fedorov, Theory of elasti waves in rystals [50℄;M.J.P. Musgrave, Crystal aoustis, 1970 [103℄; Drgania i fale pod red.S. Kaliskigo, Komitet Mehaniki PAN, Mehanika Tehnizna III (1986)[70℄; I.A. Vitorov, Poverhnostnye zvukovye volny v tviordih telah [150℄;Z. Wesoªowski, Akustyka iaªa spr�»ystego, 1989 [153℄.Jak wida¢ z zamieszzonego powy»ej ytatu, najªatwiejsze do obserwajibyªy fale powierzhniowe i znane s¡ zapewne najdªu»ej.Fale powierzhniowe, zgodnie ze sw¡ nazw¡, powstaj¡ zawsze na graniydwu o±rodków, np. na graniy iezy i gazu, ale równie» na graniy iaªaz pró»ni¡ (poni»ej damy ih opis bardziej szzegóªowo). Z fal powierzh-niowyh najbardziej znane s¡ fale na powierzhni wód (fale morskie, falena jeziorze) wywoªane dziaªaniem wiatru i siªy grawitaji2.Bardziej dogª�bnej matematyznej analizy fale powierzhniowe dozekaªysi� dopiero w ostatnim stuleiu, kiedy to zidenty�kowano ró»ne ih rodzaje.2 Stwierdzono, »e nawet w przypadku bardzo du»yh fal o wysoko±i powy»ej 30m, gª�bokie wody zahowuj¡ si� spokojnie. Na powierzhni faluj¡ej krople iezy po-ruszaj¡ si� po torah eliptyznyh, wi� fale powierzhniowe posiadaj¡ zarówno modypodªu»ne jak i poprzezne. Pr�dko±¢ fazowa fal v na wodah gª�bokih dana jest wzoremv =s2�T� % + � g2� ;gdzie T { napi�ie powierzhniowe, % { g�sto±¢ iezy, � { dªugo±¢ fali, g { przyspiesze-nie ziemskie. Pr�dko±¢ v osi¡ga warto±¢ minimaln¡, gdy wpªyw grawitaji równowa»ywpªyw napi�ia powierzhniowego, zyli gdy dªugo±¢ fali dana jest wzorem� = 2�s Tg % ;o w przypadku wody daje � � 1; 7 m. Wszystkie pozostaªe fale, zarówno dªu»sze jak ikrótsze, s¡ szybsze. Dla fal w pªytkiej wodzie nale»y uwzgl�dni¢ dodatkowo tarie wodyo dno, bo wtedy fala w kierunku malej¡ej gª�boko±i porusza si� z mniejsz¡ pr�dko±i¡,o powoduje jej spi�trzenie przy brzegu. Fale, w któryh na wielko±¢ pr�dko±i wpªywaw przewa»aj¡ym stopniu napi�ie powierzhniowe, nazywamy falami kapilarnymi, afale, gdzie wi�ksz¡ rol� odgrywa siªa grawitaji, nazywamy falami grawitayjnymi. In-nym bardzo iekawym, ale i gro¹nym typem fal s¡ fale geo�zyzne, powstaj¡e wskutekruhów tektoniznyh skorupy ziemskiej (np. fale typu tsunami).



23Nale»y tu wymieni¢ powierzhniowe fale Lamba, Gulyaewa, Stonely'a ,Rayleigha, Love'a [27℄, [149℄.Mimo tylu lat bada«, fale powierzhniowe równie» dzi± s¡ przedmiotemdu»ego zainteresowania badazy teoretyków i praktyków, ze wzgl�du naprzeogromne bogatwo swyh form, a z�sto i na aªkiem nietrywialnezahowanie, wª¡zaj¡ w to osobliwo±i parametrów falowyh i wzajemnezwi¡zki rezonansowe fal parjalnyh. Na przykªad, w rozpatrywanym po-ni»ej ukªadzie warstwa na podªo»u, w zale»no±i od dªugo±i fali i stosun-ku staªyh materiaªowyh, mo»liwe jest równozesne i niemal niezale»neistnienie fal Rayleigha, Lamba, Stonely'a i Love'a, a równie» fal odie-kaj¡yh, które ze swej strony generuj¡ spey�zne odbiia rezonansowe[8℄.W optye i akustye dobrze znane jest zjawisko tzw. nielustrzanego odbi-ia [34℄, kiedy to ogranizona wi¡zka falowa, padaj¡ pod k¡tem �i, zbli-»onym do pewnego krytyznego k¡ta �, ulega ÿniespr�»ystemu" odbiiu,zyli ulega przesuni�iu wzdªu» powierzhni i równoze±nie jej ksztaªt, wporównaniu z ksztaªtem wi¡zki padaj¡ej, ulega znieksztaªeniu. Fizyzn¡przyzyn¡ owego efektu jest rezonansowe oddziaªywanie wi¡zki padaj¡ejz powierzhni¡ padania i wzbudzenie nowego niejednorodnego modu. Oka-zuje si�, »e dla k¡tów padania maªo ró»ni¡yh si� od k¡ta krytyznego�, faza wspóªzynnika odbiia � fal pªaskih tworz¡yh wi¡zk� silniezale»y od tego k¡ta, a wielko±¢ boznego przesuni�ia wi¡zki odbitej jestproporjonalna do (��=��i)j�.W roku 1950 A. Shoh [130℄ jako pierwszy zaobserwowaª takie nielustrza-ne odbiie wi¡zki fali akustyznej padaj¡ej z iezy na grani� z iaªemstaªym i towarzysz¡e mu wzbudzenie fali odiekaj¡ej ze strumieniemenergii skierowanym w gª¡b iezy. Od tego zasu nazwa tego efektu zwi¡-zana jest z jego nazwiskiem. Dalsza, bardziej szzegóªowa analiza zjawiskaShoha zostaªa podj�ta m.in. w praah Bertoniego i Tamira [30℄ orazPotta i Harrisa [117℄. Inne warianty odbiia akustyznyh wi¡zek w iezyna twardym podªo»u byªy rozpatrywane na przykªad w praah [105℄,[108℄, [109℄ i [110℄. Analogizne zjawisko wyst�puje równie» w przypadkufal elektromagnetyznyh [68℄, [69℄ i w o±rodkah wra»liwyh elektroma-gnetyznie, np. w piezoelektrykah. Na przykªad Bahturin w pray [22℄przeanalizowaª zjawisko przeksztaªania si� obj�to±iowej fali akustyznejw fal� Gulyaewa-Blusteina w ukªadzie dwu piezoelektryków oddzielonyh



24 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...szzelin¡. Bahturin przeanalizowaª równie» prawo zahowania energii wzwi¡zku z pojawieniem si� fali odiekaj¡ej i zmian¡ ksztaªtu fali odbitej.Wraz z rozwojem nowyh tehnologii, oraz szersze zastosowania znajduj¡powierzhniowe fale akustyzne w elektronie i w defektoskopii, a w szze-gólno±i równie» zjawisko Shoha [2℄. Prae eksperymentalne prowadzonebyªy równie» w IPPT PAN przez A. Brokowskiego [36℄.Zjawisko Shoha mo»liwe jest nie tylko w iezy. Na przykªad, w praay[86℄ pokazano, »e przemieszzenie wi¡zki odbitej pojawia si� równie» przyodbiiu na swobodnej graniy iaªa izotropowego z pró»ni¡ dla takih k¡-tów padania, którym odpowiada wzbudzenie wªasnyh niejednorodnyhfal powierzhniowyh (w iaªah izotropowyh fale typu odiekaj¡ego nieistniej¡). Jednak»e w tym przypadku przemieszzenie jest rz�du dªugo±ifali �, a wi� zdeydowanie mniejsze od przemieszzenia Shoha, którezazwyzaj jest rz�du poªowy szeroko±i wi¡zki w� �.Fale odiekaj¡e na graniy iez { iaªo staªe s¡ kombinaj¡ wªasnyh mo-dów z obu o±rodków. Z drugiej strony, na swobodnej graniy anizotropo-wego iaªa staªego z pró»ni¡, istniej¡ tak»e fale wªasne typu odiekaj¡ego,odprowadzaj¡e energi� od powierzhni [67℄, [150℄. Poni»ej przytozymydwa przykªady zjawiska analogiznego do efektu Shoha. Efekt pojawiasi� w iele staªym przy zbli»aniu si� k¡ta odbiia wi¡zki do kierunku propa-gaji energii we wªasnym modzie odiekaj¡ym. W odró»nieniu od klasyz-nego efektu Shoha w iezy, gdy skªadowe powierzhniowe towarzysz¡eodbiiu i powoduj¡e jego niesymetri� powstaj¡ w twardym podªo»u inie niszz¡ obrazu falowego w iezy, w rozpatrywanym przypadku po-wierzhniowe mody falowe doprowadzaj¡ do istotnego przeorientowaniapola falowego w pobli»u powierzhni w porównaniu z ksztaªtem wi¡zkipadaj¡ej i z ksztaªtem wi¡zki odbitej w obj�to±i krysztaªu. Przeanali-zujemy problem dla dowolnej anizotropii, a tak»e na przykªadzie symetriiheksagonalnej.W roku 1962 A.N. Stroh [139℄ pokazaª, wykorzystuj¡ formalizm wpro-wadzony przez Guerneya [61℄, »e w krysztaªah fale powierzhniowe mog¡propagowa¢ si� we wszystkih kierunkah. W kolejnyh latah teoria falpowierzhniowyh zostaªa rozwini�ta bardziej szzegóªowo, ze spejalnymuwzgl�dnieniem fal w anizotropowyh o±rodkah póªniesko«zonyh (np.[26℄, [67℄, [92℄, [95℄). Na szzególne podkre±lenie zasªuguje fakt, »e dowie-dziono istnienia i jednoznazno±i rozwi¡za« dla fal powierzhniowyh i



1.1. Formalizm Stroha 25ustalono warunki, dla któryh te twierdzenia zahodz¡. Naruszenie tyhwarunków ma miejse tylko dla ±i±le okre±lonyh kierunków propagaji.Istniej¡ dokªadne proedury uzyskiwania warto±i parametrów propagajifal powierzhniowyh dla dowolnyh kierunków, s¡ one na ogóª jednakbardzo skomplikowane. W praktye, do oblize« wykorzystuje si� tehnikinumeryzne lub przeprowadza si� rahunki dla krysztaªów o okre±lonejsymetrii (porównaj [12℄).1.1. Formalizm StrohaW dalszyh rozwa»aniah b�dziemy intensywnie stosowali formalizm Stro-ha, zwany tak w literaturze dzi�ki jego pray [139℄ z roku 1962. Stroh ogra-nizyª si� do stajonarnyh zagadnie« dwuwymiarowyh (niezale»nyh odx3), ale ten fakt nie ograniza ogólno±i pomysªu. Formalizm Guerneya -Stroha znajduje wiele interesuj¡yh zastosowa«, na przykªad Ting w swejksi¡»e [142℄ zastosowaª go do statyznyh zagadnie« teorii spr�»ysto±i.Równanie ruhu w anizotropowej teorii spr�»ysto±i w przypadku brakusiª obj�to±iowyh ma posta¢��ij�xj = � �2ui�t2 ; (1.1)gdzie � { g�sto±¢ masy, ui { pole przemieszze«, �ij { pole napr�»e«. Je±lizaªo»ymy, »e ¹ródªo napr�»e« porusza si� z pr�dko±i¡ v w kierunku x1, toui = ui(x1 � vt; x2) ; �ij = �ij(x1 � vt; x2) : (1.2)W materiaªah spr�»ystyh napr�»enia s¡ zwi¡zane z odksztaªeniami po-przez równanie konstytutywne (prawo Hooka)�ij = ijkl �uk�xl ; (1.3)gdzie ijkl { tensor moduªów spr�»ysto±i, posiadaj¡y znane symetrieijkl = jikl = ijlk = klij: (1.4)Podstawiaj¡ (1.3) do równania (1.1) otrzymujemyijkl �2uk�xj�xl = � �2ui�t2 : (1.5)



26 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...Zaªó»my teraz nast�puj¡¡ spejaln¡ posta¢ zwi¡zku (1.2)ui = Ai f(x1 + p x2 � v t) : (1.6)Pojawia si� tu nowa staªa, amplituda Ai, któr¡ wyznazamy z warunkuotrzymanego po wstawieniu równania (1.6) do (1.5)(i1k1 � � v2 Æik + p i1k2 + p i2k1 + p2 i2k2)Ak = 0 : (1.7)Ten ukªad równa« mo»e generowa¢ niezerowe warto±i Ai je±li wyznaz-nik maierzy wspóªzynników jest równy zeru. Warunek ten prowadzi dorównania szóstego rz�du ze wzgl�du na pjji1k1 � � v2 Æik + p i1k2 + p i2k1 + p2 i2k2jj = 0 : (1.8)Bardzo istotny jest tu sposób numeraji pierwiastków tego równania. Strohproponuje, by zastosowa¢ numeraj� p�, gdzie � = �1;�2;�3, przy zymw sytuaji gdy pierwiastki s¡ zespolone, to p� i p�� s¡ wzajemnie sprz�-»one3, a dodatnie warto±i indeksu � odpowiadaj¡ warto±iom wªasnym zz�±i¡ urojon¡ wi�ksz¡ od zera.Równania (1.1) i (1.2) daj¡ si� zapisa¢ w postai��x1 (�i1 + � _ui v) + ��i2�x2 = 0 : (1.9)W dalszym i¡gu jako podstawowe zmienne wybierane s¡ funkje ui i 'i,gdzie z de�niji �i1 = ��'i�x2 � � _uiv ; �i2 = �'i�x1 : (1.10)Zauwa»my, »e '1 i '2 nie s¡ niezale»ne, gdy»�'1�x1 = �12 = ��'2�x2 + � v2�u2�x1 : (1.11)Je±li wprowadzimy oznazenie z� = x1+p� x2�v t i zaªo»ymy, »e wszystkiep� s¡ ró»ne, to ogólne wyra»enia na przemieszzenia przyjmuje posta¢ui = �3X�=�1Ai�f�(z�) ; (1.12)3 W dalszej z�±i b�dziemy stosowali równie» nieo inn¡ numeraj�: � = 1; : : : ; 6,przy zym sprz�»one b�d¡ pierwiastki pk i pk+3, k = 1; 2; 3.



1.1. Formalizm Stroha 27a z równa« (1.10), (1.3) i (1.12) dostajemy'i = �3X�=�1Li�f�(z�) ; (1.13)gdzie Li� = (i2k1 + p�i2k2)Ak�= �p�1� (i1k1 � �v2Æik + p�i1k2)Ak� : (1.14)Równania (1.12) i (1.13) s¡ ozywi±ie prawdziwe dla wszystkih warto±ipr�dko±i v, zarówno tyh mniejszyh jak i wi�kszyh od pr�dko±i falspr�»ystyh, ale harakter rozwi¡zania b�dzie zale»e¢ od tego, zy warto±ip� s¡ rzezywiste zy urojone. Eshelby, Read i Shokley [49℄ pokazali, »edla v = 0 wszystkie p� s¡ zespolone, a z kolei mo»na te» pokaza¢, »edla wystarzaj¡o du»yh v wszystkie pierwiastki s¡ rzezywiste. Wida¢wi�, »e istniej¡ trzy progowe warto±i v, (oznazmy je V�; � = 1; 2; 3),dla któryh nast�puje zmiana p� z lizby zespolonej na rzezywist¡. NiehV1  V2  V3 > 0: (1.15)Mamy tu nast�puj¡e interesuj¡e przypadki:� ruh podd¹wi�kowy (subsoni), gdy v < V3: wszystkie pierwiastki s¡zespolone, a pole napr�»e« mo»na traktowa¢ jako quasistatyzne;� ruh nadd¹wi�kowy (supersoni), gdy v > V3: o najmniej dwa pier-wiastki p�3 s¡ rzezywiste, ruhowi towarzyszy generaja nowyh fal.Dla ka»dej z progowyh warto±i V� o najmniej dwa pierwiastki p�� s¡sobie równe, a wtedy wielko±i ui i 'i wymagaj¡ spejalnego potraktowa-nia.Kluzowym elementem formalizmu Stroha jest poª¡zenie dwu wzorów(1.12) i (1.13) w jeden " ui'i # = " Ai�Li� # � f�(z�) ; (1.16)i okre±lenie wªa±iwo±i maierzy " Ai�Li� #. Zastosowanie tej tehniki do falpowierzhniowyh zostanie omówione w kolejnyh podrozdziaªah.



28 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...1.2. Fale powierzhniowe i odiekaj¡ePodstawowym obiektem w badaniu zjawisk dynamiznyh w iaªah ma-terialnyh s¡ fale pªaskie. Z fal pªaskih mo»na ªatwo konstruowa¢ pazkifalowe, wi¡zki falowe itp. Je±li rozwa»ane iaªo jest ogranizone, to propa-guj¡e si� w nim fale dzielimy na fale obj�to±iowe i powierzhniowe. Przezfal� powierzhniow¡ rozumiemy speªniaj¡¡ okre±lone warunki brzegowefal� wªasn¡, transportuj¡¡ strumie« energii równolegle do powierzhnii zlokalizowan¡ w jej pobli»u i o amplitudzie A zanikaj¡ej wykªadnizowraz z oddalaniem si� od powierzhni. Pole falowe fali powierzhniowejmo»e by¢ utworzone poprzez zsumowanie kilku fal parjalnyh, numero-wanyh indeksem �, typuA�(y) = As� exp(��k y) ; (1.17)gdzie k { dªugo±¢ rzutu wektora falowego na powierzhni�, � { staªabezwymiarowa rz�du jedno±i. S¡ to typowe ehy spr�»ystyh fal Rayle-igha lub akustoelektryznyh fal Bleusteina-Gulyaeva w piezoelektrykahz metalizowanymi powierzhniami (patrz rys. 1.1). 
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Rys. 1.1. Shemat propagaji fali powierzhniowej w o±rodku póªniesko«zonymJe±li pole falowe na graniy krysztaªu jest wykªadnizo maªe, zyli jesttypu A(h) � As exp(�kh), ( = min�), to w podªo»u wytwarza onopole falowe o amplitudzie tego samego rz�du. Je±li teraz tak dobierzemy



1.2. Fale powierzhniowe i odiekaj¡e 29materiaª podªo»a, aby pr�dko±¢ fazowa fali powierzhniowej vs w warstwienale»aªa do obszaru fal obj�to±iowyh w podªo»u (rys. 1.2), to towarzy-sz¡a fala w podªo»u b�dzie modem obj�to±iowym o maªej amplitudzieAi � As exp(�kh) propaguj¡ym si� od powierzhni w gª¡b podªo»a.Dla otwartyh warunków brzegowyh na zª¡zu krysztaª { pró»nia, którejest typowe dla polarytonów powierzhniowyh i dla akustoelektryznyhfal powierzhniowyh w piezoelektrykah z niemetalizowan¡ powierzhni¡,analogizne rozwa»ania prowadz¡ do identyznego obrazu �zyznego. Wobu przypadkah wyst�puje maªy wyiek energii od fali powierzhniowejdo podªo»a, o powoduje odpowiednie zmniejszenie amplitudy As wzdªu»powierzhni { pojawiªa si� fala odiekaj¡a. Matematyznie takie zjawi-sko opisuje si� dodaj¡ do pr�dko±i fazowej fali odiekaj¡ej vl maª¡ z�±¢urojon¡ vs ! vl � iv0l ; v0l > 0 ; (1.18)gdzie v0l _ jAlj2 _ exp(�2kh). Mo»na pokaza¢, »e to samo oszaowaniejest prawdziwe i dla �v = jvl � vsj. 
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Rys. 1.2. Fale odiekaj¡e w strukturze warstwa na podªo»uRezonansowe odbiie obj�to±iowyh fal akustyznyh w obeno±i odie-kaj¡yh modów wªasnyh po raz pierwszy zostaªo opisane w pray Al-shitsa i Lothe [13℄ dla sytuaji, gdy gaª¡¹ fali odiekaj¡ej pojawia si� dla



30 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...nadd¹wi�kowej fali Rayleigha w anizotropowym póªniesko«zonym o±rod-ku przy maªyh zaburzeniah kierunku propagaji. Tu omówimy wariantrezonansu, który jest wyj¡tkowy z dwu powodów:1. jest uniwersalny dla dowolnego typu fal powierzhniowyh w akustyei optye;2. jest harakteryzowany przez wykªadniz¡ zale»no±¢ v0l _ exp(�2h),wi� poprzez odpowiednie dopasowanie parametrów kontrolnyh mo»-na otrzyma¢ (przynajmniej w zasadzie) wykªadnizo du»e wspóªzyn-niki wzbudzenia fal powierzhniowyh.Idea rezonansu jest pokazana na rys. 1.3: pojawia si� on w sytuaji, gdyk¡t padania fali obj�to±iowej w podªo»u jest taki, »e fala odbita propagujesi� wzdªu» kierunku � = �l, zyli w kierunku obj�to±iowej fali parjalnejwªasnego modu odiekaj¡ego. W takiej sytuaji w warstwie wzbudza si� 
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Rys. 1.3. Geometria odbiia rezonansowegofala powierzhniowa z wykªadnizo du»¡ amplitud¡. Uwzgl�dniaj¡ fakt,»e amplitudy (ale nie fazy) fali padaj¡ej (Ai) i fali odbitej (Ar) musz¡by¢ równe, fala padaj¡a musi w peªni kompensowa¢ wyiek energii odfali powierzhniowej do warstwy. Tak wi�, amplituda As tej ostatniejnie b�dzie male¢ wzdªu» powierzhni i pr�dko±¢ fazowa v superpozyjiwszystkih fal musi by¢ rzezywista.



1.2. Fale powierzhniowe i odiekaj¡e 31Dokªadne oblizenia pokazuj¡, »e we wszystkih przypadkah posta¢ rezo-nansu jest opisana uniwersaln¡ funkj¡ [6℄Sexe(v) = AsAl =  qvlv0lv � vl + iv0l ; (1.19)gdzie C jest pewn¡ bezwymiarow¡ staª¡ rz�du jedno±i. Uwzgl�dniaj¡fakt, »e v0l � vl exp(�2kh), okazuje si�, »e rezonans jest bardzo w¡ski ibardzo ostry (rys. 1.4).    
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Rys. 1.4. Shematyzna posta¢ krzywej rezonansowej jSexe(v)j wzbudzenia falipowierzhniowejPowy»ej opisali±my mehanizm wzbudzania monej fali powierzhniowejw pªyte krystaliznej poprzez spejalne odbiie sªabej obj�to±iowej falipompuj¡ej w s¡siaduj¡ym podªo»u. Ozywi±ie, nie dohodzi tu do zªa-mania prawa zahowania energii. Powy»sze rozwa»ania i równanie (1.19)wykorzystuj¡ opis stajonarny, o automatyznie wyª¡za problem ¹ródeªenergii fali powierzhniowej. Z drugiej strony jest ozywiste, »e dla nie-stajonarnego postawienia zagadnienia, kiedy poz¡tek zasu odpowiadawª¡zeniu padaj¡ej pompuj¡ej fali w podªo»u, zas potrzebny na przej-±ie ukªadu do stanu stajonarnego w elu dostarzenia niezb�dnej g�sto±ienergii w fali propaguj¡ej si� w pªyte krystaliznej powinien by¢ tymdªu»szy, im wi�ksza jest warto±¢ Sexe = As=Ai.



32 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...Istniej¡ jednak»e jeszze inne �zyzne ogranizenia zapobiegaj¡e nieogra-nizonemu wykªadnizemu wzrostowi wspóªzynnika wzbudzenia fali po-wierzhniowej wraz ze wzrostem parametru hk. Jednym z nih jest na-turalne rozpraszanie wi¡zek falowyh, u»ywanyh w zastosowaniah prak-tyznyh zamiast fal pªaskih.1.3. Fale spr�»yste w anizotropowej strukturzewarstwa na podªo»uDo opisu propagaji fal w anizotropowej strukturze warstwa na podªo»u,zyli w strukturze bikrystaliznej, zastosujemy odpowiednio zmody�kowa-ny [8℄ formalizm zaproponowany przez Stroha [139℄. W tej strukturze roz-patrzymy ogólnie zagadnienie o odbiiu i o falah wªasnyh. Jako przykªadzastosowania rozwini�tej metodologii zostanie rozwi¡zane zadanie propa-gaji fal w materiale poprzeznie izotropowym [7℄.1.3.1. Sformuªowanie zagadnienia i zwi¡zki wyj±ioweGeometria zadania zostaªa sformuªowana w pray [8℄, a pokazana jestna rys. 1.5. Staªe materiaªowe oraz g�sto±¢ warstwy i podªo»a dane s¡odpowiednio przez ijkl, (1)ijkl oraz � i �(1).
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Rys. 1.5. Geometria zadania warstwa na podªo»u



1.3. Fale spr�»yste w anizotropowej strukturze warstwa na podªo»u 33Pola przemieszze« b�dziemy poszukiwa¢ w postaiu(r; t) = U(y) eik(x�vt);u(1)(r; t) = U(1)(y) eik(x�vt); (1.20)gdzie v = !=k { pr�dko±¢ fazowa, k { wektor falowy, k = k �m { rzutwektora k na powierzhni�, m, n { wersory odpowiednio wzdªu» osi x i y.Warunki granizne i warunki i¡gªo±i na swobodnej graniy y = �d i nagraniy kontaktu dwu o±rodków y = 0 formuªujemy nast�puj¡o:F(�d) = 0 ; (1.21)gdzie F { amplituda siªy, f = �̂ n,f(r; t) = �ik F(y) eik(x�vt);f (1)(r; t) = �ikF(1)(y) eik(x�vt); (1.22)a je±li powierzhnia swobodna nie dopuszza przemieszze«, toU(�d) = 0 : (1.23)W obu przypadkah na graniy rozdziaªu y = 0 ozekujemy speªnieniawarunków i¡gªo±i przemieszze« i równowagi siªU(0) = U(1)(0);F(0) = F(1)(0): (1.24)Tutaj zastosujemy formalizm Stroha, odpowiednio przystosowany do oma-wianego zadania. Podstawowym elementem formalizmu Stroha4 jest sze-±ioelementowy wektor �(y) (porównaj równanie (1.16)), którego poszze-gólne skªadowe to amplitudy wektora przemieszze« i amplitudy wektorasiª: �(y) = " U(y)F(y) # :4 Formalizm Stroha jest ªatwo adoptowalny do bardziej skomplikowanyh sytu-aji �zyznyh. Dla iaª wra»liwyh na oddziaªywania elektromagnetyzne, takih jakna przykªad piezoelektryki, wykorzystuje si� wektor o±mioelementowy, rozszerzony dou»ywanego tu wektora � o ªadunek elektryzny q i potenjaª skalarny ' [25℄.



34 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...Wektor �(y) mo»na przedstawi¢ w postai nast�puj¡ej superpozyji:�(y) = 6X=1 b � eikpy ; (1.25)gdzie b { amplitudy parjalne, a 6-wektory � i parametry p { wektoryi warto±i wªasne maierzy Stroha N, dla której zagadnienie wªasne maposta¢ N � = p � : (1.26)Maierz Stroha N ma wymiar 6� 6 i posiada nast�puj¡¡ struktur�:N = � " (nn)�1(nm) (nn)�1(mn)(nn)�1(nm)� (mm) (mn)(nn)�1 # ; (1.27)gdzie bloki 3� 3 s¡ zbudowane z maierzy typu (mn) o skªadowyh(mn)il = mj �ijkl nk ; (1.28)a tensor moduªów spr�»ysto±i jest przenormowany do postai:�ijkl = ijkl � � v2ÆilÆj1Æk1 : (1.29)Dla podªo»a mo»na zastosowa¢ analogizne podej±ie, i wtedy�(1)(y) = " U(1)(y)F(1)(y) # = 6X=1 b(1) �(1) eikp(1) y : (1.30)Tu zasami niezerowyh skªadowyh wektora (1.30) mo»e by¢ mniej ni» 6,gdy» z »¡dania sko«zono±i pola �(1)(y) dla y !1, niektóre z amplitudb(1) mog¡ by¢ równe zeru.Sze±ioelementowe wektory Stroha � skªadaj¡ si� z dwu trzylementowyhwektorów � = " AL # ; �(1) = " A(1)L(1) # ; (1.31)gdzie A { wektory polaryzaji przemieszze« fal parjalnyh, a L { wek-tory kierunkowe siª parjalnyh. W tyh oznazeniah warunki swobodnej



1.3. Fale spr�»yste w anizotropowej strukturze warstwa na podªo»u 35(1.21) lub umoowanej powierzhni (1.23) sprowadzaj¡ si� do nast�puj¡-yh równa«: 6X=1 b L exp(�iKp) = 0 ;6X=1 b A exp(�iKp) = 0 ; (1.32)gdzie K = k d ; (1.33)a warunki i¡gªo±i (1.24) mo»na przedstawi¢ jednym równaniem6X=1 b � = 6X=1 b(1) �(1) : (1.34)Stroh [139℄ pokazaª, »e wektory wªasne � i �(1) speªniaj¡ nast�puj¡ewarunki ortogonalno±i� �T �� = Æ� ; �(1) �T �(1)� = Æ� ; (1.35)i zupeªno±i � 
T �� = I ; �(1) 
T �(1)� = I ; (1.36)T = " 0 II 0 # ; (1.37)gdzie Æ� { symbol Kronekera, I { maierze jednostkowe wymiaru 6� 6we wzorze (1.36) i 3�3 we wzorze (1.37), a symbol 
 { ilozyn diadyzny.Równanie (1.34) mo»na rozwi¡za¢ ze wzgl�du na b wykorzystuj¡ wªa±i-wo±¢ ortogonalno±i (1.35) wektorów �b = 6X=1 b(1)� a� ; (1.38)gdzie a� = �(1)� �T � = A(1)� � L + L(1)� �A : (1.39)



36 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...Wykorzystuj¡ równania (1.25), (1.30) i (1.38) pola falowe (1.20) i (1.22)mo»na przedstawi¢ w bardziej zwartej postai" u(r; t)(i=k)f(r; t) # = 6X�=1 b(1)� �k�(y) eik(x�vt) ; (1.40)gdzie sze±ioskªadnikowa funkja �k�(y) zde�niowana jest nast�puj¡o:�k�(y) = " Ak�(y)Lk�(y) # = 8>>><>>>: 6P=1 a� � eikpy ; �d ¬ y < 0 ;6P=1 a� �(1) eikp(1) y ; 0 ¬ y <1 : (1.41)Warunki granizne w tyh oznazeniah zapisuj¡ si� odpowiednio na po-wierzhni swobodnej i zamoowanej nast�puj¡o:X� b(1)� LK� = 0 ; X� b(1)� AK� = 0 ; (1.42)gdzie LK� = Lk�(�d), AK� = Ak�(�d). Warunki i¡gªo±i s¡ speªnioneautomatyznie.Rozpatrzmy teraz zagadnienie odbiia fali. Pr�dko±¢ v jest znana, gdy»wielko±¢ jej jednoznaznie okre±la wybór k¡ta padania fali obj�to±iowejna powierzhni� padania. Jest ona z przedziaªu v(1)1 < v < v(1)2 , gdziepr�dko±i v(1)1 i v(1)2 wyznazaj¡ pierwszy przedziaª pr�dko±i. Zakªadamy,»e znamy równie» warto±¢ amplitudy b(1)i fali padaj¡ej. Mo»emy wi�znale¹¢ amplitudy b(1)� , a nast�pnie na podstawie wzorów (1.38) i (1.39)znale¹¢ amplitudy b w warstwie. Mo»na pokaza¢ [8℄, »e dla swobodnejgraniy warstwyb(1)� = C [L�K�; L�K1; L�K2℄; � = 1; 2; 3(r); 6(i) ; (1.43)gdzie nawias kwadratowy oznaza ilozyn mieszany wektorów, a staªa C {mno»nik skalarny wyznazany na postawie znanej warto±i amplitudy b(1)i .Fale ze wska¹nikami � = 4; 5 s¡ to»samo±iowo równe zeru, o oznaza,»e w warstwie nie wyst�puj¡ fale nie�zyzne.Wspóªzynnik odbiia fali to stosunek amplitudy fali odbitej do amplitudyfali padaj¡ej. W naszym przypadku wynosi onR = b(1)rb(1)i = [L�Kr; L�K1; L�K2℄[L�Ki; L�K1; L�K2℄ : (1.44)



1.3. Fale spr�»yste w anizotropowej strukturze warstwa na podªo»u 37Nie uwzgl�dniamy tu dyssypaji fali, wi� jRj = 1.Podobnie dla warstwy zamoowanej mamyb(1)� = C [A�K�; A�K1; A�K2℄; � = 1; 2; 3(r); 6(i) ; (1.45)oraz R = b(1)rb(1)i = [L�Kr; A�K1; A�K2℄[A�Ki; L�K1; L�K2℄ : (1.46)1.3.2. Propagaja fal w o±rodku poprzeznie izotropowymZastosujmy omówiony powy»ej formalizm do badania propagaji fal wkrysztaªah o strukturze heksagonalnej. Ogranizymy si� do omówienia za-howania si� pola falowego wzdªu» pªaszzyzny prostopadªej do gªównyhosi krysztaªów. Podobnie jak i w innyh pªaszzyznah symetrii, powstaj¡tu ró»ni¡e si� polaryzajami dwie niezale»ne rodziny fal: fale poprzezne,spolaryzowane prostopadle do pªaszzyzny symetrii i fale podªu»ne z po-laryzaj¡ w pªaszzy¹nie propagaji. Tu rozpatrzymy tylko przypadek falpoprzeznyh w warunkah rezonansowego odbiia w pobli»u wªasnej mo-dy odiekaj¡ej, zyli sytuaj�, gdy pr�dko±¢ fali Rayleigha na swobodnejpowierzhni warstwy nale»y do przedziaªu pr�dko±i fal obj�to±iowyh wpodªo»u. W takim przypadku, wykªadnizo sªabe pole fali powierzhniowejna powierzhni rozdziaªu krysztaªów jest unoszone w gª¡b podªo»a przezobj�to±iow¡ fal� ÿuiezki" { to wªa±nie jest rozpatrywana wªasna modaodiekaj¡a. Rezonansowe odbiie fali ma miejse wtedy, gdy k¡t padaniafali w podªo»u na zª¡ze jest tak dobrany, aby fala odbita miaªa kieru-nek zbli»ony do kierunku fali ÿuiezki". Równoze±nie na powierzhniswobodnej wzbudza si� fala powierzhniowa o rosn¡ej wykªadnizo am-plitudzie. Jak pokazano w [8℄, w tym przypadku obszar istnienia rezonansuw zale»no±i od k¡ta padania jest wykªadnizo w¡ski, o w rzezywistymeksperymenie wymusza ostre warunki dotyz¡e rozbie»no±i wi¡zki faliakustyznej. Oblizenia pokazuj¡, »e mo»na tak dobra¢ �zyzne parame-try zadania, aby amplituda fali powierzhniowej w warstwie wzbudzonejw sposób rezonansowy przewy»szaªa kilkadziesi¡t razy intensywno±¢ faliÿpompuj¡ej".Efekty rezonansowe w pobli»u modów odiekaj¡yh w strukturah heksa-gonalnyh byªy ju» rozpatrywane, ale w dla zupeªnie odmiennyh sytuaji



38 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...graniznyh: w pray Darinskiego [40℄ { ienka warstwa na póªniesko«zo-nym podªo»u i w pray Alshitsa i innyh [6℄ { materiaªy warstwy i podªo»amiaªy istotnie ró»ne wªa±iwo±i spr�»yste.
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Rys. 1.6. Geometria i staªe materiaªowe zadania warstwa na podªo»u w przy-padku poprzeznej izotropiiNieh nasza bikrystalizna struktura warstwowa (warstwa na podªo»u) [7℄skªada si� z dwu heksagonalnyh krysztaªów o równolegªyh osiah gªów-nyh (rys. 1.6). Wªa±iwo±i mehanizne takih krysztaªów s¡ w peªniopisane przez dwie staªe materiaªowe 11 i 66, przez g�sto±¢ masy � dlawarstwy i przez odpowiednie staªe z indeksem (1) dla podªo»a. Pr�dko±ifal obj�to±iowyh podªu»nyh (l) i poprzeznyh (t) dane s¡ wi� odpo-wiednio w warstwie i w podªo»u wzorami:vl = s11� ; vt = s66� ;v(1)l = vuut (1)11�(1) ; v(1)t = vuut (1)66�(1) : (1.47)Z warunków stabilno±i wynika, »e 66 < 11 i (1)66 < (1)11 , wi� vl < vt iv(1)l < v(1)t .Fale spr�»yste pola przemieszze« mo»na przedstawi¢ jako superpozyj�fal pªaskih u(r; t) =X� b�A� expfik(x + p�y � vt)g; (1.48)



1.3. Fale spr�»yste w anizotropowej strukturze warstwa na podªo»u 39o tej samej z�stotliwo±i koªowej ! i z jednakowymi rzutami wektora falo-wego k na powierzhni� rozdziaªu krysztaªów k = k �m, a w konsekwenjiz jednakowymi pr�dko±iami fazowymi równymi v = !=k. Ka»da z falparjalnyh jest opisana jednak»e przez wªasny rzut wektora falowego nanormaln¡ do powierzhni, k � n = p�k, polaryzaj� A� i amplitud� b�.Odpowiednie pole siª spr�»ystyh w fali wynosif(r; t) = �ikX� b�L� expfik(x+ p�y � vt)g; (1.49)i powinno znika¢ na swobodnej powierzhni y = �d. Warunek ten pozwalawyznazy¢ amplitudy b� z ukªadu równa«X� b�L� exp(�ikp�d) = 0: (1.50)W równaniah (1.48) i (1.49) superpozyja fal pªaskih w warstwie zawieraztery fale parjalne, które w interesuj¡ym nas obszarze v < vt tworz¡pary sprz�»one zespolono [8℄p+3 = p� ; A+3 = A� ; L+3 = L� ;  = 1; 2: (1.51)gdzie zgodnie z [12℄ i [139℄ mamyp1 = is1� � vvl�2 ; p2 = is1� � vvt�2 : (1.52)A1 = "1 264 1p10 375 ; A2 = "2 264 �p210 375 ;L1 = "1 264 �266p1X660 375 ; L2 = �"2 264 X66266p20 375 ; (1.53)
X66 = 2 66 � � v2 ; "� = i 1p2p��v2 ; � = 1; 2: (1.54)W podªo»u obowi¡zuj¡ analogizne wzory, ale z indeksem (1).W zagadnieniu odbiia w zakresie pr�dko±i v(1)t < v < minfv(1)l ; vtg (patrzrys. 1.6) pola falowe skªadaj¡ si� z trzeh fal: dwu fal obj�to±iowyh {



40 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...fali padaj¡ej (� = i) i fali odbitej (� = r) { i jednej fali niejednorodnej(� = 1). Czwarta fala parjalna (� = 2), rosn¡a wykªadnizo wraz zoddalaniem si� od zª¡za w gª¡b podªo»a, jest nie�zyzna i w wynikusuperpozyji typu (1.48) i (1.49) znika (b(1)2 ). Zauwa»my, »e tu wielko±¢pr�dko±i v jest sztywno zwi¡zana z k¡tem padania: sin � = v(1)t =v (rys.1.6). Dodatkowo, zgodnie z [12℄, [139℄:p(1)i = �vuut vv(1)t !2 � 1 = � tg � ; p(1)r = vuut vv(1)t !2 � 1 = tg � ;p(1)1 = ivuut1�  vv(1)t !2 ; (1.55)
A(1)i = "(1)i 264 �2p(1)i10 375 ; L(1)i = �"(1)i 2664 X(1)662(1)66 p(1)i0 3775 ;"(1)i = � 1q2p(1)r �(1)v2 ; (1.56)
A(1)r = "(1)r 264 �p(1)r10 375 ; L(1)r = �"(1)r 2664 X(1)662(1)66 p(1)r0 3775 ;"(1)r = � 1q2p(1)r �(1)v2 ; (1.57)
A(1)1 = "(1)1 264 1p(1)10 375 ; L(1)1 = �"(1)1 2664 �2(1)66 p(1)1X(1)660 3775 ;"(1)1 = iq2p(1)1 �(1)v2 ; (1.58)

X(1)66 = 2(1)66 � �(1)v2 : (1.59)



1.3. Fale spr�»yste w anizotropowej strukturze warstwa na podªo»u 41Jak pokazano w [8℄, przy odbiiu fal na swobodnej powierzhni warstwy,amplitudy parjalnyh fal w warstwie b� s¡ zwi¡zane z amplitudami falparjalnyh w podªo»u zwi¡zkiemb = X�=1;i;r b(1)� a� ;  = 1; 2; 4; 5: (1.60)gdzie a� = A(1)� � L(1) + L(1)� �A(1) : (1.61)Wyra»enia na wspóªzynniki a� otrzymujemy ze wzorów (1.53) i (1.56){ (1.58): a11 =  11; a12 = �'12; a14 =  14; a15 = �'15;a21 = '21; a22 =  22; a24 = '24; a25 =  25;ar1 = 'r1; ar2 =  r2; ar4 = 'r4; ar5 =  r5;ai1 = 'i1; ai2 =  i2; ai4 = 'i4; ai5 =  i5; (1.62)gdzie '�� ="(1)� "�(2p�p��1 +�2) ; �� ="(1)� "�(p��3 + p��4) ; (1.63)�1 = 66 � (1)66 ; �2 = X66 �X(1)66 ;�3 = X66 � 2(1)66 ; �4 = X(1)66 � 266 : (1.64)Je±li wprowadzimy teraz wektory uogólnionyh przemieszze« Ak�(y) i siªLk�(y) (porównaj (1.41)) w postai (� = 1; 2; 4; 5)" Ak�(y)Lk�(y) # = 8<: P=1;2;4;5 a� � eikpy ; �d ¬ y < 0 ;�(1) eikp(1) y ; 0 ¬ y <1 ; (1.65)a � i �(1) dane s¡ wzorem (1.31). Post�puj¡ zgodnie z metod¡ pokaza-n¡ w poprzednim podrozdziale, otrzymujemy nast�puj¡e wyra»enie naamplitudy fal w podªo»ub(1)� = C D(L�K�;L�K1); � = 1; i; r; (1.66)



42 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...gdzie D(a;b) = ax by � ay bx ; (1.67)LK� = Lk�(�d) ; K = k d ; (1.68)a staªa C jest wyznazana ze znanej amplitudy fali padaj¡ej. Tak wi�,falowe pole przemieszze« i siª w aªej strukturze przyjmuje posta¢" u(r; t)(i=k)f(r; t) # = C X�=1;i;rD(L�K�;L�K1) " Ak�(y)Lk�(y) # eik(x�vt) : (1.69)Równanie (1.69) wraz z zale»no±iami wprowadzonyh parametrów (1.51){ (1.59) od staªyh materiaªowyh i od pr�dko±i v (od k¡ta padania �)stanowi peªne analityzne rozwi¡zanie zadania odbiia fal w strukturzewarstwa na podªo»u dla krysztaªów heksagonalnyh. Wspóªzynnik odbi-ia, z uwzgl�dnieniem wyra»enia (1.66), wynosiR = b(1)rb(1)i = D(L�Kr;L�K1)D(L�Ki;L�K1) : (1.70)Wspóªzynnik wzbudzenia parjalnej mody  w warstwie � zostaª zde-�niowany w pray [8℄ jako stosunek amplitudy tej mody na swobodnejgórnej powierzhni graniznej struktury do amplitudy fali padaj¡ej wwarstwie, � = b e�iKpb(1)i : (1.71)W zale»no±i od v { wielko±i pr�dko±i fali obj�to±iowej w podªo»u nagraniy rozdziaªu z warstw¡, mo»na w warstwie wzbudza¢ ró»ne rozkªa-dy modów falowyh. Wielko±i¡ pr�dko±i v mo»ny sterowa¢, zmieniaj¡� { k¡t padania fali. Najbardziej iekawe wyniki mo»na ozekiwa¢ dlapr�dko±i v maªo odlegªyh od pr�dko±i wªasnyh struktury. W graniywystarzaj¡o grubej warstwy, zyli dlaexp(K jpj)� 1 ;  = 1; 2; (1.72)rozwi¡zaniem wªasnym na swobodnej powierzhni warstwy jest dwupar-jalna fala typu Rayleigha, nieo zmieniona istnieniem podªo»a. Pr�dko±¢takiej fali vs = vR +�v, b�d¡a pierwiastkiem równania dyspersyjnegoD(LK1;LK2) = 0 ; (1.73)



1.3. Fale spr�»yste w anizotropowej strukturze warstwa na podªo»u 43powinna niewiele ró»ni¢ si� od niewzbudzonej pr�dko±i Rayleigha vR,zeruj¡ej wyznaznik D(L1;L2) = 0 : (1.74)Dla v < v(1)t , gdy wszystkie mody w podªo»u s¡ niejednorodne, �v jestwielko±i¡ rzezywist¡. Je±li vR jest z tak zwanego przedziaªu mi�dzy-d¹wi�kowego, zyli z przedziaªu v(1)t < v < v(1)l dla podªo»a, powinnaw niej powstawa¢ fala uiezki, odprowadzaj¡a energi� od graniy roz-dziaªu struktury. Ten fakt wyra»a zespolona pr�dko±¢ danego rozwi¡zaniawªasnego, nazywanego rozwi¡zaniem wªasnym typu odiekaj¡ego. W tejsytuaji poprawka �v jest zespolona, a jej oblizenie metod¡ pokazan¡ wpray [8℄ daje w wyniku�v = � P�;�=1;2D(L�;L��) eiK(p3��+p�)(a1�ar�+3 � ar�a1��+3)( 11 r2 � '12'r1) ��vD(L1;L2) ������vR : (1.75)Pr�dko±¢ vs ma tu posta¢vs = vl � i v0l ; v0l = �=m�v > 0 :Jak wynika ze wzoru (1.75), wielko±¢ �v jest rz�du�v � vR e�2Kjp2j : (1.76)Fakt, »e pr�dko±¢ jest wielko±i¡ zespolon¡ powoduje, »e równie» i lizbafalowa k te» jest zespolonaks = kl+i k0l = !vl � i v0l = !vl  1 + i v0lvl! ;kl = !vl ; k0l = kl v0lvl : (1.77)Gdy na struktur� pada fala z pr�dko±i¡ blisk¡ vl, to wspóªzynniki od-biia (1.70) i wzbudzenia (1.71) przybieraj¡ harakter rezonansowy. Jakpokazano w pray [8℄, wspóªzynniki b(1)i i b(1)r dla rzezywistyh pr�dko±i



44 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...v bliskih vl s¡ maªe i mog¡ by¢ przedstawione w postai równa« (1.78) i(1.79) b(1)i (v) = b(1)i (vi � iv0l) + (v � vl + iv0l)�b(1)i�v ����vl�iv0l(v � vl + iv0l)�b(1)i�v ����vR ; (1.78)
b(1)r (v) = b(1)r (vi � iv0l) + (v � vl � iv0l)�b(1)r�v ����vl�iv0l(v � vl � iv0l)�b(1)r�v ����vR ; (1.79)a wspóªzynnik odbiia przyjmuje posta¢ (1.80)R = "�b(1)r =�v�b(1)i =�v # ������vR (v � vl � iv0l)(v � vl + iv0l) : (1.80)Taka rezonansowa struktura jest typowa dla opisywanej sytuaji i powo-duje gwaªtown¡ zmian� fazy R w otozeniu punktu vl. Szeroko±¢ obszarurezonansowego jest bardzo maªa (okre±la j¡ wzór (1.76)). Jeszze wi�ksz¡rol� odgrywa struktura mianownika we wzorze (1.71) na wspóªzynnikwzbudzenia, zyli amplitudy b(1)i danej wzorem (1.78) w warunkah rezo-nansu.Konkretne oblizenia prowadzone w formie analityznej s¡ bardzo »mudne.Ni»ej ogranizymy si� do pokazania tylko najwa»niejszyh zwi¡zków. Wszzególno±i, wektory siª uogólnionyh, koniezne do oblizenia amplitudfalowyh w podªo»u b(1)� danyh wzorem (1.39) maj¡ posta¢LK1 =  11L1 eKjp1j�'12L2 eKjp2j+ 14L4 e�Kjp1j�'15L5 e�Kjp2j ;L�Ki = 'i1L1 e�Kjp1j+ i2L2 e�Kjp2j+'i4L4 eKjp1j+ i5L5 eKjp2j ;L�Kr = 'r1L1 e�Kjp1j+ r2L2 e�Kjp2j+'r4L4 eKjp1j+ r5L5 eKjp2j : (1.81)



1.3. Fale spr�»yste w anizotropowej strukturze warstwa na podªo»u 45Je±li uwzgl�dni¢ wªa±iwo±¢ L�K1 = L�K4 udowodnion¡ w [8℄ i wzory(1.81), to amplitudy fal w warstwie przyjmuj¡ posta¢ nast�puj¡yh sum:b(1)1 =� ( 11'42 � '12 14)D(L1;L2) e�K(jp1j+jp2j)+ ( 11 44 �  14 41)D(L1;L�1)� ('12'45 � '15 14)D(L1;L�2) eK(jp2j�jp1j)+ ('12'45 � '15'42)D(L2;L�2)+ ( 14'42 � '12 44)D(L2;L�1) eK(jp1j�jp2j)� ( 14'45 � '15 44)D(L�1;L�2) eK(jp1j+jp2j) ; (1.82)
b(1)i =� ('i1'42 +  i2 41)D(L1;L2) e�K(jp1j+jp2j)+ ('i1 44 � 'i4 41)D(L1;L�1)� ('i1'45 �  i5 41)D(L1;L�2) eK(jp2j�jp1j)� ( i2'45 �  i5'42)D(L2;L�2)+ ('i4'42 +  i2 44)D(L2;L�1) eiK(jp1j�jp2j)� ('i4'45 +  i5 44)D(L�1;L�2) eK(jp1j+jp2j) : (1.83)

Wyra»enie okre±laj¡e amplitud� b(1)r jest identyzne z (1.83), po dokona-niu zamiany wszystkih indeksów z i na r. Je±li uwzgl�dnimy oszaowanie(1.72), to stwierdzimy, »e gªówny wkªad do wielko±i b(1)� ; (� = 1; i; r), da-j¡ skªadniki zawieraj¡e zªon wykªadnizy exp[K(jp1j+ jp2j)℄. Oblizeniaamplitud b� modów parjalnyh w warstwie na podstawie wzoru (1.60) po-kazuj¡, »e amplitudy b1 i b2 odpowiadaj¡e modom rosn¡ym w kierunkuswobodnej graniy struktury, nie zawieraj¡ skªadników proporjonalnyhdo exp[K(jp1j + jp2j)℄ i z dokªadno±i¡ do poprawek maªyh wykªadnizowynosz¡ b1 �=[ 11( 11 44 �  14 41) + 'i1('i1 44 � 'i4 41)+ 'r1('r1 44 � 'r4 41)℄D(L1;L�1) ; (1.84)b2 �=['12('12 44 �  14'42) +  i2('i4'42 +  i2 44)+  r2('r4'42 +  r2 44)℄D(L2;L�1) eiK(jp1j�jp2j) : (1.85)Z powy»szyh rozwa»a« wynikaj¡ dwa wnioski. Po pierwsze, w przypad-ku nierezonansowym amplitudy te s¡ wykªadnizo mniejsze od amplitudy



46 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...fali padaj¡ej i odpowiadaj¡e im wspóªzynniki wzbudzenia � (1.71) s¡wykªadnizo maªe. Po drugie, pozostawione zªony w równaniah (1.84) i(1.85) s¡ takie, »e �1 i �2 s¡ zawsze tego samego rz�du wielko±i. Oblizeniadwu pozostaªyh amplitud fal parjalnyh w warstwie, zyli b4 i b5, poka-zuj¡, »e s¡ one zawsze takiego samego rz�du o amplituda fali padaj¡eji ih wspóªzynniki wzbudzenia, zgodnie z (1.51), zawsze s¡ wykªadnizomaªe, wi� mo»na je tu zaniedba¢.W przypadku rezonansowym, ze wzgl�du na niewielk¡ ró»ni� wielko±ipr�dko±i v i pierwiastka vR równania D(L1;L2) = 0, poprzednie gªów-ne warto±i wyra»e« (1.82) i (1.83) przestaj¡ odgrywa¢ tak¡ rol�. Teraz,amplitudy b1 i b2 w warstwie s¡ tego samego rz�du o amplitudy fal obj�-to±iowyh w podªo»u, a wielko±i �1 i �2, harakteryzuj¡e amplitudy falniejednorodnyh na powierzhni struktury, s¡ wykªadnizo du»e. Tak wi�,ma tu miejse rezonansowe wzbudzenie powierzhniowej fali dwuparjal-nej w warstwie pod wpªywem padaj¡ej pªaskiej fali w podªo»u. Jednak»eszeroko±¢ tego rezonansu jest maªa wzgl�dem oszaowania miary maªo-±i (1.76), wi� w warunkah rzezywistego eksperymentu, gdy zamiastpªaskih fal propaguj¡ si� wi¡zki fal akustyznyh, te nie b�d¡ zu¢ tegorezonansu, je±li w ten obszar pada¢ b�dzie maªa z�±¢ wi¡zki. Ta sytuajaostro ograniza stosowanie wi¡zek rozbie»nyh.W zwi¡zku z tym, przejdziemy teraz do okre±lenia wielko±i odpowiednih�zyznyh parametrów, które pozwol¡ na rezonansowe wzbudzenia fal po-wierzhniowyh pod wpªywem sªabo rozbie»nyh padaj¡yh wi¡zek falakustyznyh.1.3.3. Odbiie ogranizonyh wi¡zek fal akustyznyh wo±rodku poprzeznie izotropowymNieh na struktur� pada ogranizona gaussowska wi¡zka fali akustyznej.Mo»na j¡ przedstawi¢ w postai [5℄U(1)i (r; t) = CA(1)i exp[�� xiwi�2 + i(Kiri � !t)℄ ; (1.86)gdzie ri { wektor wodz¡y, wi { szeroko±¢ wi¡zki w ukªadzie wspóªrz�d-nyh (xi; yi), Ki { wektor falowy wi¡zki (rys. 1.7). Pªaszzyzna propaga-ji wi¡zki falowej le»y w pªaszzyznah poprzeznej izotropii krysztaªówheksagonalnyh podªo»a i warstwy, wi� wektor pr�dko±i grupowej jest
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xi Rys. 1.7. Odbiie wi¡zki fali akustyznej od bikrystaliznej struktury w pobli»urezonansu modu odiekaj¡ego dla �i = �l (sin �l = v(1)t =vl)wspóªliniowy z wektorem falowym Ki. Zakªadamy, »e poªowa szeroko±iwi¡zki jest du»a w porównaniu z dªugo±i¡ fali:Kiwi � 1 : (1.87)Wykorzystuj¡ aªkow¡ transformaj� Fouriera, mo»na przedstawi¢ polefalowe wi¡zki (1.86) w postai superpozyji fal pªaskih [5℄U(1)i (r; t) =CA(1)i e�i!t2� os �i� 1Z�1 �i(kx) expfikx[(x+ h tg �i) + p(1)i (y � h)℄gdkx ; (1.88)gdzie kx � k = k �m,�i(kx) = p� wi exp �w2i (kx �Kx)24 os2 �i : (1.89)Warunek (1.87) pozwala zastosowa¢ dla p(1)i rozkªad Fresnela [5℄k(1)y � p(1)i kx � Ky + tg �i(kx �Kx) : (1.90)gdzie Kx = Ki sin �i ; Ky = �Ki os �i : (1.91)



48 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...Rozkªad dla p(1)r ma posta¢ analogizn¡, ale nale»y tu jeszze zmieni¢znak przed wyra»eniem. Wi¡zka odbita i fala powierzhniowa w podªo»uopisywane s¡ nast�puj¡ymi wzorami:U(1)r (r; t) = C e�i!t2� os �i 1Z�1 RA(1)i �i(kx)� expfikx[(x + h tg �i) + p(1)r y � p(1)i h℄gdkx ; (1.92)U(1)1 (r; t) = C e�i!t2� os �i 1Z�1 b(1)1b(1)i A(1)i �i(kx)� expfikx[(x + h tg �i) + p(1)1 y � p(1)i h℄gdkx : (1.93)W warstwie pole falowe mo»na zapisa¢ jakoU(1)1 (r; t) = C e�i!t2� os �i 1Z�1 b(1)�b(1)i A(1)i �i(kx)� expfikx[(x+ h tg �i)� p(1)� d� p(1)i h℄gdkx : (1.94)Zauwa»my, »e wyra»enie podaªkowe b(1)� exp(�ikxp(1)� d)=b(1)i w (1.94) topo prostu wprowadzony powy»ej wspóªzynnik wzbudzenia ��. Najwi�k-szy wkªad do wi¡zek (1.92) i (1.94) wnosz¡ fale pªaskie z wektorami falo-wymi kx maªo ró»ni¡ymi si� od Kx, wi� wektory polaryzaji A(1)r (kx) iA(1)� (kx) mo»na w przybli»eniu zamieni¢ na A(1)r (Kx) i A(1)� (Kx) i wynie±¢je przed aªki. Oblizenia amplitud b� pokazuj¡, »e s¡ to gªadkie funkje wotozeniu punktu kl i »e w pierwszym przybli»eniu mog¡ by¢ zamienioneprzez staªe b�(Kx). Amplitudy b(1)i i b(1)r znikaj¡ odpowiednio w punktahvs i v�s maªo oddalonyh od vl (patrz (1.77)), wi� w otozeniu vl o roz-miarah szeroko±i rezonansu okre±lonego wzorem (1.76), we wzorze nawspóªzynnik odbiia R i w mianowniku wspóªzynnika wzmonienia ��nale»y zamieni¢ amplitudy b(1)i i b(1)r przez ih rozkªady (1.78) i (1.79).Zamiana ta prowadzi do rezonansowyh struktur R i ��, które jednak»epojawiaj¡ si� tylko w w¡skim przedziale rezonansu. Nale»y to mie¢ nauwadze, wylizaj¡ aªki (1.92) i (1.94). Je±li dla Kx = kl szeroko±¢ wi¡zkijest taka, »e aªkowiie wpada w obszar rezonansowyK� w > e2kljp2j ; (1.95)



1.3. Fale spr�»yste w anizotropowej strukturze warstwa na podªo»u 49gdzie w = wi= os �i, to mo»na pozostawi¢ niesko«zone granie aªkowa-nia dla rezonansowyh funkji podaªkowyh, gdy» gªówny wkªad do aªekpohodzi z obszaru rezonansowego. Opróz tego, wszystkie nieharmoniz-ne skªadowe w aªe (1.94), ze wzgl�du na w¡ski przedziaª efektywnegoobszaru aªkowania, zamieniamy na ih warto±¢ w punkie kx = Kx.Istotnie nowym wyra»eniem, okre±laj¡ym intensywno±¢ wi¡zki odbitej wpªaszzy¹nie y = onst, wystarzaj¡o oddalonej od pªaszzyzny kontaktuaby mo»na byªo zaniedba¢ wkªad fal powierzhniowyh, zgodnie z [5℄ jestjU(1)r j2jCA(1)r j = e�2X2r j1�p� klw v0lvR e(��Xr)2 erf(� �Xr)j2 ; (1.96)Xr = xrwi ; � = klw2 v0lvR + i(Kx � kl)w2 : (1.97)Przykªad przebiegu funkji (1.96) dla struktury skªadaj¡ej si� z krysz-taªów kadmu (podªo»e) i ynku (warstwa) pokazano na rys. 1.8(a). Jaknale»aªo si� spodziewa¢ [34℄, szybka zmiana fazy rezonansowego wspóª-zynnika odbiia (1.80) prowadzi do przemieszzenia wi¡zki odbitej o wiel-ko±¢, która na podstawie wzoru (1.87) jest o wiele wi�ksza od dªugo±i fali(efekt Shoha [5℄, [34℄). Ko«owy wynik aªkowania wyra»enia (1.94) manast�puj¡¡ posta¢:jU(1)� j2jCA(1)� j =j�b�j2 e�2Kxd(jp�j�jp1j�jp2j) e�2X2r� �����1 + i p� klw2 e(��X)2 erf(� �X)�����2 ; (1.98)gdzie X = xw , a�b� = b�vR('i�'45 +  i5 44)�D(L�1;L�2)�v ������vR ; � = 1; 2: (1.99)Oblizenia przeprowadzone dla ukªadu kadm - ynk pokazuj¡, »e para-metry zadania speªniaj¡e warunki (1.72) i (1.95) i prowadz¡e do re-zonansowego wzbudzenia fali powierzhniowej w warstwie, s¡ w prakty-e osi¡galne. Rys. 1.8(b) ukazuj¡y krzywe rezonansowe dane równaniem
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(b) Zale»no±¢ intensywno±i niejednorod-nej fali parjalnej � = 1 w warstwie odwspóªrz�dnej X = x=w dla dwu grubo-±i warstw: 1: d = 1:2 � 10�3 m; 2: d =1:4� 10�3 mRys. 1.8. Przesuni�ie Shoha ogranizonej wi¡zki fali akustyznej w warun-kah rezonansu dla struktury ynk (warstwa) { kadm (podªo»e); ! = 7 Mhz,w = 10�2 m, Kz = kl [7℄(1.98) (� = 1) dla dwóh grubo±i warstwy pokazuje, »e dla ! = 7 MHz,w = 10�2 m, d � 10�3 m, intensywno±¢ fali powierzhniowej dziesi�io-krotnie przewy»sza intensywno±¢ fali padaj¡ej. Nale»y podkre±li¢ du»¡wra»liwo±¢ efektu na zmian� parametrów zadania spowodowan¡ niedu»ymizakresami wielko±i prowadz¡ymi do rezonansu i równoze±nie speªnia-j¡ymi warunek (1.72). Wspóªzynnik j�b1j w równaniu (1.99) jest rz�dujedno±i.1.4. Niespr�»yste odbiie wi¡zki fal akustyznyh odswobodnej graniy krysztaªuJak ju» wspomnieli±my uprzednio, wi¡zk� fal akustyznyh mo»na przed-stawi¢ jako pazk� fal pªaskih. Zadanie odbiia wi¡zki falowej od po-wierzhni mo»emy wi� sprowadzi¢ do nast�puj¡ej proedury: rozªo»y¢wi¡zk� na fale pªaskie, przeanalizowa¢ odbiie fali pªaskiej od powierzh-ni, a nast�pnie zbudowa¢ wi¡zk� odbit¡ z odbityh fal pªaskih bior¡yh



1.4. Niespr�»yste odbiie wi¡zki od swobodnej graniy krysztaªu 51udziaª w tym proesie. Je±li pozostaniemy w liniowym przybli»eniu teoriispr�»ysto±i, to jak pokazano w praah [13℄ i [50℄, odbiie pªaskiej faliobj�to±iowej o wektorze polaryzaji A(i) i pr�dko±i fazowej vi od swo-bodnej powierzhni póªniesko«zonego krysztaªu w pierwszym mi�dzyd¹-wi�kowym przedziale pr�dko±i v0L < vx < vL, gdzie 1=vx = [sin(�i+ i)℄=vi(rys. 1.9), mo»na przedstawi¢ w postai fali zteroparjalnej
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Rys. 1.9. Przekrój pªaszzyzn¡ padania obszarów zaªamania obj�to±iowyh falspr�»ystyh
U(r; t) = g 4Xj=1 bjA(j) eikx(x+pjy�vxt) ; (1.100)gdzie g { staªa, okre±lona przez wielko±¢ amplitudy fali padaj¡ej, j = �1,�2, i; r { indeksy, gdzie �1 i �2 odpowiadaj¡ skªadowym powierzhniowym,a i i r obj�to±iowym skªadowym odpowiednio fali padaj¡ej i odbitej, pj =k(j)y =kx, ! = kxvx. Wspóªzynniki bj okre±lamy z warunków brzegowyhna swobodnej powierzhnipqstus;tnqjy=0 = ikg 4Xj=1 bjL(j)p eikx(x�vxt) = 0 ; (1.101)



52 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...gdzie pqst { tensor moduªów spr�»ysto±i, L(j) { amplituda siªy na po-wierzhni odpowiadaj¡a j-ej fali parjalnej. Zgodnie z [13℄, rozwi¡zaniemrównania b�1L(�1) + b�2L(�2) + biL(i) + brL(r) = 0; (1.102)jest wektorowy ilozyn mieszanybj = [L(j) L(�1)� L(�2)�℄; (1.103)gdzie � { sprz�»enie zespolone. Wektory L(j) s¡ zwi¡zane z wektorami A(j)warunkiem unormowaniaA(j) L(k) +A(k)L(j) = Æjk : (1.104)Dla pewnyh orientaji pªaszzyzny padania rozwi¡zanie (1.100) mo»e dlaokre±lonej pr�dko±i vx = vR rozpa±¢ si� na dwa niezale»ne rozwi¡zania,opisuj¡e dwuparjalne fale: obj�to±iow¡ i powierzhniow¡. Dla k¡tówpadania ró»ni¡yh si� niezbyt du»o od owego wyró»nionego k¡ta '0, roz-wi¡zanie dla fali powierzhniowej przehodzi na gaª¡¹ fal odiekaj¡yhvl('), gdzie vl('0) = vR, zyli pr�dko±i fal Rayleigha. Formalizm mate-matyzny pozwalaj¡y na otrzymanie takih rozwi¡za« polega na dodaniudo dwu parjalnyh fal powierzhniowyh obj�to±iowej fali odbitej z am-plitud¡ br, maª¡ wedªug maªo±i miary odhylenia �' k¡ta padania odk¡ta graniznego '0. Warunki granizne w tej nowej sytuaji przyjmuj¡posta¢ b�1L(�1) + b�2L(�2) + brL(r) = 0; (1.105)zyli qr � [L(r) L(�1) L(�2)℄ = 0; (1.106)a speªnia je fala odiekaj¡a z zespolon¡ warto±i¡ pr�dko±i fazowej vl �i v0l, gdzie urojony skªadnikv0l � �(�')2; � > 0 ; (1.107)okre±la tªumienie amplitudy fali wzdªu» powierzhni i odiekanie energiiw gª¡b krysztaªu [13℄.Post�puj¡ zgodnie z metodologi¡ pokazan¡ w pray [13℄ mo»na pokaza¢,»e wspóªzynniki bj (1.103) w otozeniu vR przyjmuj¡ posta¢bi(vx) � Biv0i  1� i�vv0l ! ; br(vx) � Brv0i  1� i�vv0l ! ;b�(vx) � C��' +D��v; � = �1; �2 ; (1.108)



1.4. Niespr�»yste odbiie wi¡zki od swobodnej graniy krysztaªu 53gdzieBj � i �qj��v ����vR ; j = i; r; C� � db�d' ����'0; D� � �b��v ����vR : (1.109)Tutaj qi okre±lamy zgodnie ze wzorem (1.106), uprzednio zamieniwszyindeks r na i, b� dane jest wzorem (1.103), dd' = ��' + �vi�' ��v , �v =vx � vl.Oznazmy odpowiednie wspóªzynniki odbiiaR = brbi ; R� = b�bi : (1.110)Zauwa»my, »e jRj = 1, gdy» z prawa zahowania energii wynika, i» brb�r =bib�i . Wykorzystuj¡ (1.108), otrzymujemy dla RR(kx) = ei[�0+�(kx)℄; (1.111)gdzie ei�0 = BrBi 1� i�1 + i� ; (1.112)ei�(kx) = kx � k�pkx � kp ; (1.113)� � vlv0l � 1; kp � ki(1 + i=�); kl = !vl : (1.114)Wynika st¡d, »e �(kx) = 2artg�(kx � kl)kl ; (1.115)zyli faza wspóªzynnika odbiia silnie zmienia si� w otozeniu punktu klo promieniu � kl=�.Dla R� mamy R� = N� + M�p� kxkx � kp ; (1.116)gdzie N� = i D�Bi ; M� = �i (sign�')C�pvi� Bi : (1.117)



54 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...Amplituda drugiego skªadnika we wspóªzynniku R� ma w punkie kiostry pik o wysoko±i � p� i o szeroko±i � 1=p�, przehodz¡y dla�'!1 w funkj� Æ. W otozeniu punktu kl zarówno faza R� jak i fazaR zmieniaj¡ si� bardzo szybko.Tak wi�, zgodnie z [34℄, dla odpowiednih k¡tów padania nale»y oze-kiwa¢ zmiany ksztaªtu wi¡zki odbitej oraz jej przemieszzenia wzgl�dempoªo»enia okre±lonego prawami tradyyjnej akustyki geometryznej. Wiel-ko±¢ tego zjawiska zale»y od parametru �. Wkªad do ko«owego efektudaj¡ zarówno fale obj�to±iowe jak i powierzhniowe, ale ih wpªyw jestró»ny.Podobn¡ sytuaj� obserwujemy przy odbiiu wi¡zek akustyznyh w pªy-nah od graniy iaªa staªego [30℄, a tak»e przy odbiiu wi¡zek optyznyhw strukturah wielowarstwowyh [140℄. Analogizna do naszyh równa«(1.111) i (1.113), jest równie» posta¢ równa« w otozeniu punktu osobli-wego kp (traktowanego tu jako pewien parametr fenomenologizny). Takwi� otrzymane poni»ej równania (1.126) i (1.129) b�d¡ formalnie wygl¡-da¢ jak te, otrzymane w praah Tamira i Bertoniego [30℄ i [140℄.Powy»ej zakªadali±my, »e kx > 0. Je±li jednak byªoby tak, »e kx < 0, to wwyra»eniu (1.100) nale»y poªo»y¢ ! = �kxvx i wtedy we wzorah (1.113)i (1.116) powinno si� zamieni¢ kx na jkxj. Pojawiaj¡y si� przy tej okazjibiegun kx = �kp powinien, podobnie jak w przypadku graniy pªyn {iaªo staªe [113℄, doprowadzi¢ do pojawienia si� tzw. powrotnego odbiiawi¡zki, gdy z�±¢ energii odbija si� od graniy pod k¡tem �R na spotkaniez wi¡zk¡ padaj¡¡. Jednak»e intensywno±¢ tej wsteznej wi¡zki zazwyzajjest pomijalnie maªa, w szzególno±i dla rozpatrywanyh poni»ej wi¡zeko pro�lu gaussowskim [114℄, [117℄ i [137℄, wi� tego efektu nie b�dziemytu uwzgl�dnia¢.Rozpatrzmy dwuwymiarow¡ ogranizon¡ wi¡zk� fali akustyznej o pro�lugaussowskim, padaj¡ym w pªaszzy¹nie xy na powierzhni� krysztaªuy = 0 pod k¡tem �i do normalnej n (rys. 1.10). Pole przemieszze« przed-stawiamy w postaiU(i)(r; t) = CA(i) exp[�( xiwi )2 + i(K(i)r(i) � !t)℄ ; (1.118)gdzie r(i) { promie« wodz¡y w ukªadzie wspóªrz�dnyh xiyi, A(i) { po-laryzaja fali pªaskiej z wektorem falowym K(i) = m(i)!=vi. Wielko±iA(i) i vi okre±la si� z równania Christo�ela dla m(i) { wektora normal-



1.4. Niespr�»yste odbiie wi¡zki od swobodnej graniy krysztaªu 55nego do powierzhni falowej [50℄. Wi¡zka (1.118) propaguje si� wzdªu»wektora pr�dko±i grupowej tej fali s(i), a jego poªowa szeroko±i wi jestwystarzaj¡o du»a w porównaniu z dªugo±i¡ fali: K(i)wi � 1.
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Rys. 1.10. Geometria zadania odbiie wi¡zki fali akustyznejWyra»enie (1.118) mo»na ªatwo otrzyma¢ wykorzystuj¡ rozkªad Fourierana fale pªaskie oraz warunek brzegowy de�niuj¡y posta¢ rozkªadu Gaus-sa amplitudy wzdªu» pªaszzyzny K(i)r = 0 i umo»liwiaj¡y odtworzenieksztaªtu wi¡zki. Faz� okre±la si� z warunku, by wi¡zka speªniaªa równaniefalowe (1.100). Najwi�kszy wkªad do wi¡zki (1.118) wnosz¡ fale pªaskiez wektorami falowymi k maªo ró»ni¡ymi si� od K(i). Mo»na wi� za-stosowa¢ przybli»enie, »e wszystkie z¡stkowe fale pªaskie pazki falowejmaj¡ identyzn¡ polaryzaj� A(i) oraz wykorzysta¢ do otrzymania wzoru(1.118) rozkªad Fresnela:ky � pikx = qk2 � k2x� �K(i) os(�i +  i) + tg �i[kx �K(i) sin(�i +  i)℄ : (1.119)Tak wi� reprezentaja padaj¡ej wi¡zki fal akustyznyh przyjmuje po-sta¢ U(i) = C A(i)2� os �i 1Z�1 dkx�i(kx) eikx[(x+h tg �i)+pi(y�h)�vxt℄ ; (1.120)



56 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...gdzie�i(kx) = p� wi exp � w2i4 os2 �i [kx �K(i) sin(�i +  i)℄! ; (1.121)a pi mo»na wyznazy¢ ze wzoru (1.119). Zauwa»my, »e uwzgl�dnienie wewzorze (1.119) kolejnyh wyrazów jest równowa»ne uwzgl�dnieniu dyfrak-yjnego rozmyia wi¡zki i doprowadziªoby do pojawienia si� urojonegododatku do póªszeroko±i wi¡zki wi.U(r; t) = 12� os �i 1Z�1 dkx eikx[(x+h tg �i)�pih�vxt℄�� g(kx)Xj bj(kx)A(j) eikxpjy : (1.122)g(kx) = C�i(kx)bi(kx) : (1.123)U(r) = C2� os �i 1Z�1 dkxRA(i) eikx[(x+h tg �i)+pry�pih�vxt℄ ; (1.124)U(�) = C2� os �i 1Z�1 dkxRA(�) eikx[(x+h tg �i)+p�y�pih�vxt℄ ; (1.125)gdzie R okre±la si� ze wzorów (1.111) { (1.113), R� { ze wzorów (1.116) i(1.117), �i { z (1.121), a pi { z (1.119).1.4.1. Przemieszzenie wi¡zki i jej ksztaªt w poªo»eniuoddalonym od powierzhniJe±li kierunek wi¡zki odbitej U(r), wynikaj¡y z warunku K(r) sin(�r + r) = K(i) sin(�i+ i) (porównaj rys. 1.10) wynosi K(r) =m(r) !=vr i jestodlegªy od kierunku osi akustyznej, to A(r) w wyra»eniu podaªkowym(1.124) mo»na przybli»y¢ przez wektor polaryzaji fali pªaskiej z normaln¡falow¡ m(r). Anizotropowy rozkªad Fresnela dla pr ma z dokªadno±i¡ doznaku posta¢ analogizn¡ do wyra»enia (1.119) i z zamian¡ wszystkihindeksów z i na r. W wyniku otrzymujemyU(r) = U(r)0 [1� 2p� � e(�Xr)2 erf( �Xr)℄ ; (1.126)



1.4. Niespr�»yste odbiie wi¡zki od swobodnej graniy krysztaªu 57gdzie wprowadzili±my nast�puj¡e oznazenia:U(r)0 = CA(r) expf�X2r + i[�0+K(r)r(i)+h(K(r)y �K(i)y )�! t℄g ; (1.127)� = kiw2� ; Xr = xrwr ; w = wros �r = wios �i ; = �+ i� ; � = �kw2 = [K(i) sin(�i +  i)� ki℄w2 : (1.128)W przypadku izotropii v0 = 0, a w konsekwenji równie» � � ��1 = 0 iU(r) = U(r)0 , zyli omawiany efekt nie wyst�puje. Z tego samego powo-du, w sytuaji gdy 4' = 0 (� = 0), zjawisko nie wyst�puje równie» wprzypadku anizotropii.Wyra»eniejU(r)j2CA(r) = e�2Xr j1� 2p� � e(�Xr) erf( �Xr)j2 ; (1.129)opisuje intensywno±¢ wi¡zki odbitej na pªaszzy¹nie yr = y0 = onst,gdzie wielko±¢ y0 jest na tyle du»a, by mo»na byªo pomin¡¢ wkªad falpowierzhniowyh. Wyra»enie to jest parzyste wzgl�dem � (a wi� i 4k).
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Xr Rys. 1.11. Zale»no±¢ intensywno±i wi¡zki odbitej jU(r)j2 od wspóªrz�dnej Xrdla � = 0:15, 4k = 0 [5℄Charakterystyzny przebieg zale»no±i jU(r)j2 od Xr pokazany jest na rys.1.11 dla � = 0:15 i 4k = 0. Wspóªrz�dna drugiego maksimum to wielko±¢boznego przemieszzenia wi¡zki odbitej { analog efektu Shoha.



58 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...Rozpatrzmy asymptotyzne zahowanie funkji jU(r)j2 dla jj = (�2 +�2j � 1 oraz dla jj � 1. Parametr � = kl=2� mo»e przyjmowa¢ zarównodu»e jak i maªe warto±i w zale»no±i od stosunku dwu du»yh wielko±iklw i � � (�)�2. Przypomnijmy, »e przy przybli»onym wylizaniu wspóª-zynników R we wzorah (1.111) { (1.113) i R� w (1.116) zaªo»yli±my, i»zarówno �', jak i j�kj=kl, s¡ maªe.Dla jj � 1 (i zaniedbuj¡ we wzorze dla (Xr)m1 zªony w wy»szyhpot�gah � �2�2) oraz � ��2, otrzymujemy(Xr)m1 � 2�(1� �p�); (Xr)min � sln( 14�p� ) + �;(Xr)m2 � vuutln �+ 3�+ �2�(1� 2�2)4�2p� + �; (1.130)gdzie � { wielko±¢ rz�du jedno±i (porównaj rys. 1.12).Dla jj � 1 (i dla � lub j�j � 1) otrzymujemy(Xr)m2 � ��2 + �2 : (1.131)Je±li za± jj � 1 oraz �� j�j, to(Xr)m1 � ��� 2�8�2 + 1 ; (Xr)min � �� + 2�8�2 + 1 ; (1.132)jednak»e wraz ze wzrostem j�j oba te ekstrema znikaj¡ i wyra»enie jU(r)(Xr)j2ma tylko jedno maksimum w punkie (Xr)m = (Xr)m2 ze wspóªrz�dn¡(1.131). Na rys. 1.12 pokazano zestawienie wyników otrzymanyh na pod-stawie oblize« komputerowyh i ze wzorów analityznyh (1.130) i (1.131)boznego przemieszzenia (Xr)m2. Wida¢, »e otrzymane przybli»enia od-biegaj¡ od wyników dokªadnyh tylko dla w¡skiego przedziaªu warto±i �i �. Dla ekstremalnyh warto±i funkji jU(r)j2 mo»na otrzyma¢ dokªadnewyra»eniejU(r)j2extrjCA(r)j2 = e�2(Xr)2 <ef( +Xr)��[2p� e(�Xr)2 erf( �Xr)� 1� ℄g����Xr=(Xr)extr : (1.133)
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(b) Zale»no±¢ boznego przemieszze-nia (Xr)m2 od � przy � = 0:34Rys. 1.12. Lini¡ i¡gª¡ oznazono wyniki dokªadnyh oblize«, a liniami prze-rywanymi zale»no±i wynikaj¡e ze wzoru (1.130) (a) i (1.131) (b); w przypadku(a): � = fln[(�0 + 2�)=4�2p�℄g1=2, �0 � 2:1; w przypadku (b): � = 1:16; osiezmiennyh niezale»nyh s¡ w skali logarytmiznej [5℄Dla �� = 0 wyra»enie to daje jU(r)jmin = 0 orazjU(r)j2m1;2jCA(r)j2 = e�2(Xr)2m1;2f[�+ (Xr)m1;2℄=�g2: (1.134)Podstawiaj¡ tu wzory (1.130){(1.132) mo»na otrzyma¢ oszaowania dlajU(r)j2ekst dla du»yh i maªyh � i �.Okazuje si�, »e przy �' 6= 0 (� 6= 0) wraz ze wzrostem jj zahodzi zmianarozkªadu intensywno±i mi�dzy dwoma maksimami. Pierwsze maksimum,przesuni�te z punktu Xr = 0 na lewo, zmniejsza si�, a dla dostatezniedu»yh warto±i j�j znika. Drugie maksimum zbli»a si� z prawej strony dopunktu Xr = 0 zwi�kszaj¡ sw¡ wysoko±¢: wielko±¢ jU(r)j2m2=jCA(r)j2 �(�')4 przy jj � 1 i asymptotyznie zd¡»a do jedno±i dla jj � 15.Zauwa»my, »e dla jj � 1 rozkªad intensywno±i jU(r)(Xr)j2 praktyzniema dla j�j � 1 tylko jedno maksimum. Rzezywi±ie, na przykªad przy�k = 0 dla � zmieniaj¡ego si� od 0 do 1, wielko±¢ jU(r)j2m1=jCA(r)j2zmniejsza si� od 1 do� 10�2, a jU(r)j2m2=jCA(r)j2 wzrasta od 0 do wielko±irz�du 1.5 Przy okre±lonym �' (zyli �), w zgodzie z powy»szymi wzorami, wielko±¢jU(r)j2m2 wraz ze wzrostem j�j od zera poz¡tkowo zmniejsza si� dopóki j�j � 1, anast�pnie wzrasta.



60 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...Tak wi�, rezonansowe zahowanie si� wi¡zki odbitej o okre±lonej sze-roko±i i z�stotliwo±i de�niowane jest przez dwa podstawowe �zyzneparametry: �' i �k. W pobli»u bieguna wspóªzynnika odbiia (1.113),odpowiadaj¡ego modzie odiekaj¡ej, bozne przemieszzenie wi¡zki od-bitej osi¡ga warto±i rz�du szeroko±i wi¡zki (xr)m2 = w(Xr)m2 � w(porównaj (1.130)). Zmiana parametrów Æ' lub �k zmniejsza to prze-mieszzenie zgodnie ze wzorem (1.131): przemieszzenie wi¡zki staje si� owiele mniejsze od szeroko±i wi¡zki.Rozpatrzmy teraz zale»no±¢ boznego przemieszzenia wi¡zki (xr)m2 odw dla zadanej geometrii, zyli okre±lonyh �' 6= 0 i �k. Dla maªyh w(jj � 1, tak jak poprzednio klw� 1) przesuni�ie wi¡zki jest proporjo-nalne do w, a dla wi�kszyh w (jj � 1) wielko±¢ przesuni�ia przehodziw plateau � (2�=kl)=[1 + (��k=kl)2℄.1.4.2. Pole falowe na powierzhniWkªad do sumaryznego pola falowego od powierzhniowyh fal pªaskihzanika wykªadnizo wraz z oddalaniem si� od graniy. Wprowadzaj¡ bez-wymiarow¡ wspóªrz�dn¡ X = x=w, otrzymujemy dla U(�) opisanego rów-naniem (1.125), nast�puj¡e wyra»enie dla U(�) na powierzhni y = 0:U(�) = U�0 [N�+M�p� �p�M�( 1p� � iq�)� e(�X)2erf(�X)℄ ; (1.135)gdzie U�0 = CA� exp [�X2 + i(Kirijy=0 � !t)℄ : (1.136)Nat�»enie sumaryznego pola falowego jUj2 na graniy o±rodka jest su-perpozyj¡ wkªadu powierzhniowego i obj�to±iowegojUj2 =jU(i) +U(r) +U(�1) +U(�2)j2 =jU(i) +U(r)j2 + jU(�1) +U(�2)j2+2<e[(U(i) +U(r))(U(�1) +U(�2))�℄: (1.137)Dla �' = 0 parametr � � (�')�2 zmierza do niesko«zono±i, a � ���1 = 0. Z tego wzgl�du zale»no±¢ jU(X)j2=jCA(i)j2 ma posta¢ krzywejGaussa ze ±rodkiem w punkie X = 0 i z wysoko±i¡ maksimum rz�dujedno±i. Zahowanie si� pola falowego na graniy wraz ze wzrostem �'



1.4. Niespr�»yste odbiie wi¡zki od swobodnej graniy krysztaªu 61i maªyh � = �k w=2 w sposób istotny zale»y od wielko±i parametru��1=2 � klw�'. Dla ��1=2 � 1, j�j � 1 ±rodkowe maksimum przesuwa si�z punktu X = 0 (przesuni�ie mo»e nast¡pi¢ albo w lewo albo w prawo) naodlegªo±¢ rz�du ��1=2, a jego wysoko±¢ zmienia si� niewiele. Równoze±nieprawa strona tego maksimum ro±nie wraz ze wzrostem �', tak »e dlaX &1 mamy jU(X)j2=jCA(i)j2 � �2� exp(�i�X). Przy speªnieniu okre±lonyhwarunków na stosunek pomi�dzy mno»nikami amplitud fal dla prawegomaksimum mo»e pojawi¢ si� drugie maksimum oddzielone niegª�bokimminimum i przemieszzaj¡e si� ze strony prawej na lew¡ wraz ze wzrostem�'. Wraz z dalszym wzrostem �', gdy speªniony jest warunek1� 12p�� � e�2� ; (1.138)drugie maksimum zazyna górowa¢ nad pierwszym i ostateznie funkjajU(x)j2 deformuje si� do jednego maksimum speªniaj¡ego równaniaXm � sln 12p� � + �;jUj2mjCA(i)j2 � �� e�2X2m � 4���2� ; (1.139)gdzie � = jA(�1)M(�1) +A(�2)M(�2)j2jA(i)j2 : (1.140)Zale»no±¢ Xm i jUj2m od � (�j � 1) opisywane jest przez skªadniki b�d¡emaªymi poprawkami do wyra»enia (1.139). Na przykªad, przy warunku1=�p� � �2 � 1 mamyXm � sln 1� 2�2�22p�� + � ; (1.141)gdzie jak poprzednio � � 1. Zauwa»my, »e dla �2 . 1=�p�, j�j � 1w pierwszym rz�dzie maªo±i pojawi¡ si� poprawki liniowe wzgl�dem �(jawna posta¢ tyh wyra»e« jest dosy¢ skomplikowana). W konsekwenji,rozkªad nat�»enia pola falowego na graniy, w odró»nieniu od sytuaji wewn�trzu krysztaªu, zale»y od znaku �, zyli od znaku �k.



62 Rozdziaª 1. Akustyzne fale powierzhniowe...Omawiany powy»ej przypadek, gdy nat�»enie jUj2 przy �p� � 1, j�j � 1harakteryzuje si� przez dwa maksima, ma miejse na przykªad w o±rod-kah poprzeznie izotropowyh. Mo»liwy jest równie» inny wariant, gdydrugie maksimum nie pojawia si�. Przy tym gªówne maksimum wraz zewzrostem �' od zera przesuwa si� z punktu X = 0 na prawo. Jednak»ekierunek ruhu maksimum wraz ze wzrostem �' zmienia si� na przeiwny,gdy parametr �p� osi¡ga warto±¢ rz�du jedno±i i przy warunku (1.138)(i j�j � 1) dane maksimum tak»e opisywane jest przez wyra»enie (1.139).Je±li b�dziemy dalej zwi�ksza¢ �', to parametr 2p�� nie b�dzie ju» maªyi wielko±¢ jUj2m zaznie si� zmniejsza¢. Dla � � 1, � & j�j dla badanegomaksimum zahodz¡ relajeXm � �2(�2 + �2) ; jUj2mjCA(i)j2 � � � ; (1.142)gdzie � � 1=(�')2 � 1. Tak wi�, dla dowolnyh stosunków mi�dzy mno»-nikami przy amplitudah fal, zale»no±¢ jU(X)j2 dla odpowiednio du»yhwarto±i �p� jest ÿ jednorodna", przy zym maksimum dane jest wzorami(1.139) i (1.142). Nale»y podkre±li¢, »e maksimum (1.139), (1.142) w peªnijest okre±lone przez wkªad pohodz¡y od fali powierzhniowejjUj2mjCA(i)j2 � jU�1 +U�2 j2mjCA(i)j2 � 1 ; dla �q� � 1 ;i znaznie przewy»sza nat�»enie wi¡zki padaj¡ej i odbitej wewn¡trz krysz-taªu.Rozpatrzmy teraz rozkªad nat�»enia jUj2 na graniy w zale»no±i od sze-roko±i wi¡zki przy zadanej geometrii (przy ustalonyh �' 6= 0 i j�kj).Dla maªyh w, takih »e jj � 1, ale 2p� � e �2� � 1, rozkªad ten majedno maksimum (1.139) o wysoko±i � w2 i boznym przemieszzeniemxm = wXm, zyli proporjonalnym do w. Dla du»yh w, speªniaj¡yhwarunek jj � 1, ale tak, »e kl=� & j�kj, wysoko±¢ i wspóªrz�dna xmdanego maksimum zd¡»a do warto±i (1.142), nie zale»¡ej od w.Je±li przy ustalonyh parametrah j�'j i w zwi�ksza¢ odhylenie kierunkupadania wi¡zki od kierunku rezonansowego, zyli zwi�ksza¢ j�kj, to dladopuszzalnyh graniznie w naszej analizie wielko±i j�kj: j�kjw � 1i j�kj � kl=p� { wysoko±¢ maksimum jUj2m=jCA(i)j2 zd¡»a do pew-nej staªej wielko±i rz�du jedno±i, a jego wspóªrz�dna xm maleje jak



1.4. Niespr�»yste odbiie wi¡zki od swobodnej graniy krysztaªu 63kl=p� (�k)2, zyli p� razy wolniej od boznego przemieszzenia mak-simum wi¡zki odbitej wewn¡trz krysztaªu (dla o±rodka poprzeznie izo-tropowego zahodzi zwi¡zek (1.145)).1.4.3. O±rodek poprzeznie izotropowyRozpatrzmy o±rodek poprzeznie izotropowy, zyli o heksagonalnej struk-turze krystaliznej z osi¡ sze±iokrotnej symetrii le»¡ej w pªaszzy¹niegraniznej iaªa i pró»ni. Zagadnienie odbiia fal pªaskih w tym zagad-nieniu zostaªo szzegóªowo przedstawione w pray [13℄. W szzególno±i,dla orientaji '0 pªaszzyzny padania prostopadªej do osi 6-ego rz�dupokazano, »e przy stosunku staªyh spr�»ysto±i 66 > 44 w przedzialepr�dko±i vL < vx < v0L (rys. 1.9) istnieje taki punkt vR, w którym istniejedwuparjalne rozwi¡zanie powierzhniowe. Zgodnie z ogóln¡ teori¡ przezten punkt przehodzi gaª¡¹ fal odiekaj¡yh vl(').Rozwi¡zania w postai fal pªaskih w krysztaªah heksagonalnyh harak-teryzuj¡ si� szeregiem osobliwo±i. Po pierwsze, dla 66 > 44 rozwi¡zanie(1.100) dla orientaji '0 w aªym przedziale vL < vx < v0L realizuje si� wpostai dwuparjalnej fali obj�to±iowej, odpowiadaj¡ej zystemu odbi-iu [13℄. W konsekwenji mamy (�b�=�v)vR = 0 i N� = 0. Wynika st¡d wszzególno±i, »e przy padaniu wi¡zki w pªaszzy¹nie '0 fale powierzhnio-we nie wzbudzaj¡ si�. Po drugie, zgodnie z [90℄, przy odej±iu od poprzez-nie izotropowej orientaji '0, zahodziA(i)A(�),A(r)A(�) � (�'). Dlategoodpowiedni zªon w (1.137) opisuj¡y interferenj� skªadowej obj�to±io-wej i powierzhniowej, jest maªy dodatkowo z powodu maªej wielko±i pra-wie ortogonalnyh ilozynów skalarnyh wektorów polaryzaji A(i), A(r) iA(�). Badanie nat�»enia sumaryznego pola falowego na graniy heksa-gonalnego krysztaªu pokazuje, »e przy �2� � 1, j�j � 1 zale»no±¢ U(X)j2ma posta¢ ÿdwugarbn¡" (rys. 1.13). Pierwsze maksimum opisywane jestrównaniemXm1 � 14 p���2� ; jUj2m1jCA(i)j2 � 4 + ���2� : (1.143)Minimum ma wspóªrz�dn¡Xmin � vuuutln 2qln(�=�2�) + �p���2� + � ; (1.144)
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Rys. 1.13. Ksztaªt nat�»enia pola falowego jUj2 na powierzhni krysztaªuPb3(SiO4)(VO4)2 dla ró»nyh warto±i �' (�k = 0) (yfry przy krzywyhpodaj¡ warto±i �' w stopniah) [5℄a jego wielko±¢ zbli»ona jest do drugiego maksimum speªniaj¡ego rów-nania (1.139) i (1.141) (przy zym równanie (1.141) w danym przypadkuzahodzi dla 1=�2� � �2 � 1). Wraz ze wzrostem parametru �2�, gdyzazyna by¢ speªniony warunek �2� & 1 & 2p�� (ale jak poprzednioj�j � 1), funkja jU(X)j2 zahowuje tylko jedno maksimum (1.139) (patrzrys. 1.13). Przy jj = p�2 + �2 � 1 i je±li � & j�j maksimum to dane jestwzorami (1.142), a je±li j�j � �p�, to wzoramiXm � ��2�8�4 ; jUj2mjCA(i)j2 � 4 + ��2��2 : (1.145)



1.4. Niespr�»yste odbiie wi¡zki od swobodnej graniy krysztaªu 65Na rys. 1.13 pokazano wyniki oblize« komputerowyh nat�»enia pola falo-wego jUj2 na powierzhni y = 0 dla krysztaªu heksagonalnego Pb5(SiO4)(VO4)2przy k = 0 i ró»nyh orientajah �' pªaszzyzny padania wi¡zki. Pod-stawiaj¡ wzi�te z literatury warto±i do±wiadzalne staªyh spr�»ysto-±i i kªad¡ ! = 200MHz, w = 5mm, otrzymamy nast�puj¡e warto-±i dla badanego krysztaªu: vr � 1; 77 � 103m/s; � � 3; 01 � 104(�')�2;� � 9; 4 � 10�3(�')2, zyli �2� � 2; 66 � (�')2; 1=jA(i)j2 � 8; 9 � 109N/m2;� � 0; 178.Oddalaj¡ si� od graniy y = 0 w gª¡b krysztaªu fale powierzhnioweszybko zanikaj¡. Na przykªad, dla rozpatrywanego krysztaªu na gª�boko±iy = 0; 25 mm amplituda skªadowyh powierzhniowyh stanowi zaledwie10�5 swej wielko±i na powierzhni. Tak wi�, sumaryzne pole falowe natej gª�boko±i w peªni jest okre±lone przez fale obj�to±iowe (rys. 1.14).Jak si� nale»aªo spodziewa¢, interferenja wi¡zki padaj¡ej i odbitej jestistotna tylko w pobli»u ih przekrywania si�. Przy wystarzaj¡ym odda-leniu od powierzhni, w obszarze przestrzennego rozdzielenia wi¡zek, tainterferenja staje si� nieistotna.Pokazali±my wi�, »e gdy padaj¡a wi¡zka propaguje si� wzdªu» kierunkuÿ±redniej" pr�dko±i grupowej i ma taki ±redni wektor falowy K(i), »e jegorzut na grani� nale»y do gaª�zi fal odiekaj¡yh lub jest jej bliski, toodbiie w tyh warunkah ma dwie osobliwo±i. Po pierwsze, ma miejsezjawisko, analogizne do zjawiska Shoha w iezy: pojawia si� bozneprzemieszzenie wi¡zki odbitej, znaznie przekrazaj¡e dªugo±¢ fali i na-st�puje zmiana ksztaªtu wi¡zki odbitej w porównaniu z wi¡zk¡ padaj¡¡.Po drugie, staje si� mo»liwe wzbudzenie fali powierzhniowej o nat�»eniuwiele razy przewy»szaj¡ym nat�»enie wi¡zki padaj¡ej. Zwi¡zane jest to zbadanym w [13℄ osobliwymi wªa±iwo±iami zteroparjalnego rozwi¡zaniaw postai fal pªaskih w pobli»u gaª�zi fal odiekaj¡yh. Rozpatrywanezjawisko ma harakter rezonansowy, sterowany przez odpowiednie pro-porje parametrów �zyznyh, szeroko±¢ i z�stotliwo±¢ wi¡zki, a tak»e jejorientaj� wzgl�dem o±rodka akustyznie anizotropowego.
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1 () �' = 6Rys. 1.14. Przykªadowe pro�le intensywno±i pola falowego jUj2 w krysztalePb3(SiO4)(VO4)2 w odlegªo±i 0:25 mm i 5 mm dla ró»nyh warto±i �' (�k =0) (Y = jUj2=jCA(i)j2) [5℄



Rozdziaª 2Dyssypaja ruhu dyslokajiTemperatura, w uj�iu klasyznym, jest miar¡ energii kinetyznej atomówtworz¡yh dane iaªo. W krysztaªah jest to energia kinetyzna drga«atomów wokóª ih poªo»e« równowagi. Przy pewnej odpowiednio wysokiejwarto±i temperatury, ró»nej dla ka»dego materiaªu, nast�puje zerwaniewi¡za« mi�dzyatomowyh, struktura krystalizna iaªa zostaje zniszzonai krysztaª zazyna topnie¢. Struktura krystalizna iaªa mo»e zosta¢ znisz-zona, b¡d¹ zmieniona, równie» przez siªy nietermizne w wyniku ró»negorodzaju deformaji.W swoim zasie byªo wielkim zaskozeniem dla badazy, »e trwaªe defor-maje zahodz¡ przy du»o ni»szyh napr�»eniah ni» wynikaªo to z modeliiaª staªyh zakªadaj¡yh idealn¡ budow� krystalizn¡ iaªa. Wyja±nienietego faktu staªo si� mo»liwe dopiero po uwzgl�dnieniu defektów budowyidealnej siei. Powszehnie przyj�ta jest systematyzaja defektów siei kry-staliznej ze wzgl�du na ih wymiar geometryzny:1. defekty punktowe (atomy obe w w�zªah siei krystaliznej), atomymi�dzyw�zªowe, wakansje (braki atomów w regularnyh poªo»eniahw�zªowyh),2. defekty liniowe (dyslokaje i dysklinaje),3. defekty powierzhniowe (granie ziaren w polikrysztaªah, powierzh-nie bli¹niakowania),4. defekty obj�to±iowe (rowdiony { zyli zgrupowania defektów punk-towyh), szzeliny, bª�dy uªo»enia pªaszzyzn siei krystaliznej.Okazaªo si�, »e najwi�ksz¡ rol� w uªatwianiu deformaji siei krystaliznejodgrywaj¡ dyslokaje.Je±li na iaªo dziaªa niewielka siªa (z in»ynierskiego punktu widzenia),to iaªo ulega deformaji spr�»ystej i po ustaniu dziaªania przyªo»onejsiªy deformaja zanika aªkowiie niemal natyhmiast. Sumaryzna praa



68 Rozdziaª 2. Dyssypaja ruhu dyslokajiwykonana przez przyªo»on¡ siª� i przez siªy spr�»yste przywraaj¡e iaªukon�guraj� poz¡tkow¡ wynosi zero, nie nast¡piªa dyssypaja energii.Zupeªnie inazej przedstawia si� sytuaja w trakie deformaji plastyznej:iaªo nie powraa ju» samozynnie do kon�guraji poz¡tkowej, tylko wsposób trwaªy przyjmuje inny ksztaªt, zarówno w sensie makroskopowymjak i mikroskopowym. Zjawiska towarzysz¡e ruhowi dyslokaji w trakiedeformaji plastyznej iaªa to na przykªad:| rozpraszanie fononów,| wiatr fononowy,| drgania linii dyslokaji,| tarie radiayjne.Wylizyli±my tylko niektóre zjawiska maj¡e bezpo±redni zwi¡zek z od-dziaªywaniem dyslokaji z fononami. Peªny opis dyssypaji wymaga uwzgl�d-nienia jeszze innyh oddziaªywa«, jak np. z elektronami przewodnitwa,eksytonami, magnonami. . . Te zjawiska zostaªy przeanalizowane w prze-gl¡dowyh praah [4℄, [9℄ i [10℄.Tutaj, w kolejnyh podrozdziaªah, omówimy tylko sposób oeniania zmianwielko±i dyssypaji spowodowanej ruhem dyslokaji w zale»no±i od tem-peratury, demonstruj¡ ró»ne mehanizmy hamowania ruhu dyslokaji wwyniku jej oddziaªywania z drganiami siei krystaliznej, zyli z gazemfononowym, na podstawie pra [11℄ i [14℄.2.1. Lepkie hamowanie ruhu dyslokajiJe±li jaki± obiekt, materialny (np. atom wtr¡enia) lub strukturalny (np.dyslokaja), przemieszza si� poprzez iaªo, to nast�puje zakªóenie stanurównowagi ukªadu, a w tym i stanu równowagi gazu fononowego. Poru-szaj¡y si� obiekt oddaje sw¡ energi� gazowi fononowemu i w rezultaienast�puje wyhamowanie ruhu obiektu. Je±li pr�dko±¢ ruhu obiektu vjest maªa w porównaniu z pr�dko±i¡ d¹wi�ku  w krysztale, to mo»nazaniedba¢ efekty ÿrelatywistyzne" i potraktowa¢ spr�»yste pole defor-maji "ij(r; t) (z wystarzaj¡¡ dokªadno±i¡) jako pole quasistatyzne,przemieszzaj¡e si� z pr�dko±i¡ v"ij(r; t) � "ij(r� vt) : (2.1)



2.1. Lepkie hamowanie ruhu dyslokaji 69Pole deformaji wygodnie jest przedstawi¢ w postai pakietu fal pªaskih:"ij(r; t) = Z dq(2�)3 "qij ei(qr�
qt) ; (2.2)gdzie "qij { transformata Fouriera statyznego pola deformaji krysztaªuwokóª linii dyslokaji "ij, a 
q = qv. W tej reprezentaji tªumienie ruhudyslokaji w przybli»eniu liniowym wyra»a si� poprzez tªumienie poszze-gólnyh fal pakietu fal pªaskihD = Z dq(2�)3 
q �ijkl(q;
q) "qij "�qij ; (2.3)gdzie D { przyrost dyssypaji energii na jednostk� zasu, �ijkl(q;
q) {efektywna lepko±¢ fali z wektorem falowym q i z�sto±i¡ 
q.W eksperymentah mierzony jest tzw. wspóªzynnik dynamiznego hamo-wania ruhu dyslokaji B, de�niowany jako wspóªzynnik proporjonalno-±i pomi�dzy siª¡ lepkiego hamowania dyslokaji F a pr�dko±i¡ ruhudyslokaji v (na jednostk� dªugo±i linii dyslokaji)F = v B : (2.4)Zwi¡zek pomi�dzy B a D jest nast�puj¡y:D = v2B ; (2.5)a wi� D = v F : (2.6)Typowe warto±i B dla ró»nyh krysztaªów w temperaturze pokojowejwynosz¡ od 10�3 do 10�4 puaz, a wi� s¡ takie, jak dla bardzo g�stegogazu [9℄.Z rys. (2.1) wyra¹nie wida¢, »e istnieje kilka mehanizmów hamowania ru-hu dyslokaji: wraz ze wzrostem napr�»enia pr�dko±¢ dyslokaji ro±nie, aleszybiej dla tej w ni»szej temperaturze. Potem, mimo wzrostu napr�»eniapr�dko±¢ dyslokaji ustala si� { praktyznie osi¡ga warto±¢ maksymaln¡,gdy» wª¡zaj¡ si� mehanizmy nie pozwalaj¡e na jej dalszy wzrost.
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T1 T2<T1 Rys. 2.1. Shematyzna zale»no±¢ pr�dko±i ruhu dyslokaji od napr�»enia wfunkji temperaturyZarówno w sytuaji równowagi, jak i w trakie ruhu dyslokaji, pole spr�-»yste krysztaªu wokóª dyslokaji jest zakªóone sam¡ obeno±i¡ dysloka-ji. Nieh ui oznaza wektor przemieszzenia w�zªa siei krystaliznej (wteorii kontynualnej jest to wektor przemieszzenia punktu materialnego)[153℄. Punkt, który przed deformaj¡ znajdowaª si� w poªo»eniu xi, podeformaji znajdzie si� w miejsuxi ! xi + ui(xk; t) : (2.7)Tensor odksztaªenia �ij jest de�niowany jako symetryzna suma gradien-tów przemieszzenia �ij = 12(ui;j + uj;i) : (2.8)Z tej de�niji wynika, »e tensor odksztaªenia jest tensorem symetryz-nym, zyli �ij = �ji.Aby odksztaªi¢ iaªo nale»y wykona¢ pewn¡ pra�, tak wi� w trakieodksztaªania materiaªu gromadzona jest w nim energia. Je±li proes od-ksztaªania jest proesem izentropowowym, zyli odwraalnym i adiaba-tyznym, to jest to energia wewn�trzna, b�d¡a funkj¡ tensora odksztaª-enia �ij i g�sto±i entropii � e = e(�ij; �) : (2.9)



2.1. Lepkie hamowanie ruhu dyslokaji 71Je±li natomiast proes odksztaªania jest izotermizny, to jest to energiaswobodna, b�d¡a funkj¡ tensora odksztaªenia �ij i temperatury T =  (�ij; T ) : (2.10)Tensor napr�»enia �ij jest okre±lany jako pohodna energii wzgl�dem od-ksztaªenia �ij = �0 �e��ij ; (2.11)gdzie �0 { g�sto±¢ masy w stanie nieodksztaªonym. W liniowej teorii spr�-»ysto±i energia e jest kwadratow¡ funkj¡ tensora odksztaªeniae = 12�0 ijkl�ij�kl ; (2.12)natomiast my b�dziemy tu korzystali z nieliniowej teorii spr�»ysto±i, gdy»b�dziemy musieli uwzgl�dnia¢ efekty anharmonizne. W tym przypadkuzale»no±¢ energii od odksztaªenia jest nast�puj¡a:e = 12�0 ijkl�ij�kl + 12�0 dijklmn�ij�kl�mn : (2.13)Tensory ijkl i dijklmn s¡ tensorami staªyh spr�»ysto±i drugiego i trzeiegorz�du. �atwo wida¢, »e tensor ijkl ma nast�puj¡e symetrieijkl = jikl = ijlk = klij : (2.14)Z de�niji (2.9) wynika, »e tensory staªyh spr�»ystyh s¡ funkjami en-tropii. Zgodnie z wzorami (2.11) i (2.14) mamy�ij = �ji = ijkl �kl = ijkl uk;l : (2.15)Ciaªo pozostaje w równowadze (dynamiznej), je±li speªnione jest równanieruhu �ij;j = �0 ui;tt ; (2.16)które mo»na wyrazi¢ poprzez same przemieszzenia i ih pohodne, korzy-staj¡ ze wzoru (2.15) w postai ukªadu trzeh liniowyh równa« ró»niz-kowyh drugiego rz�du, przyjmuj¡yh w przypadku liniowym posta¢:Lik = ijkl uk;lj + ijkl;j uk;l � �0 ui;tt = 0 : (2.17)Zamiast przemieszze« mo»na u»y¢ do sformuªowania równa« ruhu de-formaji.



72 Rozdziaª 2. Dyssypaja ruhu dyslokaji2.2. Hamowanie ruhu dyslokaji poprzez wiatrfononowyW pray [9℄ pokazano, »e istnieje taki zakres (niezbyt niskih) tempera-tur, w któryh deyduj¡¡ rol� w hamowaniu ruhu dyslokaji odgrywaj¡fonony, a nie na przykªad takie zjawiska jak utter, zy te» proesy re-laksayjne. W takiej sytuaji, przy opisie ruhu dyslokaji, te i inne do-datkowe zjawiska, jak na przykªad drganie linii dyslokaji pod wpªywempola temperatury, mog¡ zosta¢ pomini�te. Przy tyh zaªo»eniah osi¡gasi� zadowalaj¡¡ dokªadno±¢ modelowania, je±li we¹mie si� pod uwag� tyl-ko dalekozasi�gowe skªadowe spr�»ystego pola poruszaj¡ej si� dyslokaji.Dla badanego zakresu temperatur dobrym przybli»eniem widma fonono-wego jest przybli»enie Debye'a, w z�±i mehaniznej kontynualna teoriadyslokaji nie uwzgl�dniaj¡a istnienia j¡dra dyslokaji.Zjawisko rozpraszania fononów na poruszaj¡ej si� dyslokaji mo»e by¢opisane przez nast�puj¡y zale»ny od zasu Hamiltonian [14℄H(t) =X�;� ��� �� �+� e�i
qt : (2.18)Indeksy �, � oznazaj¡ ró»ne stany fononowe, okre±lone przez pary: wektorfalowy k i polaryzaja �: � = (k; �), � = (k0; �0), przy zym k0 = k + q,
q = qv, �� = ak� + a+�k�, a+�k�, ak� { odpowiednio operatory kreaji ianihilaji fononów, a ponadto��� = ~Ajtnism l�il��s kj k0t ûmn(q)4 �p!� !� ; (2.19)~ { staªa Planka, l� { polaryzaja fononu w stanie �, � { g�sto±¢ masyniezdeformowanego krysztaªu, ûmn(q) { transformata Fouriera statyzne-go pola dystorsji wokóª linii dyslokaji, Ajtnism { zrenormalizowane anhar-monizne staªe spr�»ysto±i [4℄, !� { z�sto±¢ fononu w stanie �.Mo»na pokaza¢, »e w rozwa»anym zakresie niskih temperatur hamiltonianoddziaªywania (2.18) jest wystarzaj¡o maªy, aby mo»na byªo zastosowa¢kwantowo-mehanizn¡ teori� perturbaji. W teorii perturbaji pierwszegorz�du prawdopodobie«stwo rozproszenia fononu ze stanu � do stanu � najednostk� zasu wynosiW�� = 8 �~2 j���j2 Æ(!�� !� � 
q) ; (2.20)



2.2. Wiatr fononowy 73gdzie Æ(!) { delta Diraa.Lizba przej±¢ od stanu � do stanu � na jednostk� zasu dana jest jakoilozyn prawdopodobie«stwa W�� i g�sto±i fononów n� w stanie �:n� = "exp ~!�kB T !� 1#�1 ; (2.21)gdzie kB { staªa Boltzmanna. W ka»dym akie rozpraszania przekazywanajest energia ~(!� � !�) = ~
q , a wi� dyssypaja energii na jednostk�zasu i na jednostk� dªugo±i linii dyslokaji wynosiD = � 8 �~LX�;� 
qj���j2 n� Æ(!� � !� � 
q)= � 4 �~LX�;� 
qj���j2(n� � n�)Æ(!� � !� � 
q) ; (2.22)gdzie L jest dªugo±i¡ linii dyslokaji (w przypadku dyslokaji prostolinio-wej jest to ±rednia krysztaªu wzdªu» linii dyslokaji).Je±li po rozwini�iu w szereg wzgl�dem pot�g v= wyra»enia (2.22) po-zostawimy tylko pierwsze nieznikaj¡e skªadniki i skorzystamy z faktu,»e n� � n� = n(!�)� n(!� � 
q) ' n(!�)� n(!�) + �n��!� 
q= 
q �n��!� ; (2.23)to w argumenie funkji delta-Diraa mo»emy pomin¡¢ skªadnik 
q. Wy-ra»enie na dyssypaj� energii D przyjmie teraz nast�puj¡a posta¢:D = � 4 �~LX�;� 
2qj���j2 �n��!� Æ(!� � !�) : (2.24)W nast�pnym podrozdziale znajdziemy jawn¡ posta¢ ûmn(q) { transfor-maty Fouriera statyznego pola dystorsji wokóª linii dyslokaji dla dyslo-kaji prostoliniowej i dla p�tli dyslokaji.



74 Rozdziaª 2. Dyssypaja ruhu dyslokaji2.3. Pole dystorsji dla dyslokaji prostoliniowej i dlap�tli dyslokajiSpr�»yste pole dystorsji pohodz¡e od dowolnej dyslokaji o wektorzeBurgersa b wyra»a si� za pomo¡ tensora Greena Gik(r) teorii spr�»ysto±iwzorem [74℄:uij(r) = �klpq bp ZS dS 0 nqrlrj Gik(r� r0)� Æuij(r) : (2.25)Caªkowanie przebiega po dowolnej powierzhni S ogranizonej lini¡ dys-lokaji, n { wektor normalny do powierzhni S , klpq { tensor staªyhspr�»ysto±i, a Æuij(r) { tensor dystorsji wewn�trznyh.Je±li wybierzemy S jako z�±¢ pªaszzyzny xz, to dla dyslokaji prostoli-niowej [65℄ Æuij(r) = bi nj Æ(y) �(x) ; (2.26)gdzie �(�) { funkja Heaviside'a, a dla dla p�tli dyslokajiÆuij(r) = bi nj Æ(y) �(R2�z2)[�(x+pR2 � z2)��(x�pR2 � z2)℄ : (2.27)Tensor Greena Gik(r) jest rozwi¡zaniem statyznego równania teorii spr�-»ysto±i ijklrkrlGml(r) + Æim Æ(r) = 0 ; (2.28)gdzie Æij { delta Kronekera.Poszukuj¡ rozwi¡zania równania (2.28) wygodnie jest zastosowa¢ tehni-k� transformaji Fouriera. Rozªó»my w tym elu tensor Gml(r) w szeregFouriera Gml(r) =Xq Ĝml(q) eiqr : (2.29)Po wstawieniu (2.29) do (2.28) otrzymujemy proste równanie algebraiznena Ĝml(q) q2 �lm(�) Ĝml(q) = 1 ; (2.30)gdzie � = q=q ; �lm(�) = �j jlmn �n : (2.31)Wykorzystuj¡ ten wynik w równaniu (2.29), dostajemyGml(r) =Xq ��1lm(�)q2 eiqr : (2.32)
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Rys. 2.2. Ukªady wspóªrz�dnyh: (a) dyslokaja prostoliniowa, (b) p�tla liniidyslokaji [14℄
Transformaty Fouriera w równaniah (2.25) - (2.27), uwzgl�dniaj¡e (2.29),przyjmuj¡ teraz nast�puj¡e formy:| dla dyslokaji prostoliniowejûdij(q) = � i L S�ijkl(�) bkmlq Æqz;0 ; (2.33)| dla p�tli dyslokajiûlij(q) = 2 � RS�ijkl(�) bkml J1(q�R)q� ; (2.34)gdzie S�ijkl(q) = Æik Æjl � klmn �m ��1ni (�) �j ; (2.35)J1(�) { funkja Bessela, q� = qq2x + q2z , m = t� �, t { wektor styzny dolinii dyslokaji (rys. 2.2).Równanie (2.34) mo»na ªatwo zastosowa¢ do przypadku p�tli linii dyslo-kaji w ksztaªie elipsy x2a2 + z2d2 = 1 :W tym przypadku odpowiednie wyra»enie na ûlij(q) przyjmuje posta¢ûlij(q) = 2 � a d S�ijkl(�) bkml J1(q(a qx)2 + (d qz)2q(a qx)2 + (d qz)2 : (2.36)



76 Rozdziaª 2. Dyssypaja ruhu dyslokajiW kolejnyh podrozdziaªah przedyskutujemy tylko dyslokaj� prostoli-niow¡ i okr¡gª¡ p�tl� linii dyslokaji.2.4. Hamowanie ruhu dyslokaji prostoliniowejDo proesu hamowania ruhu dyslokaji najwi�kszy wkªad wnosz¡ pro-esy oddziaªywania dyslokaji z tzw. fononami poprzeznymi [9℄, wi� wponi»szyh oszaowaniah ogranizymy si� tylko do tej grupy fononów.Bior¡ pod uwag� wzory (2.19) i (2.33) mo»na pokaza¢,»ej���j2 =  ~L b!�4 q !2 Æqz;0F�� ; (2.37)gdzie F�� { bezwymiarowa funkja o postaiF�� = ������Ajtqisp l�i l��s kj k0t S�pqkl(q=q) bkml� b !� !� ������2 : (2.38)Je±li teraz sumowanie po k i k0 zast¡pimy aªkowaniem po k i q = k0 � kto otrzymamy, »e przyrost dyssypaji energii na jednostk� zasu wynosiD = �� ~ b24 X�;�0 Z d3k(2�)3 !2� �n��!� Z d2q(2�)2 (qv)2q2 F�� Æ(!� � !�) : (2.39)Caªkowanie po q przebiega po pªaszzy¹nie normalnej do linii dyslokaji(rys. 2.2). Rahunki przeprowadzimy we wspóªrz�dnyh biegunowyh, li-z¡ k¡t 'q od kierunku pr�dko±i dyslokaji v (od osi Ox). Caªkowaniepo k wygodnie jest wykona¢ we wspóªrz�dnyh sferyznyh, liz¡ k¡t �kod kierunku wektora q i odpowiednio k¡t �k w pªaszzy¹nie prostopadªejdo wektora q . Funkja F�� wyra»a si� wtedy przez wspóªrz�dne 'q, 'k ios(�k) F�� = F��0('q; 'k; os(�k)) : (2.40)



2.4. Dyslokaja prostoliniowa 77Po uwzgl�dnieniu powy»szyh uwag otrzymujemy, »eD = ��4 ~ b2 v2(2� t)5 X�;�0 tkDZ0 d! !4 �n�! 2�Z0 d!q !q 2�Z0 d'q os2 'q 2�Z0 d'k� �Z0 d�k sin �kF��0('q; 'k; os �k) Æ(! �q!2 + !2q � 2! !q os �k) :(2.41)Tutaj kD { granizna warto±¢ widma Debye'a, !q = q t, t { ±redniapr�dko±¢ fononów poprzeznyh.Ostatnia aªka we wzorze (2.41) wynosi�Z0 d�k sin �kF��0('q; 'k; os �k) Æ(! �q!2 + !2q � 2! !q os �k)= �(2! � !q)!q F��0('q; 'k; !q2! ) : (2.42)Wstawiaj¡ ten wynik do równania (2.41) otrzymujemy, »eD = �g ~ b2 v2(2� t)5 tkDZ0 d! !5 �n�! ; (2.43)gdzie przez g oznazyli±my staª¡ wielko±¢g = �2 2�Z0 d'q os2 'q 2�Z0 d'k 1Z0 dtX�;�0F��0('q; 'k; t) : (2.44)Je±li teraz zamienimy zmienn¡ aªkowania we wzorze (2.43) na zmien-n¡ bezwymiarow¡ ~!=kB T , to wspóªzynnik hamowania ruhu dyslokajiB = D=v2 dany jest jak poni»ej:B = g ~b3  kD b2 � !5 f(T=�t) ; (2.45)gdzie �t = t kD=kB { zmody�kowana temperatura Debye'a, a funkjaf(x): f(x) = x5 1=xZ0 et t5 dt(et � 1)2 ; (2.46)



78 Rozdziaª 2. Dyssypaja ruhu dyslokajiopisuje zale»no±¢ od temperatury. We wzorze (2.45) wyst�puje parametrg � jA=�j (A { harakterystyzna warto±¢ staªej anharmoniznej, � {moduª ±inania), którego warto±¢ mo»emy teraz oszaowa¢ tylko z do-kªadno±i¡ o do rz�du wielko±i. Aby znale¹¢ dokªadn¡ warto±¢ g trzebaprzeprowadzi¢ szzegóªowe oblizenia, które dla dyslokaji ±rubowej i kra-w�dziowej zostan¡ przedstawione w podrozdziale 2.6 na stronie 82. Alerównie» i w powy»szej postai wzór (2.45) zawiera po»ytezne informa-je, pozwalaj¡e w szzególno±i przedyskutowa¢ opisan¡ wzorem (2.46)zale»no±¢ omawianego zjawiska od temperatury.W niskih temperaturah wiatr fononowy jest szybko ÿwymra»any": B �T 5 . Wraz ze wzrostem temperatury funkja f(T=�i) staje si� liniowa, awi� jej zahowanie zmienia si� w sposób istotny. Efekt ten zahodzi ju»dla temperatur znaznie ni»szyh od temperatury Debye'a.Zwró¢my uwag�, »e w wysokih temperaturah, wzory (2.45) i (2.46) prze-szaowuj¡ efekt, poniewa» zaniedbali±my wpªyw j¡dra dyslokaji. W pod-rozdziale 2.6 poka»emy, »e uwzgl�dnienie j¡dra dyslokaji nawet w prostymmodelu, prowadzi do pewnej renormalizaji wyra»enia podaªkowego wewzorze(2.46).2.5. Hamowanie ruhu okr¡gªej p�tli linii dyslokajiPoprzednie rozwa»ania dotyzyªy dyslokaji prostoliniowej. Otrzymanewyniki mog¡ by¢ zastosowane do dyslokaji krzywoliniowyh, na przykªaddo p�tli dyslokaji, tylko w tyh przypadkah, kiedy ±rednia dªugo±¢ falifononów jest maªa w porównaniu z promieniem krzywizny linii dyslokaji.Taka sytuaja zahodzi tylko dla niezbyt niskih temperatur. Mamy tuwi� okazj� przedyskutowa¢, jakie poprawki powinny zosta¢ pozynionedo opisu zale»no±i B(T ) od temperatury, je±li w rozwa»aniah uwzgl�d-ni¢ wpªyw krzywizny linii dyslokaji i od jakiej warto±i temperatury tazale»no±¢ nie ró»ni si� istotnie od zale»no±i (2.45).Problem ten byª badany równie» w pray [11℄, ale tylko w przypadkuizotropowym i w bardzo uproszzonej reprezentaji tensora ûij(q). Z tegote» powodu, ogranizono si� tam tylko do oszaowania rz�du zjawiska.Rozwa»ania przeprowadzone w podrozdziale 2.3 pozwalaj¡ przeanalizowa¢jak wraz ze wzrostem temperatury i odpowiadaj¡¡ mu rosn¡¡ dªugo±i¡fali fononów �ph zmienia si� harakter wspóªzynnika hamowania ruhu



2.5. P�tla dyslokayjna 79dyslokaji od zale»no±i danej wzorem (2.46) i prawdziwej dla �ph � R,a» do bardziej ostrej zale»no±i od temperatury dla �ph � R, kiedy tofonony reaguj¡ na p�tl� dyslokaji jak na defekt punktowy. Z drugiej stro-ny, w graniznym przypadku, kiedy promie« R p�tli jest rz�du wielko±istaªej siei krystaliznej, to wyra»enie na B stosuje si� równie» do oe-ny wpªywu fononów na hamowanie ruhu skupisk defektów punktowyh(rowdionów).Dyssypaja energii na jednostk� zasu, towarzysz¡a ruhowi p�tli liniidyslokaji, jest opisana wyra»eniem (2.24), w którym nale»y teraz poªo-»y¢ L = 2 � R, a wielko±¢ ���, dan¡ wzorami (2.19) i (2.34), mo»emyprzedstawi¢ tu w postai analogiznej do wyra»enia (2.37)j���j2 =  � R b ~!�2 q !2 J21 (q�R)F�� ; (2.47)gdzie F��, jak poprzednio, dana jest wzorem (2.38), z t¡ tylko ró»ni¡,»e wektor m = t� � (patrz rys. 2.2 b) jest zast¡piony tu przez zmiennywektor t, styzny do linii dyslokaji. Wektor t obraa si� zgodnie ze zmian¡k¡ta azymutalnego 'q wektora �, ale jest zawsze prostopadªy do rzutuwektora q na pªaszzyzn� p�tli.Wstawiaj¡ równanie (2.47) do równania (2.24) otrzymujemyD =� �2 ~ b2R2 X�;�0 Z d3k(2�)3 !2� �n��!��� Z d3q(2�)3 (qv)2q2 J21 (q R)F�� Æ(!�!�) : (2.48)Przykªadowe oblizenia zostan¡ przeprowadzone teraz dla pryzmatyznejp�tli linii dyslokaji. P�tla porusza si� w kierunku wektora Burgera b, pro-stopadªego do pªaszzyzny p�tli. Caªkowanie po k wygodnie jest przepro-wadzi¢ we wspóªrz�dnyh sferyznyh, liz¡ k¡t biegunowy �k od kierunkuwektora q. Caªkowanie po q przeprowadzimy równie» we wspóªrz�dnyhsferyznyh, ale z k¡tem azymutalnym 'q w pªaszzy¹nie p�tli, gdzie k¡tbiegunowy �q jest mierzony od kierunku wektora pr�dko±i v. Tak wi�,funkj� F�� mo»emy teraz wyrazi¢ w tyh wªa±nie wspóªrz�dnyhF�� � F��0('q; os �q; 'k; os �k) : (2.49)



80 Rozdziaª 2. Dyssypaja ruhu dyslokajiOblizenia daj¡ nast�puj¡e wyra»enie na wspóªzynnik hamowania ruhudyslokaji dla p�tli dyslokajiB = ~b3  kD b2 � !5 ~f(T=�t) ; (2.50)z zale»no±i¡ od temperatury dan¡ wyra»eniem~f(x) = x4 1=xZ0 e t5 dt(et � 1)2  (xt) ; (2.51)gdzie  = 2 kDR, a funkja  (y) de�niuj¡a ró»ni� pomi�dzy wzorami(2.51) a (2.46), przyjmuje posta¢ (y) =� y2 1Z�1 du u2 1Z0 dv v J21 (y vp1� u2)�� 2�Z0 d'k 2�Z0 d'qX�;�0 F��0('q; u; 'k; v) : (2.52)Powy»sze trzy wzory (2.50) { (2.52) umo»liwiaj¡ badanie wpªywu tem-peratury na hamowanie ruhu p�tli dyslokaji zarówno w niskih jak i wwysokih temperaturah.Dla temperatur niskih, zyli dla T � �t=, gªówny wkªad do aªki (2.51)daj¡ warto±i t � 1. Tak wi�, aby znale¹¢ warto±¢ funkji ~f(T=�t) wtym obszarze temperatur, wystarzy zna¢ zahowanie si� funkji  (y) dlamaªyh warto±i argumentu. Uwzgl�dniaj¡, »e dla y � 1J21 (y vp1� u2) ' 14 y2 v2 (1� u2) ; (2.53)funkja  (y) w tym obszarze przyjmuje posta¢ (y) = ~g y3 ; (2.54)gdzie ~g =�8 1Z�1 du (1� u2) 1Z0 dv v3�� 2�Z0 d'k 2�Z0 d'qX�;�0 F��0('q; u; 'k; v) � g=30 : (2.55)



2.5. P�tla dyslokayjna 81Je±li teraz uwzgl�dnimy wyra»enie (2.54), to funkja ~f(T=�t) dla T � �t=mo»e by¢ przedstawiona w postai~f(T=�t) � (2�)860 ~g 3 �T�t�8 : (2.56)Tak wi�, w bardzo niskih temperaturah hamowanie p�tli dyslokaji jestÿwymra»ane" bardziej gwaªtownie ni» dla dyslokaji prostoliniowej.Analogiznie post�puj¡ w przypadku wysokih temperatur T � �t=stwierdzamy, »e najwi�kszy wkªad daje asymptotyzne zahowanie funkji (y) dla du»yh warto±i argumentów. Kªad¡ y � 1, mamy i»J21 (y vp1� u2) ' 2� os2(y vp1� u2 + �=4)y vp1� u2 : (2.57)Po wstawieniu tego wyniku do równania (2.52) i zamianie szybko osyluj¡-ej funkji os2(y vp1� u2+�=4) jej ±redni¡ warto±i¡ 1=2, otrzymujemy (y) =12 1Z�1 du u2p1� u2 1Z0 dv 2�Z0 d'k 2�Z0 d'q��X�;�0 F��0('q; u; 'k; v) � �g = onst. (2.58)Innymi sªowy, w wysokih temperaturah T � �t=, jak nale»aªo ozeki-wa¢, hamowanie ruhu p�tli dyslokaji ma tak¡ sam¡ zale»no±¢ temperatu-row¡ jak dyslokaja prostoliniowa i jest opisana wzorem (2.45), w którymnale»y tylko zamieni¢ wielko±¢ g wielko±i¡ �g. Ten fakt niezgodno±i maproste �zyzne wytªumazenie zwi¡zane z faktem, »e hamowane niezale»nekawaªki p�tli dyslokaji maj¡ ró»n¡ orientaj�, a wi� ze wzgl�du na anizo-tropi� i hamowanie te» b�dzie ró»ne. �atwo mo»na sprawdzi¢, »e �g jest poprostu ±redni¡ warto±i¡ g wzi�t¡ po wszystkih mo»liwyh orientajahprostoliniowej linii dyslokaji o wektorze Burgersa b le»¡ej w pªaszzy¹niep�tli i poruszaj¡ej si� z pr�dko±i¡ v prostopadle do tej pªaszzyzny�g = 12� 2�Z0 d't g(t) : (2.59)W przypadku symetrii osiowej, gdy wielko±¢ F��0 nie zale»y od 't, mamy�g = g. Je±li zaniedbamy wpªyw anizotropii, zwi¡zan¡ nie z krzywizn¡ ale



82 Rozdziaª 2. Dyssypaja ruhu dyslokajiz orientaj¡ poszzególnyh elementów linii dyslokaji, to mo»emy stwier-dzi¢, »e krzywizna linii dyslokaji wpªywa istotnie na dynamizne hamowa-nie tylko w obszarze temperatur T � �t=. Ten obszar jest wystarzaj¡odu»y tylko dla skupisk defektów punktowyh (rowdionów) i dla bardzomaªyh p�tli dyslokaji. Z tego wzgl�du w nast�pnym podrozdziale skupi-my si� na rozwa»aniu tylko dyslokaji prostoliniowej.2.6. Anharmonizno±¢ w modelu MurnaghanaWielko±¢ g mo»e by¢ okre±lona w przybli»eniu izotropowym, gdy tensorAjtqisp, zgodnie z [37℄, ma nast�puj¡¡ posta¢Ajtqisp =2�53 �+ 12 K +m� l� Æij Æsi Æpq� ��3 +K +m� Æis Æjt Æpq� (�+m) Æit Æjs Æpq� 2�43 �+K +m� (Æij Æsp Ætq + Æst Æip Æjq)� 2� Æis Æjp Ætq� 2��+ 14n� ("pis "qjt + "pit "qjs) :
(2.60)

Tutaj K { obj�to±iowy moduª spr�»ysto±i, n, m i l { moduªy Murna-ghana, "ijk{ tensor Rii'ego. Do dalszyh oblize« b�dzie nam jeszzepotrzebna izotropowa posta¢ tensora S�ijkl(�)S�ijkl(�) = 11� � [mimjmkml + titjtktl + �(mimjtktl + titjmkml)℄+ 12 [mitjtkml +mitjmktl + timjtkml + timjmktl℄� �1� � Æij [mktl + tkml℄ : (2.61)



2.6. Model Murnaghana 83Tutaj � { wspóªzynnik Poissona, a m i t { wektory tworz¡e wraz z� = q=q prawoskr�tn¡ trójk� wektorów. Wektor t jest skierowany wzdªu»linii dyslokaji (rys. 2.2).Po uwzgl�dnieniu jawnej postai tensora S�ijkl w równaniu (2.61), otrzy-mujemy, »e dla dyslokaji ±rubowej z wektorem Burgersa b = b tS�pqkl(�) bkml = b2 [mp tq + tpmq℄ ; (2.62)a dla dyslokaji kraw�dziowej z wektorem Burgersa b = b �S�pqkl(�) bkml = b (�n)1� � [� (Æpq � tp tq)�mpmq℄ : (2.63)Je±li podstawimy teraz wyra»enia (2.60), (2.62) i (2.63) do równania (2.38),to otrzymamy jawn¡ posta¢ wielko±i F��, bezpo±rednio de�niuj¡¡ pa-rametr g w równaniu (2.44). Jako przykªad, dla dyslokaji ±rubowej, pozaniedbaniu wkªadu pohodz¡ego od fononów podªu»nyh, mamy i»F�� = �(l� l�)[(��m) (�� t) + (�� t) (��m)℄ + �1 + n4���[(l�l�t)(����m) + (l�l�m)(����t)+(l���t)(��l�m) + (l���m)(��l�t)℄�2 ; (2.64)
gdzie �� = k=k, �� = k0=k0, a mieszany ilozyn wektorowy jest postai(ABC) = A(B�C) : (2.65)Kolejny krok polega na wyra»eniu wielko±i F�� we wspóªrz�dnyh bie-gunowyh (2.40) i oblizeniu potrójnej aªki (2.44). Oblizenia s¡ zaso-hªonne i »mudne, wi� podamy tu tylko ostatezne wyniki.Podobne oszaowanie dla dyslokaji ±rubowej byªy robione w pray [3℄.Zgodnie z t¡ pra¡ gs ' 4 +  n� + 6!2 : (2.66)



84 Rozdziaª 2. Dyssypaja ruhu dyslokajiWynik dla dyslokaji kraw�dziowej jest du»o bardziej skomplikowany i poraz pierwszy zostaª opublikowany w pray [14℄ged ' 1�2 �1� 2�1� � �2 (16:49m2 + 0:76n2 � 4:94mn+ 13:34K2+55:5�2 + 23:54Km� 3:85K n+ 4:86�n+30:33�m+ 5:78 k �)+1�2(1� �)2 (0:63n2 + 17:41�2 + 5:93�n) : (2.67)Na ogóª najwi�kszy wkªad zarówno do ged jak i do gs pohodzi od zªonówzawieraj¡yh staª¡ Murnaghana n. Na przykªad, dla miedzi, zgodnie zpra¡ [133℄ mamy, i»n = �159 � 1011 dyna=m2 , m = �62 � 1011 dyna=m2 ,� = 5:46 � 1011 dyna=m2 , � = 0:324 ,K = 2�(1 + 2�)3(1� 2�) = 17:042 � 1011 dyna=m2 . (2.68)Tak wi� gs ' 538 ; ged ' 931 ; (2.69)a wielko±¢ n daje ponad 80% wkªadu do wielko±i g.Tak wi�, korzystaj¡ z równa« (2.45), (2.66) i (2.67) mo»emy oszao-wa¢ wpªyw wiatru fononowego na hamowanie ruhu dyslokaji ±rubowej ikraw�dziowej w niskih temperaturah. W obszarze wysokih temperaturprzedstawione powy»ej oszaowanie nie jest prawidªowe, poniewa» pomi-ni�to wpªyw j¡dra dyslokaji, o w tym przypadku jest istotne. Brak tenzostanie uzupeªniony w nast�pnym podrozdziale.2.7. Wiatr fononowy w wysokih temperaturahJak wspomniano ju» powy»ej, w tym podrozdziale przedyskutujemy za-howanie si� spr�»ystego pola w pobli»u j¡dra dyslokaji w niezbyt niskihtemperaturah, gdy dªugo±¢ fali fononów jest porównywalna ze ±redni¡j¡dra dyslokaji. W teorii kontynualnej dyslokaja jest traktowana jako



2.7. Wysokie temperatury 85liniowa osobliwo±¢ rz�du 1=r i w tym przybli»eniu pole spr�»yste wraz zezbli»aniem si� do j¡dra dyslokaji wzrasta do niesko«zono±i. Jest wi�ozywiste, »e podej±ie kontynualne nie mo»e by¢ bezpo±rednio stosowanedo opisu dyskretnej struktury rzezywistyh krysztaªów, a w ka»dym raziena pewno nie w pobli»u j¡dra dyslokaji, gdzie ma miejse relaksaja polaspr�»ystego. Mo»na natomiast uwzgl�dni¢ istnienie j¡dra dyslokaji mode-luj¡ je poprzez obi�ie w gªadki sposób pola spr�»ystego przy zbli»aniusi� do linii dyslokaji. Tutaj zastosujemy model zaproponowany przez Lo-the [91℄ uij(r) = uij(r) (1� e�r=r0) ; (2.70)gdzie uij(r) { tensor spr�»ystyh deformaji w przybli»eniu kontynualnym(uij � b=(2�r)). Promie« j¡dra dyslokaji r0 przyjmowany w tym modeluwynosi kilka staªyh sieiowyh.Mo»na pokaza¢, »e polu spr�»ystemu (2.70) (w przypadku izotropowym)odpowiada transformata Fourieraûij(q) = ûij(q)q1 + (qr0)2 ; (2.71)gdzie ûij(q) { transformata Fouriera tensora uij(r).Rozpatrzmy jako przykªad prostoliniow¡ dyslokaj� ±rubow¡ równolegª¡do osi 0x, dla którejuij(r) = (uzxuzy) = b2�r (� sin'os') ; uij(q) = i b2q (� sin'qos'q) ; (2.72)a k¡ty ' i 'q s¡ mierzone od osi 0x. Po uwzgl�dnieniu równania (2.72),transformata Fouriera (2.70) wynosiûij(q) = b2� 1Z0 dr (1� er=r0) 2�Z0 d' eiqz os('�'q) (� sin'os')= i b2q (� sin'qos'q) 1Z0 du(1� e�u=(qrq)) J1(u) = ûij(q)q1 + (qr0)2 :(2.73)



86 Rozdziaª 2. Dyssypaja ruhu dyslokajiW bardzo podobny sposób mo»na wyprowadzi¢ analogizne wyra»enie dladyslokaji kraw�dziowej. We wspóªrz�dnyh sferyznyh tensor uij(r) maposta¢ uij(r) = 8><>:urru''ur'9>=>; = � b4�r 1� 2�1� � 8>>><>>>: � sin'os'� os'1� 2�9>>>=>>>; : (2.74)Prosta posta¢ zynnika normuj¡ego tensor ûij(q) w równaniu (2.71) i wy-niki otrzymane w poprzednim podrozdziale pozwalaj¡ teraz na otrzymaniezmody�kowanego oszaowania wpªywu wiatru fononowego na hamowanieruhu dyslokaji bez »mudnyh oblize« parametru g. �atwo wida¢, »e popodstawieniu równania (2.71) do równania (2.24) otrzymujemy wyra»enie(2.41) z t¡ tylko ró»ni¡, »e wyra»enie podaªkowe jest mno»one przez[1+(r0 !q=t)2℄�1 . Ostatezne oszaowanie wspóªzynnika hamowania maposta¢ podobn¡ do (2.45)B = g ~b3  kD b2� !5 f�(T=�t) ; (2.75)gdzie wspóªzynnik g jest dany przez wyra»enie (2.44). Oszaowania (2.66)i (2.67) wielko±i g odpowiednio dla dyslokaji ±rubowej i kraw�dziowejs¡ tu równie» poprawne. Jedyna ró»nia pomi�dzy równaniami (2.75) i(2.45) polega tylko na ró»nej postai funkji f�(T=�t) opisuj¡ej zale»no±¢temperaturow¡ badanego efektu. Terazf�(x) = x5 1=xZ0 et t5 dt(et � 1)2 artan(�x t)�x t ; (2.76)gdzie � = 2kD r0 . Podobna mody�kaja zale»no±i temperaturowej wiatrufononowego byªa pokazana po raz pierwszy w pray [9℄.Dodatkowy zynnik artan(�x t)(�x t)w równaniu (2.76) (w porównaniu z równaniem (2.46)) opisuje gªadkieobi�ie pola spr�»ystego na j¡drze dyslokaji. W punkie r0 = 0 zynnikten jest równy jedno±i, a funkja f�(x) przyjmuje sw¡ poprzedni¡ posta¢.



2.7. Wysokie temperatury 87Jak nale»aªo ozekiwa¢, w niskih temperaturah T � �t=�, renormaliza-ja nie ma istotnego znazenia, gdy» gªówny wkªad do aªki daj¡ warto±it � 1, a wtedy �x t � 1 i artan(�x t) ' �x t. Jest to odbiiem faktu,»e fonony dªugofalowe, przewa»aj¡e w niskih temperaturah, s¡ sªaboodzuwalne na odlegªo±iah mniejszyh od ih dªugo±i fali.Wraz ze wzrostem temperatury, funkja f�(x) stosunkowo szybko przeho-dzi od zale»no±i typu x5 do zale»no±i liniowej z nahyleniem zale»nymod parametru �:f�(x) ' x3� "artan�� �2 � ln(�2 + 1)2�3 # ' (x=4 ; �� 1 ;x=(2�) ; �� 1 :(2.77)Przy zwykªyh oszaowaniah warto±i wielko±i kD i r0 � (1� 3) b, wiel-ko±¢ � jest rz�du (10� 30). Jak to wynika ze wzoru (2.77), uwzgl�dnieniesko«zonyh rozmiarów j¡dra dyslokaji w wysokih temperaturah T > �tprowadzi do wzrostu oszaowanego wpªywu wiatru fononowego na dyssy-paj� o zynnik �=2 = kD r0 , zyli blisko o jeden rz¡d wielko±i. Na rysun-ku 2.3 pokazano funkj� f�(x) dla ró»nyh warto±i �. Warto zauwa»y¢, »estosunek f�(x)=f�(1) bardzo sªabo zale»y od warto±i parametru � a» dobardzo niskih temperatur. Fakt ten znaz¡o uªatwia proedur� analizyteoretyznej danyh do±wiadzalnyh (patrz na przykªad prae [3℄ i [9℄).Zauwa»my w zwi¡zku z powy»szymi rozwa»aniami, »e nasze oszaowaniana podstawie równania (2.75) w temperaturze pokojowej daj¡ warto±iwspóªzynnika hamownania B porównywalne z warto±iami mierzonymi.Niemniej, nie przytazamy tu tyh porówna«, gdy» w wysokih tempe-raturah nale»y równie» uwzgl�dni¢ relaksaj� tak zwanyh ÿpowolnyh"fononów ([3℄, [9℄), a tym zagadnieniem tu si� nie zajmowali±my.
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Rozdziaª 3Dyfuzja
Problemy zwi¡zane z teoretyznym opisem dyfuzji oraz innyh proesówi zjawisk jej towarzysz¡yh, a w szzególno±i zjawiska dyfuzji defektówpunktowyh w iaªah staªyh, zajmuj¡ uwag� badazy ju» od wielu dzie-si¡tków lat. Dyfuzja w pewnyh szzególnyh sytuajah w istotny sposóbwpªywa na elektromehanizne wªa±iwo±i materiaªów (np. w póªprze-wodnikah), ma wi� bardzo wa»ne znazenie w wielu gaª�ziah przemysªuzajmuj¡yh si� produkj¡ materiaªów o zadanyh wªa±iwo±iah.Ciaªa staªe maj¡ w wi�kszo±i przypadków struktur� polikrystalizn¡, wi�dyfuzja mo»e zahodzi¢ albo powierzhniowo po graniy ziaren, albo ob-j�to±iowo wewn¡trz ziaren. O pr�dko±i przebiegu dyfuzji w danym ma-teriale deyduje wspóªzynnik dyfuzji D, który z�sto jest oblizany zempiryznego wzoru Arrheniusa [99℄D(T ) = D0 exp��EakT � ; (3.1)gdzie D0 { pewna staªa, Ea { energia aktywaji, k { staªa Boltzmanna, T {temperatura bezwzgl�dna. Energia aktywaji dyfuzji sieiowej (wewn¡trzziarna) jest znaznie wi�ksza od energii aktywaji dyfuzji mi�dzyziarnowej,istnieje wi� taka temperatura, dla której wielko±i odpowiednih wspóª-zynników dyfuzji staj¡ si� porównywalne. Wielko±¢ tej temperatury, naogóª rz�du 2/3 bezwzgl�dnej temperatury topnienia danej substanji, jestznana w literaturze jako temperatura Tammanna.Ze wzgl�du na skomplikowan¡ struktur� grani, nie ma jeszze dobrej teoriidyfuzji mi�dzyziarnowej, natomiast dyfuzja sieiowa jest du»o lepiej roz-praowana. Mrowe, w swej monogra�i na temat dyfuzji w iaªah staªyh[99℄, wyró»nia dziesi�¢ mehanizmów dyfuzji sieiowej, przy zym naj-



92 Rozdziaª 3. Dyfuzjaz�±iej spotykanym jest mehanizm wakansyjny. Polega on na kolejnyhprzeskokah atomu z w�zªa siei do s¡siaduj¡ej z nim wakansji. Powo-duje to przemieszzenie si� wakansji w kierunku przeiwnym do ruhuprzeskakuj¡ego atomu. Mo»na by wie rozpatrywa¢ dyfuzj� wakansyjn¡albo jako ruh atomów, albo jako ruh wakansji, jednak»e jak si� okazuje,wspóªzynniki dyfuzji wakansji i atomów nie s¡ sobie równe [99℄. Jest toefekt zysto geometryzny. Prze±ledzimy to na przykªadzie siei b (sieisze±iennej entrowanej obj�to±iowo). W 1 m3 znajduje si� � 1024 komó-rek elementarnyh, natomiast ±rednia g�sto±¢ defektów punktowyh jestrz�du � 1015=m3. Tak wi�, z punktu widzenia siei krystaliznej du»az�±¢ krysztaªu jest pozbawiona defektów. Migraja atomów i wakansjipoprzez krysztaª jest ±i±le zwi¡zana z s¡siedztwem z defektami siei orazz prawdopodobie«stwo przeskoku atomu w s¡siedni¡ pozyj� mi�dzyw�zªo-w¡ i zale»y w znaznym stopniu od g�sto±i defektów. Mo»na wi� przyj¡¢za [99℄, »e wspóªzynnik samodyfuzji D jest dany w postaiD = � a20 ! ndnw ; (3.2)gdzie � { wspóªzynnik zale»ny od struktury krysztaªu i mehanizmu dy-fuzji, a0 { staªa rz�du staªej siei, ! { z�sto±¢ przeskoków, nd i nw {lizba defektów i lizba atomów w poªo»eniah w�zªowyh na jednostk�obj�to±i. Wspóªzynnik geometryzny � ma posta¢� = 16 Z A2 ; (3.3)gdzie A { pewien wspóªzynnik proporjonalno±i, Z { lizba najbli»szyhpoªo»e« w krysztale, do któryh mo»e nast¡pi¢ przeskok.W przypadku dyfuzji wakansyjnej w siei b ka»dy atom ma 8 mo»liwo±iprzeskoku do najbli»szyh równowa»nyh poªo»e«, zyli Z = 8, a drogaprzeskoku S wynosi S = p32 a0 : (3.4)W tej samej strukturze w przypadku dyfuzji mi�dzyw�zªowej, ka»dy atomdomieszki w poªo»eniu mi�dzyw�zªowej mo»e przeskozy¢ tylko w 4 poªo-»enia oktaedryzne, a wi� Z = 4, a droga przeskoku wynosiS = 12 a0 : (3.5)



3.1. Proesy Markova 93Innym typem dyfuzji zwi¡zanym z wakansjami jest dyfuzja relaksayj-na. Zjawisko to polega na przesuni�iu atomów w kierunku wakansji welu zapeªnienia powstaªej pustki. Efekt ten mo»e obejmowa¢ równoze-±nie wiele atomów. W rezultaie pojawia si� pewne rozlu¹nienie strukturykrystaliznej, przypominaj¡e punktowe nadtopienie si� materiaªu. Takwi� lokalnie atomy mog¡ dyfundowa¢ podobnie jak w fazie iekªej podwpªywem haotyznyh drga« atomów w wyniku pobudzenia termizne-go. Inne, relatywnie niskoenergetyzne typy dyfuzji sieiowej, to samoistnadyfuzja atomów do przestrzeni mi�dzyw�zªowej (np. w mi�dzyw�zªowyhroztworah wodoru lub w�gla w metalah) lub z wypieraniem do przestrze-ni mi�dzyw�zªowej jednyh atomów krysztaªu przez inne.Jak z powy»szego wida¢, w liznyh przypadkah dyfuzj� mo»na rozpa-trywa¢ jako wynik losowego ruhu atomów lub z¡stezek [51℄. Ale wi-da¢ równie», »e dyfunduj¡e atomy na ogóª nie przemieszzaj¡ si� zystohaotyznie w dowolnyh kierunkah, jak ma to miejse w ruhah brow-nowskih. Istnieje wi� potrzeba zbudowania teorii dyfuzji, która by j¡opisywaªa w sposób bardziej zbli»ony do jej rzezywistego przebiegu.Inspiraj¡ do naszyh rozwa»a« byªy, mi�dzy innymi, prae dotyz¡estohastyznego kwantowania [53℄, [106℄. W praah tyh podj�to prób�uzasadnienia mehaniki kwantowej w ramah mehaniki statystyznej, aw szzególno±i zaproponowano interpretaj� poprzez proesy dyfuzyjnerównania Shr�odingera i~� �t = 12m� + V  ; (3.6)gdzie ~ { staªa Planka,  =  (x; t) { funkja falowa, m { masa z¡stkielementarnej, V = V (x) { potenjaª.3.1. Proesy MarkovaJednym z modeli matematyznyh, stosunkowo dobrze opisuj¡yh losowyruh dyfunduj¡yh molekuª w obeno±i pola siª zewn�trznyh, jest dy-fuzyjny proesu Markova (patrz na przykªad [54℄, [138℄). Tu ogranizymysi� do dyfuzyjnego proesu Markova zde�niowanego przez równanie Ito wpostai dx = b(x; t) dt+ dW(t) ; (3.7)



94 Rozdziaª 3. Dyfuzjagdzie W = W(t) jest proesem Wienera w R3 , zyli jest jednorodnymproesem Gaussa z niezale»nymi przyrostami, dla któregoW(0) = 0 ; E[W(t)℄ = 0 ;E[W(t)
W(t)℄ = �2t I ; t  0; �2 > 0 : (3.8)Tutaj E { operator warto±i ozekiwanej, �2 { warianja zmiennej losowejdyfuzyjnego proesu Markova, I { maierz jednostkowa. Mamy wi�Ex(t)[dx(t)℄ = b(x; t)dt ;Ex(t)[(dx(t)� b(x; t)dt)
 (dx(t)� b(x; t)dt)℄ = �2t I ; (3.9)gdzie Ex(t) { warunkowy operator warto±i ozekiwanej. Równanie (3.9)oznaza, »e rozwi¡zanie x(t) stohastyznego równania Ito (3.7) dla t  0jest proesem losowym w R3 oraz »e jest stohastyznie jednorodne i izo-tropowe. Skªadowe xi(t); i = 1; 2; 3; dla t  0; w ortonormalnyh wspóª-rz�dnyh kartezja«skih w R3 s¡ nieskorelowanymi zmiennymi losowymi.Prawdopodobie«stwo P (x(t) 2 P) istnienia trajektorii (rozwi¡zania) rów-nania Ito przeinaj¡ej zbiór P � R3 w hwili t i w punkie x wynosiP (x(t) 2 P) = ZP p(x; t) dV (x) ; (3.10)gdzie g�sto±¢ prawdopodobie«stwa p(x; t) speªnia równanie Fokkera - Plan-ka [53℄ �tp = 12�2�p� div(pb) : (3.11)W teorii dyfuzji zakªada si�, »e g�sto±¢ prawdopodobie«stwa p(x; t) zwi¡-zana jest z konentraj¡ obj�to±iow¡ n(x; t) dyfunduj¡yh atomów po-przez równanie p(x; t) = n(x; t)N(t) : (3.12)Nie b�dziemy tu rozpatrywa¢ zagadnie« brzegowyh, gdy» nasze rozwa»a-nia b�d¡ dotyzy¢ tylko iaª niesko«zonyh. W proesie dyfuzji, w ka»dejhwili zasu t  0, bierze udziaª bardzo du»a, ale sko«zona lizba atomówN(t) = ZR3 n(x; t) dV (x) <1 : (3.13)



3.1. Proesy Markova 95Zakªadamy, »e wzajemne oddziaªywania dyfunduj¡yh atomów s¡ pomi-jalnie maªe. To zaªo»enie jest zynione stosunkowo z�sto, np. w sytu-ajah, gdy rozwa»a si� niewielkie konentraje dyfunduj¡yh atomów.Warunek (3.13) jest równowa»ny »¡daniu normalizaji miary probabili-styznej P ((x; t) 2 R3) = 1 : (3.14)Okazuje si� [107℄, »e przy odpowiednih zaªo»eniah o funkji b(x; t), roz-wi¡zania równania (3.7) z warunkiem poz¡tkowym x(0) = x0 2 R3 ist-niej¡, s¡ i¡gªe i s¡ zde�niowane jednoznaznie z prawdopodobie«stwem1. Jednak»e w wielu wa»nyh przypadkah rozwi¡zanie (x; t) nie jest ró»-nizkowalne1. Potrzebna jest wi� nowa de�nija ró»nizkowania, któr¡przytozymy za Nelsonem [106℄.Nieh f = f(x; t) b�dzie gªadk¡ funkj¡ skalarn¡ lub wektorow¡. Oznaz-my przez D+ i D� operatory ró»nizkowania stohastyznego wzdªu» tra-jektorii równania Ito x(t) dla t  0, zde�niowane nast�puj¡o:D+ f(x; t) = limh!0+Ex(t) �1hff(x(t+ h); t+ h)� f(x(t); t)g� ;D� f(x; t) = limh!0�Ex(t) �1hff(x(t); t)� f(x(t� h); t� h)g� : (3.15)Tak wi� w naszym przypadkuD+ = �t + b(x; t) � r+ �22 � ;D� = �t + b�(x; t) � r+ �22 � ; (3.16)gdzie b� = b� �2 r p(x; t)p(x; t) : (3.17)Dla trajektorii równania Ito mamyD+x(t) = b(x(t); t) ;D�x(t) = b�(x(t); t) : (3.18)1 W tym kontek±ie nale»y zwrói¢ uwag� na badania dotyz¡e formowania si� wwyniku proesu dyfuzji klastrów, któryh brzeg ma harakter fraktalny (patrz np. [64℄i inne prae w tym tomie).



96 Rozdziaª 3. DyfuzjaOperatory D+ i D� reprezentuj¡ odpowiednio przyszªo±¢ i przeszªo±¢ dy-fuzyjnego proesu Markova. W szzególno±i, w ka»dej hwili t istniej¡dwie ±rednie pr�dko±i w�druj¡ego atomu:i. pr�dko±¢ b� z jak¡ atom doiera do punktu x (porównaj (3.18)b);ii. pr�dko±¢ b z jak¡ atom opuszza punkt x (porównaj (3.18)a).W równaniu Ito i w równaniu Fokkera-Planka pojawia si� wielko±¢ b.Wprowad¹my oznazenia:v(x; t) = 12 [b�(x; t) + b(x; t)℄ ;u(x; t) = 12 [b�(x; t)� b(x; t)℄ : (3.19)W rozwa»anym przez nas przypadku otrzymamy:u = ��2 rp2 p = v� b : (3.20)W literaturze dotyz¡ej klasyznej teorii dyfuzji, pr�dko±¢ b(x; t) na-zywana jest pr�dko±i¡ ±redni¡, a pr�dko±¢ b�(x; t) nie jest rozwa»ana.W teorii mieszanin rozpatruje si� pr�dko±i analogizne do pr�dko±i v iu. Nazywa si� je odpowiednio pr�dko±i¡ szzególn¡ (peuliar veloity) ipr�dko±i¡ dyfuzji [143℄. W literaturze dotyz¡ej teorii stohastyznegokwantowania (np. [107℄) rozpatrywany jest nie wektor u, ale wektor �u,nosz¡y nazw� pr�dko±i osmotyznej. Tu b�dziemy stosowali terminologi�z teorii mieszanin.Ze stohastyznym równaniem Ito (3.7) mo»na powi¡za¢ operator ±redniejdrugiej pohodnej A [53℄, [106℄, [107℄:Ax(t) = 12(D+D� +D�D+)(x(t)) : (3.21)Operator ten jest niezmiennizy wzgl�dem operaji symetrii t ! �t. Zrówna« (3.16), (3.19) i (3.21) wynika, »e wzdªu» trajektorii równania ItoAx(t) = a(x(t); t) ; (3.22)gdzie a = �tv + (v � r)v � (u � r) + 12 �2�u : (3.23)Pole a(x(t); t) dla x 2 R3 i dla t  0, nazywane jest szzególnym przy-spieszeniem (peuliar aeleration) w dyfuzyjnym proesie Markova.



3.2. Interpretaja równania Fokkera-Planka 973.2. Makroskopowa interpretaja równaniaFokkera-PlankaW klasyznym sformuªowaniu teorii dyfuzji zakªada si�, »e ±rednia pr�d-ko±¢ b(x; t) jest de�niowana poprzez siª� F(x; t) dziaªaj¡¡ na dyfunduj¡yatom zgodnie z prawem StokesaF = � b ; (3.24)gdzie wspólzynnik 1=� jest nazywany ruhliwo±i¡ atomu. Z równaniaFokkera-Planka (3.11) wynika, »e stajonarny rozkªad prawdopodobie«-stwa p = p(x), taki »e limjxj!1 p(x) = 0 ; (3.25)przyjmuje posta¢ [63℄ p(x) = C exp �2U0(x)��2 ! : (3.26)Aby ten rozkªad prawdopodobie«stwa opisywaª stan równowagi termody-namiznej z potenjaªem U0(x) w temperaturze bezwzgl�dnej T , to musito by¢ on rozkªadem Boltzmanna, a wi� musi zahodzi¢ równo±¢2��2 = 1kT ; (3.27)lub równowa»nie �2 = 2D ; (3.28)gdzie D = kT� ; (3.29)k { staªa Boltzmanna. Równanie (3.29) nosi nazw� relaji Einsteina i ª¡zywspóªzynnik samodyfuzji D z ruhliwo±i¡ dyfunduj¡ego atomu.Uogólnijmy teraz równanie (3.28) opisuj¡e zwi¡zek parametru warianji�2 ze wspóªzynnikiem dyfuzji D. Zaªó»my mianowiie, »e jest on praw-dziwy dla ka»dego proesu dyfuzji, który mo»e by¢ potraktowany jakolosowy ruh atomów opisany przez równanie Ito (3.7). W szzególno±i,b�dziemy posªugiwa¢ si� równaniem (3.28) równie» w sytuaji, gdy nie jest



98 Rozdziaª 3. Dyfuzjaprawdziwa relaja Stokes'a (3.24) (porównaj równanie (3.38) na stronie99).Wykorzystuj¡ równania (3.12) i (3.28), mo»emy zapisa¢ równanie Fokke-ra-Planka (3.11) w nast�puj¡ej postai�tn = D�n� div(nb) + �(t)n ; (3.30)gdzie �(t), dla t  0, opisuje pr�dko±¢ zmian aªkowitej lizby dyfunduj¡-yh atomów �(t) = _N(t)N(t) : (3.31)Równanie (3.30) jest równaniem dyfuzji ze ¹ródªami dla iaª izotropowyh.Wpªyw pól zewn�trznyh na proes dyfuzji jest opisywany przez funkj�b = b(x; t). Wspóªzynnik D traktujemy jako pewien fenomenologiznyparametr. Jego ko«ow¡ posta¢ mo»na ustali¢ dla ka»dego konkretnegoprzypadku na podstawie rozwa»a« mikrostrukturalnyh lub otrzyma¢ zdo±wiadzenia. Na przykªad, w sytuajah, kiedy dyfuzja jest wywoªanatermouktuajami atomów mi�dzyw�zªowyh, a przeskoki z jednej pozyjimi�dzyw�zªowej do innej mo»liwe s¡ po pokonaniu odpowiedniej barieryenergetyznej, wspóªzynnik D mo»e by¢ oszaowany ze wzoru Arrheniusa(3.1) i gdzie zakªada si�, »e wspóªzynnikiD0 i Ea nie zale»¡ od temperatu-ry T . W przypadku dyfuzji hemiznej zahodz¡ej w stopah binarnyh osiei kubiznej i z maª¡ konentraj¡ atomów mi�dzyw�zªowyh [136℄, gdymog¡ by¢ zaniedbane oddziaªywania pomi�dzy dyfunduj¡ymi atomami,mamy D0 = A0 a2�0 : (3.32)Tutaj a { staªa kubiznej siei krystaliznej, A0 { wspóªzynnik zale»nyod geometryznyh wªa±iwo±i rozkªadu z¡stezek (atomów) mi�dzyw�-zªowyh, �0 { staªa o wymiarze zasu i o warto±iah równyh odwrotno-±i z�sto±i drga« atomów w poªo»eniah mi�dzyw�zªowyh, zyli okoªo10�13 sek. Mo»na przyj¡¢ w przybli»eniu, »e D0 = 10�2 � 100 m2/sek.E0 to energia aktywaji proesu dyfuzji, de�niowana jako energia spr�»y-sta potrzebna do rozsuni�ia atomów siei krystaliznej przez atom mi�-dzyw�zªowy w temperaturze zera bezwzgl�dnego. Dla wi�kszo±i metaliEa=kTm = 17� 19, gdzie Tm { temperatura topnienia [33℄.



3.3. Ruh Nelsona-Browna 993.3. Dyfuzja jako ruh Nelsona-BrownaWykorzystuj¡ wyniki poprzedniego podrozdziaªu, rozwa»ymy teraz pro-es dyfuzji opisywany przez równanie ewoluji g�sto±i masy w postai�t� = D��� div(�b) + �(t)� ; (3.33)(porównaj równanie (3.30)). Oznazmy przez M(t) mas� dyfunduj¡yhatomów (porównaj równania (3.13) i (3.31))M(t) = ZR3 �(x; t) dV (x) =M0 exp 24 tZ0 �(s) ds35 ; (3.34)gdzie �(x; t) = mn(x; t), a M0 = M(0) { aªkowita poz¡tkowa masadyfunduj¡yh atomów o masie m, je±li n(x; t) { ih obj�to±iowa konen-traja.Gdy we¹miemy pod uwag� (porównaj równania (3.12) i (3.34)), »ep(x; t) = �(x; t)M(t) ; (3.35)i (porównaj równania (3.17), (3.19), (3.20) i (3.28))u(x; t) = �Drp(x; t)p(x; t) = �Dr ln p(x; t)p0 ; (3.36)gdzie p0 jest dowoln¡ staª¡ o wymiarze p(x; t), to mo»emy przepisa¢ rów-nanie (3.33) w postai równania i¡gªo±i�tp+ div(pv) = 0 : (3.37)Rozwa»my sytuaj�, gdy równanie Stokesa (3.24) nie zahodzi, zyli gdysiªa K(x; t) = �� b(x; t) + F(x; t) ; (3.38)nie znika to»samosiowo2. Wspóªzynnik � to wspóªzynnik taria opi-suj¡y oddziaªywanie dyfunduj¡ej materii z o±rodkiem, ale nie zakªada-my tu obowi¡zywania relaji Einsteina (3.29). Zakªadamy natomiast, »e2 Metoda kwantowania stohastyznego bada zahowanie si� jednego atomu o ma-sie m i przemieszzaj¡ego si� bez taria. W takih przypadkah siªa F(x; t) jest trak-towana jako siªa aªkowita [53℄, [106℄, [107℄. Rozwa»ane s¡ równie» inne formy tej siªy[111℄, [155℄.



100 Rozdziaª 3. DyfuzjaK(x; t) jest aªkowit¡ siª¡ dziaªaj¡¡ na dyfunduj¡y atom w obeno±izewn�trznego pola. Post�puj¡ teraz zgodnie z metodyk¡ kwantowaniastohastyznego ([53℄, [106℄, [107℄, [111℄, [155℄) postulujemy nast�puj¡¡relaj� pomi�dzy aholonomiznym polem szzególnyh przy±piesze« a(x; t)(a(x; t) 6= �x(t)) dyfunduj¡ego atomu o masie m i polem siª K(x; t) dzia-ªaj¡yh na ten atom m a(x; t) = K(x; t) ; (3.39)gdzie przy±pieszenie a(x; t) dla x 2 R3 i t  0, jest zde�niowane przezrównania (3.23) i (3.28)a = �tv + (v � r)v � (u � r)u+D�u : (3.40)Zwi¡zek dynamizny okre±lony przez równania (3.38), (3.39) i (3.40) jestnazywany relaj¡ Nelsona.Je±li uwzgl�dnimy teraz fakt, »e pole u jest polem potenjalnym (porównajrównanie (3.36)) oraz poni»sze to»samo±i�u = r divu� rot rotu ; ru2 = 2uru ;to warunek (3.39) mo»e by¢ przepisany w postai nast�puj¡ego równaniaewoluji wektora szzególnej pr�dko±i v(x; t)�tv = �1� (v � u)�r(D divu + 12(v2 � u2)) + Fm ; (3.41)gdzie � { staªa o wymiarze zasu równa z de�niji� = m� : (3.42)W �zye statystyznej staªa � nosi nazw� kinetyznego zasu relaksaji.Mo»na pokaza¢, »e je±li �� = dt = t� t0 > 0 ; (3.43)jest �zyznie niesko«zenie krótkim odinkiem zasu de�niuj¡ym skal�zasu obserwaji proesu dyfuzji, to wtedy dla� � �� ; (3.44)



3.3. Ruh Nelsona-Browna 101wzór Stokesa (3.24) mo»e by¢ zaakeptowany i proes dyfuzji mo»e by¢traktowany jako proes quasistatyzny, zyli jako i¡g stanów równowa-gowyh [72℄. Z równa« (3.41) i (3.42) wynika, »e � ma podobne znazenie,poniewa» grania � ! 0 z � = onst. dajeb = v � uF� ; (3.45)o wraz z równaniami (3.29) i (3.33) daje klasyzny opis proesu dyfuzji.Je±li �  �� ; (3.46)to zastosowanie relaji Stokesa nie jest uzasadnione [72℄. W tym przypadkuproponujemy opis proesu dyfuzji oparty na relaji Nelsona (3.38) � (3.40)gdy dyfuzj� opisuj¡ równania (3.35) � (3.37) oraz (3.41) lub równowa»nie(3.33) i (3.41), gdzie zakªadamy, »e zahodzi zwi¡zek (3.20) (porównajrównania (3.35) i (3.36))u(x; t) = �Dr�(x; t)�(x; t) = �r ln �(x; t)�0 ! ; �0 = p0M0 : (3.47)Ten ukªad równa« jest równowa»ny równaniom (3.11), (3.20), (3.28), (3.36)i (3.41) i aªkowiie harakteryzuje proes Markova [53℄. Tak zde�niowa-ny proes Markova jest nazywany ruhem Nelsona-Browna dyfunduj¡egoatomu [97℄.Zauwa»my, »e równanie i¡gªo±i (3.37) jest liniowe wzgl�dem zmiennyhp i j = pv . Oznaza to, »e je±li pary pi, ji, i = 1; 2, s¡ rozwi¡zaniami, torównie» para p, j, zgodnie z de�nij¡p = p1 + p2 ; j = pv = p1 v1 + p2 v2 ; (3.48)te» jest rozwi¡zaniem. Mówimy tu o tym, gdy» relaja Nelsona (3.41) niema tej wªa±iwo±i [53℄.Relaja Nelsona jest odpowiedzialna za to, »e opis ruhu Nelsona-Brownazale»y od ewoluji warto±i ±rednih tego ruhu. Oznaza to z punktuwidzenia proesu dyfuzji, »e relaja Nelsona nakªada pewne wi�zy na mi-krostany dyfunduj¡ej materii sprzeiwiaj¡e si� aªkowiie haotyznymruhom z powodu braku oddziaªywa« mi�dzy dyfunduj¡ymi atomami.Jako �zyzne uzasadnienie tak naªo»onyh wi�zów, mo»na na przykªad



102 Rozdziaª 3. Dyfuzjazaproponowa¢ oddziaªywania deformayjne, obserwowane mi�dzy innymiw dyfuzji wodoru w metalah [96℄. Tutaj, obe atomy wodoru zajmuj¡ wmetalah poªo»enia mi�dzyw�zªowe i proes dyfuzji mo»e by¢ opisany jakotzw. hemizna dyfuzja z maªymi konentrajami [136℄. Atomy mi�dzyw�-zªowe deformuj¡ sie¢ rozpyhaj¡ otazaj¡e atomy matryy. Te z koleiprzemieszzaj¡ kolejne s¡siednie atomy, pojawia si� pole przemieszze«zanikaj¡e jak r�2. Tak wi�, nawet przy maªyh konentrajah, dyfundu-j¡e atomy oddziaªywuj¡ ze sob¡ poprzez wytworzone pole przemieszze«i mo»e si� generowa¢ pewne uporz¡dkowanie rozkªadu dyfunduj¡yh ato-mów. Istnienie takiej podstruktury zale»y bardzo silnie od temperatury.Powróimy do tego zagadnienia w dalszej z�±i tego rozdziaªu.3.4. Analogia z mehanik¡ kwantow¡ i strukturamidyssypatywnymiPost�puj¡ zgodnie z ogólnie przyj�tymi zasadami metody kwantowaniastohastyznego opisanymi w praah Nelsona [106℄, [107℄ oraz w praah[53℄ i [155℄, rozpatrzymy teraz ruh Nelsona-Browna w przypadku, gdypr�dko±¢ spejalna (peuliar veloity) v(x; t) i siªa zewn�trzna F(x; t) s¡polami potenjalnymi, tzn. gdyv(x; t) = 2DrS(x; t) ; (3.49)F(x; t) = �rU(x; t) : (3.50)Wiemy, »e pole u(x; t) ma podobn¡ reprezentaj� (porównaj równanie(3.36)) u(x; t) = 2DrR(x; t) ; (3.51)gdzie R(x; t) = 12 ln p(x; t)p0 ! : (3.52)Tak wi�, równania (3.37) i (3.38) przyjmuj¡ nast�puj¡¡ posta¢:�tR = �D�S � 2DrR � rS ; (3.53)�tS = D�S �D((rS)2 � (rR)2)� V2Dm ; (3.54)



3.4. Mehanika kwantowa 103gdzie V = U + 2Dm� (R + S + C(t)) ; (3.55)a Ct(t) = �C(t)=2Dm { staªa aªkowania równania (3.49), mo»e by¢ za-wsze poªo»ona jako równa zeru, przez odpowiedni dobór S(t).Wprowad¹my now¡ zmienn¡ (x; t) = eR+iS : (3.56)Równania (3.53) i (3.54) dadz¡ si� teraz zapisa¢ w nast�puj¡ej postai:i~ �t = � ~22m� + V  ; (3.57)gdzie V = U + ~2� (ln j j2 + i ln( � ) + C(t)) ; (3.58)a ~ jest zde�niowane przez równanie~ = 2Dm : (3.59)W tyh nowyh zmiennyh równania (3.49) i (3.51) przyjmuj¡ nast�puj¡eformy: u(x; t) = � ~2mr ln j j2 ; (3.60)v(x; t) = � i~2mr ln  � : (3.61)Tak wi�, równanie (3.57) jest teraz now¡ fenomenologizn¡ reprezentaj¡ukªadu równa« (3.36), (3.37) i (3.41), a równania (3.60) i (3.61) de�niuj¡pola u(x; t) i v(x; t) ruhu Nelsona-Browna opisuj¡ego proes dyfuzji.Dla � !1 równanie (3.57) przyjmuje posta¢ podobn¡ do równania Shr�o-dingera i~ �t = � ~22m � + U  : (3.62)Nie jest to jednak»e równanie Shr�odingera, poniewa» w graniy wa»no±iempiryznego wzoru Arrheniusa na wspóªzynnik dyfuzji (3.1) parametr ~nie osi¡ga warto±i staªej Planka. Mo»na ªatwo pokaza¢, »e dla parametru



104 Rozdziaª 3. Dyfuzja~ równemu lizbowo staªej Planka i dla danyh do±wiadzalnyh warto±iparametrów D0 i Ea dla ró»nyh metali wylizona temperatura znaznieprzekraza temperatur� topnienia [31℄, [93℄.W zwi¡zku z powy»sz¡ konkluzj¡ ogranizymy si� w dalszyh rozwa»aniahdo przedziaªu 0 ¬ � < 1, poniewa» przypadek � = 1 nie jest typowydla zjawiska dyfuzji.Zauwa»my, »e hoia» równanie (3.57) nie jest równaniem mehaniki kwan-towej, to jednak opisuje pewne kwantowe zjawiska, gdy» prawdopodobie«-stwo przej±ia z jednego poªo»enia mi�dzyw�zªowego do nast�pnego zale»yod masy dyfunduj¡ego atomu. Jest to mo»liwe jako wynik pewnyh efek-tów kwantowyh i mo»e by¢ uwzgl�dnione w oblizeniah wspóªzynnikadyfuzji D [52℄. Efekty kwantowe s¡ szzególnie wa»ne w niskih tempe-raturah, gdzie ju» nie stosuje si� wzoru Arrheniusa i gdzie zagadnienieparametru ~ pojawia si� ponownie. Pozostawiamy tu ten problem otwarty,gdy» le»y on poza tematem naszyh rozwa»a«: hemy opisywa¢ zjawiskamakroskopowe, a nie kwantowe.Jak dotyhzas, równania (3.57) i (3.58) nie zawieraªy wielko±i mikrosko-powyh. Wielko±¢ ~ jest interpretowana jako pewna staªa materiaªowa owymiarze dziaªania ([~℄ = g m2 se�1). Staªa ~ wraz ze wspóªzynnikiemdyfuzji D ([D℄ = m2 se�1) i zasem relaksaji � ([� ℄ = se) haraktery-zuj¡ wªa±iwo±i iaªa z dyfuzj¡. Interpretaja równania (3.35) pozostajeniezmieniona: opisuje ono ogranizenie równania (3.63)i~ �t = �D� + 1~ V  ; (3.63)do przypadków, gdy oddziaªywania mi�dzy dyfunduj¡ymi atomami mo-g¡ by¢ zaniedbane. Tak wi� funkja (3.10) jest prawdopodobie«stwem,»e dyfunduj¡y atom w hwili t znajduje si� wewn¡trz zbioru P. Je±lirównaniu (3.63) nadamy tak¡ interpretaj�, to losowy ruh dyfunduj¡ejatomu o masie m mo»e by¢ rozwa»any jako ruh Nelsona-Browna, je±litylko speªniony jest warunek m = ~2D : (3.64)Nieliniowo±¢3 rozwa»anego proesu dyfuzji wzgledem � i losowy harakterjego mikroskopowego mehanizmu sugeruje, »e równanie (3.63) mo»e by¢3 K.H. Anthony w nieopublikowanej pray z 1983 r. pokazaª, »e równanie



3.4. Mehanika kwantowa 105u»yte do opisu stanów dyfuzyjnyh dalekih od stanu równowagi termody-namiznej [62℄. Z tego punktu widzenia, rozwi¡zania stajonarne równania(3.63), zyli rozwi¡zania o postai (x; t) = �(x) e(�iF t=~) ; (3.65)s¡ szzególnie interesuj¡e. Tutaj F { staªa o wymiarze energii. Stajo-narne rozkªady masy w stanah dalekih od stanów równowagowyh s¡harakterystyzne dla tzw. struktur dyssypatywnyh [28℄, [43℄. Takie sta-jonarne rozwi¡zania dla p(x; t) w postai (3.35) s¡ mo»liwe, je±li M(t) =M0 = onst. i je±li p(x) = �2(x) p0 ;�2(x) = �(x)�0 ; �0 = p0M0 : (3.66)Po podstawieniu równania (3.65) do (3.63) i przyj�iu, »eC(t) = 2t~ F ; U(x; t) = U0(x) ; (3.67)otrzymujemy D�� = �� ln�+ 1~(U0(x)� F )� : (3.68)Zauwa»my, »e w przypadku stajonarnym, szzególna pr�dko±¢ znika (v =0, porównaj równanie (3.61)), o wraz z równaniem (3.20) daje b = �u.Je±li poªo»ymy �(t) = 0, to z powy»szej dyskusji i z równania (3.47)wynika, »e równanie dyfuzji (3.33) jest speªnione to»samo±iowo dla do-wolnego rozkªadu g�stosi �(x). Oznaza to, »e równanie (3.68) opisuje tewªa±iwo±i stajonarnego rozkªadu dyfunduj¡ej materii, które wynikaj¡tylko z relaji Nelsona (3.38)�(3.40).Rozwa»my przypadek braku zewn�trznyh siª, zyli gdyU0 � F = E0 = onst. (3.69)Je±li wprowadzimy oznazenie�̂(r) = �(Lr)eE0�=~ ; (3.70)Shr�odingera i równanie dyfuzji nie mog¡ by¢ sobie równowa»ne. Wniosek ten jestprawdziwy tylko dla liniowego równania dyfuzji.



106 Rozdziaª 3. Dyfuzjagdzie r = x=L, L = pD� , równanie (3.68) mo»e by¢ przepisane w postainiezale»nej jawnie od jakihkolwiek parametrów�r�̂(r) = �̂(r) ln �̂(r) : (3.71)Powy»sze równanie de�niuje stajonarny rozkªad dyfunduj¡ej masy�(x) = �r �̂2(x=L) ; (3.72)gdzie �r = �0 e�2E0�=~ ; (3.73)z odpowiadaj¡ym mu rozkªadem prawdopodobie«stwap(x) = pr �̂2(x=L) ; (3.74)gdzie pr = �rM : (3.75)Zauwa»my, »e hoia» funkja �̂(x) � 1 dla r 2 R3 jest rozwi¡zaniem rów-nania (3.71), to nie speªnia ona warunku na normalizaj� miary prawdo-podobie«stwa na R3 . Z tego powodu zakªadamy, »e rozwi¡zaniu �̂(x) � 1odpowiada nast�puj¡y rozkªad masy:�(x) = 8<: �r dla x 2 
(�);0 dla x 2 R3=
(�); (3.76)gdzie 
(�) � R3 { obszar o sko«zonej obj�to±i. Poniewa» jednorodnyrozkªad masy M skonentrowanej w 
(�) jest dany jako�r = M0V ; (3.77)gdzie V = vol
(�), to mamyE0 = ~2� ln(p0 V ) ; (3.78)gdzie p0 = �0=M0. Rozkªadowi masy (3.77) odpowiada rozkªad prawdo-podobie«stwa pr(x) = 8<: 1=V dla x 2 
(�);0 dla x 2 R3=
(�): (3.79)



3.4. Mehanika kwantowa 107Wprowadzimy teraz entropi� statystyzn¡ S(p) jako miar� nieokre±lono-±i statystyznego opisu stanów stajonarnyh proesów dyssypatywnyh.De�niowana jest ona nast�puj¡o:S(p) = ZR3 dS(p(x)) ; (3.80)gdzie dS(p(x)) = p0 �  p(x)p0 ! dV0 ; (3.81)a �(w) = 8<: �kw lnw dla w > 0;0 dla w = 0: (3.82)Nieh 
 � R3 , 0 < V = vol
 <1 b�dzie pewnym obszarem i nieh p(x)b�dzie rozkªadem prawdopodobie«stwa na R3 , dla którego
(�) = fx 2 R3 : p(x) > 0g = 
 ; (3.83)gdzie p(x) = �(x)=M0. Mamy wi�, »eZ
 p(x) dV (x) = 1 : (3.84)W takiej sytuaji [72℄S(p(x)) ¬ S(pr) = k ln(p0 V ) ; (3.85)gdzie pr jest prawdopodobie«stwem danym przez równanie (3.79). Nierów-no±¢ w (3.85) jest osi¡galna dla wystarzaj¡o gªadkih rozkªadów p(x)tylko wtedy, gdy p(x) = pr. Mo»na pokaza¢, »e dla rozkªadów prawdo-podobie«stwa p(x) na R3 zde�niowanyh przez równanie (3.66) z �(x) opostai �(x) = 8><>: M0V0 �̂2 �xL� dla x 2 
0 dla x 2 R3n
 (3.86)gdzie �̂(r) jest rozwi¡zaniem równania (3.71) w 
, a E0 ma posta¢ (3.78).Je±li speªnione s¡ warunki (3.83) i (3.84), to wtedy nasze wymaganie, abyr�(x) 6= 0 dla niemal wszystkih x 2 R3 , implikuje nierówno±¢S(p(x)) < S(pr) : (3.87)



108 Rozdziaª 3. DyfuzjaNierówno±¢ (3.87) jest sformuªowana dla jednoatomowego mikrostanu. Na-sze zaªo»enie o braku oddziaªywa« pomi�dzy dyfunduj¡ymi atomami maswój matematyzny obraz w addytywno±i funkjonaªu S(p): pozwala tona poª¡zenie wielu niezale»nyh systemów w jeden i do przej±ia nierów-no±i (3.87) na aªy mikrostan [43℄.Malenie (wzrost) miary nieokre±lono±i opisu statystyznego jest zazwy-zaj interpretowane jako wzrost (malenie) poziomu uporz¡dkowania mi-krostanów odpowiadaj¡yh rozwa»anej mierze, np. poziom dla S(pr) =k ln(p0 V ) w (3.87). Rozkªad pr w postai (3.79) mo»e by¢ rozwa»any jakoopisuj¡y haotyzny i równowagowy w przestrzeni rozkªad dyfunduj¡yhatomów w 
 (typu z¡stezek Browna [122℄). Nieznikaj¡y gradient g�-sto±i, powoduj¡y zaj±ie nierówno±i (3.87), powoduje pojawienie si�przestrzennego uporz¡dkowania na mikropoziomie. Jest to haraktery-styzny obraz dla pewnyh struktur dyssypatywnyh, zwanyh dyssypa-tywnymi strukturami Turinga. Istnienie takih struktur jest potwierdzonedo±wiadzalnie. Mog¡ si� one pojawi¢ jako wynik perturbaji niszz¡yhstabilno±¢ jednorodno±i równowagowyh rozkªadów materii i maj¡ ni»sz¡symetri� ni» rozkªady wyj±iowe [28℄.Peªny opis zjawisk oddziaªywa« deformayjnyh w kontek±ie relaji Nel-sona wymaga rozszerzenia naszego podej±ia do opisu polowego aªegoiaªa z dyfuzj¡. A to ju» wymaga innego aparatu poj�iowego.Nale»y podkre±li¢, »e w elu interpretaji równania (3.71) jako równa-nia opisuj¡ego struktury dyssypatywne, powinno si� wprowadzi¢ obszarogranizony. W przeiwnym przypadku mo»e si� zdarzy¢4, »e system niemógªby by¢ traktowany jako termodynamiznie otwarty (patrz np. [43℄).3.5. Wpªyw zasu relaksaji na proes dyfuzjiRozwa»my stan stajonarny dyfunduj¡ej materii z przypisan¡ mu energi¡harakterystyzn¡ � > 0. Na przykªad, � = k T , gdy mamy do zynieniaze stanem równowagi. Wprowad¹my dwa bezwymiarowe parametry � =�(~; �; �) > 0 i � = �(m; ~; D) > 0, w postai� = � ~� ; � = ~mD : (3.88)4 Ogranizono±¢ ukªadu termodynamiznego nie jest warunkiem konieznym jegootwarto±i termodynamiznej [146℄.



3.5. Wpªyw zasu relaksaji na proes dyfuzji 109Tutaj � { staªa o wymiarze zasu zde�niowana równaniem (3.42). Z rów-na« (3.42) i (3.88) wynika, »e D = �� � � : (3.89)Je±li potraktujemy proes dyfuzji jako ruh Nelsona-Browna, to � = 2 iD = �2� � : (3.90)W sytuaji, gdy wspóªzynnik dyfuzji D zale»y od zasu relaksaji, zyligdy � = �(�) i D = D(�� ) = k��� ; (3.91)gdzie �� = �(�)2k �(�) ; (3.92)zakªadamy, »e lim�!0�=onst.�(�) = �(0) = 12 : (3.93)poniewa» wtedy lim�!0�=onst.D(��) = D(�0) = k�0� ; (3.94)gdzie �0 = �0k ; �0 = lim�!0 �(�) ; (3.95)i D(�0) = �0� : (3.96)Dla stanów równowagowyh, zyli wtedy, gdy �0 = k T , równanie (3.96)odtwarza relaj� Einsteina (3.29), a gdy�0 = � D0 e�E0=k T ; (3.97)to D(�0) jest zgodne ze wzorem Arrheniusa (3.1). Mo»na pokaza¢, »e je±lipoªo»ymy D = D(�� ) dla 0 < � <1, to rozwa»ania z podrozdziaªów 3.4



110 Rozdziaª 3. Dyfuzjai 3.5 pozostaj¡ bez zmian. W graniy, gdy � ! 0 i � = onst., klasyznerównanie dyfuzji ma posta¢ (3.33) z D = D(�0) i b zde�niowanymprzez (3.24). Przypadek granizny � !1 wymaga zrobienia dodatkowegozaªo»enia o istnieniu graniy D(��)D1 = lim�!1�=onst.D(�� ) > 0 : (3.98)W tym przypadku dostaniemy równanie typu (3.62) ale z ~ = ~1 =2mD1. Po wykorzystaniu równa« (3.42), (3.64) i (3.91) mo»emy przepisa¢równanie (3.68) w nast�puj¡ej postai:� D(��)��� = �� ln ��+ 12k�� (U0 � F )� ; � > 0 ; (3.99)gdzie ��(r) = �(Lr) : (3.100)Z równania (3.94) wynika, »elim�!1�=onst. � D(�� ) = 0 ; (3.101)a odpowiednie rozwi¡zanie równania (3.99) ma posta¢�0(x) = exp �U0(x)� F2k�0 ! : (3.102)Rozwi¡zanie to de�niuje rozkªad prawdopodobie«stwa q0(x) w postaiq0(x) = p0 �20(x) = C exp(�U0(x)k�0 );C = p0 exp( Fk�0 ); (3.103)(porównaj równanie (3.66)). Z warunku normalizaji miary prawdopodo-bie«stwa wynika, »e powinien zahodzi¢ zwi¡zekF = k�0 lnZ ;Z = p0 ZR3 exp(�U0(x)k�0 ) dV (x) ; (3.104)



3.5. Wpªyw zasu relaksaji na proes dyfuzji 111lub równowa»nie F = E � �0 S(q0) ; (3.105)gdzie E { jest ±rednia energiaE = ZR3 U0(x) q0(x) dV (x) ; (3.106)a S(q0) { entropia statystyzna (3.80).Je±li � jest dane przez równanie (3.97), wtedy q0(x) ma tak¡ sam¡ po-sta¢ jak rozkªad prawdopodobie«stwa p0(x) zde�niowany przez równania(3.26), (3.28) i (3.1).Wida¢, »e w graniy � ! 0 i � = onst. równanie (3.99) reprodukujerozkªad prawdopodobie«stwa, jaki dyskutowali±my w podrozdziale 3.3.Wspomnieli±my w podrozdziale 3.5 o mo»liwo±i opisu struktur Turingaza pomo¡ równania (3.71). Charakterystyzne wymiary tyh struktur s¡de�niowane przez takie makroskopowe parametry, jak na przykªad wspóª-zynnik dyfuzji i zasy kinetyzne [28℄. W naszym przypadku dªugo±¢harakterystyzna l wynosi l � pD � : (3.107)Rozwa»my przypadek, gdy stajonarny rozkªad dyfunduj¡ej materii mataki harakterystyzny rozmiar l, »e dla pewnego bezwymiarowego para-metru A = A(l; �; D) > 0 D = A l2� : (3.108)Mamy z de�niji, i» w = l� ; (3.109)K = mw22 : (3.110)Z równa« (3.42), (3.64), (3.88), (3.109) i (3.110) wynika, »eK = �4A� : (3.111)Aby znale¹¢ warto±¢ parametru A gdy � ! 0, rozwa»my przypadek (3.44),gdy zahodzi relaja Stokesa (3.24), a model dynamiki mikrostanów pro-esu dyfuzji mo»e by¢ oparty na równaniu Langevina [72℄, [107℄� �z = � _z+ b(z; t) + dW(t) ; (3.112)



112 Rozdziaª 3. Dyfuzjagdzie � jest zde�niowany przez równanie (3.42), a W(t) jest proesemWienera. Mo»na pokaza¢, »e dla odpowiednio gªadkiej funkji b(z; t) roz-wi¡zanie z = z(�; t), T  0, powy»szego równania z warunkami poz¡tko-wymi z(�; 0) = x0 ; _z(�; 0) = w0 ; (3.113)posiada grani� z prawdopodobie«stwem 1lim�!0 z(�; t) = x(t) ; (3.114)jednorodn¡ na ka»dym przedziale [a; b℄ � [0;1) i dla ka»dego w0 2 R3 .Tutaj x(t) jest rozwi¡zaniem stohastyznego równania Ito (3.7) z warun-kiem poz¡tkowym x(0) = x0. Wynik pozostanie bez zmian, je±li pr�dko±¢poz¡tkowa x0 lest losow¡ zmienn¡ Gaussa ze ±redni¡ warto±i¡ równ¡ ze-ru i z warianj¡ wynosz¡¡ �2=2� . Oddziaªywanie dyfunduj¡yh atomówz iaªem jest opisane w równaniu (3.112) przez parametr taria � i przezparametr warianji �2. Parametr �2 mo»e by¢ wylizony z warunku, »edla F = � b = 0 ; (3.115)i dla t!1 ±rednia energia kinetyzna naszego systemu jest równa harak-terystyznej energii kinetyznej K stajonarnego proesu dyfuzji z warun-kiem (3.44). Pr�dko±¢ w(t) = z(�; t) zde�niowana przez równania (3.112),(3.113) i (3.115) jest pr�dko±i¡ losow¡ iE[w(t)℄ = w0 exp(�t=�) ;E[w0(t)
w0(t)℄ = �2[(1� exp(�t=�))℄ I=2� ; (3.116)gdzie w0(t) = w(t)� E[w(t)℄ [107℄. Zauwa»my, »elimt!1E[w(t)℄ = 0 ;limt!1E[m2 jjw(t)jj2℄ = 34 � �2 = K ; (3.117)dla � � ��. W tym przypadku (porównaj równania (3.28), (3.93), (3.94),(3.111) i (3.117))12 �2 = D(��) � D(�0) dla � � �� ; (3.118)



3.6. Wpªyw rozkªadu defektów punktowyh 113i K � �2A dla � � �� ; (3.119)o daje lim�!0�=onst.A[l; �; D(�� ℄ = 13 : (3.120)Z równa« (3.101), (3.108) i (3.120) wynika, »e dªugo±¢ harakterystyznazale»y od zasu relaksaji � i »elim�!0�=onst. l(�) = l(0) = 0 ;lim�!0�=onst. l2(�)� = 3D(�0) = 3�� : (3.121)Wida¢ st¡d, »e l(�) = O(p�) (porównaj równanie (3.107)).Tak wi�, warunki (3.90) � (3.94) de�niuj¡ tak¡ posta¢ zale»no±i wspóª-zynnika dyfuzji od zasu relaksaji � , która jest rozszerzeniem wzorówrozwa»anyh w klasyznym opisie proesu dyfuzji przebiegaj¡ego przezstany bliskie stanom równowagi termodynamiznej. W konsekwenji, je±lizas relaksaji � nie jest zaniedbywalny (porównaj nierówno±¢ (3.46)), towpªywa on nie tylko na harakter dynamiki mikrostanów (relaja Nelsonazamiast relaji Stokesa), ale równie» na makroskopowe wªa±iwo±i iaªaz dyfuzj¡ (D = D(��)). Taki proes dyfuzji umo»liwia pojawienie si� sta-jonarnyh struktur nierównowagowyh dyfunduj¡ej materii z pewnymharakterystyznym rozmiarem l zale»nym od zasu relaksaji � zgodnieze wzorem (3.121). Pokazali±my wi�, »e zjawisko dyfuzji opisane powy»ej,mo»e by¢ sharakteryzowane przez zbiór wielko±i wymiarowyhm; l(�); �; ~(�) ; (3.122)gdzie ~(�) = 2mD(��).3.6. Wpªyw rozkªadu defektów punktowyh nawarto±¢ wspóªzynnika dyfuzjiU»yta tu semiheurystyzna metoda nie ma ozywi±ie, z fenomenologiz-nego punktu widzenia, wystarzaj¡ej moy dowodowej. Posªu»yªa ona



114 Rozdziaª 3. Dyfuzjarazej do wskazania miejsa, w którym nale»y odej±¢ od klasyznego opi-su proesu dyfuzji, aby mó reprezentowa¢ j¡ jako ruh Nelsona-Browna iukaza¢ mo»liwe konsekwenje wynikaj¡e z niej dla teorii fenomenologiz-nej. Kluzow¡ rol� gra tu takie sformuªowanie relaji Nelsona, które mo»eby¢ potraktowane jako uogólnienie relaji Stokesa. Fakt, »e relaja Nelsonajest oparta na poj�iu spejalnego (peuliar) przyspieszenia dyfunduj¡ejatomu, pozwala na wprowadzenie do fenomenologiznej teorii parametruze ±wiata mikro: masa m dyfunduj¡ego atomu. W konsekwenji, zmien-na opisuj¡a proes mo»e zosta¢ zmieniona: zamiast g�sto±i masy �(x)wprowadzamy g�sto±¢ prawdopodobie«stwa lokalizaji dyfunduj¡ego ato-mu p(x). Ogranizenie do przypadku, gdyp(x; t) = �(x; t)M(t) ;pozwala na przej±ie wielu zwi¡zków i interpretaji do obszaru spoza graniklasyznego opisu dyfuzji i na zaproponowaniu ±rodków do sformuªowaniareguª interpretayjnyh równania (3.63) (porównaj równanie (3.87)).Zauwa»my, »e w rzezywisto±i g�sto±¢ prawdopodobie«stwa P (x; t) byªarozpatrywana jako rodzaj ukrytej, lub jak to si� mówi w teorii konti-nuum, zmiennej wewn�trznej, zyli zmiennej opisuj¡ej wewn�trzny stanmateriaªu (porównaj np. [134℄). Z tego punktu widzenia równanie (3.63)wprowadza now¡ zespolon¡ zmienn¡ wewn�trzn¡  (x; t), tak¡ »ep(x; t)p0 =  (x; t) �(x; t) :Przeprowadzona dyskusja wskazaªa, »e ta zmienna wewn�trzna mo»e by¢poª¡zona z istnieniem stanów stajonarnyh dyfunduj¡ej materii w sta-nah dalekih od stanów równowagi termodynamiznej. Przypadek równa-nia (3.71) rozpatrywanego w obszarze ogranizonym sugeruje, »e ruh Nel-sona-Browna mo»e by¢ powi¡zany z teori¡ struktur dyssypatywnyh. Ta-kie podej±ie wymaga jednak»e uogólnienia teorii ruhu Nelsona-Browna,gdy» pojawia si� wiele nowyh zagadnie«, takih jak na przykªad zas po-zostawania atomu Markova w tym obszarze i jego zahowanie na graniyobszaru. Z punktu widzenia teorii struktur dyssypatywnyh szzególniewa»ne jest rozszerzenie teorii na przypadek dwu (lub wi�ej) oddziaªuj¡-yh ze sob¡ hemiznie i dyfunduj¡yh atomów (porównaj na przykªad



3.6. Wpªyw rozkªadu defektów punktowyh 115[28℄). Byªoby to mo»liwe, gdyby udaªo si� powi¡za¢ przedstawion¡ tu in-terpretaj� metody kwantowania stohastyznego z wª¡zeniem do opisumieszanyh stanów kwantowyh, tak jak to zaproponowano w pray [53℄.





Rozdziaª 4Kryterium ewoluji w iaªah owªa±iwo±iahelektromagnetyznyhPierwsze loty balonem wypeªniane ogrzanym powietrzem i zbudowaniesilnika ieplnego wyprzedziªy teori�: silnik parowy zostaª zbudowany wroku 1765 przez Jamesa Watta (1736-1819), natomiast (jedyna) praaSadi'ego Carnota (1796-1832) ogªoszona w roku 1824, a dotyz¡a tzw.yklu Carnota, staªa si� znana dopiero w roku 1834, gdy Benoit Clapey-ron (1799-1864) opublikowaª jej analityzne przeformuªowanie. Od tam-tego zasu, stanowi¡ego prawdziwy przeªom i ezur� w naue i tehni-e, nast¡piª oszoªamiaj¡y rozwój nauki o ieple. Jednak termodynamikaklasyzna, badaj¡a w zasadzie stany znajduj¡e si� w stanie równowagitermodynamiznej (a maj¡ na uwadze inne dziaªy �zyki, powinno si�razej mówi¢ o termostatye), mimo wielu spektakularnyh sukesów, niedaje zadowalaj¡ego opisu rzezywisto±i. Tak wi� termodynamika zekaobenie na zupeªnie nowe i aªo±iowe sformuªowanie, przeªamuj¡e tra-dyyjne podej±ie do tego tak fasynujaego, wa»nego i iekawego dziaªunauki.Wi�kszo±¢ rzezywistyh proesów termodynamiznyh przebiega w sta-nah oddalonyh od równowagi termodynamiznej. Jest wi� rzez¡ na-turaln¡, »e bardzo du»o pra to próby opisu stanów nierównowagowyh.Jedn¡ z takih istotnyh i wa»nyh prób byªy prae Glansdor�a i Prigo-gine'a dotyz¡e stabilno±i ukªadów nierównowagowyh i konentrowaªysi� na poszukiwaniu warunku, jaki musi by¢ speªniony, by ukªad zmierzaªw kierunku równowagi termodynamiznej. Ów warunek nosi nazw� kry-terium ewoluji. Kryterium to ma ró»n¡ posta¢ w zale»no±i od rodzaju ilizby pól uwzgl�dnianyh w opisie sytuaji �zyznej.Przedstawione w tym rozdziale wyniki rozwa»a« dotyz¡ stanów nierów-nowagowyh ukªadów �zyznyh. S¡ uogólnieniem pra Mushika i Papen-fuss [101℄ i [115℄ dotyz¡yh kryterium ewoluji dla iekªyh krysztaªów.



118 Rozdziaª 4. Kryterium ewolujiUogólnienie polega na uwzgl�dnieniu oddziaªywania o±rodka mikropolar-nego z zewn�trznym polem elektromagnetyznym. Rezultaty tyh bada«zostaªy opublikowane w praah [83℄ i [121℄.4.1. Wprowadzenie w zagadnienie kryteriumewolujiKryterium ewoluji nazywamy warunek, jaki musi by¢ speªniony, by ukªadewoluowaª w kierunku równowagi termodynamiznej. Kryterium to zosta-ªo sformuªowane przy zaªo»eniu istnienia stanu lokalnej równowagi ter-modynamiznej przez Glansdor�a i Prigogine'a w praah [55℄ i [56℄, anast�pnie podsumowane w pray [57℄. Rozró»nia si� dwa typy problemów:| takie, dla któryh istnieje tzw. potenjaª kinetyzny i które, w zwi¡zkuz tym, mo»na sformuªowa¢ w j�zyku rahunku wariayjnego;| takie, dla któryh potenjaª kinetyzny nie istnieje.Zaªó»my, »e warunki brzegowe s¡ zgodne z mo»liwo±i¡ trwania ukªaduw stanie równowagi. W takim przypadku potrzebnego kryterium dostar-za nam druga zasada termodynamiki: produkja entropii nigdy nie jestujemna di S  0 : (4.1)Równo±¢ w powy»szym wyra»eniu odpowiada stanowi równowagi (lub pro-esom odwraalnym). Zmiana entropii zahodzi z dwu powodów:dS = diS + deS ; (4.2)w wyniku produkji entropii diS przez proesy zahodz¡e wewn¡trz ukªa-du, oraz przez dopªyw entropii deS w wyniku oddziaªywania ukªadu ze±wiatem zewn�trznym. Poniewa» produkja entropii odpowiada tylko zaz�±¢ wzrostu entropii, wi� nie jest to ró»nizka zupeªna. Jednak»e wprzypadku, gdy ewoluja systemu zahodzi w taki sposób, »e istnieje po-tenjaª kinetyzny, to wyra»enie z lewej strony nierówno±i (4.1) mo»e by¢przetransformowane w ró»nizk� zupeªn¡. Pokazuje to poni»szy przykªadzazerpni�ty z pray [57℄.



4.1. Wprowadzenie 119Przykªad 4.1.Dla systemów znajduj¡yh si� w staªej temperaturze i w staªej obj�to±i,produkja entropii jest ró»nizk¡ zupeªn¡:diS = �(dF )TVT  0 ; (4.3)gdzie F { energia swobodna Helmholtza. Ewoluja systemu post�puje wkierunku zmniejszania F , a» do momentu, gdy F osi¡gnie minimum, zy-li gdy ukªad znajdzie si� w równowadze. Wyra»enie (4.3) peªni tu rol�kryterium ewoluji.Rozwa»my teraz sytuaj�, gdy zadane s¡ warunki brzegowe niezgodne zestanem równowagi. Ukªad mo»e zatem przej±¢ do stanu ustalonego (jak toma miejse na przykªad w przypadku problemu przewodnitwa iepªa ztemperatur¡ okre±lon¡ na jednej z powierzhni), je±li b�d¡ speªnione pew-ne dodatkowe warunki. Wprowad¹my now¡ wielko±¢ nie b�d¡¡ ró»nizk¡zupeªn¡ i speªniaj¡¡ warunek dD ¬ 0 ; (4.4)przy zym dD < 0 dla proesów zale»nyh od zasu i dD = 0 dla proe-sów ustalonyh. Znak jest spraw¡ konwenji. Nierówno±¢ (4.4) pozostajeprawdziwa zawsze, poniewa» warunek ten jest speªniony dla wszystkihsytuaji niezale»nyh od zasu i z uzgodnionymi warunkami brzegowymi,a nie tylko dla stanów równowagowyh, jak to miaªo miejse w nierów-no±i (4.1). Uogólnienie nierówno±i (4.4) na przypadek nierównowagowyrodzi nast�puj¡e pytanie: zy istnieje potenjaª analogizny do F , którypoprzez swój znak okre±la kierunek ewoluji? Inazej mówi¡, zy istniejetaki dodatni zynnik aªkuj¡y �, »e� dD = d� ; (4.5)gdzie d� jest ró»nizk¡ zupeªn¡ pewnej funkji? Okazuje si�, »e takiefunkje w warunkah nierównowagi istniej¡. Nosz¡ one nazw� potenja-ªów kinetyznyh i nale»y je odró»ni¢ od potenjaªów termodynamiznyhi potenjaªów pr�dko±i. Znale¹¢ potenjaª kinetyzny nie zawsze si� jed-nak udaje. By znale¹¢ taki potenjaª trzeba na ogóª zrobi¢ szereg uprasz-zaj¡yh zaªo»e«, o znaznie umniejsza znazenie uzyskanego rezultatu.



120 Rozdziaª 4. Kryterium ewolujiWyniki dotyz¡e mo»liwo±i wª¡zenia do formalizmu zjawisk elektroma-gnetyznyh w o±rodku mikropolarnym zostan¡ przedstawione w dalszyhpodrozdziaªah. Poni»szy przykªad demonstruje zasady formuªowania kry-terium ewoluji [57℄.Przykªad 4.2.Rozwa»my prosty przykªad kryterium ewoluji dla proesów dyssypatyw-nyh (bez konwekji) w wieloskªadnikowym o±rodku i¡gªym. Równaniazahowania masy i energii przyjmuj¡ nast�puj¡¡ posta¢:dt% =Xj vjMwj(%�j);j ; (4.6)d(% e) =X Fj%�j �Wj;j : (4.7)gdzie % { g�sto±¢ masy skªadnika  (% = P %),� = v�v { pr¡d dyfuzjiskªadnika  (P %� = 0), F { siªa grawitayjna dziaªaj¡a na skªadnik, W { strumie« iepªa, M { masa molowa skªadnika . Po pewnyhniewielkih przeksztaªeniah i wyaªkowaniu przez z�±i otrzymujemy:Z fWjdtT�1;j �X %�jdt[(�T�1);j �T�1Fj℄+X� w�dt(A�T�1)gdV ¬ 0 ; (4.8)gdzie T { temperatura bezwzgl�dna, � { potenjaª hemizny, A { a�-nizno±¢ reakji hemiznej.Wyra»enie na produkj� entropii w uj�iu Onsagera ma posta¢P [S℄ = Z X� J�X�dV  0 : (4.9)Zmian� w zasie wyra»enia (4.9) mo»na rozbi¢ na dwie z�±idPdt = dXPdt + dJPdt ; (4.10)gdzie z de�nijidXPdt = Z X� J�dtX�dV ; dJPdt = Z X� X�dtJ�dV : (4.11)



4.2. Oddziaªywania elektromagnetyzne 121Porównuj¡ teraz nierówno±¢ (4.8) z (4.9) wida¢, »edXPdt ¬ 0 : (4.12)Jest to zwarta posta¢ kryterium ewoluji dla ukªadów dyssypatywnyh.Kryterium to jest niezale»ne od jakihkolwiek zaªo»e« na temat wzajem-nyh relaji pomi�dzy siªami a pr�dko±iami.Zagadnienie mo»liwo±i sformuªowania kryterium ewoluji byªo studiowa-ne przez wielu autorów. Do najnowszyh, wykorzystuj¡yh ostatnie osi¡-gni�ia termodynamiki nierównowagowej, nale»y zalizy¢ prae Mushikai Papenfuss [101℄ i [115℄, dotyz¡e kryterium ewoluji dla iekªyh krysz-taªów. Poni»ej omawiane wyniki opieraj¡ si� na wymienionyh praah,b�d¡ równoze±nie ih uogólnieniem, poprzez wprowadzenie oddziaªywa-nia z zewn�trznym polem elektromagnetyznym [83℄, [121℄.
4.2. Uwzgl�dnienie w kryterium ewolujioddziaªywa« elektromagnetyznyhSformuªujemy teraz kryterium ewoluji dla proesów termo-elektro-magneto--dynamiznyh w iaªah mikropolarnyh wykazuj¡yh wra»liwo±¢ na po-la elektromagnetyzne. Rozpatrzymy dwie sytuaje, dla któryh trzebab�dzie okre±li¢ dwa rodzaje warunków brzegowyh:1. iaªo jest zanurzone w pró»ni i oddziaªuje z zewn�trznym polem elek-tromagnetyznym emitowanym przez iaªo doskonale zarne;2. iaªo jest zanurzone w iezy dielektryznej i jest wra»liwe na dzia-ªanie zewn�trznego pola elektromagnetyznego.Punktem startowym s¡ dwa prawa termodynamiki, które za Eringenem[44℄, [46℄, [47℄, [48℄ zapisujemy w nast�puj¡y sposób:



122 Rozdziaª 4. Kryterium ewoluji
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Rys. 4.1. Stosowane oznazenia{ pierwsze prawo termodynamiki (prawo zahowania energii)DDt ZG(t) [� � + 12� v � v + 12�� � ! + 12("0E �E + 1�0B �B)℄ dV� I�G(t)n � [(t+ Mt + v 
G) � v +m � ! + q � S℄ dA� ZG(t) � (~f � v +~l � ! + ~h) dV = 0; (4.13)
{ drugie prawo termodynamiki (nierówno±¢ entropijna)DDt ZG(t) � � dV � I�G(t) n � s dA� ZG(t) �~b dV  0 : (4.14)



4.2. Oddziaªywania elektromagnetyzne 123U»yli±my tu nast�puj¡yh oznaze« ([44℄, [82℄, [101℄): � { g�sto±¢ masy,q { wektor iepªa (skierowany przeiwnie do wektora strumienia iepªa),S { wektor PoyntingaS := E�H ; H := H� v �D ; (4.15)G { elektromagnetyzny wektor p�duG := "0E�B ; (4.16)Mt { tensor napr�»enia MaxwellaMt := P
 E�B
M+ "0E
 E+ 1�0 B
B� (M��M �B) I ; (4.17)gdzie M� { energia ÿswobodnego" pola elektromagnetyznego [47℄, [48℄M� := 12("0E �E+ 1�0 B �B); (4.18)~h { wydajno±¢ ¹ródªa energii, � { g�sto±¢ energii wewn�trznej, s { wpªywentropii poprzez powierzhni� iaªa, � { g�sto±¢ entropii, ~b { wydajno±¢¹ródªa entropii, t { tensor napr�»enia,m { tensor napr�»e« momentowyh,� { spin, v { pr�dko±¢ materialna, ! { pr�dko±¢ k¡towa direktora, ~f {wektor siª obj�to±iowyh, ~l { moment przyªo»onyh siª obj�to±iowyh,n { zewn�trzny normalny wektor jednostkowy (Rys. 4.1). Pola E, H,M,S to nat�»nie pola elektryznego, nat�»nie pola magnetyznego, magne-tyzaja i wektor Poyntinga zapisane w ruhomym ukªadzie odniesieniaporuszaj¡ym si� wraz z z¡stk¡.Porównuj¡ (4.2) z drugim prawem termodynamiki (4.14) wida¢, »edS := DDt ZG(t) � � dV ; (4.19)deS := I�G(t) n � s dA+ ZG(t) �~b dV : (4.20)Z powy»szego wzoru wynika, »e entropia deS mo»e by¢ dostarzana doukªadu poprzez brzeg i przez ¹ródªa wewn�trzne. Produkja entropii diSnie mo»e by¢ nigdy ujemna: to jest tre±i¡ drugiego prawa termodynamiki.



124 Rozdziaª 4. Kryterium ewolujiLokalne postaie pierwszego (4.13) i drugiego (4.14) prawa termodynamikis¡ nast�puj¡e:{ lokalna posta¢ prawa zahowania energii� _�� t : a�mT : b�r � q � � ~h�E � [J + _P + P (r � v)℄ +M � _B + (P � E+M�B) � ! = 0 ;(4.21)z warunkiem brzegowym na �G(t):n � [[(� � + 12� v � v + 12�� � ! + 12"0E �E + 12�0B �B)(v � u)�(t + Mt + u
G) � v �m � ! � (q � S)℄℄ = 0 ; (4.22){ lokalna posta¢ nierówno±i entropijnej� _� �r � s� �~b  0 ; (4.23)z warunkiem brzegowym na �G(t):n � [[� �(v � u)� s℄℄  0 : (4.24)Tutaj u { pr�dko±¢ powierzhni brzegowej, a i b { tensory pr�dko±i de-formaji a :=r
 v � " � ! ; b := (r
 !)T ; (4.25)P iM { odpowiednio wektory polaryzaji i magnetyzaji,P := D� "0E ; M := 1�0 B�H ;E := E+ v �B ; M :=M+ v �P ; (4.26)zde�niowane na przykªad w [44℄ i w [82℄, " { pseudotensor Rii, J {wektor g�sto±i pr¡du elektryznego w ruhomym ukªadzie odniesieniaJ := J� ~qf v ; (4.27)gdzie J { wektor g�sto±i pr¡du elektryznego, a ~qf { rozkªad swobodnegoªadunku elektryznego. Ciaªo podlega wpªywowi pola elektryznego E =E(x; t) i indukji magnetyznej B = B(x; t).Równanie (4.21) i nierówno±¢ (4.23) wynikaj¡ z proesu lokalizaji global-nyh praw termodynamiki [46℄, [47℄, [48℄ i s¡ speªnione w ka»dym punk-ie ontinuum mikropolarnego G(t). Podobnie, warunki brzegowe (4.22) i(4.24) s¡ speªnione na dowolnej powierzhni niei¡gªo±i �(t), przemiesz-zaj¡ej si� przez ontinuum G(t) i poruszaj¡ej si� z pr�dko±i¡ u(x; t).



4.3. Ciaªo doskonale zarne 1254.3. Oddziaªywanie z polem elektromagnetyznymiaªa doskonale zarnegoRozwa»my teraz przypadek ontinuum mikropolarnego znajduj¡ego si� wpró»ni wypeªnionej polem elektromagnetyznym generowanym przez iaªodoskonale zarne. W takiej sytuaji, warunki brzegowe (4.22) i (4.24) nagraniy iaªa �G(t) przybieraj¡ nast�puj¡¡ posta¢:n � [12("0E+ �E+ + 1�0B+ �B+)u+ q+ � S+℄ =�n � [(t� + Mt� + u
G�) � v� +m� � !� + q� � S�℄ ; (4.28)n � [[s℄℄ ¬ 0 ; (4.29)gdzie [[F ℄℄ := F+� F� oznaza skok na powierzhni �(t) pomi�dzy warto-±i¡ zewn�trzn¡ F+ a warto±i¡ wewn�trzn¡ F� pola F .Ukªad zamkni�ty G(t) (u = vj�G(t)) jest w kontakie ze swym otoze-niem G�(t) poprzez powierzhni� �G(t). Otozenie peªni rol� rezerwuaruwypeªnionego promieniowaniem iaªa doskonale zarnego o staªej tempe-raturze T � , a ponadto ma szereg innyh eh niezale»nyh od zasu, np.�� = 0; j� = 0 . Mamy wi�rT � = 0 ; �T ��t = 0 : (4.30)Ruh ukªadu G(t) jest opisany równaniami ruhuxk = xk(X; t) ; XK = XK(x; t) : (4.31)Tutaj X jest poz¡tkowym poªo»eniem punktu materialnego, który whwili zasu t zajmuje poªo»enie x. Wewn�trzne stopnie swobody o±rodkamikropolarnego speªniaj¡ równania�k = �kK(X; t) �K ; �K = �kK(x; t) �k ; (4.32)ruhu obrotowego direktora � przyzepionego do punktu materialnegoX[46℄. Zwi¡zki (4.32)1 i (4.32)2 s¡ wzajemnie odwrotne, a � (mikroruh),jest tensorem ortogonalnym (�1�= �T , det� = 1). Tak wi�,xk;K XK ;l= Ækl ; XK;k xk;L= ÆKL ;�kK �lK = Ækl ; �kL �kK = ÆKL : (4.33)



126 Rozdziaª 4. Kryterium ewolujiEnergi� o±rodka mikropolarnego wyrazimy przez poni»sze tensory defor-maji [46℄:{ tensory deformaji Cosserat CKL i klCKL := xk;K �kL ; kl := XK;k �lK ; (4.34){ tensory deformaji gi�tno-skr�tne �KL i kl�KL := 12"KMN �kM ;L �kN ; lk := 12"lmn �mK �nK;k : (4.35)Maj¡ te wzory do dyspozyji, mo»emy wypisa¢ nast�puj¡e równania(porównaj (4.25): lk = XK;k �lL �LK ;akl = XK;k �lL _CKL ;blk = XK;k �lL _�LK : (4.36)Jednym z zaªo»e«, jakie musimy zrobi¢ by osi¡gn¡¢ zamierzony el, zyliby mó sformuªowa¢ kryterium ewoluji, jest przyj�ie, »e siªy masowe ~fs¡ potenjalne i niezale»ne od zasu, zyli »e~f = �r~g ; �~g�t = 0 ; (4.37)a wi� »e ~g = ~g(x) . Momenty siª masowyh ~l mog¡ by¢ reprezentowaneprzez analogizn¡ funkj� ~� = ~�(�), tak aby zahodziªo~l = d~�d� � � : (4.38)Zgodnie ze wzorem (4.32), � jest direktorem przyzepionym do ka»degopunktu x iaªa mikropolarnego. Je»eli ! jest pr�dko±i¡ k¡tow¡, zyli_� = ! � � ; (4.39)to ~l � ! = � _~� : (4.40)



4.3. Ciaªo doskonale zarne 127Zastosujemy teraz proedur� przedstawion¡ w pray Mushika i Papenfuss[101℄. Mno»ymy (4.14) przez (staª¡) zewn�trzn¡ temperatur� T � i obliza-my ró»ni� z (4.13), o w wyniku daje termodynamizn¡ nierówno±¢DDt ZG(t) [� (T � � � �� 12 v � v � 12 � � !)� 12 ("0E �E + 1�0B �B)℄ dV+ I�G(t)n � [(t + Mt + v 
G) � v +m � ! + q � S� T �s℄ dA+ ZG(t) � (~f � v +~l � ! + ~h� T � ~b) dV  0 : (4.41)
W [101℄ pokazano, »e nierówno±¢I�G(t) n � (T � s� q) dA  0 ; (4.42)zahodzi zawsze. Je±li przyjmie si� dodatkowe zaªo»enie, »e proes jestbez¹ródªowy, zyli »e ~h = 0 i »e równie» ~b = 0, to jest to wystarzaj¡ywarunek, aby otrzyma¢ równanie ewoluji. Z (4.41) wynika, »e mo»na osªa-bi¢ zaªo»enie Mushika i Papenfuss przyjmuj¡ nast�puj¡¡ nierówno±¢ZG(t) � (T �~b� ~h) dV + I�G(t) n � (T � s� q) dA  0 ; (4.43)prawdziw¡ tylko dla niektóryh postai ¹ródeª zewn�trznyh. Zauwa»my,»e w termodynamie o±rodków i¡gªyh zakªada si� zazwyzaj, i» [47℄, [48℄s = 1T q + s0 ; i T = ~h~b ; (4.44)gdzie T = T (x; t) jest temperatur¡ absolutn¡ iaªa. Funkja s0 jest nad-datkiem w stosunku do klasyznej warto±i strumienia entropii q=T , któryjest ró»ny od zera np. dla mieszanin zªo»onyh materiaªów (zazwyzajs0 = 0)1.1 Tu hemy unikn¡¢ wprowadzenia pola temperatury dla ukªadów nierównowa-gowyh G(t).



128 Rozdziaª 4. Kryterium ewolujiUwzgl�dniaj¡ zaªo»enia (4.37), (4.40) i (4.43) przeksztaªamy (4.41) donast�puj¡ej postai:DDt ZG(t) [� (T � � � �� 12 v � v � 12 � �! � ~g � ~�)� 12 ("0E �E + 1�0B �B)℄ dV+ I�G(t)n � [(t+ Mt+ v 
G) � v +m � ! � S℄ dA  0 : (4.45)
Z warunku brzegowego (4.22) wynika, »eI�G(t)n � [(t+ Mt + v 
G) � v +m � ! � S℄ dA =I�G(t)n � f12 ("0E� �E� + 1�0B� �B�)u� 1�0E� �B� + [[q℄℄g dA :(4.46)Zaªó»my teraz, »e E� ;B� s¡ i¡gªymi polami zadanymi w G(t) [ G� ispeªniaj¡ymi bez¹ródªowe równania Maxwella w G(t)r�E� +B�;t= 0 ; 1�0r�B� � "0E�;t= 0 : (4.47)Korzystaj¡ z twierdzenia Greena{Gaussa{Ostrogradskiego i z równaniatransportu DDt ZG(t) F dV = ZG(t) �F�t dV + I�G(t) n � (F v) dA ; (4.48)otrzymujemy po prostyh przeksztaªeniah, »eI�G(t)n � [12 ("0E� �E� + 1�0B� �B�)u� 1�0E� �B� ℄ dA =DDt ZG(t) 12 ("0E� �E� + 1�0B� �B�)dV : (4.49)



4.3. Ciaªo doskonale zarne 129Mushik i Papenfuss [101℄ dohodz¡ do wniosku, »eI�G(t) n � s dA  1T � I�G(t) n � q dA : (4.50)Z powy»szej nierówno±i i z (4.14) wynika, »e na graniy �G� 1T � n � [[q℄℄  0 : (4.51)Korzystaj¡ z tego argumentu, otrzymujemy ostateznie kryterium ewo-luji w postaiDDt ZG(t) [� (T � � � �� Ke� ~g � ~�)� (M�� M��)℄ dV  0 ; (4.52)gdzie � Ke { energia kinetyzna o±rodka mikropolarnego o g�sto±iKe := 12 (v � v + � �!) ; (4.53)i M�� := 12 ("0E� �E� + 1�0B� �B�) ; (4.54)g�sto±¢ Lagrange'a pól elektromagnetyznyh otozenia.Powy»sze kryterium ewoluji (4.52) mo»na zastosowa¢ do okre±lenia wa-runków równowagi termodynamiznej iaª deformowalnyh podlegaj¡yhdziaªaniu promieniowania iaªa doskonale zarnego. W nast�pnym pod-rozdziale zastosujemy ten formalizm do znalezienia kryterium ewoluji dlaiekªyh krysztaªów.4.3.1. Warunki równowagi dla iekªyh krysztaªówU»yjemy opisu o±rodków mikropolarnyh zaproponowanego przez Eringe-na. Podstawowe równania opisuj¡e iekªy krysztaª podlegaj¡y oddzia-ªywaniu z polem elektromagnetyznym maj¡ wewn¡trz iaªa nast�puj¡aposta¢ [44℄, [82℄, [81℄:{ prawo zahowania masy���t +r � (� v) = 0 ; (4.55)



130 Rozdziaª 4. Kryterium ewoluji{ prawo zahowania mikrop�duDjDt + ! � " � j� j � " � ! = 0 ; (4.56){ prawo zahowania p�du�� _v +r � t + Mf + � ~f = 0 ; (4.57){ prawo zahowania momentu p�du�� _� +r �m+ " : t+ Ml+ �~l = 0 ; (4.58){ prawo Faradaya �B�t + r�E = 0 ; (4.59){ prawo Gaussa (magnetyzne)r �B = 0 ; (4.60){ prawo Gaussa (elektryzne)qf �r �D = 0 ; (4.61){ prawo Ampera �D�t �r�H + J = 0 ; (4.62)gdzie Mf =r �Mt�G;t , Ml = " : MtT , G := "0E�B, a Mt jest tensoremnapr�»enia Maxwella zde�niowanym nast�puj¡o:Mt := P 
 E�B 
M+ "0E 
E + 1�0B 
B � (M��M �B)I : (4.63)Zgodnie z de�nij¡ stanu równowagi ukªadu dyskretnego G(t) istnieje takiglobalny ukªad odniesienia (x0; t) [101℄, w którym znikaj¡ wszystkie po-hodne materialne wzgl�dem zasu (jak pr�dko±¢ liniowa v(x0; t) i pr�d-ko±¢ k¡towa !(x0; t)), gradient temperatury absolutnejr0T (x0; t), wektoriepªa q(x0; t), pr¡d elektryzny J(x0; t), ¹ródªo energii ~h(x0; t), dopªywentropii ~b(x0; t). Znikaj¡ równie» wszystkie pohodne z¡stkowe wzgl�dem



4.3. Ciaªo doskonale zarne 131zasu. Zakªadamy dodatkowo, »e prawdziwy jest aksjomat obiektywno±imaterialnej.Z kryterium ewoluji (4.52) wynika, »e w stanie równowagi nast�puj¡yfunkjonaª L = ZG0 [� (T � � � �� ~g � ~�)� (M�� M��)℄ dV 0 ; (4.64)osi¡ga maksimum (poniewa» nie jest malej¡y), o oznaza, »eÆL = 0 : (4.65)Zakªadamy, »e wektory E (E�) iB (B�) mo»na wyrazi¢ za pomo¡ poten-jaªów wektorowyhA(x0) (A�(x0)) i potenjaªów skalarnyh '(x0) ('�(x0)):E =r0' ; B =r0 �A ; (4.66)E� =r0'� ; B� =r0 �A� : (4.67)Mo»na pokaza¢ [66℄, »e z zaªo»e« (4.66)1 , (4.67)1 i z elektryznego prawaGaussa (4.61), wynika »eZG0 (D �E �D� �E�) dV 0 = � ZG0 qf 'dV 0 � I�G0 !f 'dA0 ; (4.68)gdzie D { wektor przemieszzenia dielektryznego (D = "0E + P w G 0 iD� = "0E� w G 0 [ G�), qf { rozkªad swobodnego ªadunku elektryznego wG 0, a !f { rozkªad swobodnego elektryznego ªadunku powierzhniowegona �G 0 (nie ma ªadunków swobodnyh w G�). Zakªadamy ponadto, »e' = '� na �G 0. Bior¡ pod uwag� (4.68), funkjonaª (4.64) mo»na zapisa¢w postaiL = � ZG0 [�( (�) + ~g + ~�)� (M�� M��)� qf '℄ dV 0 + I�G0 !f 'dA0 ; (4.69)gdzie  (�) jest funkj¡ termodynamizn¡ o postai (�) := �� T � � � 1� P �E : (4.70)



132 Rozdziaª 4. Kryterium ewolujiWielko±¢  (�) jest funkjonaªem zale»nym od konkretnego zbioru zmien-nyh niezale»nyh. W przypadku gdy ukªad znajduje si� w stanie równo-wagi termodynamiznej,  (�) przyjmuje posta¢ [44℄, [82℄ (�) =  (�)(��1; j;; T;E;B) ; (4.71)gdzie j { tensor mikrobezwªadno±i,  { tensor deformaji gi�tno-skr�tnej,a T { termostatyzna temperatura iekªego krysztaªu. W podej±iu waria-yjnym [82℄ zakªada si�, »e wariaje Æx0, Æ��, ÆA� s¡ niezale»nymi i¡gªymifunkjami w aªej przestrzeni V , Æ�, ÆA s¡ niezale»nymi i¡gªymi funk-jami w G 0, a Æ� = Æ��, ÆA = ÆA� w �G 0. W o±rodkah mikropolarnyhde�niujemy w G 0 wariaj� k¡tow¡ Æ� poni»szym równaniem [81℄, [82℄:Æ� = Æ�� � : (4.72)Podstawowe zaªo»enie podej±ia wariayjnego [81℄ÆX = 0 ; (4.73)pozwala napisa¢ nast�puj¡e wa»ne wzory:Æ �1� = ��1r0 � Æx0 ;Æj = j � " � Æ�� Æ� � " � j ;Æ = � � (r0 
 Æx0)T + (r0 
 Æ�)T + " : (Æ�
 ) ;ÆE =r0(Æ')�E � (r0 
 Æx0)T ;ÆB =r0 � Æ̂A+ (B �r0)Æx0 �B(r0 � Æx0) ;ÆE� =r0(Æ'�)�E� � (r0 
 Æx0)T ;ÆB� =r0 � Æ̂A� + (B� �r0)Æx0 �B�(r0 � Æx0) ;
(4.74)

gdzie niezmiennize wzgl�dem ehowania wariaje Weissa Æ̂A (Æ̂A�) danes¡ wzoramiÆ̂A := ÆA� (r0 
A)T � Æx0 ; Æ̂A� := ÆA� � (r0 
A�)T � Æx0 : (4.75)



4.3. Ciaªo doskonale zarne 133PonadtoÆ ZG0 � (~g + ~�) dV 0 = � ZG0 � (~f � Æx0 +~l � Æ�) dV 0 ;Æ ZG0 qf 'dV 0 + Æ I�G0 !f 'dA0 = ZG0 qf Æ' dV 0 + I�G0 !f Æ' dA0 : (4.76)Ostatni wzór wynika z elektryznego prawa Gaussa, które stwierdza, »eZG0 qf dV 0 + I�G0 !f dA0 = 0 : (4.77)Uwzgl�dniaj¡ powy»sze wyra»enia, zagadnienie wariayjne (4.65) przyj-muje posta¢ZG0 [� (�Æ (�) +~f � Æx0 +~l � Æ�) + Æ(M�� M��)+(M�� M��)r0 � Æx0 + qf Æ'℄ dV 0 + I�G0 !f Æ' dA0 = 0 ; (4.78)gdzie Æ (�) = � (�)�y � Æy ; (4.79)i y := (��1; j;; T;E;B) : (4.80)Wprowad¹my nast�puj¡e równania konstytutywne [44℄� = �� (�)���1 ; m = � � (�)�T ; t = �� I �m �  ;P = �� � (�)�E ; M = �� � (�)�B ; (4.81)gdzie � { i±nienie termostatyzne, t im { odpowiednio tensory napr�»eniarównowagowego i napr�»enia momentowego. Wykorzystuj¡ zwi¡zki kon-stytutywne (4.81), równania (4.74), obiektywno±¢ materialn¡ i zaªo»enieo i¡gªo±i wariaji, otrzymujemy peªen ukªad równa« elektro - magneto- statyki iekªyh krysztaªów w stanie równowagi termodynamiznej:r0 � t+ Mf + � ~f =r0 � Mt� = 0 ; (4.82)



134 Rozdziaª 4. Kryterium ewolujir0 �m+ " : t + Ml + �~l = 0 ; (4.83)r0 �D = qf ; "0r0 �E� = 0 ; (4.84)r0 �H = 0 ; r0 �B� = 0 ; (4.85)z warunkami brzegowymi na �G 0n0 � (t� [[Mt℄℄) = 0 ;n0 �m = 0 ;n0 � [[D℄℄ = !f ;n0 � [[H℄℄ = 0 ; (4.86)
gdzie Mf =r0 � Mt , Ml = " : MtT iMt =D 
E +B 
H � 12[(D � P ) �E +B � (H �M)℄I ;Mt� = "0E� 
E� + 1�0B� 
B� � M�� I : (4.87)Opróz równa« (4.82) { (4.85) otrzymujemy jeszze jedno dodatkowe rów-nanie (je±li ÆT 6= 0): � (�)�T = 0 : (4.88)Je±li uwzgl�dnimy teraz funkj� energii swobodnej Helmholtza  w zwy-zajnej postai [44℄, [47℄, [48℄: = �� T � � 1�P �E ; (4.89)wtedy otrzymamy  (�) =  + (T � T �) � : (4.90)Energia swobodna  jest potenjaªem dla entropii, zyli� = �� �T : (4.91)Uwzgl�dniaj¡ równania (4.89) { (4.91) otrzymujemy z (4.88) i (4.81) na-st�puj¡e ogranizenie (T � T �) ���T = 0 : (4.92)



4.4. Ciez dielektryzna 135W ten sposób otrzymali±my wynik, potwierdzaj¡y nasze przypuszze-nia, »e w stanie równowagi temperatura termostatyzna iekªego krysztaªurówna jest temperaturze otozenia (T = T �).4.4. Ciaªo zanurzone w iezy dielektryznejW niniejszym podrozdziale omówimy drugi przypadek skonstruowanegoprzez nas kryterium ewoluji [83℄ dla iaª mikropolarnyh oddziaªuj¡yhz zewn�trznym polem elektromagnetyznym o wektorah E� i B�. Tymrazem otozeniem iaªa mikropolarnego (jako przykªady wybierzemy spr�-»yste iaªo mikropolarne, iez mikropolarn¡ i iekªy krysztaª) b�dzie iezdielektryzna o staªej temperaturze T �.Nieh, jak poprzednio, powierzhnia �G(t), z dodatnio skierowanym wek-torem jednostkowym n(x; t), porusza si� z pr�dko±i¡ u(x; t). Na po-wierzhni �G(t) rozkªad swobodnego ªadunku elektryznego wynosi ~!f(x; t),a g�sto±¢ powierzhniowego ªadunku elektryznego ~K(x; t) jest okre±lonawzorem ~K := ~K� ~!f u ; (4.93)gdzie ~K { wektor powierzhniowej g�sto±i pr¡du elektryznego. Warunkibrzegowe (4.22) i (4.24) tutaj równie» sªu»¡ jako warunki brzegowe na�G(t). Stan równowagi otozenia dany jest przez nast�puj¡e równaniakonstytutywne [48℄t� = ��� I ;�� = ��0 + 12 P� �E� ;P� = ��E� ;D� = "�E� ; H� = 1�0 B� ;Mt� = D� 
 E� +H� 
B� � M�� I ;M�� := 12 ("0E� �E� + 1�0 B� �B�) ; (4.94)
gdzie t� { tensor napr�»enia Cauhy, �� { i±nienie termodynamizne ie-zy dielektryznej, ��0 { staªe i±nienie jednorodnej iezy dielektryznejw nieobeno±i pól elektromagnetyznyh, P� { wektor polaryzaji, �� {



136 Rozdziaª 4. Kryterium ewoluji(staªa) podatno±¢ dielektryzna w G�, D� { wektor przemieszzenia die-lektryznego, "� := "0 + �� { staªa dielektryzna, H� { nat�»enie polamagnetyznego, Mt� { elektromagnetyzny tensor napr�»enia, a M�� { g�-sto±¢ swobodnej energii elektromagnetyznej.Zauwa»my, »e zgodnie z prawem zahowania masy, speªniony jest warunekbrzegowy na �G n � [[� (v � u)℄℄ = 0 : (4.95)Poniewa» u = vj�G(t), to wynika st¡d, »en � vj�G(t) = n � v�j�G(t) : (4.96)Z warunków niei¡gªo±i na graniy �G(t) dla pierwszego prawa termody-namiki (4.21) wynika, »en � [(t+ Mt+ v 
G) � v +m � ! + q� S℄ =n � [(���0 + M�� +E� �P�)v� E� �H� + q�℄ : (4.97)W elu otrzymania wzoru (4.97) wykorzystali±my to»samo±¢ [48℄S = E�H+ [Mt+ v 
G� (M� +E �P) I℄ � v ; (4.98)i warunek brzegowy (4.96).Rozszerzmy dziedzin� de�niji pól E�(x; t), B�(x; t),H�(x; t) i D�(x; t) naG(t) [ G�(t) jako rozwi¡zania równa« Maxwellar�E� +B�;t= 0 ; r �D� = 0 ;r�H� �D�;t= 0 ; r �B� = 0 ; (4.99)z warunkami i¡gªo±i na �G(t)n� [[E� + u�B�℄℄ = 0 ; n � [[D�℄℄ = 0 ;n� [[H� � u�D�℄℄ = 0 ; n � [[B�℄℄ = 0 : (4.100)Je±li zaªo»ymy dodatkowo, »e w G(t)H� = 1�0 B� ; D� = "�E� ; (4.101)



4.4. Ciez dielektryzna 137gdzie "� := "0+�� jest staª¡ dielektryzn¡ w G�(t), to mo»emy napisa¢, »eI�G(t) n�[(���+M��+E��P�)v�E��H�℄ dA = ddt ZG(t) (M�����0) dV : (4.102)Zakªadamy tu, podobnie jak poprzednim podrozdziale i w pray [121℄, »esiªy obj�to±iowe ~f i momenty ~l maj¡ nast�puj¡e wªa±iwo±i (porównaj(4.37) i (4.38)): ~f = �r~g ; ~g = ~g(x) ; �~g�t = 0 ;~l = d~�d� � � ; ~� = ~�(�) ; (4.103)gdzie � jest polem direktorów [45℄.Bior¡ pod uwag� równania (4.97), (4.102) i (4.103) mo»emy zapisa¢ prawozahowania energii (4.13) w postai bardziej wygodnej w naszyh dalszyhrozwa»aniahddt ZG(t) [�(� + K�+ ~g + ~�) + M�� M�� + ��0℄ dV = I�G(t) n � q� dA : (4.104)Zaªo»yli±my tu dodatkowo, »e ¹ródªo iepªa znika (~h = 0).Drugie prawo termodynamiki (4.14), w przypadku znikaj¡ego ¹ródªa en-tropii ~b, przyjmuje posta¢ddt ZG(t) � � dV  I�G(t) n � s dA : (4.105)Zastosujemy tu ponownie nasz¡ metodologi� otrzymywania kryterium ewo-luji, przedstawion¡ równie» w praah [101℄, [121℄. Mno»ymy zatem nie-równo±¢ (4.105) przez (staª¡) temperatur� otozenia T �, a nast�pnie otrzy-many wynik odejmujemy od równania (4.104). W wyniku dostajemy na-st�puj¡¡ nierówno±¢:ddt ZG(t) [�(T �� � �� Ke� ~g � ~�)� M� + M�� � ��0℄ dV I�G(t) n � (T �s� q�) dA : (4.106)



138 Rozdziaª 4. Kryterium ewolujiZ warunków brzegowyh dla drugiego prawa termodynamiki (4.21) wyni-ka, »e na materialnej powierzhni graniznej �G(t) prawdziwa jest nast�-puj¡a nierówno±¢ n � s  n � s� : (4.107)Zaªó»my, »e w otozeniu G�(t) prawdziwe jest klasyzne wyra»enie na stru-mie« entropii [48℄ s� = 1T � q� : (4.108)Mo»na ªatwo pokaza¢, »e kryterium ewoluji przyjmuje teraz nast�puj¡¡posta¢ ddt L(x; t)  0 ; (4.109)gdzie potenjaª kinetyzny L(x; t) jest zde�niowany nast�puj¡oL(x; t) := ZG(t) [�(T �� � �� Ke� ~g � ~�)� M�+ M�� � ��0 ℄ dV : (4.110)W trakie dohodzenia do kryterium ewoluji zrobili±my nast�puj¡e za-ªo»enia:1. otozenie o±rodka mikropolarnego ma staª¡ temperatur� T �;2. g�sto±¢ strumienia entropii otozenia o±rodka mikropolarnego jestproporjonalna do g�sto±i wektora iepªa (4.108);3. g�sto±¢ dziaªaj¡yh siª mehaniznyh jest konserwatywna, a mo-menty siª maj¡ posta¢ dan¡ przez wyra»enie (4.103);4. nie ma ¹ródeª energii i entropii;5. otozenie o±rodka mikropolarnego stanowi jednorodna iez dielek-tryzna.Je»eli speªnione s¡ powy»sze zaªo»enia, to kryterium ewoluji (4.109) jestsªuszne nawet dla proesów przebiegaj¡yh daleko od stanu równowagi.W nast�pnym podrozdziale zastosujemy otrzymane kryterium (4.109) dozbadania warunku osi¡gni�ia stanu równowagi przez o±rodki mikropolar-ne.4.4.1. Warunki równowagiZgodnie z de�nij¡ stanu równowagi ukªadu dyskretnego G(t) istnieje takiglobalny ukªad odniesienia (x0; t), »e wszystkie pohodne zasowe i stru-mienie znikaj¡, a materiaª spozywa [101℄. W stanie równowagi ukªad



4.4. Ciez dielektryzna 139równa« opisuj¡y ewoluj� iaªa mikropolarnego wra»liwego na dziaªaniepola elektromagnetyznego przehodzi w nast�puj¡y ukªad równa« w G 0:r0 � (t+ Mt)+�~f = 0 ;r0 �m+ " : (t+ Mt) + �~l = 0 ;r0 �E = 0 ; r0 �E� = 0 ;r0 �H = 0 ; r0 �H� = 0 ;r0 �B = 0 ; r0 �B� = 0 ;r0 �D = ~qf ; r0 �D� = 0 ;
(4.111)

z warunkami brzegowymi na �G 0n � (t+ Mt) = n � (�� I+ Mt�) ; n �m = 0 ;n� (E� � E) = 0 ; n� [[E�℄℄ = 0 ;n� (H� �H) = 0 ; n� [[H�℄℄ = 0 ;n � (B� �B) = 0 ; n � [[B�℄℄ = 0 ;n � (D� �D) = ~!f ; n � [[D�℄℄ = 0 ; (4.112)
gdzie t { mehanizny tensor napr�»e«, m { tensor napr�»e« momento-wyh, a Mt := D
 E+H
B� (M��M �B)I ;Mt� := D� 
 E� +H� 
B� � M�� I ;D := "0E+P ; H := 1�0 B�M ;D� := "�E� ; H� := 1�0 B� : (4.113)



140 Rozdziaª 4. Kryterium ewolujiPotenjaª kinetyzny (4.110) w ukªadzie wspóªrz�dnyh dla stanu równo-wagi (x0; t) przyjmuje posta¢L(x0; t) = ZG0 [�(T �� � �� ~g � ~�)� (M�� M�� + ��0)℄ dV 0 ; (4.114)a potenjaªy elektromagnetyzne dla statyznego pola elektromagnetyz-nego dane s¡ równaniamiE = r0 ' ; B = r0 �A ;E� = r0 '� ; B� = r0 �A� : (4.115)Potenjaªy A i ' s¡ funkjami ró»nizkowalnymi w G 0, potenjaªy A� i '�s¡ funkjami ró»nizkowalnymi w G 0[G�, a na powierzhni graniznej �G 0s¡ sobie równe A = A� ; ' = '� : (4.116)Z elektryznego prawa Gaussa, z (4.111)6 oraz z (4.112)5 wynika [66℄, »eZG0 ~qf dV 0 + I�G0 ~!f dA0 = 0 ; (4.117)i ZG0 (D �E�D� �E�) dV 0 = � ZG0 ~qf 'dV 0 � I�G0 !f 'dA0 : (4.118)Je±li teraz wstawimy ostatni wynik (4.118) do wyra»enia na potenjaªkinetyzny (4.114), to otrzymamy, »eL = � ZG0 [�( +~g+~�)� (M��M�����)� ~qf '℄ dV 0+ I�G0 ~!f 'dA0 ; (4.119)gdzie  := �� T � � � 1� P �E ; (4.120)jest uogólnion¡ funkj¡ energii swobodnej Helmholtza w przypadku staªejtemperatury T �.Podstawowe zaªo»enie rahunku wariayjnego [81℄ i [82℄, »eÆX = 0 ; (4.121)



4.4. Ciez dielektryzna 141oznaza zgodno±¢ wariaji z deformajami iaªa. Zgodnie z (4.121) mo»emypolizy¢ wariaje masy i pól elektromagnetyznyhÆ� = ��r0 � Æx0 ;ÆE = �E � (r0 
 Æ x0)T +r0 (Æ ') ;ÆB = (B � r0) Æ x0 �B(r0 � Æ x0) +r0 � Æ̂A ; (4.122)gdzie niezmienniza wzgl�dem ehowania wariaja typu Weissa Æ̂A jestde�niowana jako [82℄ Æ̂A := ÆA� (r0 
A)T � Æ x0 : (4.123)Podobne wyra»enie mo»e by¢ zde�niowane dla wielko±i z ÿgwiazdk¡" ÆE�i ÆB�. Z równania (4.117) i z warunków (4.103) wynika, »eÆ ZG0 ~qf 'dV 0 + Æ I�G0 ~!f 'dA0 = ZG0 ~qf Æ' dV 0 + I�G0 ~!f Æ' dA0 ; (4.124)i Æ ZG0 �(~g + ~�) dV 0 = � ZG0 �(~f � Æx0 +~l � Æ�) dV 0 ; (4.125)gdzie wariaja k¡towa Æ� jest zde�niowana nast�puj¡oÆ� = Æ�� � : (4.126)Bior¡ pod uwag� wyniki (4.124) i (4.125), mo»emy napisa¢, »eÆL =� ZG0 � Æ[ � 1�(M�� M�� � ��)℄ dV 0+ ZG0 [�(~f � Æx0 +~l � Æ�) + ~qf Æ'℄ dV 0 + I�G0 ~!f Æ' dA0 : (4.127)Zauwa»my, »e z równa« Maxwella, ze wzorów analogiznyh do (4.122) nawariaje pól E� i B�, oraz z warunków (4.116) wynika, »eZG0 � Æ[1�(M�� + ��)℄ dV 0 =I�G0 n � [(�� I+ Mt�) � Æx0 �D� Æ'�H� � Æ̂A℄ dA0 ; (4.128)



142 Rozdziaª 4. Kryterium ewolujigdzie Mt� jest zde�niowane przez równanie (4.113). Teraz mo»emy ju»zapisa¢ wariaj� potenjaªu kinetyznego w bardziej wygodnej postaiÆL = Æ ZG0 (M�� �  ) dV 0 + ZG0 [�(~f � Æx0 +~l � Æ�) + ~qf Æ'℄ dV 0+I�G0 fn � [(�� I+ Mt�) � Æx0 �D� Æ'�H� � Æ̂A℄ + ~!f Æ'g dA0 : (4.129)Uogólniona funkja energii swobodnej Helmholtza  , zde�niowana równa-niem (4.120), jest potenjaªem termodynamiznym dla elektromagnetyz-nego iaªa mikropolarnego w stanie równowagi termodynamiznej. Tenfunkjonaª zale»y od ró»nyh zbiorów zmiennyh konstytutywnyh, ró»-nyh dla ró»nyh materiaªów [45℄. Poni»ej przypomnimy jego zale»no±¢funkyjn¡ dla mikropolarnego iaªa staªego, mikropolarnej iezy i iekªe-go krysztaª podlegaj¡ym dziaªaniu pola elektromagnetyznego.Mikropolarne elektromagnetyzne iaªa staªe Wprzypadku mikro-polarnego spr�»ystego iaªa staªego [45℄ =  (C;�;E;B;X) ; (4.130)gdzie C { tensor deformaji Cosserat zde�niowany wzorem (4.34) i �{ materialny tensor gi�tno-skr�tny zde�niowany wzorem (4.35).Wariaje powy»szyh tensorów deformaji s¡ nast�puj¡e [81℄ i [82℄:ÆCKL = xk;K [�lL(Æxl);k +"lnk �nL Æ�l℄ ;Æ�KL = xk;L �lK(Æ�l);k : (4.131)Zahodz¡ ponadto nast�puj¡e równowagowe zwi¡zki konstytutywne:tkl := � � �CKL xk;K �lL ; (4.132)mkl := � � ��LK xk;K �lL ; (4.133)P := �� � �E ; M := �� � �B : (4.134)



4.4. Ciez dielektryzna 143Mikropolarne ieze elektromagnetyzne Wprzypadku mikropolar-nyh iezy elektromagnetyznyh mamy [45℄ =  (��1; j;E;B) ; (4.135)z dodatkowymi zwi¡zkami konstytutywnymit := � ���1 I ; m := 0 ; (4.136)P := �� � �E ; M := �� � �B : (4.137)Ciekªe krysztaªy Funkjonaª  dla iekªyh krysztaªów ma posta¢ [44℄: =  (��1; j;;E;B) ; (4.138)gdzie  jest przestrzennym tensorem deformajilk := 12 "lmn �mK �nK;k : (4.139)Wariaja tego tensora dana jest wzorem [82℄Æ = � � (r
 Æx)T + " : Æ�
  + (r
 Æ�)T ; (4.140)i speªnione s¡ nast�puj¡e dodatkowe zwi¡zki konstytutywne:t := � ���1 I�m �  ; m := � � �T ; (4.141)P := �� � �E ; M := �� � �B : (4.142)Tak wi�, startuj¡ z pierwszego i z drugiego prawa termodynamiki, zrówna« Maxwella i po dokonaniu pewnyh dodatkowyh zaªo»e«, otrzy-mano kryterium ewoluji dla proesów przebiegaj¡yh daleko od stanurównowagi termodynamiznej. Kryterium to stwierdza, »e pewna globalnawielko±¢ ukªadu nieizolowanego kontaktuj¡ego si� z otozeniem przeby-waj¡ym w stanie równowagi termodynamiznej zawsze wzrasta w zasie.T¡ wielko±i¡ jest zmody�kowana elektromagnetyzna energia swobodna.



144 Rozdziaª 4. Kryterium ewolujiDodatkowe warunki jakie naªo»ono, to: równowagowe otozenie wypeªnio-ne promieniowaniem iaªa doskonale zarnego lub iez¡ dielektryzn¡,konserwatywno±¢ g�sto±i siª i oddziaªywanie rozwa»anego iaªa z otoze-niem jako zysto termizne. W rezultaie sformuªowano kryterium ewolujirozszerzone do przypadku elektromagnetyznego.W stanie równowagi kryterium ewoluji przyjmuje posta¢ zagadnienia wa-riayjnego, pozwalaj¡ego otrzyma¢ równania ró»nizkowe opisuj¡e roz-wa»any system.



Rozdziaª 5Opis wariayjnytermoelektrodynamiki iekªyhkrysztaªówMatematyzna teoria o±rodków i¡gªyh z wewn�trznymi stopniami swo-body, zwana równie» teori¡ o±rodków polarnyh, istnieje ju» niemal stolat. Zainijowaªa j¡ praa brai Cosserat [39℄ opublikowana w roku 1909.Teoria ta stanowiªa pierwsze uogólnienie klasyznej lokalnej teorii o±rod-ków i¡gªyh, w której punktom materialnym nie nadawano »adnej we-wn�trznej struktury. W kolejnyh teoriah polarnyh punkty materialne s¡traktowane albo jako sztywne z¡stezki (o±rodki mikropolarne), albo jakoz¡stezki deformowalne (o±rodki mikromor�zne). Te nowe wewn�trznestopnie swobody s¡ modelowane albo przez sztywne albo przez deformo-walne direktory przyzepione do punktów materialnyh. W najprostszymprzypadku, np. w teorii nematyznyh iekªyh krysztaªów [38℄, [41℄, [89℄rozwa»a si� tylko jeden sztywny direktor zwi¡zany z ka»d¡ z¡stezk¡ ie-kªego krysztaªu. Praktyzna mo»liwo±¢ zastosowania tej teorii, poz¡tkoworobi¡ej wra»enie bardzo abstrakyjnej, zostaªa ju» wielokrotnie potwier-dzona liznymi zastosowaniami tehnologiznymi i przemysªowymi.Naszym elem jest przedstawienie wariayjnej teorii o±rodków mikropo-larnyh poddanyh dziaªaniu pól zewn�trznyh zdolnej opisywa¢ zarównoproesy odwraalne jak i nieodwraalne. Podstawy teorii zostaªy sformu-ªowane w praah Radzikowskiej [119℄ i [120℄. Inspiraj¡ do nowej seriipra [81℄, [82℄, [83℄, a dotyz¡yh prezentowanej tu teorii, byªa sªynnapraa Natansona [104℄ i metodologia zaproponowana przez Sedova [132℄,którzy sformuªowali zasady wariayjne dla zjawisk nieodwraalnyh.Zaproponowana zasada wariayjna (5.1), (5.2) jest uogólnieniem zasadywariayjnej Grota [60℄. Uogólnienie polega na uwzgl�dnieniu mikrostruk-tury o±rodka i oddziaªywa« termodynamiznyh.Jako przykªad zastosowania prezentowanej teorii omówiony zostanie ie-kªy krysztaª poddany dziaªaniu pól termiznyh i elektromagnetyznyh.



146 Rozdziaª 5. Opis wariayjny iekªyh krysztaªówPrzedyskutowana b�dzie wielomianowa posta¢ nierównowagowyh równa«konstytutywnyh. Przy opisie kinematyki o±rodków mikropolarnyh sko-rzystano z pra Eringena [44℄ oraz Eringena i Kafadara [46℄.W poni»szyh podrozdziaªah podano równie» podstawowe de�nije i twier-dzenia dotyz¡e rahunku wariayjnego. Wielomianowe nierównowagowezwi¡zki konstytutywne dla nematyznyh iekªyh krysztaªów otrzymanena podstawie teorii równa« konstytutywnyh przedstawiono w reprezen-taji Lagrange'a.5.1. Zasada wariayjnaW prezentowanym modelu zasada wariayjna ma posta¢ÆI = DU � SW ; (5.1)gdzie I { dziaªanie Lagrange'a, aDU � SW = t2Zt1 (DU � SW ) dt ; (5.2)DU { energia dyssypowana w wirtualnym proesie, a SW { praa wirtualnawykonana przez przyªo»one siªy uogólnione.Pierwszym krokiem w konstruowaniu modelu o±rodka i¡gªego jest wybórfunkji harakteryzuj¡yh model [29℄. Do tego zbioru funkji, dla wszyst-kih o±rodków i¡gªyh, whodzi temperatura T (X; t) lub inna wielko±¢termodynamizna, np. entropia �(X; t), oraz prawo ruhu xi = xi(X; t).Je±li model jest opisywany przez inne spey�zne funkje, to modelowanyo±rodek dysponuje wewn�trznymi stopniami swobody.Do opisu ruhu potrzebne jest dokonanie wyboru odpowiedniego ukªaduodniesienia. W przypadku kontinuum u»ywana jest najz�±iej kon�gu-raja odniesienia B0 iaªa B w hwili t = t0. Ciaªo materialne B skªadasi� z punktów materialnyh etykietowanyh wspóªrz�dnymi materialnymiXK; K = 1; 2; 3, zwanymi równie» wspóªrz�dnymi Lagrange'a. Po tym,jak ka»demu punktowi materialnemu przypiszemy jego wspóªrz�dne, ka»-dy punkt materialny staje si� bytem niezale»nym i ró»nym od wszystkihinnyh punktów materialnyh. Ciaªo materialne zajmuje pewn¡ obj�to±¢



5.2. Ciaªo mikropolarne i pola zewn�trzne 147V ogranizon¡ powierzhni¡ �V w przestrzeni �zyznej V , któr¡ identy�-kujemy z 3-wymiarow¡ przestrzeni¡ Euklidesow¡ IR3 wyposa»on¡ w ukªadwspóªrz�dnyh xk; k = 1; 2; 3. Te wspóªrz�dne nazywamy wspóªrz�dnymiprzestrzennymi lub wspóªrz�dnymi Eulera1. Kon�guraja odniesienia niezale»y od zasu. Kon�guraja aktualna zapisywana jest jako x� = (xk; t),gdzie � = 1; 2; 3; 4 i x4 = t jest wspóªrz�dn¡ zasu.Zakªadamy, »e modelowany przez nas o±rodek jest wra»liwy na dziaªaniepola elektromagnetyznego. Pole elektromagnetyzne jest obene w a-ªej przestrzeni i powoduje pojawienie si� w o±rodku dodatkowyh stopniswobody, a mianowiie magnetyzaji i elektryznej polaryzaji.5.2. Ciaªo mikropolarne i pola zewn�trzneW ka»dym punkieX niezdeformowanego iaªa B0 o obj�to±i V0 i ograni-zonego powierzhni¡ �V0 zde�niowana jest g�sto±¢ masy �0(X). W kon-�guraji aktualnej g�sto±¢ masy �(x; t) jest dana wzorem:�(x; t) = �0(X) det(XK;l ) ; �0(X) = �(x; t) det(xl;L ) : (5.3)Przeinek przed indeksem oznaza ró»nizkowanie wzgl�dem zmiennej re-prezentowanej przez ten indeks.Tensory mikrobezwªadno±i, materialny JKL(X) i przestrzenny jkl(x; t),symetryzne i dodatnio zde�niowane [46℄, dane s¡ nast�puj¡ymi wzorami:JKL = jkl �kK �lL ; jkl = JKL �kK �lL : (5.4)Wzory (5.3) i (5.4) wyra»aj¡ odpowiednio lokalne prawa zahowania masyi mikrobezwªadno±i.Temperatura iaªa w kon�guraji odniesienia w hwili t = t0 wynosiT0(X). Mo»e si� ona zmienia¢ w zasie i w kon�guraji aktualnej zale-»y zarówno od zasu jak i od poªo»enia, t.zn. T = T (x; t). W dalszyhrozwa»aniah korzysta¢ b�dziemy z nowej wielko±i, która oznazamy � ide�niujemy jako funkj� pierwotn¡ temperatury_�(x; t) = T (x; t) : (5.5)1 Wspóªrz�dne Eulera zasami nazywa si� wspóªrz�dnymi obserwatora, podzasgdy wspóªrz�dne Lagrange'a s¡ nazywane wspóªrz�dnymi konwekyjnymi.



148 Rozdziaª 5. Opis wariayjny iekªyh krysztaªówJe»eli T jest aªkowaln¡ funkj¡ zasu t, wtedy mo»emy napisa¢, »e�(x; t) = �0 + tZt0 T (x; �) d� : (5.6)Na iaªo dziaªa zewn�trze pole elektryzne E = E(x; t) i pole induk-ji magnetyznej B = B(x; t). Je±li mo»emy wyrazi¢ pola E i B przezpotenjaª wektorowy A(x; t) i przez potenjaª skalarny '(x; t)El = ��Al�t + ';l ; Bk = "kmnAn;m ; (5.7)to w tej reprezentaji dwa równania Maxwella, prawo Faradayar� E + �B= 0 ; (5.8)i prawo zahowania strumienia magnetyznego (magnetyzne prawo Gaus-sa) r �B = 0 ; (5.9)s¡ speªnione to»samo±iowo (patrz np. [59℄, [60℄). Wielko±¢ E de�niujemyjako wektor nat�»enia pola elektryznego we wspóªrz�dnyh poruszaj¡yhsi� wraz z z¡stezk¡ E = E + v �B : (5.10)Pohodna konwekyjna, oznazana przez gwiazdk� umieszzon¡ nad od-powiedni¡ wielko±i¡, jest zde�niowana nast�puj¡o:�F k � D�F kDt � _F k + F k vl;l�F l vk;l : (5.11)Kropka nad symbolem oznaza materialn¡ pohodn¡ zasow¡_F � DFDt � �F�t + vk �F�xk ; (5.12)a vk = vk(xl; t) { pr�dko±¢ ruhu post�powegovk(xl; t) � �xk�t : (5.13)



5.2. Ciaªo mikropolarne i pola zewn�trzne 149W o±rodku elektromagnetyznym, z ka»dym punktem materialnym o wspóª-rz�dnyh (x; t), zwi¡zany jest swobodny ªadunek elektryzny qf i wektorpr¡du elektryznego J . W naszym podej±iu wariayjnym zakªadamy speª-nienie wewn¡trz iaªa prawa zahowania ªadunku elektryznego [47℄, [48℄,[60℄ w postai �qf�t +r � J = 0 : (5.14)Na brzegu (o wektorze normalnym n skierowanym na zewn¡trz), zakªa-damy speªnienie nast�puj¡ego warunku:J � n = 0 ; (5.15)gdzie J jest wektorem pr¡du elektryznego w poruszaj¡ym si� ukªadziewspóªrz�dnyh J � J � qf v : (5.16)Wprowad¹my teraz inny wektor niezmiennizy wzgl�dem ehowania ifunkj� skalarnego potenjaªu � ; � ; 	 (porównaj Dodatek E)� � '+ v �A = _	 ;� � �A +r	 : (5.17)Pola elektromagnetyzne mo»na teraz wyrazi¢ nast�puj¡o:Ek = �( _Ak + vm;k Am) + �;k= _�k + vm;k �m ;B = �r� � : (5.18)Pola E i B speªniaj¡ bez¹ródªowe równania Maxwella (5.8) i (5.9) to»-samo±iowo. Ze wzoru _XK = 0 wynika, »e pr�dko±¢ vk (5.13) jest danarównie» nast�puj¡ym równaniem:vk = �xk;L �XL�t : (5.19)Direktor obraa si� z pr�dko±i¡ k¡tow¡ ! zde�niowan¡ równaniem (4.39).B�dziemy posªugiwa¢ si� równie» tensorem ruhu obrotowego (gyrationtensor) d!kl d!kl = _�kK �lK ; d!kl = �d!lk : (5.20)



150 Rozdziaª 5. Opis wariayjny iekªyh krysztaªówJego zwi¡zek z pr�dko±i¡ k¡tow¡ jest ozywisty:!k = �12"klm d!lm ; d!kl = �"klm !m : (5.21)Wektor g�sto±i spinu � de�niowany jest jako ilozyn tensora mikrobez-wªadno±i i pr�dko±i k¡towej �k = jkl !l : (5.22)W elu zde�niowania energii iaªa mikropolarnego potrzebne b�d¡ [46℄:| tensory deformaji Cosserat CKL i klCKL � xk;K �kL ; kl � XK;k �lL ÆLK ; (5.23)| oraz tensory gi�tno-skr�tne (wryness tensors) �KL i kl�KL � 12"KMN �kM ;L �kN ; lk � 12"lmn �mK �nK ;k : (5.24)�atwo wida¢, »e lk = XK;k �lL �LK : (5.25)Zauwa»my ponadto, »e [46℄_CKL = akl xk;K �lL ; _�LK = blk xk;K �lL ; (5.26)gdzie a i b s¡ tensorami pr�dko±i deformajiakl � vl;k+d!kl ; bkl � !k;l : (5.27)5.3. Zasada wariayjna dla o±rodka mikropolarnegooddziaªuj¡ego z polem elektromagnetyznym iz polem temperaturyWariaja jest bardzo u»yteznym matematyznym poj�iem, pozwalaj¡-ym na zbadanie in�nitezymalnego s¡siedztwa dowolnej wielko±i. W prze-iwie«stwie do proesu ró»nizkowania w zwykªym rahunku ró»nizko-wym, in�nitezymalne ró»nie nie s¡ wywoªane przez zahodz¡¡ zmian�zmiennyh niezale»nyh, lez s¡ nakªadane przez nas na zbiór zmiennyh



5.3. Oddziaªywanie z polami 151jako rodzaj matematyznego do±wiadzenia [87℄, podzas którego rozpa-truje si� zmiany wirtualne. Lagrange wprowadziª spejalny symbol Æ, abyodró»ni¢ wariaj� od ró»nizkowania d. Obie operaje, wariowanie i ró»-nizkowanie, s¡ z�sto u»ywane równoze±nie, jest wi� bardzo wa»ne byje umie¢ odró»nia¢ od siebie.Przytozymy teraz kilka po»yteznyh de�niji (porównaj [59℄, [60℄).De�nija 5.1.Transformaj� �x� wspóªrz�dnyh x�; � = 1; 2; 3; 4; de�niuj¡ nast�puj¡ezwi¡zki �x� = x� + " Æ"x� 2 IK(x�; ") � IR4 ; (5.28)gdzie " jest dodatnim parametrem, " Æ"x� jest przyrostem x� i IK(x�; ")jest wn�trzem sfery w zteroprzestrzeni ze ±rodkiem umieszzonym w x�i o promieniu ".De�nija 5.2.Punkty �x� i x� nazywamy punktami bliskimi w IR4, je±li speªnione s¡zwi¡zki (5.28).De�nija 5.3.Wariaj� Æx� wspóªrz�dnyh x� de�niujemy jako grani�Æx� = lim"!0 Æ"x� ; (5.29)je±li ta grania istnieje.Zauwa»my, »e równanie (5.28) mo»e by¢ rozumiane jako jednoparametro-wa rodzina przyrostów Æ"x� i »e dla " = 0 jest ona zbie»na z de�nij¡wariaji Æx�, zyli Æx� = Æ"x� j"=0 :Z drugiej strony De�nija 5.3 jest równowa»na de�niji wariaji u»ywanejzazwyzaj w teoriah spr�»ysto±i [29℄, [59℄, [141℄,Æx� = dd" �x�(x�; ")���"=0 :



152 Rozdziaª 5. Opis wariayjny iekªyh krysztaªówDe�nija 5.4.Nieh A � IR4; B � IR; �B � IR; i nieh f; �f � C1(IR4) b�d¡ nast�puj¡ymifunkjami f : A �! B; �f : A �! �B : (5.30)Funkje f i �f s¡ nazywane funkjami bliskimi, je±li dla kazdego " > 0istnieje taka ró»nizkowalna funkja f" : A �! �B, f" 2 C1(IR4), »e�f(x�) = f(x�) + " f"(x�) ; (5.31)i �f(x�) 2 IK(f(x�); ") � IR .De�nija 5.5.Nieh f i �f b�d¡ funkjami bliskimi. Je»eli grania�f(x�) = lim"!0 f"(x�) ; (5.32)istnieje, to funkja �f(x�) jest nazywana z¡stkow¡ wariaj¡ funkji f .De�nija 5.6.Grani� Æf(x�) = lim"!0 Æ"f(x�) ; (5.33)nazywamy peªn¡ wariaj¡ funkji f , je±li ta grania istnieje i gdzieÆ"f(x�) � �f(�x�)� f(x�)" : (5.34)�atwo mo»na zauwa»y¢, »eÆf(x�) = �f(x�) + f;� (x�) Æx�(x�) ; (5.35)poniewa» zgodnie z De�nij¡ 5.5 i z De�nij¡ 5.6 mamy, i»Æf(x�) = lim"!0 [ �f(�x�)� �f(x�)℄ + [ �f(x�)� f(x�)℄"= lim"!0 f"(x�) + lim"!0 �f(�x�)� �f(x�)"= �f(x�) + lim"!0 f(�x�)� f(x�)�x� � x� Æ"x� ;



5.3. Oddziaªywanie z polami 153sk¡d ju» równanie (5.35) wynika.Nieh F b�dzie funkjonaªem F : A� B �! IR postaiF = F (x�; f i(x�)) ; i = 1; : : : ; n; (5.36)zde�niowanym w ka»dym punkie x� 2 A � IR4 i nieh dla ka»dej takiejfunkji f i 2 C1(A), »ef i : A �! B � IR� : : :� IR| {z }ni : (5.37)Twierdzenie 5.1.Je±li funkjonaª F 2 C1(A� B) if(x�) = F (x�; f i(x�)) ;�f(x�) = F (x�; �f i(x�)) ; (5.38)wtedy f i �f s¡ funkjami bliskimi iÆf = F;� Æx� + �F�f i Æf i ;�f = �F�f i �f i : (5.39)Rezultat wynika bezpo±rednio z twierdzenia o warto±i ±redniej.Wspóªrz�dne materialne XK; K = 1; 2; 3; numeruj¡ punkty materialnew iele materialnym B0 i nie ulegaj¡ zmianie podzas dowolnego proesudeformayjnego, poniewa» s¡ zwi¡zane z danym punktem materialnym razi na zawsze. Oznaza to, »e ÆXK = 0 ; (5.40)i �XK(x�) = XK(x�) + "XK" (x�) ; (5.41)gdzie XK" nale»y rozumie¢ w sensie De�niji 5.4. Z równania (5.35) wy-nika, »e wariaja z¡stkowa XK jest postai�XK = �XK ;� Æx� : (5.42)



154 Rozdziaª 5. Opis wariayjny iekªyh krysztaªówWyra»enie XK = XK(xk; t) oznaza, »e w kon�guraji bie»¡ej iaªa Bw punkie przestrzeni �zyznej o wspóªrz�dnyh xk i w hwili t znajdujesi� punkt materialny o numerze XK. Z (5.40) i (A.8) wynika, »eÆ(XK;� ) = �XK ;� (Æx�);� : (5.43)Mamy wi� Æ[det(XK;l )℄ = �[(Æxk);k�vk(Æt);k ℄ det(XK;l ) ; (5.44)a z równania (5.19) Ævk = DDt(Æxk)� vk DDt(Æt) : (5.45)W naszyh oblizeniah wykorzystujemy z�sto nast�puj¡e wzoryÆ�K(X) = 0 ;Æ�0(X) = 0 ;ÆJKL(X) = 0 ; (5.46)wynikaj¡e z zaªo»enia (5.40) i z Twierdzenia 5.1.Wprowadzimy teraz wariaj� k¡tow¡ Æ�k i lokaln¡ wariaj� k¡tow¡ �Æ�kpoprzez nast�puj¡e de�nije:Æ� = Æ�� � ;�Æ� = �Æ�� � ; (5.47)gdzie Æ� jest odpowiednio wariaj¡, a �Æ� jest lokaln¡ wariaj¡ direktora�, a Æ� = �Æ� + _� Æt : (5.48)Z równania mikroruhu (4.32) wynika, »eÆ�k = �l Æd�lk ; (5.49)gdzie Æd�lk jest wariaj¡ sko±nie symetryznego tensora, dualn¡ do wariajiÆ�l i zde�niowanej jako Æd�lk � �lK Æ�kK : (5.50)



5.3. Oddziaªywanie z polami 155Okazuje si�, »e wariaja k¡towa Æ�k i lokalna wariaja k¡towa �Æ�k mog¡by¢ zapisane w postai podanej przez poni»sze wyra»enia:Æ�k = 12"kmn Æd�mn ; (5.51)�Æ�k = Æ�k � !k Æt ; (5.52)gdzie ! jest wektorem pr�dko±i k¡towej zde�niowanej poprzez równanie(4.39).Wariaj� lokaln¡ �Æxk de�niujemy nast�puj¡o�Æxk � Æxk � vk Æt : (5.53)Zwi¡zek lokalnej wariaji �Æx ze zdeformowanym obrazem wariaji z¡st-kowej �X daje równanie �Æxk = �xk;K �XK : (5.54)W naszym podej±iu na±ladujemy Grota [59℄, [60℄, który do opisu polaelektromagnetyznego u»yª niezmiennize wzgl�dem ehowania wariajeWeissa [152℄ potenjaªów pola elektromagnetyznegoÆ̂Ak � ÆAk � Al;k Æxl � ';k Æt ;Æ̂' � Æ'� �Ak�t Æxk � �'�t Æt : (5.55)B�dziemy u»ywa¢ równie» innej wariaji niezmiennizej wzgl�dem eho-wania Æ̂� � Æ̂'+ vk Æ̂Ak ; (5.56)gdzie ' i A jest odpowiednio skalarnym i wektorowym potenjaªem polaelektromagnetyznego (patrz równania (5.7)). Wariaje innyh potenja-ªów niezmiennizyh wzgl�dem ehowania zde�niowanyh przez równanie(5.17) s¡ nast�puj¡e:Æ̂� = DDt(Æ	�A � �Æx� � Æt) ;Æ�k = �Æ̂Ak + (Æ	�A � �Æx� � Æt);k��l[(�Æxl);k+vl;k Æt℄ : (5.57)



156 Rozdziaª 5. Opis wariayjny iekªyh krysztaªówPowy»ej zaproponowali±my ztery de�nije wariaji: wariaj� aªkowit¡ Æ,wariaj� z¡stkow¡ �, wariaj� typu Weissa Æ̂ i wariaj� lokaln¡ �Æ. Innewa»ne i potrzebne wzory umie±ili±my w Dodatku na stronie 199.Funkjonaª dziaªania Lagrange'a I we wspóªrz�dnyh Eulera [60℄ zapisu-jemy nast�puj¡o:I = t2Zt1 ZV � [Ke(x; t)�  (x; t)℄ dv dt+ t2Zt1 ZV Me dv dt : (5.58)Wynika st¡d, »e w opisie Lagrange'a przyjmuje on posta¢I = t2Zt1 ZV0 �0 [Ke(X; t)�  (X; t)℄ dv0 dt+ t2Zt1 ZV Me dv dt : (5.59)Przez V = V(t) oznazamy obj�to±¢ zajmowan¡ przez iaªo materialne Bw hwili t 2< t1; t2 >, V0 = V(t0), V oznaza aª¡ przestrze«, � Ke(x; t)energi� kinetyzn¡ o±rodka mikropolarnegoKe = 12(v � v + ! � �) ; (5.60) uogólnion¡ energi� swobodn¡ Helmholtza iekªego krysztaªu, Me g�sto±¢Lagrange'a pola elektromagnetyznegoMe = 12("0E �E � 1�0 B �B) ; (5.61)a "0 i �0 odpowiednio elektryzn¡ przenikalno±¢ pró»ni i magnetyzn¡podatno±¢ pró»ni.Ze wzgl�du na wyst�powanie pól elektromagnetyznyh, energia swobodnaHelmholtza [124℄ jest tu zast¡piona przez uogólnion¡ energi� swobodn¡Helmholtza  [44℄, [47℄, [48℄, która jest de�niowana jako = �� T � � 1�P � E ; (5.62)gdzie � jest g�sto±i¡ energii wewn�trznej. Funkjonaª  (x; t) zale»y odzmiennyh konstytutywnyh. Zale»no±¢ ta jest ró»na dla ró»nyh typówmateriaªów [46℄, na przykªad



5.3. Oddziaªywanie z polami 157| dla iekªyh krysztaªów: (x; t) =  (��1; j;T ; T;E;B) ; (5.63)| dla prostyh iaª staªyh: (x; t) =  (�; j; ;T ; T;E;B) ; (5.64)| dla prostyh iezy: (x; t) =  (��1; j; T;E;B) ; (5.65)i jest ogranizona poprzez aksjomat obiektywno±i (funkjonaª  zaho-wuje niezmienniz¡ posta¢ przy zale»nyh od zasu sztywnyh ruhahprzestrzennego ukªadu odniesienia). Zgodnie z ide¡ Nolla o grupie izotro-pii [112℄, zale»no±¢  od niezale»nyh zmiennyh konstytutywnyh iekªegokrysztaªu w opisie Lagrange'owskim jest nast�puj¡a [120℄: (X; t) =  (��10 ;J;C;�T ; T;E;B) : (5.66)Entropia � dana jest wzorem � = �� �T ; (5.67)a polaryzaja P i magnetyzajaM wyra»aj¡ si� nast�puj¡o:P k = �� � �Ek ;Mm = �� � �Bm : (5.68)Wprowadzamy oznazenia [46℄:t = Et+ DtT ;m = Em+ Dm ; (5.69)



158 Rozdziaª 5. Opis wariayjny iekªyh krysztaªówgdzie t { tensor napr�»enia, m { tensor napr�»e« momentowyh, Et i Em{ równowagowe skªadowe odpowiednio tensorów napr�»enia i napr�»e«momentowyh, a ponadtoEtkl � �� Ækl � Emkr rl ;Emkl � � � �lk ;� � � � ���1 : (5.70)
Tutaj � { i±nienie termodynamizne. Powy»sze równania s¡ dobrze zna-nymi równowagowymi równaniami konstytutywnymi iekªyh krysztaªów[44℄.Aby mo»na byªo zapisa¢ wariaj� dziaªania Lagrange'a I (5.58) we wzgl�d-nie zwartej postai, wprowadzamy nast�puj¡e oznazeniaÆI = ÆIV + ÆI�V + ÆIV�V ; (5.71)gdzieÆIV = t2Zt1 ZV 8<:��� _vl + Etkl;k +Mfl� �Æxl+ ��� _�l + Emkl;k+"lmn Etmn + Mll� �Æ�l� � _� Æ�+ � �D l � "lkmHm;k � Æ̂Al �Dk;k Æ̂�+ �� _�� Etkl akl � Emkl blk � qk;k�Mh� Æt9=; dv dt ; (5.72)

ÆI�V = � t2Zt1 Z�V n�Etkl + [[Mtkl +Gl vk℄℄� Æxl+ Emkl �Æ�l + "klm [[Hm℄℄ Æ̂Al � [[Dk℄℄ Æ̂�� h(Etkl + Mtkl +Gl vk)vl � [[Sk℄℄i Ætonk ds dt ; (5.73)



5.3. Oddziaªywanie z polami 159
ÆIV�V = t2Zt1 ZV�V n�Mtkl;k�Gl;t � Æxl+ �Dl;t�"lkmHm;k � �Æ̂Al + El Æt��Dk;k Æ̂'o dv dt ; (5.74)Przy wyprowadzaniu wzorów (5.72) { (5.74) zastosowali±my wyra»enia nawariaje aªek, wariaje zmiennyh konstytutywnyh i na wariaje funkjo-naªów podane w Dodatku. Wykorzystali±my równie» równania konstytu-tywne (5.67) { (5.70). Zaªo»yli±my, »e dla t = t1 i t = t2 wszystkie wariajeznikaj¡. U»yli±my nast�pnie twierdzenie Greena { Gaussa { Ostrogradskie-go. Ponadto, zastosowali±my znane wzoryP = D � "0E ;M =M + v � P ;M = 1�0 B �H ; (5.75)gdzie D { wektor przemieszzenia dielektryznego, a H { wektor polamagnetyznego.Zauwa»my, »e niektóre wielko±i maj¡ ró»ne warto±i wewn¡trz i na ze-wn¡trz iaªa:| nat�»enie pola magnetyznegoH =H � v �D w V ; i H =H w V � V ; (5.76)| wektor przemieszzenia dielektryznegoD = P + "0E w V ; i D = "0E w V � V ; (5.77)| wektor PoyntingaS = E�H w V ; i S = E �H w V � V ; (5.78)



160 Rozdziaª 5. Opis wariayjny iekªyh krysztaªów| tensor napr�»enia MaxwellaMtkl = P k El �BkMl + "0Ek El + 1�0 Bk Bl� 12  "0E �E + 1�0 B �B � 2M �B! Ækl ; w V ;Mtkl = "0Ek El + 1�0 Bk Bl� 12  "0E �E + 1�0 B �B! Ækl ; w V � V ;(5.79)ale elektromagnetyzny wektor p�du ma tak¡ sam¡ posta¢ w aªej prze-strzeni G = "0E �B w V : (5.80)Wewn¡trz iaªa wielko±i elektromagnetyzne: siªa, moment i energia danes¡ nast�puj¡o [44℄:Mf l = Mtkl;k�Gl;t ;Mlk = "klm Mtlm ;Mh = � Ek DDt ���1 P k��Mk _Bk + J k Ek � Mlk !k : (5.81)Postulujemy nast�puj¡¡ zasad� wariayjn¡ dla iaªa mikropolarnego od-dziaªuj¡ego z polem mehaniznym elektromagnetyznym i termiznym:ÆI = DU � SW ; (5.82)gdzie DU � t2Zt1 DU dt ; SW � t2Zt1 SW dt : (5.83)Postulowana zasada wariayjna (5.82) uwzgl�dnia nieodwraalno±¢ proe-sów termo { elektromehaniznyh proesów w o±rodku mikropolarnym.Poj�ie nieodwraalno±i jest ±i±le zwi¡zane ze zjawiskiem dodatniej pro-dukji entropii i z dyssypaj¡ energii. W iekªyh krysztaªah energia mo»e



5.3. Oddziaªywanie z polami 161by¢ dyssypowana w wyniku taria pojawiaj¡ego w trakie lepkiego prze-pªywu oraz w rezultaie przewodnitwa iepªa i przepªywu pr¡du elek-tryznego.We wzorze (5.83) DU oznaza energi� zdyssypowan¡ w proesie wariayj-nym. W przypadku iekªyh krysztaªów DU jest dana jakoDU = ZV nDtlk h(�Æxl);k�"lnk�Æ�n + akl Æti+Dmkl h(�Æ�l);k+blk Æti+ 1T qk [(Æ�);k�T (Æt);k ℄��  Æ�� J k Æ̂Ak � qf Æ̂�o dv ; (5.84)
Tutaj q jest wektorem iepªa i  jest g�sto±i¡ produkji entropii [47℄, [48℄speªniaj¡¡ prawo nierówno±i entropii:�   0 : (5.85)Praa wirtualna SW w (5.83) dla iekªyh krysztaªów dana jest jakoSW = ZV � (~f � �Æx+~l � �Æ�+ ~hT (Æ�� TÆt)) dv+ Z�V n~t(n) � �Æx+ ~m(n) � �Æ�+ ~s(n) Æ�+1=T ~q(n) (Æ�� TÆt)� ~K � Æ̂A� ~!f Æ̂�o ds ; (5.86)
gdzie ~f { g�sto±¢ przyªo»onyh siª obj�to±iowyh, ~l { g�sto±¢ przyªo»onyhmomentów obj�to±iowyh, ~h { g�sto±¢ przyªo»onyh ¹ródeª iepªa na jed-nostk� masy, ~t(n) { przyªo»one napi�ie powierzhniowe, ~m(n) { moment siªpowierzhniowyh, ~q(n) { strumie« iepªa, ~s(n) + ~q(n)=T { strumie« entropiina jednostk� powierzhni, ~!f { rozkªad swobodnego elektryznego ªadun-ku powierzhniowego i ~K { g�sto±¢ elektryznego pr¡du powierzhniowegostyzna do �V.Zgodnie z nierówno±i¡ entropijn¡ wybieramy~s(n) � ~s � n  0 ; (5.87)



162 Rozdziaª 5. Opis wariayjny iekªyh krysztaªówgdzie n jest jednostkowym wektorem normalnym do powierzhni �V.Równania lokalne mo»emy wyprowadzi¢ podstawiaj¡ (5.71), (5.84) i (5.86)do (5.82) i zakªadaj¡, »e nasza zasada wariayjna (5.82) jest poprawnaw dowolnej obj�to±i V zajmowanej przez iaªo. Otrzymana w ten sposóbzasada lokalna jest liniowa dla dowolnyh wariaji: Æx, Æ�, Æt, Æ�, Æ̂� iÆ̂A . Aby speªni¢ zasad� (5.82) wspóªzynniki tyh wariaji musz¡ znika¢,o w wyniku doprowadza do odpowiednih lokalnyh praw zahowania.Ostateznie otrzymujemy:A. wewn¡trz iaªa| prawo zahowania p�du (porównaj (4.57))�� _vl + tkl;k +Mfl + � ~fl = 0 ; (5.88)| prawo zahowania momentu p�du (porównaj (4.58))�� _�l +mkl;k +"lmn tmn + Mll + � ~ll = 0 ; (5.89)| prawo zahowania energii� _�� tkl akl �mkl blk � qk;k�Mh� � ~h = 0 ; (5.90)| prawo elektryzne Gaussa (porównaj (4.61))qf �Dk;k = 0 ; (5.91)| prawo Ampere'a (porównaj (4.62))�D l � "lkmHm;k+J l = 0 ; (5.92)| prawo produkji entropii�  = � _� �r � �qT �� � ~hT ; (5.93)B. na zewn¡trz iaªa| prawo zahowania p�du elektromagnetyznegoMtkl;k�Gl;t= 0 ; (5.94)



5.3. Oddziaªywanie z polami 163| elektryzne prawo Gaussa Dk;k = 0 ; (5.95)| prawo Ampere'a Dl;t�"lkmHm;k= 0 ; (5.96)| prawo zahowania energii�Dl;t�"lkmHm;k �El = 0 ; (5.97)C. warunki brzegowe na �V:[[tkl + Mtkl +Gl vk℄℄nk = 0 ; (5.98)[[mkl℄℄nk = 0 ; (5.99)[[(tkl + Mtkl +Glvk)vl + qk � Sk℄℄nk = 0 ; (5.100)!f � [[Dk℄℄nk = 0 ; (5.101)"klm [[Hm℄℄nk = 0 ; (5.102)""qkT ## nk = ~s(n) : (5.103)Powy»sze równania, wraz z tymi przez nas zaªo»onymi (5.3), (5.4), (5.7)i (5.14), tworz¡ kompletny zestaw lokalnyh praw równowagi opisuj¡yhtermo-elektrodynamik� iekªyh krysztaªów. RównanieMtkl;k�Gl;t= 0 ; w V � V ; (5.104)wynika z wªa±nie o sformuªowanyh równa« Maxwella. Dodatkowo, zwarunków znikania wspóªzynników wariaji Æ�, otrzymuje si� równania(5.93) i (5.103). Te wyra»enia s¡ interpretowane jako warunki na posta¢



164 Rozdziaª 5. Opis wariayjny iekªyh krysztaªówzasady wariayjnej opisuj¡ej proesy nieodwraalne. Drugie prawo ter-modynamiki nie wynika jak na razie z przedstawionego formalizmu i tumusimy je zapostulowa¢: �  0 ; w V ; (5.105)~s(n)  0 ; na �V : (5.106)Zauwa»my, »e bior¡ pod uwag� prawo zahowania ªadunku elektryznego(5.14) mo»emy zapisa¢ energi� dyssypowan¡ (5.84) w opisie lagrangowskimjako DU = ZV0 8<:DTLK ÆCKL + DMLK Æ�KL+ QKT Æ(�;K ) + JK Æ�K � �0  Æ�9=;dv0 ; (5.107)
gdzie DTKL = �0� XK;k �lLDtkl ;DMKL = �0� XK;k �lLDmkl ;QK = �0� XK;k qk ;JK = �0� XK;k J k : (5.108)
Zgodnie z nierówno±i¡ Clausiusa - Duhema, prawo produkji entropii(5.93) dane jest w opisie Lagrange'a jako [47℄, [48℄�0  = 1T "DTKL _CLK + DMKL _�LK + QKT T;K +J KEK# : (5.109)



5.3. Oddziaªywanie z polami 165Zakªadaj¡ staª¡ temperatur� iaªa w stanie podstawowym (T0 = onst:)otrzymujemy DU = ZV0 8<:DTLK �ÆCKL � 1T _CKL Æ��+ DMLK �Æ�KL � 1T _�KL Æ��+ QKT �Æ(�;K )� 1T _�;K Æ��+ JK �Æ�K � 1T _�K Æ��9=;dv0 :
(5.110)

W naszym podej±iu wariayjnym zaªo»yli±my, »e znamy relaje konsty-tutywne (5.67), (5.68), (5.70) dla wielko±i równowagowyh.Skªadniki dyssypatywne DT , DM , Q=T i J dane w (5.108) s¡ funkja-mi wektorowymi i tensorowymi zale»nymi w kon�guraji odniesienia odnast�puj¡yh zmiennyh konstytutywnyh��10 ;J ;C ;�T ; _C ; _�T ; T ;rT ;E ;B :Posta¢ wielomianowa równa« konstytutywnyh dla pól nierównowagowyhjest ogranizona aksjomatem obiektywno±i, drugim prawem termody-namiki i aksjomatem odwraalno±i zasu [44℄, [47℄, [48℄. Drugie pra-wo termodynamiki dla iekªyh krysztaªów, wra»liwyh na dziaªanie póltermo{elektromehaniznyh, prowadzi do uogólnionej nierówno±i Clau-siusa - Duhema, która w tym przypadku w kon�guraji odniesienia przyj-muje nast�puj¡¡ posta¢DTKL _CLK + DMKL _�LK + QKT T;K +JKEK  0 ; (5.111)Nierównowagowe wielomianowe równania konstytutywne dla nematyz-nyh iekªyh krysztaªów w kon�guraji odniesienia, zgodnie z teori¡ rów-na« konstytutywnyh rozwini�t¡ przez Eringena [44℄, s¡ liniowe wzgl�dempól _C ; _�T ;rT ;E



166 Rozdziaª 5. Opis wariayjny iekªyh krysztaªóworaz ih ilozynów z J, gdy» J jest wska¹nikiem anizotropii. W pierwszymprzybli»eniu, inne efekty nieliniowe s¡ zaniedbywalne.Ponadto wyª¡zymy �T ze zbioru niezale»nyh zmiennyh konstytutyw-nyh w zªonah nierównowagowyh, gdy» ani lepkospr�»yste efekty obro-towe ani efekty wy»szego rz�du nie s¡ uwzgl�dniane w liniowyh równa-niah konstytutywnyh [44℄.Tak wi�, w kon�guraji odniesienia nematyznyh iekªyh krysztaªówdopuszzalne s¡ nast�puj¡e nierównowagowe wielomianowe zwi¡zki kon-stytutywne:DTKL = �LKMN _CMN ;DMKL = �LKMN _�MN + T�LKMT;M +e�LKMEM ;QKT = kKLT;L+ekKLEL � T�MLK _�ML ;JK = �KLEL + T�KLT;L�e�MLK _�ML ; (5.112)
gdzie �KLMN ��0� 8<:(�1 + �2trJ) �1C KL �1C NM+ �3(�1C RL �1C NMJKR+ �1C KL �1C RMJNR )+ (�5 + �6trJ) �1CRL �1C RM ÆKN+ (�7 + �8trJ) �1C NL�1CKM+ �9(�1C RL �1C SMJRSÆKM+ �1CRL �1C RMJKN)+ �11 �1C RL �1C KMJNR + �12 �1C NL �1C RMJKR9=; ;

(5.113)
T�KLM �"MLN h(�13 + �14trJ)CNK + �16CNPJKP i+ "MPQ�15CPNCQK �1CRLJRN ; (5.114)



5.3. Oddziaªywanie z polami 167e�KLM �"MLN h(�17 + �18trJ)CNK + �20CNPJKP i+ "MPQ�19CPNCQK �1CRLJRN ; (5.115)
�KLMN ��0� 8<:(�1 + �2trJ) �1C KL �1C MN+ �3(�1C KL �1C RNJMR + �1C MN �1C LRJKR )+ (�5 + �6trJ) �1C KN �1C ML+ (�7 + �8trJ) �1CRL �1C RN ÆKM+ �9(�1C RL �1C KNJMR + �1C ML �1C RNJKR )+ �11 �1CRL �1CSNJRSÆKM + �12 �1CRL �1C RNJKM9=; ;

(5.116)
kKL � �0� �(�1 + �2trJ) �1C ML + �3 �1CNLJMN� �1CMK ; (5.117)�KL � �0� �(�1 + �2trJ) �1C ML + �3 �1CNLJMN� �1CMK ; (5.118)ekKL � �0� �(�4 + �5trJ) �1C ML + �6 �1CNLJMN� �1CMK ; (5.119)T�KL � �0� �(�4 + �5trJ) �1C ML + �6 �1CNLJMN� �1CMK ; (5.120)oraz gdzie�1C MN � �kMXN ;k= 12 detC "NRS"MPQCRPCSQ ; (5.121)i �0� = det� detC ; det� = �1 : (5.122)



168 Rozdziaª 5. Opis wariayjny iekªyh krysztaªówPodstawiaj¡ (5.112) do (5.108) dostajemy wielomianowe nierównowago-we równania konstytutywne otrzymane przez Eringena [44℄ dla skªadowyhdyssypatywnyh nematyków w kon�guraji bie»¡ej. Rozwa»ania dotyz¡-e warunków na wspóªzynniki materiaªowe �1 � �12, �1 � �20, �1 � �6i �1 � �6 wynikaj¡e z ogranize« narzuanyh przez termodynamik� s¡przedstawione równie» w pray [44℄.Pokazali±my, »e podstawowe prawa równowagi otrzymane z postulowanejzasady wariayjnej (5.82) wraz z tymi przez nas zaªo»onymi (5.3), (5.4),(5.7) i (5.14) w naszym podej±iu wariayjnym i uzupeªnionymi przez rów-nania konstytutywne, tworz¡ kompletny ukªad równa« opisuj¡yh iekªekrysztaªy oddziaªywuj¡e z polem elektromagnetyznym, mehaniznymi temperatury. Nasze podej±ie wariayjne wª¡za w formalizm zarównostany równowagowe jak i nierównowagowe iekªyh krysztaªów, a wi� po-zwala na rozwa»anie równie» proesów dyssypatywnyh.Zaproponowana zasada wariayjna (5.82) dla prostego o±rodka mikropo-larnego ma posta¢ uniwersaln¡ i mo»e by¢ stosowana do opisu innyh ty-pów o±rodków i¡gªyh oddziaªywuj¡yh z polami zewn�trznymi. Ciekªekrysztaªy zostaªy wybrane ze wzgl�du na ih du»e znazenie praktyzne.Szzegóªowe oblizenia i otrzymane wyniki przedstawiono w Dodatku.



Rozdziaª 6Formalizm Lagrange'a w opisieproesów dyssypatywnyhJak to pokazali±my w poprzednih rozdziaªah, narz�dziem matematyz-nym dobrze sªu»¡ym do opisu proesów �zyznyh, zarówno dyssypa-tywnyh jaki niedyssypatywnyh, jest rahunek wariayjny. Od wielu latpodejmowane s¡ lizne próby poª¡zenia go z teoriami wyhodz¡ymi zpierwszyh zasad. Nale»y tu przede wszystkim wymieni¢ prae Santil-li'ego [125℄, [126℄, [127℄, [128℄, [129℄, który sformuªowaª ogólne warunkijakie musz¡ by¢ speªnione, by ukªad równa« daªo si� zapisa¢ w postaizasady wariayjnej, Kaufmana [71℄, Grmeli [58℄, Broketa [35℄ i Blohaet al. [32℄ wykorzystuj¡e uogólnione nawiasy Poissona, Sieniutyza [135℄oraz Bampi i Morro [23℄, [24℄.W±ród wielu sformuªowanyh dotyhzas zasad wariayjnyh jedna za-sªuguje na spejalne wyró»nienie. Jest to zasada wariayjna Hamiltona.Zasada wariayjna Hamiltona stanowi pierwsz¡ z�±¢ formalizmu Lagran-ge'a i pozwala otrzyma¢ równania Eulera-Lagrange'a (równania ruhu lubrównania pola) wraz z warunkami brzegowymi, zyli komplet równa« po-zwalaj¡yh w sposób jednoznazny opisa¢ badany problem �zyzny. Dru-ga z�±¢ formalizmu Lagrange'a, dzi�ki zastosowaniu twierdzenia Noether,pozwala otrzyma¢ zwi¡zki konstytutywne i prawa zahowania. W forma-lizmie Lagrange'a mo»na wyró»ni¢ i trzei¡ z�±¢, gdy wykorzystuj¡ do-datkowy problem wariayjny (ale oparty na poprzednim sformuªowaniu)mo»emy bada¢ warunki stabilno±i. Jak poka»emy poni»ej, podejmowanepróby wª¡zenia formalizmu Lagrange'a do opisu proesów dyssypatyw-nyh nie s¡ jednak w peªni zadowalaj¡e i wymagaj¡ dalszyh bada«.Podej±iu temu po±wi�one s¡ lizne prae Anthony'ego i jego uzniów,np. [15℄, [16℄, [20℄, [21℄, [131℄.



170 Rozdziaª 6. Formalizm Lagrange'a w opisie proesów dyssypatywnyh6.1. Klasy�kaja zasad wariayjnyh i formalizmLagrange'aKlasy�kaji zasad wariayjnyh w termodynamie dokonali Mushik i Tro-stel w pray [102℄. Podano tam bogat¡ literatur� zagadnienia. W swymprzegl¡dzie autorzy gªówn¡ uwag� po±wi�ili zasadom globalnym, harak-teryzowanym przez odpowiednie lagrangiany. Lokalne zasady wariayjne,takie jak zasada produkji minimum entropii, nie byªy przez nih klasy�ko-wane. Globalne zasady wariayjne podzielili na dwie grupy: na zasady wa-riayjne dokªadne (strit) i na zasady wariayjne przybli»one (nonstrit),a z kolei zasady wariayjne dokªadne podzielili na trzy grupy: z lagran-gianem parametryznym, wariayjna samosprz�»ono±¢ i podwojenie pól(patrz rysunek 6.1). 
 
  
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Zasady wariacyjne 

 

 
Zasady wariacyjne dokładne 
 

 

Zasady wariacyjne 
przybliŜone 

 

 

Wariacyjna 
samosprzęŜoność 

 

 
Lagrange’ian parametryczny 
 

 
Podwojenie pól 

 Rys. 6.1. Klasy�kaja zasad wariayjnyh.Tutaj zajmiemy si� tylko takimi zasadami wariayjnymi, które wykorzy-stuj¡ podwojenie pól [76℄.



6.1. Klasy�kaja zasad wariayjnyh i formalizm Lagrange'a 171Rozwa»my funkj� L(T; �T ) temperatury T i pohodnyh temperatury�T jako kandydata na lagrangian opisuj¡y przewodnitwo iepªaL = L(T; �T ) : (6.1)Poniewa» strumie« energii [19℄ wynikaj¡y z twierdzenia Noetherj(u) = �L�(�xT ) �tT ; (6.2)znika w przypadku stajonarnym, wi� jest to sprzezne z eksperymen-tem. Sytuaja mo»e by¢ poprawiona, je±li do lagrangianu doda¢ jednododatkowe pole zmienne w zasie, np. �(t; x) (tutaj i ni»ej x reprezentujewszystkie zmienne przestrzenne), i wtedy nawet dla temperatury staªejw zasie T = T (x) b�dziemy mieli nieznikaj¡y strumie« energii, gdy» wtakiej sytuaji j(u) = �L�(�xT ) �tT + �L�(�x�) �t� : (6.3)Przypomnijmy teraz pokróte podstawy formalizmu Lagrange'a. Je±li la-grangian L zale»y od n funkji  i(t; x) oraz ih pierwszyh pohodnyhwzgl�dem zasu i zmiennyh przestrzennyh, zyliL = L( i(t; x); �t i(t; x); �x i(t; x)) ; (6.4)to równania Eulera-Lagrange'a przyjmuj¡ posta¢�t �L�(�t i) + �x �L�(�x i) � �L� i = 0 : (6.5)Prawa zahowania i zwi¡zki konstytutywne dla poni»szyh wielko±i otrzy-mujemy z twierdzenia Noether:1. energia (niezmiennizo±¢ wzgl�dem translaji zasu t! t +�t)a. g�sto±¢ energii u u = �L�(�t i) �t i � L ; (6.6)b. g�sto±¢ strumienia energii j(u)j(u) = �L�(�x i) �t i ; (6.7)



172 Rozdziaª 6. Formalizm Lagrange'a w opisie proesów dyssypatywnyh2. p�d (niezmiennizo±¢ wzgl�dem translaji przestrzennyh x ! x +�x)a. g�sto±¢ p�du p = �L�(�t i) �x i ; (6.8)b. g�sto±¢ strumienia p�du�̂ = �L�(�x i) 
 �x i � Î � L ; (6.9). prawo zahowania p�du �tp + div �̂ = 0 : (6.10)3. wielko±i typu masy (niezmiennizo±¢ wzgl�dem transformaji eho-wania  !  exp(i��))a. funkja g�sto±i wielko±i typu masyw = i� �L�(�t i)  � �L�(�t �i )  �! ; (6.11)b. g�sto±¢ strumienia wielko±i typu masyj(w) = i� �L�(�x i)  � �L�(�x �i )  �! ; (6.12). prawo zahowania wielko±i typu masy�tw + div j(w) = 0 ; (6.13)gdzie 
 { ilozyn tensorowy, � = 0; 1; 2; 3; i; j = 1; : : : ; n.Stabilno±¢ ukªadu mo»na bada¢ za pomo¡ dodatkowego zagadnienia wa-riayjnego [18℄, [75℄. Rozwa»my jedno-parametrow¡ grup� transformaji� (t; x; �) = T�  (t; x) ; (6.14)jedno-parametrowej klasy rzezywistyh proesów speªniaj¡yh równaniaEulera-Lagrange'a. Wyra»enie�i(t; x) = � i(t; x; �)�� ������=0 ; (6.15)



6.1. Klasy�kaja zasad wariayjnyh i formalizm Lagrange'a 173de�niuje wariaje proesów  i(t; x) wzgl�dem parametru �Æ i = �i Æ� : (6.16)Warunkiem konieznym na to, aby funkjonaª J posiadaª ekstremum,jest znikanie jego pierwszej wariaji (o jest zapewnione przez równaniaEulera-Lagrange'a), a druga wariaja funkjonaªu dla rozwi¡za« równa«Eulera-Lagrange'a powinna speªnia¢ warunekÆ2J = ( > 0 dla minimum ;< 0 dla maksimum : (6.17)Zaªó»my, »e ÆJ = Æ1J + Æ2J + �(Æ )2 ; (6.18)gdzie J = J ( ; � ; Æ ; Æ� ) ; (6.19)i limÆ !0 � = 0 ; (6.20)Æ1J = Æ �dJd� ������=0 = ZP d4x �L� i Æ i + �L�(�� i) Æ(Æ� i)! ; (6.21)Æ2J = 12Æ2 �d2Jd�2 ������=0 =12 ZP d4x �2L� i� j Æ iÆ j + 2 �2L� i�(�� i) Æ i Æ(Æ� j) +�2L�(�� i)�(�� j) Æ(�� i) Æ(Æ� j)! : (6.22)
Wiadomo [123℄, »e z ka»dym równaniem ró»nizkowym mo»na zwi¡za¢ je-go równanie wariayjne. Równaniami wariayjnymi dla równa« Eulera-La-grange'a Li = d� �L�(�� i) � �L� i = 0 ; (6.23)



174 Rozdziaª 6. Formalizm Lagrange'a w opisie proesów dyssypatywnyhs¡ równania Jaobiego
i = d� �
�(�� i) � �
� i = 0 ; (6.24)przy zym j¡dro 
 ma posta¢2
( ; � ; �; ��) = �2L� i� j �i�j + 2 �2L� i�(�� j) �i (���j)+�2L�(�� i)�(�� j) (���i) (Æ��j) : (6.25)Wariaje �i(t; x) s¡ rozwi¡zaniami równa« Jaobiego. Je±li wykorzystamyteraz wzór Eulera dla funkji jednorodnyh drugiego rz�du (tutaj jest toforma kwadratowa 
( ; � ; �; ��) i równania Jaobiego (6.24), to otrzy-mamy nast�puj¡e wyra»enia:| niejednorodne prawo zahowania (równanie równowagi)�ts+ div j(s) = �(s) ; (6.26)| funkj� g�sto±i s = �
�(�t�i) �i ; (6.27)| wektor strumienia g�sto±ij(s) = �
�(r�i) �i ; (6.28)| g�sto±¢ pr�dko±i produkji�(s) = 2
 : (6.29)Równania (6.25){(6.29) zwi¡zane z grup¡ proesów transformaji (6.14)de�niuj¡ tzw. obserwable drugiego rodzaju.



6.2. Podej±ie Morse'a i Feshbaha 1756.2. Podej±ie Morse'a i FeshbahaW swej sªynnej ksi¡»e [98℄ Morse i Feshbah podali kilka przykªadówjak mo»na otrzyma¢ równania opisuj¡e ukªady dyssypatywne z zasadyHamiltona i poprzez zastosowanie zanurzenia Batemana. Proponuj¡ oni,»eby w elu skonstruowania metody pozwalaj¡ej na jednakowe traktowa-nie ukªadów konserwatywnyh i dyssypatywnyh, wraz z wªa±iwym rów-naniem rozwa»a¢ równoze±nie jego zwieriadlany obraz. Zaproponowan¡metod� przedyskutujemy na przykªadzie jednowymiarowego osylatora ztªumieniem m �x+R _x +K x = 0 : (6.30)lagrangian, z którego mo»na otrzyma¢ powy»sze równanie, ma posta¢L = m( _x _x�)� 12R(x� _x� x _xx)�K xx� ; (6.31)gdzie x� reprezentuje zwieriadlany osylator z ujemnym tariem. Równa-nia ruhu (równania Lagrange'a) s¡ nast�puj¡e:m �x� � R _x� +K x� = 0 ; m �x +R _x +K x = 0 : (6.32)Wariaja lagrangianu (6.31) ze wzgl�du na zmienn¡ x� daje nam rów-nanie (6.30), a ze wzgl�du na zmienn¡ x { równanie z ujemnym tariem.Je±li skorzystamy z de�niji p�du kanoniznego [98℄ dla r-tej wspóªrz�dnejuogólnionej qr pr = �L(qr; �tqr; �xqr)�(�tqr) ; (6.33)to w naszym przypadku otrzymamy dwa p�dyp = m _x� � 12Rx� ; p� = m _x + 12Rx� : (6.34)Wyra»enia te, podobnie jak równanie (6.32a), nie dadz¡ si� uzasadni¢ nagrunie mehaniki klasyznej.Kolejnymi przykªadami równa« opisuj¡yh systemy dyssypatywne, to po-dobne w formie równanie dyfuzji i równanie przewodnitwa iepªa. Dlatyh równa« Morse i Feshbah zaproponowali nast�puj¡y lagrangianL = �(grad ) � (grad �)� 12a2( ��t �  �t �) ; (6.35)



176 Rozdziaª 6. Formalizm Lagrange'a w opisie proesów dyssypatywnyhgdzie  { g�sto±¢ dyfunduj¡ej materii lub temperatura,  � { odnosi si�do zwieriadlanego ukªadu, a2 { staªa dyfuzji lub przewodnitwa iepl-nego. Równania pola (równania Eulera) dla tej g�sto±i lagrangianu s¡nast�puj¡e: � = a2�t ; � � = �a2�t � : (6.36)Równanie na  jest równaniem wyj±iowym, a równanie na  � jest rów-naniem dla ukªadu zwieriadlanego, który pozyskuje tyle energii, ile tenpierwszy ukªad oddaje. Wylizone g�sto±i p�du kanoniznegop = �12a2  � ; p� = �12a2  ; (6.37)podobnie jak w poprzednim przykªadzie, s¡ trudne do �zyznego uzasad-nienia.6.3. Podej±ie Djukiia i VujanoviiaDjuki i Vujanovi [42℄, [151℄ zaproponowali inn¡ metod� prowadz¡¡ dootrzymania równa« termodynamiki proesów nieodwraalnyh za po±red-nitwem zasady Hamiltona. Zaªo»yli oni, »e lagrangian zale»y nie tylkood zmiennyh pola (np. od temperatury bezwzglednej T = T (t; x)) i ihpierwszyh pohodnyh, ale równie» od pewnego zbioru dowolnyh funkji	k(t; x; �), k = 1; 2; : : : ; N o nast�puj¡yh wªa±iwo±iah:lim�!0	k(t; x; �) = 0 ; (6.38)oraz lim�!0 �x	k = 1 ; lim�!0 �t	k = 1 : (6.39)Poka»emy teraz, jak ta metoda dziaªa w przypadku równania przewodni-twa iepªa. W pray [42℄ zaproponowano nast�puj¡y lagrangianL = k2(T )2 (�xT )2 � 	(t; �)2 �(T ) (T ) k(T ) (�tT )2 : (6.40)



6.3. Podej±ie Djukiia i Vujanoviia 177Tutaj �(T ) { g�sto±¢ mast, k(T ) { przewodnitwo iepªa, (T ) { pojem-no±¢ ieplna. Je±li funkja 	(t; x) nie podlega wariajom, to równanieEulera-Lagrange'a przyjmuje posta¢�x[k(T )�xT ℄� �(T ) (T ) �tT �t	(t; �) =	(t; �)k(T ) ��t[�(T ) (T ) k(T ) (�tT )℄� 12�T [�(T ) (T ) k(T ) (�tT )2℄� : (6.41)Je±li teraz wykorzystamy równania (6.38) i (6.39) i przejdziemy do gra-niy z � w równaniu (6.41), to otrzymamy jednowymiarowe równanieprzewodnitwa iepªa ze wspóªzynnikami zale»nymi od temperatury�(T ) (T ) �tT = �x[k(T ) �xT ℄ : (6.42)Gdyby±my teraz spróbowali zastosowa¢ twierdzenie Noether do lagrangia-nu (6.41), to otrzymaliby±my nast�puj¡e wyniki:| g�sto±¢ energii wewn�trzneju = � k22(rT )2 ; (6.43)| strumie« energii wewn�trznejj = k2(T ) �xT �tT ; (6.44)| i±nienie p = 0 ; (6.45)| napr�»enie � = k2(rt)2 ; (6.46)a wszystkie te wyniki s¡ sprzezne ze znanymi teoriami i z eksperymentem.W pray [151℄ otrzymano równanie (6.42) oraz na podstawie innego la-grangianu równanie przewodnitwa iepªa uwzgl�dniaj¡e sko«zon¡ pr�d-ko±¢ propagaji iepªaL =  k2(T )2 (�xT )2 � �2S(T ) k(T ) (�tT )2! exp (t=�) : (6.47)



178 Rozdziaª 6. Formalizm Lagrange'a w opisie proesów dyssypatywnyhWprowadzono tutaj dodatkowy maªy parametr { zas relaksaji � . Rów-nanie Eulera-Lagrange'q przyjmuje posta¢�x(k(T ) �xT )� S(T ) �tT =�k(T ) ��t (S(T ) k(T ) �tT )� 12 �t �S(T ) k(T ) (�tT )2�� : (6.48)Tutaj S(T ) { obj�to±iowa pojemno±¢ ieplna (ilozyn g�sto±i masy i po-jemno±i ieplnej przy staªym i±nieniu). Otrzymano równie» trzywymia-rowy wariant równania (6.42) jako granizny przypadek równania (6.48)z � ! 0. Zwi¡zki konstytutywne otrzymane z twierdzenia Noether s¡podobnej jako±i jak poprzednie.6.4. Podej±ie Anthony'egoPodej±ie Anthony'ego do lagrangowskiego opisu termodynamiki proe-sów nieodwraalnyh, zgodnie z terminologi¡ podan¡ przez Mushika iTrostela [102℄, mo»e by¢ zalizone do grupy teorii z podwajaniem pól,lez ró»ni si� ono bardzo istotnie od wszystkih teorii dotyhzas tu wy-mienionyh. Morse i Feshabah oraz Djuki i Vujanovi zatrzymali sw¡analiz� na równaniah Eulera-Lagrange'a. Nie zrobili nast�pnego kroku inie badali symetrii lagrangianu, a wi� nie mogli i nie zastosowali twierdze-nia Noether do swyh lagrangianów. Podej±ie Anthony'ego jest bardziejogólne. On podj¡ª prób� zastosowania peªnego formalizmu Lagrange'a:aªa informaja o systemie jest zawarta w lagrangianie, równania ruhuEulera-Lagrange'a (równania pola) mo»na otrzyma¢ z zasady wariayjnejHamiltona, równania konstytutywne i prawa zahowania mo»na otrzyma¢z twierdzenia Noether, a stabilno±¢ ukªadu mo»na bada¢ wykorzystuj¡pomonize zagadnienie wariayjne [123℄.Anthony opublikowaª sw¡ teori� w serii pra (np. [15℄, [16℄, [17℄, [18℄, [19℄).Tutaj przedstawimy tylko gªówne punkty jego teorii na przykªadzie pro-blemu przewodnitwa iepªa, aby uwypukli¢ ró»nie pomi�dzy jego podej-±iem, a poprzednimi próbami zuni�kowania teoretyznego opisu proesówodwraalnyh i nieodwraalnyh zahodz¡yh w przyrodzie.



6.4. Podej±ie Anthony'ego 1796.4.1. Przewodnitwo iepªaPodstawowym i nowym pomysªem wprowadzonym przez Anthony'ego jestpole wzbudze« termiznyh  (t; x) o warto±iah zespolonyh i takim, »e (t; x) (t; x)� = T (t; x)  0 : (6.49)Zwró¢my uwag�, »e temperatura bezwzgl�dna T (t; x) jest od samego po-z¡tku dodatnio okre±lona, o wale nie wynika z klasyznego równaniaprzewodnitwa iepªa i nie musi tu by¢ dodatkowo zakªadana. Taka re-prezentaja wielko±i dodatnio okre±lonej jest znana w �zye i nosi nazw�reprezentaji Borna. Z (6.49) wynika, »e  (t; x) mo»e by¢ przedstawionew postai  (t; x) = qT (t; x) ei '(t;x) ; (6.50)gdzie faza �(t; x) jest pewn¡ nieznan¡ funkj¡. W zwi¡zku z tym, równie»wszystkie inne wielko±i mo»emy teraz przedstawia¢ albo w reprezentaji( ;  �) albo w reprezentaji (T; '). Dotyzy to ozywi±ie i lagrangianu:| lagrangian Anthony'ego w reprezentaji ( ;  �)L =�    ��! " i2( �t � �  � �t ) + T02  � log   �T0 �t(  �)#+1! �̂:: " i2  � ( 2r � 
r � �  �2r 
r )+T02(  �)2 r(  �)
r(  �)# ; (6.51)
| lagrangian Anthony'ego w reprezentaji (T; ')L = � T � ! 0BBB�T�t'+ 12 ln TT0TT0 �tT1CCCA+1! �̂::�rT 
r'+ T02T 2 rT 
rT� ; (6.52)gdzie :: { sumowanie po dwu wska¹nikah, ! { staªa o wymiarze z�sto-tliwo±i,  { iepªo wªa±iwe, �̂ = (�ij) { tensor przewodnitwa iepªa,T0 { temperatura odniesienia.



180 Rozdziaª 6. Formalizm Lagrange'a w opisie proesów dyssypatywnyhAparat formalizmu Lagrange'a daje| równania pola  �tT � �̂::r
rT = 0 ; (6.53) �t'��̂::r
r' = � !��̂::�T0T 2r
rT � T0T 3rT 
rT� ; (6.54)| warunki brzegowe1! n (�̂ � rT ) = 0 ; 1! n (�̂ � r') = 0 ; (6.55)| rozwi¡zanie szzególne '(t; x) równania (6.54), je±li znamy rozwi¡-zanie równania (6.53)'(t; x) = �! t+ T02T (t; x) ; (6.56)| pole wzbudze« termiznyh (t; x) = qT (t; x) exp �i ! t + i T02T (t; x)! ; (6.57)| g�sto±¢ energiiu =  T � 1! �̂::�rT 
r'+ T02T 2rT 
rT� ; (6.58)a po podstawieniu szzególnego rozwi¡zania (6.56)u =  T ; (6.59)| g�sto±¢ strumienia energiij(u) = 1! �̂:: ��r'+ T0T 2rT� �tT +rT �t'� ; (6.60)a po podstawieniu szzególnego rozwi¡zania (6.56)j(u) = �̂ � rT : (6.61)



6.4. Podej±ie Anthony'ego 181Powy»szy przykªad dotyzy ozywi±ie sztywnego przewodnika iepªa, wi�nie uwzgl�dniono tu mehaniznyh stopni swobody. Ponadto, pokazana tuto»samo±¢ jest speªniona dla ka»dego rozkªadu temperatur i nie dostarzanowyh informaji o ukªadzie.Wielko±i typu masy, po uwzgl�dnieniu szzególnego rozwi¡zania (6.56),przyjmuj¡ posta¢ w = �  T ; j(w) = �� �̂ � rT : (6.62)Entropi� Anthony nazywa obserwabl¡ drugiego rodzaju zwi¡zan¡ z trans-formaj� ehowania ��(t; x) = �(t; x) eu� : (6.63)Mo»na ªatwo pokaza¢, »e lagrangian Anthony'ego odtwarza podstawowerównania teorii Onsagera| g�sto±¢ entropii s = � ln TT0 ; (6.64)| g�sto±¢ strumienia entropiij(s) � �̂ � rTT ; (6.65)| g�sto±¢ pr�dko±i produkji entropii�(s) = rT � �̂ � rTT 2 : (6.66)Druga z�±¢ drugiego prawa termodynamiki�(s) > 0 ; (6.67)jest odtwarzana poprzez zwi¡zek z teori¡ stabilno±i Lyapunova, która jestrównie» z�±i¡ formalizmu Lagrange'a [18℄.6.4.2. DyfuzjaNajwi�ej w¡tpliwo±i w stosunku do teorii typu podwajania pól doty-zy interpretaji �zyznej tyh dodatkowyh pól, o pokazali±my na przy-kªadzie podej±ia Morse'a i Feshbaha. Polem dodatkowym w podej±iuAnthony'ego jest faza '(t; x).



182 Rozdziaª 6. Formalizm Lagrange'a w opisie proesów dyssypatywnyhRozwa»my teraz klasyzn¡ teori� dyfuzji [85℄ (porównaj rozdziaª 3). Pod-stawowym równaniem opisuj¡ym dyfuzj� jest prawo zahowania masy[76℄ �t� + div(�v) = 0 : (6.68)gdzie � { g�sto±¢ masy. Szzególna pr�dko±¢ dyfuzji v jest sum¡ pr�dko±iruhu haotyznego u u = �D r�� ; (6.69)D { wspóªzynnik dyfuzji, i pr�dko±i konwekji b pod wpªywem siª ze-wn�trznyh v = b+ u : (6.70)W klasyznej teorii dyfuzji zakªada si� prawo Stokesa, zyli »e pr�dko±¢ bjest proporjonalna do siªy dziaªaj¡ej na z¡stezk� [144℄b = 1� F(t; x) ; (6.71)1=� { ruhliwo±¢ z¡stezki.Bior¡ pod uwag� powy»sze wzory, mo»emy otrzyma¢ niejednorodne rów-nanie dyfuzji �t��D�� = �1� div(�F) : (6.72)Podejmiemy teraz prób� uogólnienia klasyznej teorii dyfuzji tak, aby byªomo»liwe zastosowanie formalizmu Lagrange'a.Relaja Stokesa [144℄ jest sªuszna tylko dla bardzo krótkih zasów relak-saji � � � � ; (6.73)gdzie � = m=� { kinematyzny zas relaksaji, m { masa z¡stezki,� � = dt = t � t0 > 0 { �zyznie in�nitezymalny przedziaª zasu, de�niu-j¡y skal� zasu obserwaji proesu dyfuzji. Wprowad¹my nowy zwi¡zekkonstytutywny R(�), który w graniy dla � ! 0 b�dzie przehodziª w re-laj� Stokesa. Zauwa»my, »e siªa spr�»ysta Fel dziaªaj¡a na dyfunduj¡¡z¡stezk� Fel = �V0r�el ; (6.74)jest proporjonalna do gradientu dylataji spr�»ystej #, gdy»�el = 3K # ; (6.75)



6.4. Podej±ie Anthony'ego 183gdzie V0 { obj�to±¢ transportowana przez dyfunduj¡¡ z¡stezk�. Zaªó»-my, »e za efekty inerjalne odpowiada siªa Fpl, zale»na od pewnej zmiennejwewn�trznej �, w podobny sposób jak ma to miejse dla siªy spr�»ystejFel Fpl = �V (�)r�pl ; (6.76)gdzie V (�) = �0� V0 ; �0 = mV0 ; �pl = � _� : (6.77)Pr�dko±¢ zmiany zmiennej wewn�trznej �, zyli _�, interpretujemy jakopr�dko±¢ plastyznej dylataji. W tym przypadku uzyskamy niejednorodnerównanie dyfuzji w postai�t��D�� = � � � _� : (6.78)Rozwa»my lagrangianL = 1! (� �t�� �2 (r�)2 �Dr� � r�) ; (6.79)gdzie � = � _�. Równania Eulera-Lagrange'a wynikaj¡e z (6.78) s¡ nast�-puj¡e: �t��D�� = ��� ; �t� +D�� = 0 : (6.80)Z porównania wzorów (6.71), (6.72) i (6.78) wynika, »eb = � �� r _� = �V (�)l30 B ; (6.81)gdzie B = l20r _�, a l0 = m=� � { harakterystyzna dªugo±¢ w proesiedyfuzji. Zastosowanie twierdzenia Noether do lagrangianu (6.79) generujenast�puj¡e równania konstytutywne dla poszzególnyh wielko±i �zyz-nyh:| energia " = 12! r� � (�r�+ 2Dr�) ; (6.82)j" = � 1! [Dr� �t�+ (�r�+Dr�) �t�℄ : (6.83)



184 Rozdziaª 6. Formalizm Lagrange'a w opisie proesów dyssypatywnyhWykorzystuj¡ równania (6.69), (6.70), (6.80) i (6.81) mo»emy powy»-sze równania wyrazi¢ poprzez pr�dko±i u i v:" = 12 �2�0 (v2 � u2) ; (6.84)j" = ��0 D [(v � u) �t� + vr(�(v � u))℄= ��0 D [u div(�v)� v div(�u)℄ : (6.85)| p�d p = � �! r� ; (6.86)�ij =1! (� �t�� �2 (r�)2 �Dr� � r�) Æij+1! [� �i� �j� +D(�i� �j�+ �i��j�)℄ : (6.87)Powy»sze równania równie» mo»emy wyrazi¢ poprzez pr�dko±i u i v:p = � �! (v � u) ; (6.88)�ij = ��0 ("D� div(�(v � u))� 12(v2 � u2)# Æij + vi vj � ui uj) :(6.89)| masaAby otrzyma¢ równanie zahowania masy, musimy przepisa¢ lagran-gian (6.79) w reprezentaji ( ;  �), gdzie funkja  (t; x) o warto±iahzespolonyh, przez analogi� do pola wzbudze« termiznyh nazywanapolem wzbudze« dyfuzyjnyh [76℄, ma posta¢ (t; x) = q�(t; x) ei�(t;x) ; (6.90)tak, »e � = �0   � ; (6.91)� = � i2 ln(   � ) ; (6.92)



6.5. Formalizm kanonizny 185i L = i �02! "D  � (r )2 �   � (r �)2!+ ( �t � �  � �t )#+�8! " 1 2 (r )2 + 2  � r r � + 1 �2 (r �)2# : (6.93)Z twierdzenia Noether mamyw = � �0!   � ; (6.94)jw = �! " i�2  1 r � 1 � r �!� �0D ( r � +  �r )# : (6.95)Równania (6.94) i (6.95) w reprezentaji (�; �) przyjmuj¡ posta¢w = �! � ; (6.96)jw = ��! (Dr� + �r�) : (6.97)Wielko±i te speªniaj¡ równanie zahowania wielko±i typu masy (6.13),poniewa» podstawienie do niego równa« (6.96) i (6.97) daje nam rów-nanie dyfuzji (6.78), które z kolei, jak to pokazali±my na poz¡tku tegopodrozdziaªu, jest równowa»ne równaniu zahowania masy (6.68).6.5. Formalizm kanoniznyW tym podrozdziale zostanie podj�ta próba opisu proesów dyssypatyw-nyh w ramah formalizmu kanoniznego dla mehaniki punktu material-nego na przykªadzie osylatora z tariem i dla teorii pola na przykªadzierównania przewodnitwa iepªa typu Cattaneo [79℄, [78℄. Otrzymane wy-niki ukazuj¡ trudno±i pojawiaj¡e si� w tego typu podej±iu.6.5.1. Liniowy osylatorRozwa»my klasyzny dwuwymiarowy osylator bez taria o masie m iwspóªzynniku spr�»ysto±i K, jednakowym dla obu kierunków ruhu [79℄.



186 Rozdziaª 6. Formalizm Lagrange'a w opisie proesów dyssypatywnyhRównania ruhu tego dynamiznego systemu mehaniznego maj¡ znan¡posta¢ m �x +K x = 0; m �y +K y = 0 : (6.98)Mo»na je odtworzy¢ z nast�puj¡ego lagrangianuL = m2 ( _x2 + _y2)� K2 (x2 + y2) : (6.99)Zde�niujmy teraz uogólnione wspóªrz�dne q = (x; y) i uogólnione p�dyzgodnie ze wzorem pq = �L� _q : (6.100)W tyh oznazeniah HamiltonianH = p _q � L ; (6.101)otrzymany z lagrangianu (6.99) ma posta¢H = m2 ( _x2 + _y2) + K2 (x2 + y2)= 12m(p2x + p2y) + K2 (x2 + y2) : (6.102)Równania kanonizne_x = �H�px = 1m px ; _px = ��H�x = �K x ;_y = �H�py = 1m py ; _py = ��H�y = �K y ; (6.103)s¡ identyzne z równaniami Eulera-Lagrange'a. Te same równania mo»naformalnie otrzyma¢ równie» z innego lagrangianuL = m _r _s�K r s ; (6.104)a wtedy pr = �L� _r = m _s ; ps = �L� _s = m _r : (6.105)W reprezentaji pr�dko±iowej Hamiltonian w tyh zmiennyh ma posta¢H(q; _q) = _r pr + _s ps � L = m _r _s +K r s ; (6.106)



6.5. Formalizm kanonizny 187a w reprezentaji p�dowejH(q; p) = 1m pr ps +K r s : (6.107)Równania kanonizne, znalezione w zgodzie z równaniami (6.103) przyj-muj¡ posta¢ _r = �H�pr = 1m ps ; _pr = ��H�s = �K s ;_s = �H�ps = 1m pr ; _ps = ��H�s = �K r ; (6.108)i s¡ identyzne z tymi otrzymanymi z lagrangianu. Zauwa»my, »e p�dyotrzymane z lagrangianu (6.104) nie s¡ równolegªe do odpowiednih pr�d-ko±i. lagrangian (6.99) ma ponadto dodatkow¡ zalet� w porównaniu zlagrangianem (6.104), gdy» opróz poprawnyh równa« kanoniznyh su-geruje rozwi¡zanie przedstawionego poni»ej zagadnienia osylatora z tar-iem m �x +R _x +Kx = 0 : (6.109)W trakie ruhu ukªadu konserwatywnego jego energia aªkowita E po-zostaje staªa [98℄. Tak wi�, h¡ rozwa»a¢ formalizm kanonizny dlaproesów dyssypatywnyh, musimy zaproponowa¢ taki ukªad dynamiz-ny, w którym otozenie uzyskuje dokªadnie tyle samo energii o ukªadtrai w trakie dyssypatywnego proesu. W tym elu modelujemy ÿk¡pieltermizn¡" za pomo¡ innego osylatora harmoniznego z antytariem, aoba te osylatory rozwa»amy równoze±nie. lagrangian dla takiego ukªadujest ju» znany [76℄, [98℄ i ma posta¢L = m _x _y � 12R(y _x� x _y)�K xy : (6.110)Równania Eulera-Lagrange'a otrzymane z tego lagrangianu maj¡ posta¢m �x+R _x +K x = 0 ;m �y � R _y +K y = 0 : (6.111)S¡ to równania rozprz�»one, z któryh pierwsze opisuje klasyzny osylatorz tariem, ale p�dy klasyzne ju» klasyzne nie s¡px = m _y � 12Ry ; py = m _x� 12Rx ; (6.112)



188 Rozdziaª 6. Formalizm Lagrange'a w opisie proesów dyssypatywnyhzyli _x = 1m(py � 12Rx) ; _y = 1m(px � 12Ry) : (6.113)W elu bardziej wyra¹nego odró»nienia naszej propozyji od tej omówionejpowy»ej, wprowadzamy now¡ wielko±¢K =Xi pi _qi � L ; (6.114)któr¡ nazywamy Khanianem. Khanian K(q; _q) wygl¡da jak niedyssypa-tywny K = K(q; _q) = m _x _y +K xy : (6.115)Jest to ozywi±ie tylko pozór, gdy» w reprezentaji p�dowejK = K(q; p) = 1m(px � 12Ry)(py + 12Rx) +K xy ; (6.116)a równania kanonizne przyjmuj¡ posta¢_x = �K�px = 1m(py � 12Rx) ;_px = ��K�x = � 12mRpx + (K � R24m)y ;_y = �K�py = 1m(px + 12Ry) ;_py = ��K�y = � 12mRpy + (K � R24m)x : (6.117)
6.5.2. Równanie przewodnitwa iepªa typu CattaneoZakªadamy, »e iaªo jest jednorodne i »e zajmuje obj�to±¢ V . Klasyznerównanie przewodnitwa iepªa ma posta¢ prawa zahowania energii�tu+r � j = 0 : (6.118)Nieh g�sto±¢ energii u(t; x) zale»y liniowo tylko od temperatury bez-wzgl�dnej T (t; x), a iepªo wªa±iwe  nieh b�dzie wielko±i¡ staª¡u =  T (t; x) : (6.119)



6.5. Formalizm kanonizny 189Ponadto, nieh strumie« energii j zale»y liniowo od gradientu pola tem-peratury, a tensor przewodnitwa iepªa �̂ nieh b�dzie wielko±i¡ staª¡j = ��̂rT (t; x) : (6.120)Przy tyh zaªo»eniah równanie (6.118) przyjmuje posta¢ równania Fo-uriera  �tT (t; x)�r(�̂rT (t; x)) = 0 : (6.121)Rozwi¡zania równania Fouriera s¡ niezgodne z prawami �zyki: iepªo pro-paguje si� z niesko«zon¡ pr�dko±i¡. Wady tej nie ma równanie przewod-nitwa iepªa typu Cattaneo, je±li do równania Fouriera dodamy z prawejstrony wielko±¢ ró»n¡ od zera typu jak poni»ej �tT (t; x)� �̂�T (t; x) = � �tt' : (6.122)Formalizm kanonizny dla równania Fouriera na analogizn¡ posta¢ jak dlaosylatora harmoniznego i w zasadzie nale»aªoby powtórzy¢ rozwa»aniaz poprzedniego podrozdziaªu. By tego unikn¡¢, potraktujemy równanieCattaneo w ramah formalizmu Anthony'ego [16℄, [20℄, [76℄.Jak pami�tamy, równanie Fouriera mo»na otrzyma¢ wykorzystuj¡ lagran-gian (6.52). Dla równania Cattaneo nale»y ten lagrangian odpowiedniozmody�kowa¢ i wtedy przyjmuje on posta¢ [20℄L(T; �'; �T ) = �2 �mT� (�tT )2 � 2�̂(rT )2�+ 1! �T�t ~'� �̂rT r'�� �2! (�t ~')2 ; (6.123)gdzie � =  �R=(2! �), amT = �  �R . Tutaj �R { zas relaksaji strumieniaiepªa, � { pewien fenomenologizny parametr, a~'(t; '; T ) = '� (! t + T02T ) ; (6.124)jest faz¡ równ¡ zeru w stanie lokalnej równowagi. We¹my jako uogólnionewspóªrz�dne par�  = ( ~'; T ) . lagrangian (6.123) daje nast�puj¡e równa-nia Eulera-Lagrange'a �tT � �̂�T = � �tt ~' ; �t ~'+ �̂�~' = mT�ttT � 2��̂�T : (6.125)



190 Rozdziaª 6. Formalizm Lagrange'a w opisie proesów dyssypatywnyhUogólnione p�dy maj¡ posta¢�1 = 1!  T � �! �t ~' ;�2 = mT �tT ; (6.126)sk¡d wynika, »e �t ~' = !� � 1!  T � �1� ;�tT = �2mT : (6.127)Wida¢, »e mT gra tu rol� wielko±i typu masy. Zauwa»my, »e teraz p�dys¡ równolegªe do odpowiednih pr�dko±i. KhanianK = �A _ A � L ; (6.128)dla równania przewodnitwa iepªa typu Cattaneo ma posta¢K = 12mT �22� !2� �21+ T� �1� (T )22!� +�̂��(rT )2 + 1!r ~'rT� : (6.129)Otrzymane st¡d uogólnione pr�dko±i s¡ identyzne z równaniami (6.126),a równania dla uogólnionyh p�dów maj¡ posta¢_�1 = ��K� ~' +r �K�(r ~') = 1! �̂�T ;_�2 = ��K�T +r �K�(rT ) = � � �1 + 2T! � + 2� �̂�T + 1!�̂�~' ; (6.130)i odtwarzaj¡ dokªadnie równania (6.125) .6.6. Lagrangian dla zjawiska termoelektryzno±iKolejnym przykªadem zastosowania formalizmu Anthony'ego do zjawiskdyssypatywnyh jest próba konstrukji lagrangianu dla zjawiska termo-elektryzno±i [77℄.



6.6. Lagrangian dla zjawiska termoelektryzno±i 191Równania Maxwella przyjmujemy tu w nast�puj¡ej postai:{ magnetyzne prawo Gaussa r �B = 0 ; (6.131){ prawo Faradaya r�E + �tB = 0 ; (6.132){ elektryzne prawo Gaussa r �E = � ; (6.133){ prawo Amp�era r�B � �tE = j : (6.134)Elektromagnetyzne pola E i B mo»na wyrazi¢ przez potenjaªy elektro-magnetyzne (A�) = (A0; A1; A2; A3); � = 0; 1; 2; 3; (6.135)w nast�puj¡y sposób:Bi = "ikl�kAl ; Ei = �i(A�) = (A0; A1; A2; A3); � = 0; 1; 2; 3: (6.136)Tutaj (x� = x0; x1; x2; x3), x0 =  t, gdzie  jest pr�dko±i¡ ±wiatªa. Przy-j�ie metryki (g��) w postai(g��) = 26664 �1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 37775 ; (6.137)pozwala na wprowadzenie kowariantnyh wspóªrz�dnyh i skªadowyh wek-torów (x�) = (g��) = (�x0; x1; x2; x3) ;�� =  ��x�! =  � ��x0 ; ��x1 ; ��x2 ; ��x3! ;(A�) = (g��A�) = (�A0; A1; A2; A3) : (6.138)



192 Rozdziaª 6. Formalizm Lagrange'a w opisie proesów dyssypatywnyhCzterostrumie« ma posta¢(j�) = (�; j1; j2; j3); (j�) = (g��) = (��; j1; j2; j3): (6.139)W tej notaji lagrangian pola elektromagnetyznego ma posta¢{ w pró»niLvem(�A) = �14 F �� F�� = �14g��g�� F �� F �� ; (6.140){ w iele staªym Lsem(A; �A) = �14 F �� F�� + A� j� ; (6.141)gdzie F �� = ��A� � ��A� ; (6.142)��A� = �A��x� ; �0 = ��x0 = ��t ; (6.143)zyli (F ��) = 26664 0 E1 E2 E3�E1 0 B3 �B2�E2 �B3 0 B1�E3 B2 �B1 0 37775 : (6.144)Równania (6.131) i (6.132) dla potenjaªów A� s¡ speªnione to»samo±io-wo, ze wzgl�du na to»samo±idiv url(�) � 0 ; i url grad(�) � 0 : (6.145)6.6.1. Lagrangian oddziaªuj¡yh pólW teorii pola w elu opisania oddziaªywania elektronów z polem elektro-magnetyznym stosuje si� ehowanie�� �! (�� � ieA�) : (6.146)Podej±ie to generuje lagrangian o warto±iah zespolonyh, o przezy na-szemu wymaganiu, by lagrangian byª rzezywisty. Tu zaproponujemy inny



6.6. Lagrangian dla zjawiska termoelektryzno±i 193sposób wª¡zenia w opis teoretyzny oddziaªywania pól elektromagnetyz-nyh i termiznyh, postuluj¡ trzy formy lagrangianu. W poni»szyh wzo-rah u»ywamy nast�puj¡yh oznaze«:  { pole wzbudze« termiznyh(6.49), (6.50), ' { faza pola wzbudze« termiznyh, � { funkja sprz�»enia,�̂ { tensor przewodnitwa elektryznego zwi¡zany z pr¡dem elektryznymzwi¡zkiem je = �̂ �E.(WI) Lint1( ; �A) = � ' �̂::E 
E ; (6.147)(WII) Lint2( ; �A) = � T �̂::E 
E ; (6.148)(WIII) L =� w T�t'+ �̂::(rT 
r'+ T02T 2rT 
rT )+ 12(E2 �B2) + A�j� � �̂::E 
E � �'(�̂E)rT : (6.149)6.6.2. Równania Eulera-Lagrange'aPolizmy teraz, jakie równania Eulera-Lagrange'a wynikaj¡ z postulowa-nyh funkjonaªów.| (WI)1. wariaja wzgl�dem A0:divE = �� 2��̂::(r
 ('E)); (6.150)2. wariaja wzgl�dem AurlB � �tE = j + 2��̂ � �t('E); (6.151)3. wariaja wzgl�dem 'w�tT � �̂::(r
rT ) = !��̂::E 
E; (6.152)4. wariaja wzgl�dem Tw�t'+ �̂::(r
r') =� w! � �̂::�T0T 2r
rT � T0T 3rT 
rT� : (6.153)



194 Rozdziaª 6. Formalizm Lagrange'a w opisie proesów dyssypatywnyh| (WII)1. wariaja wzgl�dem A0:divE = �� 2��̂::(r
 (TE)); (6.154)2. wariaja wzgl�dem AurlB � �tE = j + 2��̂ � �t(TE); (6.155)3. wariaja wzgl�dem 'w�tT � �̂::(r
rT ) = 0; (6.156)4. wariaja wzgl�dem Tw�t'+ �̂::(r
r') =� w! � �̂::�T0T 2r
rT � T0T 3rT 
rT�+ !��̂::E 
E:(6.157)| (WIII)1. wariaja wzgl�dem A0:E = � + 2�̂::('r
E) + ��̂::r
 ('rT ); (6.158)2. wariaja wzgl�dem AurlB � �tE = j � 2�̂�t('E)� ��̂ � �t('rT ); (6.159)3. wariaja wzgl�dem 'w�tT � �̂::(r
rT ) = �̂::(E 
 (E + �rT )); (6.160)4. wariaja wzgl�dem Tw�t'+ �̂::(r
r') =� w � �̂::�T0T 2r
rT � T0T 3rT 
rT�+ ��̂::(r
 ('E)): (6.161)



6.6. Lagrangian dla zjawiska termoelektryzno±i 195Rozwi¡zanie równania (6.153) wzgl�dem ' z wersji WI jest dobrze znane ima posta¢ (6.56), jednak»e dla takiej postai ' równanie (6.151) mo»e by¢doprowadzone do znanej postai tylko w przypadku E = 0, o ozywi±iejest niezgodne z ozekiwaniami.W wersji WII rozwi¡zanie równania (6.157) ma posta¢ ró»n¡ od (6.56),gdy» równanie zawiera dodatkowe zªony zawieraj¡e nat�»enie pola elek-tryznego E. Mo»na to rozwi¡zanie doprowadzi¢ do postai (6.56) gdyE = onst. Przypadek ten jest jednak»e nie interesuj¡y.Najbardziej obieuj¡a jest wersja WIII ze wzgl�du na równanie (6.160).Opisuje ono ozekiwany efekt, a mianowiie zjawisko Joule'a-Thomsona.Przypomnijmy, »e pr¡d elektryzny je = �̂ � E przepªywaj¡ przez prze-wodnik w którym istnieje gradient temperatury, opróz iepªa Joule'aQJ = �̂::(E
E) powoduje emisj� lub absorbj� iepªa Thomsona QTh =�je � rT , gdzie � { wspóªzynnik Thomsona.Je±li podejmuje si� prób� opisu zjawisk sprz�»onyh, to lagrangian po-winien skªada¢ si� z z�±i opisuj¡yh ka»de z tyh zjawisk osobno (bynie znikaª w sytuaji nie wyst�powania którego± z rozwa»anyh zjawisk)i z z�±i sprz�gaj¡ej poszzególne zjawiska. W omawianym tu zjawiskutermoelektryznym skªada si� on z trzeh z�±iL( ; � ;A; �A) = Lth( ; � ) + Lem(A; �A) + Lint( ; �A) ; (6.162)gdzie poszzególne skªadniki to Lth( ; � ) { lagrangian zjawiska przewod-nitwa temperatury, Lem(A; �A) - lagrangian pola elektromagnetyznego,Lint( ; �A) { lagrangian oddziaªywania. Wªa±nie tak¡ struktur� ma za-proponowany tu lagrangian w wersji WIII. W rozdziale tym wykorzystanoprae [75℄, [76℄, [77℄, [78℄, [79℄, [85℄.





Zako«zeniePrzedstawione w prezentowanej pray metody opisu zjawisk dyssypatyw-nyh ukazuj¡ na wielo±¢ stosowanyh teorii �zykalnyh. Nie wyzerpuj¡one ozywi±ie wszystkih mo»liwo±i, ale reprezentuj¡ tylko te zastoso-wane przez autora w jego badaniah. Metody te maj¡ ró»n¡ wag�. W za-stosowaniah praktyznyh na pewno bardzo wa»n¡ rol� odgrywaj¡ teh-niki, w któryh poªo»ono szzególny naisk na pewne spey�zne ehybadanego ukªadu �zyznego, jak w przytozonyh przykªadah propagajifal i ruhu dyslokaji w krysztale. Pozwalaj¡ one w szzególno±i oeni¢zahowanie si� poszzególnyh badanyh obiektów i zbudowa¢ urz¡dzeniado konkretnyh zastosowa« (np. wykorzystuj¡ zjawisko Shoha do budo-wy detektorów defektów materiaªowyh) lub te» tylko, jak w tym drugimprzypadku, pozwalaj¡ przewidzie¢ zahowanie si� materiaªów w ró»nyhtemperaturah.W rozdziale dotyz¡ym dyfuzji dokonano pogª�bionej analizy tego zjawi-ska, tak wa»nego w ró»nyh obszarah i posiadaj¡ego aªy szereg istot-nyh zastosowa« praktyznyh. Wnioski wynikaj¡e z tego podej±ia otwie-raj¡ nowe pola badawze i zah�aj¡ do dalszyh poszukiwa«.Równie» do dalszyh bada« zah�aj¡ rozdziaªy dotyz¡e w ogólno±i wa-riayjnyh metod opisu zjawisk �zyznyh. Niezale»nie od aspektów �lozo-�znyh, zyli od d¡»enia do uj�ia w jednym formalizmie peªnego boga-twa zjawisk przyrody, maj¡ one istotny aspekt praktyzny. Wspóªzesnetehniki numeryzne, wykorzystuj¡e komputery najnowszyh generaji,otwieraj¡ niespotykane dot¡d mo»liwo±i oblizeniowe, gdzie poszukiwa-nia funkji minimalizuj¡yh dany funkjonaª s¡ z�sto skutezniejsze ni»poszukiwanie rozwi¡za« skomplikowanyh nieliniowyh równa« ró»nizko-wyh.





Dodatek { De�nije i twierdzeniedotyz¡e wariaji u»ytyh w opisieo±rodków mikropolarnyh
A. Wariaje funkji i funkjonaªówA.1. Wariaje pohodnyhZ twierdzenia o warto±i ±redniej wynika, »e je±li funkje f i �f s¡ funkjamibliskimi (patrz De�nije 5.4, 5.5 i 5.6 na stronie 152) wtedy�f(�x�) = f(�x�) + " Æ"f(x�) : (A.1)Zauwa»my, »e treansformaja F : F(f) = �f jest homomor�zmem, toznazy, »e F(f1 � f2) = F(f1) � F(f2) ; (A.2)i F(f1 + f2) = F(f1) + F(f2) : (A.3)Rzezywi±ie,�f1(x�) � �f2(x�) = f1(x�) � f2(x�)+" hf1"(x�) � f2(x�) + f1(x�) � f2"(x�) + " f1"(x�) � f2"(x�)i : (A.4)Druga wªa±iwo±¢ jest ozywista.Zaobserwujmy, »e funkje �f1 � �f2 i f1 � f2 s¡ funkjami bliskimi i »e�(f1 � f2) = �f1 � f2 + f1 � �f2 : (A.5)Po zastosowaniu twierdzenia o warto±i ±redniej do ilozynu �f1(�x�) � �f2(�x�)otrzymuje si�, »e Æ(f1 � f2) = Æf1 � f2 + f1 � Æf2 : (A.6)



200 De�nije wariajizwró¢my uwag�, »e � �f (x�)�x i �f(x�)�x s¡ równie» funkjami bliskimi, aponadto �(f;� ) = (�f);� ; (A.7)i Æ(f;� ) = (Æf);��f;� (Æx�);� : (A.8)Z równania (A.8) i z (5.45) otrzymujemy równania wariaji pohodnejmaterialnej dowolnej funkji f(x; t)Æ _f = D(Æf)Dt � _f D(Æt)Dt : (A.9)A.2. Wariaje aªekTwierdzenie A 1.1Nieh b�d¡ dane aªkiI(x�) = ZA f(x�)dv dt ; i �I(�x�) = Z�A �f(�x�)d�v d�t ;gdzie dv jest elementem obj�to±i w IR4 a funkje f(x�) i �f(�x�) s¡ funk-jami bliskimi (patrz De�nija 5.4 na stronie 152). W tym przypadkufunkjonaªy I i �I s¡ równie» bliskie, i równoze±nie i�I(x�) = ZA �f(x�)dv dt ;i ÆI(x�) = ZA [Æf(x�) + f(x�)(Æx�);� ℄dv dt : (A.10)Dowód.Zauwa»my, »e�I(�x�) = ZA [f(x�) + " Æ"f(x�)℄ det ��x�x�! dv dt= ZA [f(x�) + " Æ"f(x�)℄ det hÆ� + " (Æ"x);� i dv dt= ZA f(x�)dv dt+ " ZA hÆ"f(x�) + f(x�)(Æ"x�);� +" r"i dv dt ;



B. Wariaje obiektów bezwªadnyh i deformaji 201gdzie " r" jest funkj¡ rz�du "2 i mo»e by¢ pomini�ta w dalszyh rozwa»a-niah, poniewa» lim"!0 " r" = 0. W tym przypadkulim"!0I" = ZA hÆf(x�) + f(x�)(Æx�);� i dv dt= ZA h�f(x�) + (f(x�) Æx�);� i dv dt :B. Wariaje obiektów bezwªadnyh i deformajiTeraz znajdziemy wariaje niezale»nyh zmiennyh konstytutywnyh dlaiekªyh krysztaªów w stanie równowagi termodynamiznej, zyli dla [44℄:��1; j;; T;E;B :Z równania (5.44) i z prawa zahowania masy (5.3), gdzie �o(X) jestg�sto±i¡ niezdeformowanego iaªa, i z faktu »e wariaja g�sto±i niezde-formowanego iaªa znika, a wi� Æ�o = 0, wynika, »eÆ� = ��[(Æxk);k�vk(Æt);k ℄ ; (B.1)i Æ��1 = ���1[(Æxk);k�vk(Æt);k ℄ : (B.2)Wariaja jkl wynika z (5.4) i z (5.50):Æjkl = �jkm Æd�lm � jml Æd�km ; (B.3)poniewa» ÆJKL = 0 . Zauwa»my, »eÆd�km = �Æd�mk : (B.4)Wariaja przestrzennego tensora gi�tno-skr�tnego ma posta¢Ækl =� km(Æxm);l+(kn vn � �k)(Æt);l+ 12"kmn (Æd�mn);l+ml Æd�mk : (B.5)



202 De�nije wariajiRzezywi±ie,Ækl = 12"kmn [�mK Æ(�nK;l ) + (Æ�mK)�nK;l ℄= 12"kmn f�mK [(Æ�nK);l��nK ;� (Æx�);l ℄ + (Æ�mK)�nK;l g :(B.6)Wiadomo, »e Æ�mK = �rK Æd�rm ; (B.7)�rK �sK;l= "krs kl ; (B.8)i "krs "kmn = Ærm Æsn � Ærn Æsm : (B.9)Wynika st¡d, »eÆkl = �kr (Æxr);l�12"kmn �mK ( _�nK � vr �nK ;r )(Æt);l+ 12"kmn[(Æd�mn);l+2"imr il Æd�rn℄ : (B.10)Uwzgl�dniaj¡ równania (5.20), (5.21) i_�kK = d�kl �lK ; (B.11)otrzymujemy ostateznie równanie (B.5).Podobnie mo»na otrzyma¢ wyra»enie na wariaj� materialnego tensoragi�tno-skr�tnego Æ�KL = xk;L �lK h��Æ�l� ;k+blk Æti ; (B.12)i na wariaj� tensora deformaji CosseratÆCKL = h�Æxk� ;l�vk (Æt) ;l i xl;K �kL + xk;K �mL Æd�mk= xk;K h�lL ��Æxl� ;k+�nL "lnk �Æ�l + �lL akl Æti : (B.13)



C. Wariaje pr�dko±i 203C. Wariaje pr�dko±iW tym podrozdziale podamy wyra»enie na wariaje wektora pr�dko±ik¡towej �.Zauwa»my, »e wariaja tensora gyriaji d�kl jest równa wyra»eniuÆd�kl = Æ( _�kK �lK)= DDt(Æd�lk)� d�kl D(Æt)Dt + d�lmÆd�km + d�km Æd�ml : (C.1)Sta wynika ju» bezpo±rednio wariaja wektora pr�dko±i k¡towejÆ�m = �12"mkl Æd�kl= ��m D(Æt)Dt + 12"mklD(Æd�kl)Dt + �k Æd�km : (C.2)Wariaja wektora g�sto±i spinu � mo»e by¢ ªatwo otrzymana z równa«(B.3) i (C.2). Zgodnie z wynikami Eringena [46℄�k = jkl �l ; (C.3)i wariaja �k ma posta¢Æ�k = ��kD(Æt)Dt + 12"mnl jkm D(Æd�nl)Dt � �l Æd�kl : (C.4)D. Wariaje pól zewn�trznyhW tym podrozdziale znajdziemy wariaje pola temperatury T = T (x; t),wektora nat�»enia pola elektryznego E = E(x; t) i wektora indukji ma-gnetyznej B = B(x; t). Zgodnie z równaniem (A.9), wariaja tempera-tury ma posta¢ nast�puj¡¡:ÆT = DÆ�Dt � T DÆtDt : (D.5)Zgodnie z równaniem (A.8)Æ(�;k ) = (Æ�);k��;l (Æxl);k�(T � vl�;l )(Æt);k ; (D.6)and Æ(�;K ) = (Æ�);K �T (Æt);K : (D.7)



204 De�nije wariajiWariaje wektorów E and B maj¡ nast�puj¡¡ posta¢:ÆEl = �(ÆAl);t+Al;k (Æxk);t+Ak;t (Æt);t+(Æ');l�';k (Æxk);l�';t (Æt);l : (D.8)ÆBk = "kmn h(ÆAn);m�An;l (Æxl);m�An;t (Æt);m i : (D.9)E. Wariaje lokalne i niezmiennize wzgl�demehowaniaTransformaj� Âk = Ak +	;k ; '̂ = '+ �	�t ; (E.1)gdzie 	 { dowolna funkja skalarna, nazywamy transformaj¡ ehowania[152℄, poniewa» zahowuje ona posta¢ równa« Maxwella { maj¡ one tak¡sam¡ posta¢ równie» w reprezentajiEl = ��Âl�t + '̂;l ; Bk = "kmn Ân;m : (E.2)Równania (D.8) i (D.9) wyra»one przez niezmiennize wzgl�dem ehowa-nia wariaje Weissa (5.55) przyjmuj¡ nast�puj¡¡ posta¢:ÆEl = (Æ̂');l� DDt(Æ̂Al) + vk (Æ̂Al);k+"mklBm "D(Æxk)Dt � vn (Æxk);n #�El "D(Æt)Dt � vk (Æt);k #� Ek (Æxk);l : (E.3)
ÆBm = "mkl h(Æ̂Al);k+El (Æt);k i +Bk (Æxm);k�Bm (Æxk);k : (E.4)Wariaja wektora E ma posta¢:ÆEl = (Æ̂');l� DDt(Æ̂Al) + vk (Æ̂Ak);l� El D(Æt)Dt � vm Em (Æt);l�Ek (Æxk);l : (E.5)



E. Wariaje lokalne i niezmiennize wzgl�dem ehowania 205Je±li wprowadzimy potenjaª skalarny �� � '+ v �A ; (E.6)to jego transformaja ehowania przyjmuje posta¢�̂ = �+ _	 : (E.7)Wida¢, »e �̂ = '̂+ v � Â : (E.8)W tym przypadku mamyEk = �( _Ak + vm;k Am) + �;k= � � DDt(Âk) + vm;k Âm�+ �̂;k : (E.9)Mo»na sprawdzi¢, »e niezmienniza wzgl�dem ehowania wariaja � maposta¢ Æ̂� � Æ̂'+ v � Æ̂A : (E.10)Nieh � = _	 i � � �A+r	. WtedyEk = _�k + vl;k �l ; EK = _�K ; (E.11)where EK � xk;K Ek ; �K � xk;K �k : (E.12)Moreover ÆEK = D(Æ�K)Dt � EKD(Æt)Dt ; (E.13)gdzie Æ�K = �xk;K hÆ̂Ak � �Æ	�A � �Æx� � Æt� ;k i ; (E.14)Æ̂� = DDt �Æ	�A � �Æx� � Æt� : (E.15)Wariaje niezale»nyh zmiennyh konstytutywnyh iekªyh krysztaªówmo»na teraz nast�puj¡o wyrazi¢ poprzez wariaje niezmiennize wzgl�-dem ehowania Æ̂ i wariaje lokalne �ÆÆ��1 = ��1 h(�Æxk);k+vk;k Æti ; (E.16)



206 De�nije wariajiÆjmn = �("lnr jmr + "lmr jrn)(�Æ�l + �l Æt) ; (E.17)Æmk =� ml (�Æxl);k+(�Æ�m);k+"mln nk �Æ�l+ (bmk � mn vn;k +nk d�mn) Æt ; (E.18)ÆEk =� El (�Æxl);k�D(Æ̂Ak)Dt � vl;k Æ̂Al+ (Æ̂�);k�Ek D(Æt)Dt � El vl;k Æt ; (E.19)ÆBm =Bk (�Æxm);k�Bm (�Æxk);k +"klm (Æ̂Al);k+ "klm El (Æt);k +(Bk vm;k�Bm vk;k ) Æt : (E.20)mamy ponadto, »e Æ� = �� h(�Æxk);k+vk;k Æti ; (E.21)Ævk = D(�Æxk)Dt + _vk Æt ; (E.22)Æ�l = D(�Æ�l)Dt � "lmn �m �Æ�n + _�l Æt ; (E.23)Æ�k = jkl D(�Æ�l)Dt + "klm �m �Æ�l + _�k Æt ; (E.24)ÆEk =� "klmBm �(�Æxl)�t � El (�Æxl);k��(Æ̂Ak)�t � (vl Æ̂Al);k+ (Æ̂�);k�Ek �(Æt)�t � El (vl Æt);k�"klmBm �vl�t Æt : (E.25)
F. Wariaja energiiEnergia swobodna iekªyh krysztaªów zale»y od sze±iu zmiennyh polo-wyh  =  (��1; j;; T;E;B) : (F.1)Z Twierdzenia 5.1 na stronie 153 wynika, »eÆ = � ���1 Æ��1+ � �jkl Æjkl+ � �kl Ækl+� �T ÆT+ � �Ek ÆEk+ � �Bk ÆBk : (F.2)



F. Wariaja energii 207Po zastosowaniu wzorów na zmienne konstytutywne otrzymuje si�Æ = � � �El D(Æ̂Al)Dt � � �Ek Ek D(Æt)Dt +  ��1 � ���1 Ækl� � �mk ml � � �Ek El + � �Bl Bk � � �Bm Bm Ækl ! (Æxl);k+12 "lmn � �lk (Æd�mn);k +� �T "D(Æ�)Dt � T D(Æt)Dt #
+ " � �Ek vl + "mkl � �Bm # (Æ̂Al);k + � �Ek (Æ̂');k (F.3)� " ��1 � ���1 Ækl � � �mk ml � � �Ek El! vl+ � �lk �l � "klm � �Bm El# (Æt);k+ "� � �jkm jkn � � �jmk jnk + � �nk mk# Æd�mn :Aksjomat obiektywno±i materiaªowej [44℄, [46℄ narzua, aby� �jmk jnk + � �jkm jkn + � �mk nk + � �kmkn + � �EmEn + � �BmBn= � �jnk jmk + � �jkn jkm + � �nk mk + � �knkm + � �EnEm + � �BnBm : (F.4)Uwzgl�dniaj¡ fakt, »e Æd�mn = �Æd�nm otrzymujemy[ � �jmk jnk + � �jkm jkn + � �mk nk + � �kmkn+ � �EmEn + � �BmBn ℄ Æd�mn = 0 : (F.5)



208 De�nije wariajiMo»na pokaza¢, »e wyra»enie w ostatnih nawiasah wzoru (F.3) wynosi"� � �jkm jkn � � �jmk jnk + � �nk mk# Æd�mn= " � �mk ml + � �Ek El � � �BlBk# Æd�kl : (F.6)Bior¡ pod uwag� w (F.3) zale»no±¢ (F.6), i »ed�rl �l = 0 ; (F.7)otrzymujemyÆ = DDt "� �T (Æ�� T Æt)� � �El Æ̂Al � � �Ek Ek Æt#+ "��1 � ���1 Ækl � � �mk ml � � �Ek El + � �Bl Bk � � �Bm BmÆkl #� h(�Æxl);k�"kln �Æ�n + akl Æti+ � �lk h(�Æ�l);k+blk Æti� DDT  � �T ! Æ� (F.8)+ "klm � �Bm (Æ̂Al);k+ " DDt  � �El!� � �Ek vl;k # Æ̂Al + � �Ek (Æ̂�);k+ "klm �e�Bm El (Æt);k+ DDt  � �T T + �e�Ek Ek! Æt :
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